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CAPITULO I

1.= Nos proponemos en el presente trabajo, estu-
diar las propiedades oscilatorias de las soluciones de cier=-
tas clases de ecuaciones difersnciales lineales autoadjuntas
de orden par ( 2.n) , en particular ds orden 6 ( n = 3),

Las ecuaciones que vamos a estudiar son @las ds la
forma:

CR I IO U R I BN

donde, en el intervalo ds x considerado, p(x)& CM" y r(x)E€C.

A menos que se indidue expresamente lo contrario,
admitimos que estas funciones estdn definidas y pertenecen
‘a las clases indicadas en el intervale ( 0,0°).

Los ejemplos mas séncillos nos muestran que el ca-
rédcter oscilatorio varfa radicalmente sagdn sea el signo de
r(x). Asi sabemos qus sn la conocida scuacidn de segundo or-
den: ' '

(1,2) I?(X)oYfJ 4+ r(x).y - ]

hay que distinguir que : a) r(x) 4 0 : la ecuacién no
puedes tener ninguna solucidn oscilants, b) r(x)> 0: si
puede tener soluciones oscilantes y de tener una las tiene
todas., ‘ |

Por tanto separaremos an nuestro estudio las scua-
ciones segin el signo de r(x). Para evitar peligros ds confu-
sién supondremos siempre r(x)> 0 vy la afectaremos del sig-
no + 6 ~ . Asi consideraremos pues las dos ecuacionss:



i

(1,3 Jpeaen] M L i)y =0, p(x)r0> 0

(1,9 peoyTM L ey

No discutiremos el caso en que r(x) cambie de sig-
no en el intervalo (0,7%o®), o© mas precisamente en el inter-
valo [E;é] que estemos considerando. Este cambio de signo
como es ldgico debe alterar profundamente sl cardcter de la

0 p(x)yx{x)> 0

"

ecuacidén desde el punto de vista oscilatorio,.

Antes de sequir adelante conviene que precisemos
el significado que vamos a dar al término " oscilatorio ",

DEFINICION 1

Solucidn oscilatoria es aquella que tiens un infi-
nito ndmeroc de cercs en  (0,%°). No oscilatoria se dice -si

.no es oscilatoria.

Unasegéuat¢ién se dice no oscilatoria si todas sus
soluciones son no oscilatorias, se dice oscilatoria si al
menos una de sus soluciones es oscilatoria. Esta precisidn
es necesaria pues si bien en la ecuacidn de segundo orden,
si una solucidén es oscilatoria , lo son todas, en las ecua-
ciones de orden mas elesvado puede ocurrir que cecexistan en
una misma scuacidn soluciones oscilatorias y no oscilatorias.
Es incluso notable que una distincidn radical entre las dos
ecuaciones (1,3) y (1,4) es, como veremos, precisamente sl
hecho de que la (1,3) tisne sismpre soluciones no oscilantes;
mientras la (1,4) o tiene todas las soluciones oscilatorias

o todas no oscilatorias.

Algunos autcores distinguen estos casos hablando
de ecuacionzs oscilatorias y " fuertemente oscilatorias "



Seglin esta nomenclatura la ecuacidm (1,3) podria ser no os-
cilatoria u oscilatoria, y la (14): no oscilatoria o fuer-

temente oscilatoria.

Otro concepto muy empleado por los diversos auto-
res que tratan estos problemas es el de " disccnjuga@f‘ﬂ "

DEFINICION 2

Una ecuacidn lineal de orden n se dice disconju-—
gada en un intervalo I, si ninguna de sus soluciones no tri-
viales tiene mds de n-1 ceros en I , ( los ceros miltiples
contados segdn su orden de multiplicidad).

Por ejemplo: la ecuacidn vy (n) | 0, es disconju~
gada en cualquier intervalo, dado gue todo polinomio no tri-
vial de grado menor que n no tiene mds de n-1 ceros.( La
exigencia de los n ceros es natural ya que una ecuacidn lineal
de orden n tiene siempre solucidn con n-=1 ceros prefijados
arbitrariamente y por tanto con n-1 ceros en cualquier inter-
valo).

En realidad si el intervalo I es infinito, los con-
ceptos de disconjugacidén y no oscilatorio pueden hacerse equi-
valentes,

En efecto si la ecuacién®8isconjugada en (a,>°)
egs tambien no oscilatoria., La reciproca ya no es gvidéate,
Pero para la ecuacidn ds segundo orden tenemos que si es neo
oscilatoria, por el tsorema de separacidn de Sturm, existira
un valor a tal que la ecuacidn ss disconjugada en ( a,o9).

<t



Irobaremos qus este resultado se mantiene tambien
para las ecuaciones dc orden mas elevado ( 1,3 ), ( 1,4 )
s decir

Si la ecuacidn es no oscilatoria en ( 0,o°) impli-
ca la exisbencia de un punto a tal que le ecuacidn es dis-
conjugada en ( a,®”).

Se demuestra por otra parte ( ver por ejemplo W.A.
Coppel: Disconjugancyﬁi} que si los coeficientes akeij de
de una ecuecidn linesl ‘
(1,5) y(n)+ a1 (x). y(n~l)+ e e -t antﬁb. ¥y =
( La (1.3) y (1,4) son casos articulares de la ecuacidn
(1,5) de orden 2.n) son continuos en un intervalo I, ebier—
to o semiabierto entonces (1,5) es disconjugada en I, si
y solo si, toda solucidn no trivial tiene menos de n ce-
rog distintos en I, sin tener en cuenta su multiplicidad.

Todavia y debido a la equivalencia entre una ecva-
cidn lineal autoadjunta de orden 2n N
(1,6) _l)n.fé (x) (n{] (n)'+ (-1)%" -1 Eanfl(X) y(n—%g(n-l)
I Y. ac(x) y = 0
y un sistema lineal hamiltoniano;

y= 3y 4+ oz
(1,7) ' SO
z'= Aﬁ(t}y ﬂl B(ﬁﬁ z : "'f  f5
donde AQX) 3{x7 c(®) son funciones matricisles de orden |
nxn, con Ay C simdtricas y B¥ iguzl a la transpuesta de B{
se uss otra definicidn: | | i
DEFINICION 3

La ecuacidn (1,6) es disconjugada en I, si toda so-

1ucibn no trivial tiene como méximo un cero de multiplicidad®

n . Equivalente en el sistema (1, 7)a que el vector n - dimen-

sional yCR? se anule como mdximo una vez en I .

@) Referenciar & Biblogofte: L]




Esta definietdn es mucho nas restrictiva que la (2) .
0 sea gi (1,6) es disconjusada en el sentido de le definicidn
2, 1o es segﬁh la definicidn 3. Pero para n»1l el reciproco
no es cierto. Sin embargo para la ecuacidn de orden 2(n=1) am-
bas definiciones son equivalentes.

Veremos que en el fondo para la ecuacidn (1,8) (F{B}Zrﬁﬂw

(-1)2 (0 5y =o0
estas definiciones gson equivalentes. pero para la ecuacidn (1.9)

(1.9) Lpw y™ ] s )" r(e)y =o
la definicidn <3 es inaplicable.(Siempre resultaria disconjugado,
aunque puede sef conjugzdo segun la definicidn 2 )

Egta Mltima definiecidn no la emplearemos pues sy utilidad
radica en la simplificacidn que se obtiene utilizando el sistema
equivalente (1,7), pero en compénsacibn no es aplicable a la e-
cuacidn (1,9) por ejemplo.

| Vamos a estudiarpues en lo que sigue las ecuaciones (1,3)
y (1,4) por separado una de otra.

Todav{é como ya hemos mencionado incidentalmente, conviene
otra distincidn entre las ecuaciones (1,8 y (1,9), entre otras
' cosas porque la (1,8) tiene una notable relacidn con el proble~
ma cldsico de autovalores

LpeedM] ™" A rlely =o
y en ella se pueden aplicar una serie de meétodos y resultados
que no gson aplicables a (1,9).
' Hay muchos autores (vase Bibliograffa), que han estudia-
do diversos problemas relacionados con ls oscilacidn para las
ecuaciones de orden superior. Nosotros en particular nos hemos
~ingspirado en el estudio que para las ecuaciones de orden 4
hacen LEIGHTON y NEHARI (7]



G

SIN TIBARZD los mdtodos que ambos gutbores emplean no
gson facilmente generalizables para ecuaciones de orden supe-
rior. Por—que de ddo algo andlogo a2 lo que sucede con lg
ecuacidn de 22 orden, la ecuscidn de 42 orden resulta ser un
caso especial y la mayoria de los métodos emplesdos por anm-—
bos autores en su estudio hacen ceferencis a propiedades es-
pecificas que se ggotan en ella y no valen para ecuaciones

de orden superiom,

2-- —- Por las veces que va ger empleado en los razona-
s .
nientos que seguiran creo conveniente establecer de entrada

con cardcter de proposicidn un resultado evidente.

PROPOSICION 1 . 1 Para cualquier intervaloe I,

existe una solucidn no trivial de (1,5) con " n-l " ceros

arbitrariasmente preseritos. )
. DEMOSTRACION Sea Yy, (el, yce) - --- . Y. (%) un sis-

rema fundamental de soluciones de (1,5).

La solucidn general X’(M - g' Ce ‘Y‘.(g)
(et congfanle) o

Si impnemos que se anule en "n- ljlpuntos prefijados
tendremos un sistema de n- 1 ecuaciones con n incognitas,
lineal y homogdneo. Si el determinante de los coeficientes
es % 0 +tendremos una simple infinidad de soluciones ( de-
pendiente de un pardmetro).

Si la caracteristica del determinante de los coeficien
tes es "K" +tendremos n - k soluciones linealmente indepen-~
dientes " con esos n -~ 1 ceros.

Hacemos uso ftambien frecuentemesnte del siguiente lems

LEMA 1.1  Si g[e),aoe)e C? en Casb)



¥ si z(}{) eg de signo coustante en este inter_valo,
,/7,,55_ w:dJe:/;;[a_-co(ﬁfa‘: é)
gson cerog consscutivog de }j(ﬁ}, entonces exigte una congtan-
te ) tal que la funcidn 3(73)" Xzle)
tiene un cero doble en €, ﬁ)

DIOSTRACION . F1 sistema  y (go)~ Xz C?a)=°}‘
g .
gc[vb)-kz (20):0

tiene & golucidn pare ) = Y(eo) si en el punto x,
Z (o)
(38 )'.,
se verifica que “ gy ! =
(e)
Pero como zce) es funcidn continua y deriVa-

ble en (a2 , b ) yseanulaen « y en § por el teoréma de

ROLTE su derivada se anulard en un punto intermedio: ¥4

(K< ¥y < (3)

Tuego ese ~pm:ﬂ:c Xo existe y en 81 y(e) - gz%{z{xe)
tiene cero doble. °
Este razonamiento es el tlpico para demostrar el teorems

de separachdn de STURM para las ecuaciones de 22 orden.

CAPITUIO 2

1l . Propiedades generales de los ceros de las ééﬁéfcio
nes de (1,3)

LEMA 2.1 Si y(X)es solucidn de (1,3) tal que
7’ ()] En-1)
oy gt Le@yn] L) g

gon todas no negativas ( y al menos una 7-’ 0 ) para x = a,




Jouse
[t}

}

entonces las funciones correspondientes de x son todas po-
gitivas para x> a.

DEI03TRACION:: Hemos impueste 2 n coundiciones inicia=

les a una ecuacidn de orden 2 n que determinan una solucidn
tnica. Alguno de los valores iniciales f 0, gi no la Unica
solucidn seria la trivial ( = 0.).
v (a) 20 , si y(a) =0, la 18 derivada no nula > 0O, lue-
g0 y(}‘) > 0 .en algun intervalo (a,b) (b>a)

Si no fuera siempre Y(ﬂ > 0 para x > a existirfa
un punto b » a tal que 3(e)>o (a< eab) /3[5):0

Pero por integraciones sucesivas de (1,3)
)¢
- pylt) tn et ves A (hd 1’42
Pﬂmlx = pJ / +['p3 ﬂ/c ~o) ¢ +[P

-1)1

f*cg £) A& () yelelt
Ux Th-1)] Ve
Parg a £ x<4b, el 29 miembro esppsitivo y creciente

con x,=% [Pa""] e) >0 para ( 2 <& x4 b ):‘9:{‘"30 ==>3
creciente con x en ( a, b ). , ‘

Como 3‘“"}(&) 20 p=—g 3‘”4’(2} ‘> * en (8.,5)
= ‘qu)(l?) creciente ...... ..etc. '

Procedlendo sucesivamente llegamos & que J"‘)CZ), J‘"'%e)
~ . y(!) >0 en (a,b/ :

—> y(e) creccenle en (a,b)
o= :f(c") < ch) < y() =0 Contradiccidn.

Por tanto y(®) no se anula nunca a partir de a y es

-~

gsiempre positiva. Por el mé‘bodo de demostraccidn
tn E mIJ Cp tm:] ¢n=t)
o ¥ - - -0y P .- Py
gson positivas para a < x<« b, y este punto b > x, para
cualquier xo, vemos que la conclufgidn es vilida para X>&,

¢.Q.D.
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COROLARIO  La scumecidn (1,3) tienc al menos una solicidn
no oscilatoria. Cualquier solucidn cue cumpla las " 2 n "
condiciones iniciales del lema 2.1 ya no vuelve a tener nin-
gw/a cero mds. Asl por egemplo la ecuacidn y vi Yyco
tiene la solucidn (’ 6 no ogcilatoria, sin periui-
cio de que tenga cotras oscilatorias por ejemplo:s C‘\ cv!rx
Fs pues un ejemplo de lg afirmacion que hablamos hecho
de la coexistencia de soluciones no oscilatorias y oscilato-
rias peira una misma ecuacidn del tipo (1,3)

BEs fécil dar un resultado andlogo para los puntos x <€ a

TEMA 2 .2 Si a»0 @& '({’) una solucidn no tri-
vial de (1,3) tal que Yy -y, 3 . .)- AT 8(")
4 -
)™ ey L ) p g em

gon todas no negativas en a ( una al menos ;l 0, todas

estas funciones son positivas para 04 X < a.

DEMOSTRACCION Basts hacer un cambio de variable inde-

pendiente x=a - %, t = a - x.
Pa.ra..i&:a.,t‘:o . Pavaae-:.o‘(?:a

o
t — 20

&/ .- Z Z.
;O t 2%6’ 7‘!' : 71 iﬁz: j;yz

A /” 2l
dc—n (” ﬁ-ff’% [f“) 7{”

" [f” ] (1)“"[“ Cp j:]

At 7 olt"

pfF 1o

Egstamos en el mismo caso que en el Lema 2.1, luego la

=



o
[aN]

i
concluaidn sigue evidente.

A 2 .3 Si Y  es solucidn de (1,3) tal que
y‘{a‘) = }‘Cc} = 0, y@) no puede tener un cero de orden 2 n- 2
en algun punto b € (a,c) (nx?2)

. ’
DIIOSTRAG@ION : Bn biy,y’. . .. Yy, [‘pg“"j. -
. rPJw}JM'g)" o ’
81 b es cero de orden 2 n - 2
Sin pdraida de generalidad [ py

( basta si no multiplicar por ( - 1 )

) =
Si FP :jm’J " () Z O entonces p(\c) ©
confradiccidn (Lema 2.1)

si [p 3""] ‘R (L) e o  entonces p(a): 0, contradic-
cidn (Lema.2.2)

Luego si una soiucibn tiens un cero de orden 2 n - 2

(n)](ﬂ-zla‘ o

" no vuelve a tener otro cero sy 0 no lo ha tenida antes para
xP>o0 . .
COROLARIO 1 Una solucidn con un cero 2 n - 1 no tie-

ne ningun cero més para X » © ,\
COROLARIO 2.  Si y{#& es solucidn de (1,3) tal que

y&a) = y(°) =0 , no puede haber un punto b : a ¢ b ¢ ¢

en el que " 2 n - 4 " cualesquiera de las 2 n cantidades

g (b)), y'le) . " - ), Cpy™]' (eI - _
- - fﬁy‘"'yln')(b) fean 2o (nx2)

La demostracidn es esencialmente la misma que la del lemz

/
2.3 En realidad conshituye un enunciado algo mas general del

Lama 2.3.
Sabemos ( pro;:osicioﬁ 1.1 ) que siempre existen solucioe

nes no tiiviales de (1,3) que se anulanen 2 n ~ 1 puntes



H

e
"

h
ﬁl,

"

w
Pt
ok
2;
C

dados ( no ncceosarianc: og) . YFero se nos prescnta ol

1te distint
problemna de gi dar esos 2 n - 1 ceros srbitrarios es sufi-
ciente pars individusliszar unc sola solucidn (excepto una
cte arbitreria ) . ( Es decir si se verifica un Teorems

de uﬁfaad. para 2 n - 1 ceros aerbitrarios). En general no,

s
pucden darse dogs o nes soluciones lineglmente independientes

~

con 2 n - 1 0 mas) ceros comuncs ( incluso con infinitos
ceros comumes) .

Sin embargo para las ecuaciones de orden 2 (n =1),
gabemos que g1 dos soluciones tienen un cero comtﬁ’x difieren
s<;lo en un factor constan’e.

Pars las ecuaciones de orden 4 , ya no se mantiene.
Asl 1la ecuacidn [p Cf*?{j"-]” + Fle) ¥ zo puede tener
goluciones linealmente independientesgcon infinitos ceros co-
munes. Por ejemplo la ecuacidn 3"! +43 =4 tiene
las soluciones linealmente independlentesi Yol ) 2 L&k $hoe
e Yy, (e)a fenx Ch x,

Por el contrario la ecuacidn [pte) 3”7 - Fie) g=
cumple ( ver LEIGTON - NEHARI, w»referoncia t’f 3‘_1)9 el
giguiente Teorema de unicidad:: 3i dos soluciones no tri-
viales tienen +tres ceros comunes son mﬁltiplo- constante
una de la otra " Propiedad importante que facilita el es--
fudio de la separacidn de los ceros de las soluciones,
pero que es especifica de dicha ecuacidn .

, 4 (n>2)
Para las ecuaciones de orden mas elevado 2 n
ya nogse aprecia esta distincidn de la ecuacidn de 42 orden

y tanto las ecuaciones (1,3) como la (1,4) pueden tener
soluciones linealmente independientes con 2 n - 1 ceros

comunes £ racluic oo,



Proete

Asl por ejemplo una ecuszcidn del tipo (1,3) es yyi'y:o
que adnit@ las soluciones linsalmente independientes
Sh< e ten %é i Ch }Lae Ien%@
con infinitos ceros comunes. Andlogo sucede para la ecuacidn
yY+yz o,

2. TEOREITAS DB SEPARACION

Es 1dgico que el comportamiento de las soluciones (por
lo que respeta al caricter oscilante) pierde mucha regularidad
al aumentar el orden de 15 ecuacidn . Pues mientras que en la
ecuacidn de 22 orden los reros de dos soluciones se geparan
perfectamente ( uno a uno), en una ecuacidn de orden 2 n
puede haber siempre ' ° 2 n - 1 ceros arbitrariog, lo que
impide la existencia de Teoremas de separacidn tan precisos.

" E1l papel fundamental en cuanto al caricter de oscilacion
lo van a jugar los llamados " Puntos conjugados E

~

DEFINICION 2.1

Sea la ecuacidn (1,5) ; S
5 g e pte) gL Lt patelyso
(una ecuachidn lineal de orden n y coeficientes contimios en
un intervalo I ) '
Sea yO€7 una solucidn de (1,5) para la que y(“)
y supongamos que _ybe) tenga sl menos Mm+n-| cerof: a,, a-,_,
-'”}am-u\l (a*a,,.oezf:v-\... "m-l»n.,,m j)
fara €2 &
Tememos " m punto conjugado por la derecha de @ :’
@) * gl valor minimo olf Quyns., cuando ny') vam./a entre )
toda la clase de funciones que son solucidn de (1,5) y para
las que y(a} = '




[—
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Asl por ejemplo suponiendo cue entre todas las solu-
cioneg de (1,5) con cero en x = a, haya azlguna que Benga
a}énenos n ceros para 2e€l,T=la,b),ac ba o°
habrd al menos una solucidn que tendrd el cero n en un
punto by: ac b2 b y que &ste sea el menor valor po-
ble de la abscisa del cero n. Entonceg é, = § ()

Tenemos pues que si existe al me10s una solucidn
con el nlmero fequ.erido de ceros en FG, 57, be o= 2
entonces la existencia de S [a.) se puede probar fa,eil-

mente por argumentos de compacidad.

Se: puede enunciar

PROPOSICION 2,1. si T=: Cai bl es un intervalo sompack

y4oxiste un &m (a) (Sm a) € b) , tal que ninguna solu-

cidn de (1,5) tiene mas de m4n -2 ceros en [ &, bg)

(b, < $m(c) (para m = 1 puede verse por ejemplo una de-
mostraceidn en COPPEL :L[5J ) Este resultado es eviden-—
te y generalizable pafa m>1l .

Pafa simplificar algo los enunciados vamos & introdu-
cir una nueva notacidn ( BARRET . Advances in Nathematcs, |
3 - 4 - Octubre 2969 [_1]. )

Sea la ecuacidn (1,3)
(4.3) : Cp Czl‘y"" bl reelyz o
utilizamos las ggotaciones abreviadas

Dc' y = H“:) para © <€ (.'gn-j
Dag = l‘p(z)v‘""]"” pare neiezn.

DEFINICION 2.2 Para g+3j = 2n




Llamanos en general & (a) los nlmeros e>a

tales que (1,3) fiene una solucidn que satisface
y(a) = D‘J("): - = = T D_,jfa):oe

s yCelz0syted: . .zl ¥=o

( Por ejemplo si y(X) tiene un cero de multiplicidad ten =
yJen w=c: ch(al)

Si no existe ninguno de tales nlmeros finitos. ¢, enton-
ces ujlals Do |

Si existen varias las ordenaremos de mepmoOr & meyor! &ij

Sobre la ecuacidn (1,3) hay dos impor‘tant{simas resulta-
dos obtenidos por Levin , Nehari, Barret y otros autores para
diversos tipos de ecuaciones y que se pueden aplicar a (1,3) ¥y
(1,4)

1. Sea Z (z) n’ finito : tanto .gl como J son pafes

Si "‘" j Jen Ympares 2y (a) = Do

Para (1,4) ocurre exactamente lo conirario (Ver Nehagi C2dl)

2, 8i 2= Sila) es el primer punto conjugado de &
§ (o) = min {?c} (“)}'pam Yt’,j, con las restricciones
de v, f ¢ €n-d, fafj=2n, 0 Y J  pares (segun vimos
por 1) (% y J impares para (1,4))

La ecuacidn (1,3)(en que como vimos i ¥y j son pares)
gse dice que presenta una oscilacidn de tipo par

La ecuacidn (1,4) de tipo impar.

En ambas ecuaciones (1,3) y (1,4) por ser automd-
juntas Z'r;(a- /= zjf': (a) |

Asi por ejemplo;  &¢-en la ewmocdn(1,3) hacemos n = 3
tendremos Sala)= emih { 29'.,_ , zzf, | & 39’2 z ?z'y @)

Pero para n > 3 ya hay diversas posi&ilidades .

Asl para n = 4 ' ,
§4(a) = man 1 2)y (o), 2),06), 2] (a)]} omo &ixlalz 2y la)
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nos queda <$a(al = nuly { ?t'z (ai, ?ei (“)}'

Lo Ynico que sobemos es que de existir una solucidn con
cero en a y sl menos 8 cerose{ a , bj, existe un punto S,c"aj,foa
y que debe coinecidir con el menor de los ndmeros #¢y (4/, Zeyla),
en que por lo tanto uno al menog de logs dos debe ser finito

Vamos a discutir el problema extremal que conduce a la
nocidn de punto m - conjugado. Consideramos las soluciones y(z)
de (1,3) que se anulan en X = 3 Yy suponiendo esta clase no
vatfa - tengan al menos m+2n -1ceros enfa ,>),
donde m es un entero pogitivo dado. Notamos los ceros @

G aca, ez € - - - £ Quuyn-,

Entonces existe un punto $Sam(a) 8iendo
Smlal) = - P |
Escojamos como soluciones fundamentales de (1,3) las
Yo(¢,a) tales que para x = a satisfagan las condiciones
iniciales
Dj Je 2 Sl’j | gg‘j o & c‘;‘J'
Ce,j=oide o o ast] [Sepzd iz

Y \d*;:jég:'ez'l(;s‘iei-t ?I'O??I:i)aijok i, . » k=i [.y‘:‘(', ﬁ), Y‘-t (¢, a ) SR ,7‘-,,(?;6)7
donde : 0, ya b'“ y"t . = = D.N Y,-K
Oy i e - o L—%' Y,-t .ot f/..x'] - 0.,‘,_ Yoo Ois Yo - — Dia Yo
i ol Ojw S e yin - - D,iw Yon
Una sglucidn con cero 2(n - 5 en a es :

yz= & ey a) (cCr2n-2K, o — Zn.t)
: FtzZn=-1X
51 imponemos que esta solucidn tenga un cero 2 k en un

pumto b (0 sea b = Zp.ane 12w (&) ) tendremos;
Wew (b & 5 In=2K, 2u-tk+i,. . 2u-1) T o £=5
> chh_u, (b,a; 2K, twe e, . 2us1) = 0

DEFINICION 2.3 Diremos que una solucidn de una ecua-

cidn lineal de orden n +tiene la propiedad (Mra,b) (12 K¢ )



gi tiene un cero de multiplicidad k¥ en b ¥y un cero =
tiplicidad n - k en a.

Pars nuestra ccuacidn decir gue una .wlbc1o€q tiene 1~
propiedad ( k¥ , 2 , b } equivale a decir que para dicha z.
cidn b T éjx ()

TEORENA 2.1 Si _Y()e} es una solucidn de propiedad

(2% ,a,b) de (1,3), .
y te) estd un:;.voca:mente determinada salvo un fac-

tor constante. :
29, 3‘(’-’) no puede tener ningu/n cero mu,ltiple en el
abierto I =(a, b ). v
(Osea :*195133
yft);!()enlosablert@s (0, 8) y(b oo )
DEMOSTRACION . |
12 . De existir dds soluciones linealmente independientes
ycel, 2(e) oon 1a propiedad (24 e &) podrfamos construir
uns solucidn 4+(el)s 225N ) ‘7(‘5) yz (reen) [a] 2le) -
que tiene en & un cero 2(K-nle 4 y en b un cereo
2k . Una solucidn ( Ver por ejemplo Nehari‘.ﬂliﬂ).

no puede tener dos ceros de multiplicidades c'-b,;"> n,

(¥,)z0, g1 ¥0) .

Hemos llegado puds a un absurdo que demuestra la 1& parte.

22 Supongamos que y(x) tenga en I =(a, b ) n ceros
dlstlntos ‘de X¢ 3 : ‘ ,
vy (‘}6] tendrd al menos m-4 1 ceros distintos , suponiendo quey
los m ceros x‘;c,ufueran gsimples.. ‘

En efecto entre cada R:ceros de y hay al menos un cero
de y’. Pero y(’f) tiene cero en a , luego el 1¥ cero de y’
en (a, b ) ocurre antes del 1¢ cero de .y . El cero i an-
tes del correspondiente i y entre ¥, ¥y b hay al mencc u:

P
nuevo cero de y’. Luego egsta como minimo: m<4 1 ceros.




13
Si alguno de los m Xy o8 mﬁltiple hebrd mas ceros dise
tintos de y’. Esg suficiente suponer que uno de los x4 (por
ejemplo xj es doble)
Entonces y’ tiene en I al menos m+ 1 ceros simples

v; 41 cerg» simple : Xy = me«f 2 ceros simples distintos

Repitiendo el razonamiento

y tendra al menos m+=3 ceros simples enI ¥y asf gsucegi-
vamente podemos ir considerando las derivadas suces:.vas gensra~
lizedas O0;Y + 4 .Y’ «(. e Yy L - - - -
Z- (“,7“»1)

Supongamos para gracisar bk €%y ( sino, bastarih cam-
biar entre sl el papel de k y M - k)

. Entonces en la derivada 2 k desaparece el cero en b

0 sen 3tzx)(b) #o S kK< Ny |
o bien si K=Hh/, [p y‘"’] [5/ Zo 4 en este caso fambien
desapareceria el cero en a o sea ny“)(a} #o

En el 19 caso! '

(T+1) ' .
() tiene al menos o+ ek + 4 ceros simples .

Yy
Este nlmero de ceros tiene al menos que mantenerse para
las derivadas sucesivas hasta que desanarezca el cero en a
O sea para : [P {1‘"’7 (n-210) ca) £ o
H’a ‘“'J“‘ZK)C k) tiene al menos m+ 2K%{ ceros distin-
~tos en I . : g '
[p “"jm uc“e) tiene al menos : m+ 2K ceros
by g0 ey o me+ 2 ceros distintos
E:’“ljw(t} ry tiene m ceros distintos cuando debfa de
tener al menos m 4 1. Contradiccidn debidq al cero doble vy
que demuesgstra el resultado .
b) E1 cafo K'T‘/‘g
Razonando igual llegamos
rP 3‘"’7 (e) tiene al menos m <= n ceros distintos en I
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-«
P - -

? y(n)]m-nm) Lene al menos o/ vt 2 cerer dirlinlog €u J
¥y el cefo es exactamente igual el anterior
32) @) Vamos a probar que é,(ﬁ?:;z‘o en (b, >0)
Supongamos por el contrario que Y Cﬁ/-a o, b ‘/3
ﬁ: {grcero a la derecha de b
Supongamos la solucidn ¥y 5/?5) que verifica.
y(¥) tiene cero ,2{41*1(7) en @, m ceros simples ¥, € (ﬁzé/i,
cero 2k en b, 1 ceroen
(En realidad como en el apartado 2 se podri'é oregeindir
de los m ceros simples en (a, b) o0s8ea m = 0)que no
alteran para nada la demostracidn : es decir solo son log ceros
multiples los que influyen)
- Anslizamos las derivédas gucesivas lo mismo que antes
- ¥% cero 2(n-k)-4 en a , m<41 ceros simplesen (a , b )y
cero 2 k: ]_._ en b__ »_un _cero en i_b, {6)-
Al llegar a la derivada de orden 2 k desaparece el cero
en b, pero sigue un cero en (b , }3) '
Al proseguir ; ese Ultimo cero puede penetrar en el inter-
valo ( & , b ) ( (nel)
Es facil comprobar que llegemos a @ r(? Y ")J (e)
debe tener 2l menos m<-=2 ceros distintos en ( & , ﬁ )s
pero como [p j“"7‘m(2):l'x tiene m ceros en (a,b), resulta
[p 3““] m'l)(lt) solo puede tener m-+ 1 ceros en (a,b) dis-
tintos,
Luego el cero m < 2 debe de ser posterior a b.

Supongemos ese cero B4 : be b, < 3

| rF’-.‘i“’J lﬂ‘l)(b') _[;:y(wyl"-ll(b} = /ééli" y(¥)ﬁ/7@ .

: ’ /
Suponemos :’(.é) 7 en (5, 54) ( no es perdida de ieneran
v . 'dad



™D

pues b,, < {’5 s Luego y(}f) signo congtante en ( b, by )
gue podemocs suponer positivc; ( si no multiplicamos por ( -~ 1)
Lo que implica[ﬁgm’:} -l (L) e o |
" ‘
H‘”’]m )(8) como mdximo m 42 ceros distintos en (a,lﬂ
e
=> [P 5m):]‘ v(ae) tiene al menos un cero en ( B , @ ); ese cero
b2 naturalmente verifics
b, bg
Por tanto [P Y
en (b, by) ( no tiene ningun cero en ese intervalo)..
1
o . 7 ‘”'2)(
Congideremos el RWltimo cero de [;9 Y

tiene signo constante

) antes
de b . Ese cero tiene que ser posterior al Wltimo cero aantes
de b de su derivada. T

Luego en &1 tiene pendiente negativa :

an Cn}] (h~-i) [b}'cz 5 :> (}7 3,C§)]

““? )(‘a)<_ o

~ . _ R
Reiterando el proceso llegarismos a que las sucesivas

derivadas en b serian negativas o cero:

‘ [ngu>jc'~53’(b) €O - oo [ﬁy""]ﬁi'”"iwﬂ(b) So

Entonces de acﬁerdo con el lemz 2.1 (y Cf) "tiene en b
todas sus derivadas O o nega‘bivas): y C{C}’ no puede tener
ningtfn cero posterior a b ¢ Contradicecidn que dem‘ues’bra el
Teorema ‘ . o e
b) Podemos demostrar que y(e)#o en (0o, a ) por el
nismo razonamiento apoyagldonos en el lema 2.2. : |

Con &sto quedarfa demostrado por completo el Teorema 2.1

El mdtodo empleado en la demogtracidn del Teorems anterior

~ permite una faeil generalizacidn.
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IEOREMA 2 .2. Sea ,y{-é) una golucidn de (1,3)

a) Si ,'{CF) tiene un cero de orden 2 k en a , no puede
tener 2 n4 1 cercs en ['a ’ b],(con'tando las multiplici-

dades) gin cembiar de signo al menos una vez . En general si
y(ze) tiene 2 n + k ceros" en el intervalo cerrado [ a , b] ‘
tiene que tener‘al menos k cambios de gigno .

b) Si Y{%) tiene un cero de orden 2k -1 en a no
puede tener 2 n ceros sin haber cambiado de signo al menos
una vez . En generall si tiene 2 n 4k ceros en fa , b ]
tiene que tener al menog ko= 1 cambios de gigno.
| DEMOSTRAZLION ¢ Sigue el mismo mdtodo que en el caso an-—

terior. Podemos prescindir de lcs ceros siuples en (a , b )
pues en ellos hay un cambio de signo y no altersn por ténto
el resultado.

Mds general si aparece en ( a , b ) un cero imper 2k+l,
podemos limitarnos a estudiarlo como cero par 2 k ya que el
cero de msfs se compensa con un cambio de signo . |

Consideremos puds una solucidn y(x),

con ceros en los extremos a y b.-

SUPONGAMOS :
1) yOC) ‘cero par en a

Basta demostrar pues que ybe) no puede tener 2 n 1
ceros en [ a , b ] considerando en ( a , b ) sdlo la exis-
tencia de ceros miltiples pafes. -

' El cero en b +tiene que ser impar parsa que la sima de

los ceros sea 2n + T ‘

0 sea “,‘lﬁ) tiene en el intervalo ssémicerrado Ea, b)

J
80lo cerog pares, Sean 1os ceros: 2.,%,. . - ¥g




LA

aS B R W&~ -~ LU, L8 b
de multiplicidades respectivas » < mo, 27, Emy,y- - -2‘”’75“,{.
(1¢ mg em-f . ¢x 0, 4,...8)
S mgr m + --~~——-+'ﬂ'7s}$"2 (’?-i.{)

Congideremos las derivadas sucesivas
¥yt ceros x,; con multiplicidades : 2~ J
+ S ceros Simples Y X <Y< B
total 3’057 t dndd-S- 448 =241 geros
Asl sucesivamente 1lega.r:{amos a que oy P y('"]“‘ -
tondrfa en (&, b) como mnimo 2 ceros simples
Cp y“”’jcm: ry tendria que tener al menos en (&, b )
un cero simple ( donde cambie de signo y(g)z pero y(x) no
cembia de signoen (a, b ),
b) Lo mismo podfamos repetir el rezonamiento suponiendo
en a un cero impar y probarfamos la 22 parte,.
Para la ecuacidn (1,4) vamos a poder expresar un re-
sultado simétrico.
_TEOREMA 2 . 3  Las funciones Zy fau) son funciones
continuas y derivables de a '
DEMOSTRACION : En efecto siendo la solucidn general

con cero -1 ea@( tanto para la ecuacibn (1,3 ) como la (1 4)
. "
Jlel = er Y, (X, e)
r=v
Los puntos ¥ = Z¢f ] (a) vendrian definidos por la

ecuacibn implicita : uz (¢, a) =0

Pero el W, estd formado por funciones continuas y de-
rivebles de x y de a , luego eg funcidn continua y deriva~
ble de x y de a. ,

Por el Beorema de exlistencia de las funciones impl:f-

citas, y teniendo en chen’ca que
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"
oW de | d Wy . o
de do da
A,
dx _ - ﬁ‘% 4w,
Ao © // S X
9
u"/jCﬂ, a) define  wuns funcidn e 2"1' (e.) niforon
y continua de & en 4yn cierto @ntorne de todo punto
»* P4 )
( a , b ) donde a'-—JWx -# o v note funcidn oo adamas difoe
o
renciabhle Br 288 punto. Do y{ (¢,a) - — - = D .7 [l(,a)
WI (€(47 T D‘ y‘" fg'a) - o - - Dd y:“.' (va)
H
DJ'_‘ ,_YL. C?, a) . Sown - = D‘i'n[ z“.’(ylaj,

° WJ‘(\',a) -
Je

l’&}(‘(,o.) sust@ituyendo la dltime fila por la
Lla : DjYetea), D 5oy o) —— O 4, (60)

En los puntos x= b 4 donde W (b, )

DW (b,al'#'() . Pues si fuera 2._% - o entonces
dx Jx S

. . : ) . .
existiria una.solucién con cgro i en a ycero:ZM'W;f

en b: imposible.

TEUREMA \ 2.4 Las funciones ?‘;;n(a) son funcioneg estricta-

mente mondtonas crecientes de A,

DEMOSTRACION:
4* Z¢j () es estrlctamante monétona @
(Z (al ,;‘o)
Supongamos que V /a) by para algdn punto a.
En tal punto ng%%;ﬂ“’
Pero ga) 9 ¥:C#,a) es soluciédn de la ecuacién diferenciel

oo
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a (r ﬁ)

tn cfecto ~4—~. ce 1 solucidn oo 1o ecusacidn difereoncial
O O

}/,.,, (V/ a) ; sy Leooolucidn Y €y, a) wedn definida nor
y e T¢ (a) )’ (’2) downde len Y, (e) (on

splucionaes fundementzlas ’*u*lf;:r't';u:ls?ray y

donde ley €; se doducesycono :,u"L.Cl‘Sﬁ del gistema 3

or D, 3(5.) Dyylel= - —-= -,j(a) {)“.,v(a). .- w.,y(a}

R 1) JW« ¥
D: y(a ; on o gue ¢ ( W(&f,,]) 5 Weeep)

es el wronskiano menos la fila i y la columna J.

o

Al derivar respecto & '"a", no afecta para nada a las s0=-
luciones fundamentales }/ (e) pero ahora

5‘__:!_._;__'_',:9) s ¢ Ca) y (z) luego es solucién ele

(a eau.cau.an

C+
y ademés , C _.L-l) Ju’/(a) W(.j)(&) W(‘_,J) (a}<wl(c“)
Wtca)
CHf

Luega Al Wiee ) ta) e 0 Weeeq, pp (0

9 y; (X,a) wie W (a) zn-!

DI e — Yo, O6B) 5 L) (ea ta sl yz 2'....., cn
por ser ‘) l o) = tiene un cero j en b re®

luego comdz (e ' ?c;—- y, (x,a) fambien por fer l&fa,?}v
y ambas soluciones son e%enc:Lalr'mnte c1st1ntas ""'_::> una solucidn
con ceroé=4{ en & vy Entd-t con be
Pero si la ecuacidn tiene oscilacidén 4',-2'1"" ﬁo la puede tene:
4~4, In+i~4. (le._ ferc par gy ofva Cwpar)
Se concluye gue (?’a);f o]

iguient .
y por consiguiente ‘J' (a,) :# o

: 12
0BSERVACION: Esto incluye el que Z.'j (a) no puedea ser

constante

.
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Yo,
&

¥ o~
2: & ¢] &) no oee sisparno decrecico i 1o fuera al aunentor
g ) . ; P ) e I g
a irfae disminuysndo é’fj (e} o nv 1o sontircidod Ylegarfamoe @ un ooun
. J .y

W
ta en que z;‘j (o) = e, ©otp onle in ocuedo worif

J

o,

U

.

que si bra: -
Z(;n(b) > 2;'!' (a")o

Fara la demostrecidén 2 seouir vanos o hacer uso de la dependencisz
continua de las soluciones reopecto a 1los CGTOS.

LEMA 2.4  Sea g(e) una colucién con cero de orden Zu-j~4 en =

N 4]
Ln conclusidn Z(-j (a) =c cstrictancnts wondtona crecisnte, con lo

N

‘)/

cero te orden jen 5?@5(558 aplucidn existe siempre, en rea=-
H

lidad existen infinites, todas deducidas de una al multiplicar por un

factor constante). Sea ¥ un cero simple de dicha solucién tal que

t
a < ¥ < b,

Formemos ahora la funcidén K-Cb), Fntonces ¥ es funcidn contlnua

[3
de b.

DEMOSTRACION, En efecto le sclucién con cero Zn-j= 4

en a eas
2r-1
“[C‘t): s r Y X , ’ U"' ¢, a) las soluciones

XX LIVEY!
fundamentales en RT QA

Si queremos cgue tenga un cero de orden J' en b.

S Cr Y, (bl o

! . . .
g < Y- (b)z o Sistema de j ecuaciones homogéne

———

S Cr

('i'”(e.):o con J‘-}- 4 incégnitas: Cp
r

as
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' zn-! ’ )
= y {xa)
Lueno la colucidn '3 ()= Z i Cr (b Jr Ke&
re2inaj~i
con los coeficicntes C.,.(b) deducidos del sistema anterior ce
una funcifén continua y derivable, cn renlidad anzlftica res-
necto @ b. yae)
—~ 1 vt
Sean ahora puntos < ¥ < ’ v
a D 8 & Iy 0( c \ d

entonces :’ Ce) § d)e o.

Como la solucidn'y(r_) es continua respecto a b
Para un b‘ suficientemente préximo a & se sigue verificando
que: Y, €& Y, (dl <o

Luego la funcién con cero J' en 64 sigue teniendo cero simpl
en t'c,d). Como ese intervalo {e¢,d] pocemos hacerlo tan pegusfio
como queramos. Sigue la conclusién que )é’.(bj es funcién conti-
nua de & . Al menos. mientras est@ definidoyy 8;' no se convier-

/
t4 en un cero multiple.

TEOREMA 2,5 Sea Y(¢) una solucibn de (4,3) o @)
e A e
con la propiedad C-J, Q, ?c'j (6.)7

- . m
0 sea con cero ¢z en & y cero j en LS (a).

Dicha solucién tienem={ ceros simples interiores (o sea en

(ﬁ, 7.‘]”(4}) .

kDEMDSTRACIUN. En primer l‘ugar no puede tener ceros multiples
(Teorema 2.2) |
aj la solucién () &, Z,-j‘(a)] no tiene ningdn cero interior
En efecto supongamos que' tuviese alguno pbr ejemplo el %8 |
Formamos la solucién 2(e) con cero Zn -j—J en & y cero |
ien en un punto‘ b<2\j perog tan‘prdximo @ &1 comoc gueramos

(solucidn que,cdmo sabemosyexiste).»‘Esta solucién por el teo=-

: . I -
rema anterior tiene que tener un cero P8¢ suficientemente prd

xima a €¢
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Al ir disminuyende & el cezr;?SvJ variando con conti-
nuidad,

&1 nunto 211 (c) Sa Ca—) nor cefinicidn,

Si disminuimos b hasts cun b & Sl(“) llsgamos @ una dso

les variae pogibles contradicioness
19 Tenemos unc solucidn con al moncs 2mtd ceros en
[a, bl : imposible.

28 H& desaparecido del intzsrvalo el cero Xy $o0lo 1lo
puede hacer por los extremos; o bien por el interior si pre-
viamente se transforma en cero doble. Esto dltimo estd descar
tado segln sefialamos al comienzo.

Desaparece por @a: Tememos una solucidn con cero Znﬂf

en & y cero j en b. Luego el punto de partida no seria
&7 si no al menos Zé'

Desaparece por b: Tenemos una solucién Zn-j-—.f en q
y cero‘j+i en b. Pero como hemos partido de la existencia de
la oscilacién (-8»-)',J'), la (.?n-!-j, S+ 1) no es posible.

b) La solucidn Ly, o..,‘a‘-}" c“)J tiene m-1 ceros simples. inte~
riores.
Lo razonamos por 1ndu0016n. si admltlnos gue dicha asevera-
cibén es correcta probaremos que la [},a zj Ga tieneMcerose.
Si admitimos que solo tiene M*] ceros
" Ahora b 10 harfamos disminuir hasta el punto Z&?ChJ
Ahora el absurdo seria que llegarfémos a que (al no poder

cdesaparecer ceros en el interior del intervalo) nos encontraria

mos con una solucidén con ceroznfj-j en &, m-4 ceros simples

en (G,b) vy ceroj en Ze}m(@).



aicuiriz vinicndo por la izquicsrdas

(a) ~or ciomnlo signo méds, Al VariarA el valor

v , - A . m
de esa derivada verfe continuemonte hests que b coincide con Z.:, &;}
(e
8N Ccuyo caso y (e z0, 1 seguir disminuyendo A la: (a) adguie-

L]

re el signo menos.

=)
Mientras 3( (Ja) era positiva, en el 12 cero de [&, b}, sea
’ ned-2?
1““{‘(13)40 Al pasar J(”’l (al

*

a tener signo menos, CoOmMO 2’67‘1) sigue con signo menos
(ro puede anularse y pasar a positivo) resulta gue necesariamente
ha tenido que aparecer un nuevo cero e ! G < ¥l ¥y

Entonces,como gvidentemente S:m, (a? ¢ 3:;’{¢-),

Gl sequir disminuyendo b y llegar a valores de 54 fm@-}
estarfamos en una contradiccifn.

0 bien una solucién con £n¢ m-4 Cercs éntes de Sm.

0 bien la desaparicién de uno de los ceros interiores que sc;-
lo se podria hacer por a previa‘ la aparicién de una solucidn

‘8"*)'&, w-{ ceros simples y cerojen 6 < 3.-/»’(&).

ABSURDO,

'Si por el contrario admitiesemos que la solucidn con la pro-
. s m' . , . ’
piedad [1141 z-.-l (o) tiene mas de 47 ceros, nos encontramos con el
mismo absurdo que en el caso &). Harfamos ahora disminuir & hast:

el punto‘ﬁym{a} y es evidente.

Queda asf demostrado el teorema.
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TEORENS 2.6 gm (a) - ML’M Z;;n (a)
Civge2n, ¢2f)

(Esto s2 verifica tanto pare la ccuecidn (1.3) como para la

scuacidn (1.4)

DEMOSTRACICN,

Por definicién Smlal € wmin ?r,m(a)
Hay que demostrar ques &wm Ca) ndn at‘,,m(a)

Por la definicién de S/m(a» hay una solucién de la ecuacidén:
3(3} coy cero en el punto @, cero en Em@) y2n+m-1 ceros en
Ce, Sm ()].

Dicha solucién no puede tener en @ un cero de orden 2un-1
pues o bien, caso de la ecuacién (1.3) dicha solucién no pueds
tener mas ceros; o bien caso de la ecuacién (1.4) el ceroZudm-]
serfa ?2::" (a) > §m2) por hipbtesis.

Veamos ahora que dicha solucién no puede tener en @& un cero
de orden <Zn=2

Entonces ¢ y: Cn-2 ‘!zk-t Ce) + Canag ) Y (i)’ ,
Liendo las y‘. las soluciones fundamentales em & gue hemos defi-
nido anteriormente.

Esta solucidn tendri’a que tener m-‘i ceros en (41 S"'j
a) Supongamos 72.‘ ,#O . Esto se verifica siempre para la ecua

cién (1.3) c:omo sabemos .

g > Ciu-z (yz""’) S Czu-z Canea
Yen-i AT
Llamamos Zop.n - O Qﬁ.n-z

Y""‘" % [}!nvl'x’ﬂ'-) XM ! fen-a

1 o f
El wronskiano de las dos soluciones y c 71 1 pUede
8 e - -
t ner en ‘ a, l caomo méleO m ' Ceros s d? l n‘l

. m i
o(“m" g (E1 cero MSEI‘.{B ?ﬂt-iﬂ- (ﬁ)><§m(a~)
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J
aner J(t) wm+4 coerce on (a,Smfa)J - )

72n-
debia tener 21 meno: m coros (Far apliczcién del tcorema de Rolle
I'4
entre doc ceros cunsecutivos y nor=mque en los ceros multiples la
derivada tiens un cerc dé un orden menos de ﬂultiplicidad).
Pero hemos vis aou L&z rf.u‘_t; ‘7-"...,7 Erm-2 y por
y y) '
tanto /‘;"‘ ) solo pusde tenszr m-1 ceros en (@, S ()
Thi

b) Supongamos Jue vy&n-t (e) pucda tener cerosicaso de la ecua-
cidn (1.4) |
' ) Ca, Sim ()]
Entonces Yeu.,; solo puede tener en (a, Swm(a
Separemos el intervalo [alsm) en subintervalos parciales abier

tos ¢ (44 Nu ),Cdu dljl . - (“{,u‘_,’ gm ('G)]

en cada intervalo tenemos igual que antes ;

/
....& ); C,gn_.l ZZu-?,

Jen-

Ahora al poder anularse yz"_' ,.los wronskianos pares
son distintos de cero -—:> 21 ?-l o.

Luego y(t) s:')lo puede tener como méximo un/ cero en cada sub-
intervalo parcial. En total M ceros (el dltimo en &m ). Entonces
para tener m$9d ceros debe al menos tener uno en cualquiera de los
puntos s o, 3 ¥iq ce e X1, m-1

Pero si . y (0(“) 0 = Cenmr }'.,“_1 (‘\’;J‘) emna

Pero Yo n-z (Q’jl ) #O (Ese cero al serlo de ]z ‘C‘ lo serfa
de Wz )

Hemos visto pues que es imposible que )(!)"tenga en @ un cero

de orden 2"‘ "'.2-
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c) Por induccién supcnnoenocs Ouc (7(\67 no nuccde tener en @& un
cero de ordon Sn-=K,

Oue a8 ucx
ysSeeys (vs 2K, . - Zu-1)

]
no puede tener am+ W -4 caros cn (@, Sm(a’j

Veamos entonces gue tampoco pueds sor una solucidn con un
cero de orden Zn-K-4 cn o@..

Cntonces < Fay (c=tu-k-1,.. .tn-y)

Vamos a probar que no puade tener K+m ceros en (a,gmj

Supongamosl yz“_, .7! 0.

y‘L - EG:?.' - c&n-‘(.; ?‘ln-x-;"" e o =t c‘lu.z ?'zu-z
Z2n-i

Ceros posibles de WK+,I ryznox-a 1 - - " qu-t_.] san
4 e .
d.x_““, R O(k,g‘m-q. En total solo m=‘l ceros

wx+l r‘jgj = Y,M' WK [ztn- Kelyos = * ?tu-‘&]

n-l
WK salo m-1 ceros
Peroc como por la hipétesis de induccidén una combinacién
‘ linealde Kfunciones [Z':) cuyo wronskiano tenga en (4, "mj
como méximo ,”"'1 ceros; solo puede tener como mdximo wi+ K-T
ceros; resulta quey svglo puede tener m4+K=4 ceros

Supongamos gue pueda anularse }z” '; ceros posibles de

yZn-: Py — — °'{'t"ﬁl—& Cwm-1)

Como antes descompongamos el intervalo en subintervalos

(G, "’u) (e, o(,.‘)._ —_— - (‘(a,m-u S”‘j.

En cada uno de ellos podemos expresar

/
-}-'-?-- )- Cen-i-i Con-sc-1
Tn-/ ’
Como antes Mc ['?;.,_k_, . - - Zz.,-.,.) solo puede

tener m-T ceros en (G’, Smj
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(G,d")U(dndrg)u. .-U( ,m=}, M]

r ’” toner como nAxing K4 me2 ceros

-3
U)
L
¢t el
L
m

- (0

J

j——

Jan-

y Do

4
]

Lad
(=}
—?I
(]
o

r—j'\-—_—?

tento Y 7 Kem-4 coros.,

' r 4 S TR - ,ﬂ(w Lo . ' d .
uego n debia tener al monos un ceroc Mas en 4N puUnto !‘,.

AU V4 .
Entonces en ese punto <= sorfa finito y tendriamos un inter-

dn-l , z
valo menos, y secguiria mantsniendose el resultado GUe guUeriamos
probar,

Conclusién : gm =z wln ?J
COROLARIO: Los feoremas 2¢3, 244, 2.5 que habfgmos probado para
T 1as funciones Z.'/m valen pues para la funcién dw@),
0 sea:$m6.) es una funcidén continua y derivable de q,
es estrictamente creciente con &, Existe una solucién Unica de las
ecuaciones (1.3).y(1.4) con la propiedad [j, a, Som (4)7
(o sea con cero de orden Zn-'j en@ vy un cero de orden J en &m, para

algdn 1.‘.,[&0’\.. ). Dicha solucién tiene exactamente-m={ ceros

simples en el intervalo abierto (a. SM{“”-,:

3 . ESTUDIO DE LAS SOLUCIONES DE LA_ECUACION (1.3) EON EERB DE
ORDEN 2n-2 EN o

Liamamos C[ga-z (&) a la clase de las solucicnes ce la ecua~
cién (1.3) con ceroZmn-l en & .

Llamamos ym a la solubidn ym é Clzn.zfa.) y con cero doble
en el punto Z::_le (6), que para abreviar y siempre que no haya
peligro de confusién pondremos simplemente &

Por el teorema 2.1 sabemos que Jm no tiene ceros en {o,a),

ni en (2 ,00/ y tiene m-1 ceros simples en (o, % }(teorema 2.5)
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masandose gn 1o crocicdad furndamental e las seclucionzs
o la anuncidr {4 =Y e temrmear calieiaroe ot amearn sitiyes v
ae S.aoUnCLON Ller,; ¢ LONSI SOQLUCIORCS SizZnore positiveas Y

b ~ ~ e 2 ~ o ] o Yo e g P T -+
en el hecho de ocue dos solucionos linealrmente independientes

& C(.z...l (a) constituven un sistema fundamental gue por-
mite cxprosar todss las soluciones 3 J € (—Igu.z (a} podamos

. 7 , . '
deducir facilmente el comportamiento do 4dstase

A/}
TEOREMA 2,7 Los puntos Z (a) separan los ceros de todas las

soluciones de la clase Clzh-z (a)
Sea y(t)e C’zu-lfa) si los ceros de dicha solucién san
2, %,83,---"" . - tenemos:

t
ace,¢.z'< ¥oec- - - --

DEMOSTRACION Cualqu1er otra solucién WCﬂéC/Zn-» @ g puede
expresar: we Ag-l—' Buw (A DB. (—h)

y, solucién dadqcon 2 ceros consecuyivos: A, Xoe
u,(.re)é (lgn-z (@) ; wle)>©O pava ¥>a

G ,x~ 0= '4)1‘;“ /‘"‘i funcién continua en E)‘t,xs‘-nj,

luego por el teorema de Rolle en un punto X< X;étj‘&u
su derivada se anula — u,j ? W'e
u.(x,)y ,}‘(X)!L

¢
luego X]- & ; entre cada 2 ceros consecutivos

tiene un cero doble en X;

de 7(2) hay un P'M\f; 2™ .
Solo queda demostrar-que 2,< ?f
Si 2y > ?!Seﬂa,
Balvo un factor constante : = ‘74-" K
( K wnglonte positiva)(u(!) solucidén cown

= 3()(4)": ffc‘xi)t Ku'(‘)(i) Cerc en & de orden anl) -



Supuesto sin ofrdida <o generalidad Yy positiva; tendremas
y= j’* K e ;
luego =n 'él: J < - Ku (Z)<0
(6+ El = Y, (a+€) - Ku (c+€! >0 57:51:'&‘ €—> 0
For tanto y(e) ha debido terer un cero antes de Z'I

contra la hipbtesis,

COROLARIO: No puede haber dos soluciones linealmente indepen-

dientes pertenecientes a la Clagn-2 (@) con otro
cero cumdn. CLD que implicarfa:

la existencia de una solucién con cero Zw=J y otro cero més)

COROLARIO: Si en un punto 2, y:f (z') >0

(o bien €0 ), cualquier Jéau,_z(a} que cumpla
7(3':) >0 (o bien& ©O), no tiene ning¥n cero en (3-‘,‘.><>)

DEMOSTRACION: Suponryamos que s{. Sea ese cero 2z

yWi)zo ; Yoy tKu

como en z° Y >o ; ¥T yi+Ku
para 12726; y‘.>o s W>o _— )’>o. (QD

TEOREMA 2,8: Sean X¢, X ,¥Xiag tres ceros consecutivos de una

y(l)éuzn-l (a}, cualquier otra solucién )
w(e) € C{‘“‘Ié‘) que tenga algdn cero en (,x.', o°),
tiene dos ceros en Cx:,X;,,.; ) o uno doble, o ninguno. Si tiene
dos, en U‘a—:,xaz) no tiene ningunc. {5i tiene cero doble ya no
vuelve a tener mas ceros). Si no tiene ninguno,en (XQ.’ ,Xuz)

tiene dos o unoc doble.



DEMOSTRACINON ¢

W= ‘y"_{' K w
Sin pérdida de generalidad supongamDSJ pogitiva en (X;',K.‘,,,,),
por tanto nenetiva en (K.:..;,y.'.;z) . Lo mismo para fijar ideas
Wt y + Kw.
Es inmediato que \x/#o en C-?‘-' €:.,) » luego en (!.'..4,,2:41)

tiene que tener dos o uno doble.
»

J
Hay un puntoZ entre Xy, b ¥iy2

Por cotolario al teorema anterior : y;' (ZJ) >0
’

P . !
Si W no tuviese ceros en (f,’,,,,?,:n) ya no tendria mas ceros contra

‘hipétesise.

w (%) >0
W@{"‘J) >6 W(E) tiene que tener un ndmero par de ceros en

C?C-}l, t"’z)
Si tuviese cero doble serfa la solucién: y

j J
No puede tener dos ceros en (Y,',_JIZ"/ ni en [?, ?;_,q_)

Luego tiene que tener un cero en cada uno de estos subintervalos

y dos en (Y‘-_‘_“Y“z) . (Q.D
Si llamamos Z}- al cero i-simo de la solucién ‘Z ; surgen como corgd
larios de los teoremas 2.7 y 2.8 respectivamente,la siguiente dig

tribucién de dichos CEeT0S.

CORCLARIO: La sclucién ‘y tiene f-_{ ceros eimples que verif‘ican

a < ®; 4214e <7 4___.44?- ‘c 2’ 4?
COROLARIO: Entre z :7 2¢ las soluciones J:(f2 > (+1)

L

tienen un solo cero 36‘. Estos puntos 2 se ordenan
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LUSION: Las soluciones € ([z,. (a) y f/ Clyw-s Ca)

J distintas de las soluciones ?ﬂn verifican
Todos lbs ceros son simples en (a,oo)
Si antes de Z‘ no ha tenido cero, no lo tiene yd4.

!
Si su 1% cero es anterior « g, no tiene mds ceros.

!
En efecto, en ()2,2;} no pueden tener ningdn cero, luego

(2 2
3(3}‘0: y“(zz)co luego )#O para ¥ >¢€

- 40

Si tiene ceroc en [X;,Z/ solo tiene un nuevo cero mds eznt
. CE, 23)
y ninguno mas.

; '
Si tiene cero en [xz,x3) tiene al menos dos ceros mas,
Llamando a esos ceros (

o< Bic Ry c2is B < cT<fBpc?

Si tiene cero en (Jezt z:"‘“> tiene ¢+ 4
2iH

3

ceros en (&, Z

Cualquier solucién & aZn-z (&) tiene menos de { ceros

0 sea las solucumes] son las gue tienen mayor ndmero de

ceros en [—4:? ] de todas las pertenecientes a dz...l(“).
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Ante todo unz sslucidn con corcf?a~d en G Vv cero doble en b

/

que exicste siempre, ya no vuelve 2 tener ningdn csro mas a par-

5%

tir cde b (Teorema 2.2).

&}
-

(R
0

l....n

olucibén ademds es Unica calvo un factor constante.

m
@]

Si hubiera dos linealmente independientes sdésto implicar{a
(bor comhinacidén lineag una golucidn con oscilacidn 2n-3,3.
Se pueden deducir los siguiesntes resultados:
12 ‘No puede haber tres soluciones iinealmente independientes
€ az“"’?» () con un cero b comdn.
/ La prueba es inmediata :::$> la existencia de una solucidn
/‘ con cero M=Ten & vy cero on b s imposible,
22 Como consecuenciasrdos soluciones llnealmente independientes

<& CIZ“'Z!- [a) y cero en b comdn constituyen un sistema fun-

damental de soluciones, tal que toda otra solucién e azn-g @)
,‘} y cero an b se puede poner como combinacién lineal de ellas.,
30 Sgan dos solu01ones L.I. (linealmente independientes)

€ C[2h‘3 () y cen cero en b sus ceros se separan mutuamente
en Capb).

0 sea entre cada dos ceros de una tiene que haber uno yysélo
uno de la otra,

Ante todo los ceros no pueden coincidir,implicarfa una
solucién con cero 2Zn-3 G, cero 2ky cero posterior: imposible.
Supongamos xe,,rz ceros consecutivos de ‘7‘ y entre ellos

ninguno de {q éésto"‘implica una solucién con .c':ero'
Zw~3 ena , cero 2 y cero b posterior. Luego Yy, tiene que te-
ner un cero; dos no pueden ser, porque si no entre ellos deb¥a

haber uno de- jg.
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TEORCMA 2,9 lna solucidn nortonecicents & CIZM.g (&.)
]
na sucde tener 2nem- 4 o oros on r“4?Zn-z,z(“)7
DCMOSTRACION:  Bnte tods no hay una solucidn con cero -3 cna

qus tenna <M ceros on lfa,?ly.‘

“n efecto zea eca soluciﬁn:ui

LN\ [\ b.‘.?ﬂ

Existe una solucién U, con cero 2w cna y cero en b que no tiene
’ .

ningln cero mas interior, Esto estd en contradiccidn con los
resultados antericres (el de separacién de ceros). En el caso que
b 24 . . | 24

> 2" la solucidén cero 2w-2 .en @ tiene un cero doble en &€
y ningdn cero anterior, la conclusién es la misma,
Pero puede ocurrir gue U4, sea una solucidbén con cero 1&. y cero dob.

en b . Veamos que €sto tampoco introduce nueva complicacidén en

la ‘demostracién pues ahora:

: !
u, -o.ul :_o_-u(éj‘:-L:O
—~ ('ﬂ,)- vl (b) 0.4:{.1__‘1} S
‘.

La cohclﬂéién se mantiene si bc -4
5i b:?l habrlla dos soluciones lI con cero Zn-3 en G Yy cero
zeﬁz{:'?solucidn con cero w3 en @ vy cero $ en Z‘i :imposible.
Veamos ahora la demostracién para un i?“’ cualquiera, Admitamos
que exista una solucién con m#2h=-d ceros en [-4,??7y llamemos
b al cero m+ vaf, éf- Z”,’

Por tanto esta solucién & tiene cero w3 en o ,m+d ceros y
cero b.

Puede ocurrir que el cero Xmyq coincida con el b (siempre gue

be 27 ).



Hay unz solucidn Uz cen nero Tl on c, wm~-4 ceros

. , . - ”7} \

simplcs v coras 2n b ((,!fsa::l-:.z ai b2 Je

Como My tiene Mm$d cercs interiores, tieno gue haber un

intervalo en gue haya dos ceros consccutivos ce M4, pOT nin-

guno de Mp : imposible como cahemos.

|-

Queda la posibilidad de que los dos (ltimos ceros dé &g coin-
m
cidan en un cero doble en b.(® € ¢ )
My:2m-3 cero en O, ceros y cero en b doble
U, cero 2u-l en &, m-d coros y cero en b
0 bien hay dos ceros de o, entre los gque no hay ninguno de &
y {] y 9 2.

0 bien el cero Mde My posterior alm-1 de Uz . En ambos ceros

la misma imposibilidad,

CONCLUSION: COMPORTAMIENTO DE LDS CEROS D.E LAS SOLUCIONES CON
CERD Tu=-3 EN @ o

A) Soluciones con cero Z en b
1: Si b‘:Z" la solucién no tiene ningdn cero en (&,4)
' m-} M :
2: 51 2 £b=i ) tiene exactamente m=f ceros simple

4

“ . ‘t." 3
en (&,L), el cero ¢ comprendido entre & vy z' , UN cero

en cada intervalo de las z¢ , cada cero situado ademds

antes del correspondiente cero de la solucién cero Zw-2

en @ Yy cero en b. |

Efectivamente, sean:

My : solucidn cero tn-? en e , M ceras, el B, entre
?‘d:l 2" y el dltimo en b.

Uyt solucién cero w-3 en &, cero doble en b.
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'ahﬁicnu su T2 czrs anter del primero de My 3 va que Aﬁ v
azsan dos solucicnss con cero €w-3% a0 a v coro b comunes
(i realidad ¢1 12 gero de My o 21 ooro Caden @ ).

Ndemds como log carns so separan gl cero carrespondiente

de M, antes dol homdlogo de Wy,

Entre Wm‘, y b s Ningdn cero de « pues de tenerlo

L] ’
como ya tiene 4m44 ccros, tendria M4+ & ceros.

8) Soluciones con cero 1 en b .
‘ R ot 1 /
12 Dichas soluciones, sig@ €be¢ 2 pueden tener 7z o m+4
ceros simples en (a,éJ. Si el 19 cero antes del 12 de
la solucién con ceroa3 en a ,cero 24, tiene m+d ceros
los ¢ primeros antes de los correspondientes m ceros de
uz(separandose)

{

22 Evidentemente el 12 cero no puede aparecer despues de &\

5 - PROPIEDADES GENERALES DE LOS CEROS DE LAS SOLUCIONES DE LA
ECUACION 1,4 Y TEOREMAS DE SEPARACION,

Ecuacién (1.4)

.['P(t) Y‘”) C").}. r(t)y o (p/r >o)
Como el lema (2.1) ya no es vdlido en ésta ecuacién no nos
encontramos con la existencia de las soluciones siempre po-~
sitivas y crecientes, y por tanto no gquedas gapantizade que
existan siempre soluciones no oscilantes. De hecho como ve-
remos o todas las soluciones son oscilantes o ninguna.
Sin embargo el resultado del teorema 2,2 sI se mantiene.

Su enunciado ahora para la ecuacidén (1.4) queda



=
b ae)

a) 9i y(\t’?) tigme un coro oo orden 2K en €L
no pucdsa toner Zm c-oros en [ﬁ.éj sin =1 monos un odmbio de
siono. En oesnzral: si yﬂﬂti@ng-3”+‘< Coros on [2,57 tiene gue

tener ai menns K+d cérbios de 2innoe

b) 5i y(ﬂ) tiene un cero de orden?k:l cn G
puede tener 27 ceros sin cdnbio de signoe. 5i tiene 2meK ceros

tiene al menos K  cémbios de signo.

La demostracién es perfectamentec paralela a la hecha para la
ecuacidn (1.3)

- . v! . .

Ejemplo: La egcuacidn Y - y:c tiene solucién
con cero b en 20 :-y:&x—ﬁw:%&'k}(il&.f_(kx

1
e 3
X =23y

Esta solucién por'b) puede tener ceros simples posteriores. Asi:

yl2n)= V3 shl3 >0
y(3n)= ..cz.z_ggz_ﬁ <o

Por tanto J(Z) tiene al menos un cero en { 2A, 3If}. :

En particular considerando dos ceros :a.b Evntre los dos pueder
sumar como mdximo 297 ceros (cada cero contado tantas veces comc
indica su orden de mmltiplicidad). ~ Pero fiara ello se reguiere
que tanto & como b sean ceros impares. 0 sea pueden darse los
siguientes tipos de oscilacifén :

In-d, 4 F 4, 2n-a; 20-3,358,2n-3,.. ...

Ejemplo: la ecuacién y-vl+7 = 0, hemos visto ya que

tiene la oscilacién 5,45 1,5. . Esta ecuacién tiene

ademds la oscilacién 3,3. En efecto la solucién general con cert

% on XTo es:
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Y.z e (ws- mfu\pr s Sh X )4 cxfu‘x-u«ga)f)
+ Gy (ws¥ o X- LI cAX)

T

Tntre este triple infinifed «ds coluclones extste una (iﬂ?i:’?itiii}
pues se puede nultiplicar nor una constante) que tisne tambien
Un cCero triple:por’@jernplo en el punto ¥ = 2s
la solucidn en nue
Csshn¥V3 , cazo , ¢y I+ chm 13,

Luego esta ecuacidn tambié% tiene la oscilacién 3,3 y se veri-

fica gue 331,3 < Zgil

Veamos las soluciones de (1.4) con cero &1 en @ y con cero

- ‘ wnm-7

en & .

1 - Naturalmente no puede haber dos soluciones linealmente inde:
pendientes con cero 2-len @ . Por tanto una solucién perte
neciente a Clzu..(a) gueda perfectamente detérmidada salvo u
factor conétante.

2 - Dos soluciones L-I.pertenecientes a Cl?u-tcﬁ) constdtuyen
un sistema fundamental para todas las soluciones de esa cla

3 - Sean y{'f),ull)dos soluciones L.J‘:' 7(2/,44(()6 C‘/‘u.-z‘(a)
sus restantes ceros (todos simples) se separan mgtuamente
en Cc',a) g en (a, >o) “

En efecto, de lo contratio habrf; una soluciﬁn con oscilaci

An-2, 2 (par).

4 - Surge como consecuenCLa 1nmedlata que si llamamos- o -
2
*- J? Z Z 25 -7, los ceros por la ‘derecha
y por la izouierda de la solucién con cero 2a-1 cn a ,

supuesto que existan, Cualguier solu01dn pertenecxente a

Clz,‘ 1[&) tiene en [2 é 7 exactamente Zn~-& % ceros



luger (I

Jer_j)
v ¢l cero (.J' en (7 ,?%

por le izquicrda de g ) situsdn en (@27 ‘I?'Hy
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CAPITULO 3

Betudio particular de las ecuaciones

«12 bﬂdCh &
) yh]ertely =0 (3,4

4L '7“’7"" "['!)3 z 0 (3.2

En los capltulos anteriores se han estudiado las pro-
piedades de lag gsoluciones oscilantes y teoremas de se-
paracidn de ceros para una ecuacidn de drden 2 n auto-
autoadjunta.

Con el objeto de que quede manifiesba 1la eficacia del
mneétodo, en éste capltulo vamos a hacer un estudio exhaus-
tivo de la ecuacidn de drden sexto. ELl motivo de haber
elegido ésta drden en particular es porque que Sepamos ,
nmientras que ﬁara las ecuachiones de segundo y cuarto dr-
den ya han sido realizados diversos estudios por otros au-
tores, dsta ecumecidn no ha sido estudiada y en ella se nos
pregentan ya las dificultades, que no aparecen en las ante-
riores y cuyo andlisis va a ser ol objeto fundamental de
¢ste capitulo.

En efecto por lo que acabamos de ver en la ecuacidn
( 3. 1) se presentan dos posibles tipos de oscilacidn.

La oscilacidn del tipo 5-13 /-5 y la del tipo 3 - 3 .
Aqui vamos a estudiarlas comparadamente y ver cuéi de
ellas es la oscilacidn principal que nos define los pun-~
tos conjugados .

Tengase en cuenta que &ste déscernimiento entre los
diversos tipos posibles de oscilacidn que se puedan pre-

‘gentar en una misma ecuacidn, que sepamos no ha sido rea-

e



e

lizado por ninglnn sutor. Estos en general o bien estudian
ecuacionss mas simples en gue no se presenta dsta dificul-
tad, © bien se linitan a sefialar como 1§r\punto conjugado
el mlnimo de lss oscilaciones posibles sin discernir cuéi
¢s ese winimo , ni prolongar el estudio para los sugesivos
puntos conjugados .

Ademé; en ¢stas ecuaciones tambien queda clara la diferen
cia fundamental entre la ecuscidn ( 3,2 ) que siempre tiene
soluciones no oscllantes ( soluciones sin cero en cualquier
intervalo), aunque puede tenerlas tambien oscilantes, mien-
tras en la ecuacidn ( 3 , 1 ) podrmos llegar al fundamental
Teorema ( 3 , 4 )que nos dice que en cualquier interwvalo la
diferencia entre el nlimero de cerod de las soluciones es co-
mo mdximo 6 , y que por tanto si und es oscilante lo son
todas las soluciones y viceversa; si una no lo egs, no lo &s
hinguna. ,

En lo que sigue}por tanto, para la ecuacidn ( 3 ,1)
vamos & estudiar 12 la comparacidn entre las oscilaciones 5-1
¥y 33 y 22 el nlmero mdximo y mlnimo de ceros que puede te-
ner uns solucion en cualquier interwzalo. _

Tanto para la ecuacidn ( 3 ,1) como para la ( 3,2 )
en lo que sigue suponemos que p(e) 4 (e ) estan definidag
en el intervelo (e,>¢) y que en &1 cumplen: p(e)€ ng
rie) e G,

ECUACION 3,1

1: EBstudio comparado de los puntos Zs, § %23

Para e€llo vamos a cgstudiar la varizcidn de la solucidn

L]



con cero de orden 3 en & y cero de orden 2 en b >a
( solucidn que existe siempre: Ver proposicidn 1,1 y que

es tnica salvo un factor constante), al variar b

Veamos dicha solucidn:

Por tenmer cero 3 en a: 7“’" (3 13 + Gyt G )’5
. donde las y gon las soluciones fundamentales en Q.
Si imponemos "m cero doble en b ¢

3 73(!;14» c‘,yv (54 Yy (B=o },

3y (D) + Gy (b)"'fg,); ()= o
Sistema homogdneo de 2 ecuaciones con 3 incégnitaa :
€,Cy, . Por tanto compatible ,

Los coeficienteg € ¢ )
ey )J-H W, Tyel iz 3,v,;,g'¢J7(6)

W Lyl c=3.47 (o)
Si b-»a 1a solucidn queda indeterminada y((} EZ Yoty
Pero tomando 1imites por L’ Hopital , queda como es intui-

tivo y se puede comprobar desarrollando los calculos
] (¥)= Js (¥) que es la solucidn con cero 5 en Q.
O sea cuando b—=>a , la solucidn 3a w25 —p
—P  Solucidn 5 a..
Los Wz que aparecen , son siempre pos:.t:x.vos para R 2>q
De anularse alguno equlvaldr{a e la exisbencia de soluciones
con ogcilacidn par : 4-2 . En general para la ecuacidn (1,4)
(que comprende a la LB,I ” se puede demostrar que todos los
Wronskianos de drden per son siempre positivos (definidos esos
Wronskianos como lo hemos hecho), por obedecer a un sistema
de ecuaciones diferenciales en que partiendo de condiciones
iniciales nulas o positivas (como es el caso) dan siempre
soluciones positivas ( Ver EZOJ)
Supongamos que nuestra solucidn de oscilacidn 3a -4

tenga ceros simples ademds (por Teorema 2.2 no pueden ser
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cero multiples )

Designemos por Pj el 12 cero gimple a ls derecha de a

La solucidn 3a - 25 es una funcidn U (b, 2) continus
y derivable respecto a b ¥y a ¥y que verifica ¢ U(é'zf’:}?o

De donde por el teorema de existencia de las funciones
impllecitas, define una funcidn ¥, :d/‘/é’} y funcidn conti-
nua y derivable en un cierto entorno del punto [64 ‘?’.1)

Para ello basta que la derivada de U regpecto a J?J no
se anule en dicho punto.

Derivando U (b, €;/)z0

Upr Uy, s o, dl — Lk
b x£2_l; ol b Ux

[

Pero ‘U;ci es la primera derivada de la solucidn ‘y(r)' con

ceros:3a,2) en el punto ¥4, Que es un cero gimple de di-

- cha soluecidn. Iumego :

Ux,?fo en todo punto b X’y

Solo se puede anular Ux, , sial variar 4 llegamos

a un punto 6 = = %¥; . En ese caso U;:, evidentemc:nte eg cero.
Pbe;or'srbdm;s entonces UZ,
R e Ve (e)-wfys&-]) (e )+ ¥ Ce)
U( 6 W /3 yy? W Fy, ,7y7 y :
Derivando respec‘bo a b
U, (e.5)= ”“”rfv.ﬂ/ gy te) - 4 ’57/ % te)
AN W; Oy, 9,7
Sea V[B):‘ _U; ( %, 47 = Combinacidn 1lineal de
J3 € 79 : es una solucidn de la ecuacidn ( 3,1 )
V(¢) tiene los mismos ceros que Vb (2, b)
Besarrollando :
V) WD By 57 W ] W s 1 (6) yt0) -

W [-73 yy?




L]
(e

- VV[Y; Y,? w,[k ‘l’s?- Wiy 57 w/[:r‘g y‘f?(b/y, (r)
. wily: ¥¢7
/ ¥4 02) ¥, te) Wk " Jte) yle o
Vi(e): —- | vt e S0/ [« Z 5 q) A Sy (82 %,(y
W[)'J)'y‘} < ,7;' () :1,;(5/ y;{”’) w lyx)@? ]3’15/ y,@),},(y |

Luego V(f/ es golucidn de (3,1) que cumple las condiciones
V(ar: Vita)s V') = o ; [p V"7 )=0
Por otra parte &, b : ,
V(b)s - W ORI, W01 1)0G5) Gl 0.
W70 Wilnxs)
Solucidn que queda ( salvo wa fector constante) perfecta~
mente determinada el dar el punto b . ‘
En un punto ) perteneciente a la grafica de la funcidn
U’(JC, b/ = 0, V(?)s_eré en general distinta de cero . Los
ceros de V (@) sertn ceros o Ub y por lo tanto de dx'/élé
Por tanto Ub(’(’.b) cusndo 2,25 o sea Ub (3,52 V(s)=o
Luego de existir tal punto quedaria olX, indeterminada
en dicho punto . _;E’
Podr{amos seguir derivando para deshacer la indeteminacio/n

Pero es preferible ver directamente en dicho posible punto que -

la él_’i_l. es finita.
elb

LEMA 3.1 Sea un punto Z en el que %,: b= 2.

Dicho punto es un cero de orden 3 ¥ por lo tamto es el punto

230 3

DEMOSTRACION  Sea la solucidn y(t) con cero 3 en O
y cero 2 en Z-€ (€ +tan pequetio como

queramos ). E1 punto ¥, tambieh prdximo a& & estard situado
en un punto : Z + E/

/_\/'\\j No puede ser 2, anterior a b o

. Z Pues para velores A-~&a , el
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cero ¥; debe ser posteriora é, comno £, es funcidn continus ded
si luego X, vpasara a ser anterior a b , entoncss el punto s
no serl/a el primero en que B, b -

Sea un punto ¢> 24,y (¢c) < 0

Al aumentar b y llezer a coineidir con 2 , siJ tie~
ne en Z sdlo un cero de orden 2, ylc/)>» 0

Pero y :es una funcidn continua de & para cada punteo,
luego en particular J {¢) es continuo con b y luego )(c) debe
geguir siendo negativa. La Unica posibilidad es que el cero
en 7 sea impar : es decir un cero 3.

Pera b= ‘?3’3 (abrevisdamente Zé ;) _la funcidn ¥, =2, ()
gigue siendo continua , luego cuandc?:gfcero 2, pasd a la iz-
quierda de b.

Efectivamente la funcidn ”(6) es continua con 13,
luego en un cero ( el punto Zz ) debe de cambiar de signo, a
menos que y"’[i';)f_o; pero )”’[?;) ;‘0. (3i no gerfa un
cero de orden 4 y es imposible)

0 sea : y"(&bo para b= Z.I;"E
y"(é]:o para b= Z;
30(5)40 para bTiz4 €

de,

intervalos de crecimiento o descrecimiento de la funcibnyg[é).
4°: Y 40 para todo punto chwinfs &"! 33,-
'Pero ademds vimos que es la primera derivada en el cerofi
de la solucidn : 3@ — 2b~ 4 %4 ; por tanto U;<14 o
(sdlo = © enzé). |
A ?/
Luego el signo de Jﬂ?/o/é depende del signo de‘U; ( f‘l 4

Tratemos de estudiar ahora el signo de para ver los
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Lema 3.2, La funcidén 2, [b) es creciente en b a

Desmastracidén : AL, - '.___Z._/ﬁ ; [/"'177!0 S VXg <0

b Uk,
Veamos U{a, z/')
U, (a2/) = W/},YSJW[},’;}'J"%@V%]M 1?797(2;// /2,./ —
Wels 5T
—W‘?ﬁﬂw%rﬂ Wl 5] W T Vet 4,07
W*lnh7

Hagamos las W/z: 5}1 (para poner de relieve los érde-

nes de derivacién de las funciones Yp que aparecen en dichos
Whonskianos)

Teniendo en cuenta la deflnlclén de las soluciones fundamen

tales; fo., (e)=o , . Df VACTESE , 6 sea
¢ - C..
0y Cal= Sy
resulta que en todas las (¢ son nulas, excepto aquellas cu-~
yos dérdenes de derivacién coincidan con los {ndices de las

soluciones fundamentales:
V4 .
501 - 602

501-6-2 6',‘;3 601—-»—#*@;3}

—-—
-

En cada darlva016n se aumenta una unidad la suma de los 6r-
denes de derivacidén.
W@g}',) s E{ndic&g soluciones = 7
Whivs1e & o T 4
Wlyssl: € 3
6;[ ;ZD;danes derivacién, = 4
Luego

WD’;Z,?@} es un infinite’simo de orden §
. W[’ys y57 @) 1 " " ?

Wln %7 Ca) " “g

Las derivadas son reSpectlvamente 1nf‘1n1t851mos de un orden

menos
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Rnalizando la expresidén de Ug vemos que al ser los valo-

- , I - »
res de las soluciones J% (8;] e j@ (?4/ finitos, el
primer sumando es un infinitésimes (infinitésimo orden /3 )
( " n :{Z ) :
Nos queda pués: ’
‘). WQ?X'WVI@?J“W%’S] Wiss,] (z})
ij (&,34 -~ 2 fé)nyf ?f
b&'13§}§7

El numerador y el denominador son infinitésimos de orden 12,
Derivando 12 veces (por la regla de L'Hopital) y suprimiendo

los términos gue se anulan,

) %/
12y y,(7 L /2
Ve le,2,')= - (&0 8, g - é‘/ w [”7‘7W[MA}] &)

o () Wl 0 s
-fi2 .
o2« E1E) w17 (a) 3,(2"

(&) w¥usl "

Todas las derivadas de los Wfjonskianos de orden par son posi

W w7,
2 _/z/
(Ic /<$‘ -1

>~ D0 |
(%)~ 7 , %tzl) o /70

tivas, luego

Wa Uy, y7 >0 . fara 28° [ yi2l) J(2f

y,{[z,’)y;/z,’)zo 5 Jsflzf/ <0
Y. (7)< o

‘:> Ub 70 en el punto b= @

GIXQ - U, > O C.Q [)
@ T oL, T 0

Lema 3.3, La derivada de la funcién Xy (k) se anula en al-



/
g¥n punto en el intervalo (_’a,?_—;’) [‘55 (a, ?3)

Demostracidén.: Hemos visto que para b:89 la pendiente es po-

sitiva,
/ ¢
Vamos a suponer gue 23 >y e

Entonces para valores préximos al punto ?3': , 6 sea para el
punto b= Z;"E ~ 34’ tendremos vx, <0

Ub oy V[Y} 7 /a so lueo’n Gue ourlnp le ;
Vials Vi) Vel =0 ;{p V7 talzo; Vtb)zo

Si esta solucién la comparamos con la solu-
cién fundamental jq R
SRCIENALY, =g/ @/ = ,0‘7;”(4/ o
/—lﬂ‘y‘"" ,(,4) :./ ; /;py;”]”/aj;‘ o
Ambas soluciones tienen €K a: un cero de orden 4 comdn.
(boinciden y son cero los valores de las funciones, sus dos

primeras derivadas y la derivada de orden 5), luego

V(Z) tiene que tensr su primer cero antes del prime-

ro de (e). En efecto sea ® el 1¥ cero ds :S“PO amor
Ju C®/ T4 Vi) S oo

-_‘!"Vi.(a} es continua en { @, ] , tiene ceros en los extre-
mos, luego por combinacién lineal de % yWe/ podfamos fof-
mar una solucién con oscilacién 4-2; imposibled ofulecidn par).
Luego Ub su 12 cero antes de ®& ?} R
‘luego b es un segundo cero, y por tanto en Xg >b

‘tiene signo negativo.

e ole /
— ?E' < 0 en las proximidades de ?3



. . /\! . !
Por consiguiente % ha tenido que araularse.eu&%umpmiﬁ
dh@ﬁvh b »
A

2
Si por el contrario 3,’? £3 , lo grdfica continua de l,’l(é}
que pasa por el punto /@ 3‘.{) con pendiente positiva y tie-
ne que pasar por el punto[ ?3} tiene que ten@r al menos

un méximo { /b -0)'

[ -4

!
Existencia relativa de los puntos 2: Z?g

» . ‘. . A ’ J
Analizemos la posibilidad de que exista 23 y no ]
5/’?/ es negativa en 2’3/
’ !
nga/ + oo ;2 (2)-8)>23 ; % (2])=2 ;0 (2;46)<?,
3mjzmdek

La funcién x1(b) no puede cortar a la recta de ordenadafg
hasta el mismo punto [?5,?3). Para AE (a:?gj "’1 g8 siem-
pre contfnua y se mantiene superior a 73 (o igUal)) toma

y ! }
todos los valores comprendidos entre 4 e en a y 23 en?‘;

Por tanto ¥, (6} debe tener una rama asintética a #Z&, con

lo que %’é’ —_— —— DD . Esto es légico pués si ys(t)
no tiene ningdn cero, y( ()20 ya que si no
— o !
’ . b —_— T oo

X —D >o Con lo gus :
db {/x‘-—ao
!

Veamos la funcidn para valores de b superiores a 23 .

Consideramos dos s@¢gl&ciones

L 4

o P



eIt

yz:bem3ena,cem<°eu é,ce;—e.!&uii’, p)
Yy : 14 3 tu &, 8ro jeml?,'lcem.zené,‘&:é

!
St beozy , 24>23-

’
Veamos que no puede ser M4 2 b fimplica la existencia
de una solucién 4. 4.4 que a su vez exige la existencie

de una solucién 5+ 4.

Fn efecto si 26’1 > b formamos una solucidn

/

W-‘-‘j,"‘A :'/2 con cero ¥ €n

wibl= Y (6)- Ane) =Yy (6)>0

¢ 2 de W,
w(x)) = =Ay (x{) c o ceros de
wi(e,)=o
’ 1
Si coinciden 24 = b los dos ceros de la solucién

wile) son %) ¥ 2y,

Resumiendo:

Sea bdZ; ;)ei(b/>2?"} / ' ’
b >zl seis7< ] [ i b=Ks o puede ser Xizb

0 sea la curva ¥y (b) no es simatrica respecto a la bisec-
triz del 12 cuadrante, sino que en el semicuadrante de la -
derecha toma valores menocores: de los que tomarfa de ser sime/-
trica.

Como por otra parte la curva ¥, (b} no puede cortar al eje
de las X: implicar{% la existencia de una sulocién 4 a, 2b,

: e . .
resulta gqus la curva tambien tiene que tener una rama asin-

tética al eje horizontal.



NOTA. Cuando el cero ¥4 coincide con a, aparece un cero

4 en a,

En efecto si uns solucidén 3 a, al tender 23 ~a "a" no ad-
quiere un cero 4, se perderia un cero,con lo gue en cualguier
punto ¥ , donde y (8) <0 ( al perder un cero, Y (€ ) de-
be cambiar de signo, y por tanto y (%) 70, lo que estd en
contradicién con la continuidad y respecto a la variacién del

cero %
. . . ']
Consideramos ahora la existencia del punto 2,

4
Teorema 3,1, La existencia del punto &y implica la -

!
existencia del punto €3 £ ?4’.

Demostracidén.

4% Existencia de Z;:

Hemos visto que 2&& era negativa al menos en un cierto -

db

intervalo

Vamos a ver que precisamente en ese intervalo aparece el pun-

! 1
to ¢ y por tanto en el punto(Z ,Z') ol 2,
S SRR
°

En efecto, podemos construir dos soluciones (debido a la de-

< O,

rivada negativa)

L3

.73 : solucién 3 en a, cero 2 en b, cero 1 en X1

. 4
y.‘ n " " cero 2 en b', cero 1 en ’ej

con beb’, 2 >%Xyg



Formaramos una combinacién lineal$

W= e — AYZ - Gn Ao elegida apropiadamente para
/ /
que W tenga un cero doble en el intervalo (b ¢4 )

(posible por haber dos ceros de yz sin cero de yd )
w (b= -—Ay.‘ (b) <o
wb') =y, (6')>0 .

Luego W.:sol, cero 3 en a, cero 1 en ( &, 8" ), cero 2 en
(b'yes ).

Evidentemente la existencia de esta solucidn implica quse en
las soluciones 3-2-1, previamente el cero simple ha coinci-

©

7
dido con el doble en el punto &wg.
{ / .
29,: Supongamos ZS > ?J
Podemos construir dos sclucionss de la C[3 [a.)

' / /)
Yy cero 2 b, cero 1 ?1 (384 < 33 (posible pués ?;??,)
My cero 4 en Z5-E , cero 2 €n T/+E]
' Ay no tiene ceros €n [zgl"él 2;-&5’], luego por combinacidén

y
lineal de las dos soluciones, se podria obtener una solucién
! /

con cerc dos en (2'3- £, ?3-} El ) que cuando E-?O €' —o

debfa ser la solucién 3-3.

, ' ; ! /
Pero W< WUq -~ AM_-[ , pare €3+ E & >0, 10 que estd en -

contradiccién con lo anterior. C-Q.D.
w

Sequimos sstudiando la funcién 2, (b) en seste dltimo

_\-g



caso de existencia de Z: J ?% .

Analizamos ahora la funcién para b>?;.

Entonces el 19 cero simple ( 'ﬂé ) pafa @l intericr del in-
tervalo ( a,Z; )

Tenemos pués una soluciédn de oscilacibén: 3y 42 y al mismo
tiempo otra ; 3,4,4.

Supongamos que coinciden el cero 2 de una solucidn del pri-
mer tipoc con el ceroide una solucidn del segundo tipo.

Ya hemos visto que el admitir x;7, b nos llevaba a la
existencia de una solucién: 4,J, I (que ahora s0lo serd
una contradicdidén en las proximidades de Z; ) Es decir, -
ahora si puede existir la solucién 4,1,1, pero ésta no
pueds tener log dos ceros simples, juntos en las proximi-

dades del punto l;.

NOTA: Hemos visto que las soluciones de la clase a,ten{%n
sus ceros separados, luego no puede haber una con los dos
ceros préximos a Z;,

’De esto comcluimos que al menos para valores de b suficien-
temente préximos a ?; el cero Ej tiene que ser anterior

al esro 2b,

Estudio comparado de las gréficas: yz {-yi)% X, (6), b(tc)

Tengamos una solucidén de oscilacién 4,1,1,.
Sean y' e Yz los dos primeros ceros simples de dicha so-

lucién,., Veamos la funcidén yi (3})



Dicha funcién es contfinua y derivable respecto de 3& y ade-
/ . 3
mas siempre crecients,

17

Para :f.[ ~a, 323 2'!‘ PFor tanto las funciones /Vz(.yj)

¥ ¥y (b) tienen el mismo punto inicial.

Lema 3,4, Las gréaficas de de %, () se cortan en
Lema J.0, Je LIyl

un punto posterior a "a"

Demostracidn: A (74) y ¥, (b) coinciden en el punto ini-

cial. Luego ]2 es creciente, mientras que 1& primero cre-

1,1
ce, pero luego decrecg hasta cortar a la bisectriz mw(Zlgg)

$:ly)

g, (.

Por consiguiente, & bien Ji >.Z} para valores mayores

que "a", 6 bien las gréficas se cortan.
Suponggmos ¥y, > 2,

Sean entonces dos soluciones: 3a —2b—4%; 4&*/};—7}’2

b coincidiendo con 3& y por tanto segdn nuestm hipétesi§

Y2 (€4) (b suficientemente préximo a "a")

Debido al hecho de que el comciente de las dos soluciones

es continuo en [”b,k37 y se anula en los - extremos del -

) intervalo, puede lograr combinando linealmente las dos so-
luciones (por medio de una suma con coeficientes apropiadosz

una solucién con ceroc doble en ( 6,!& ) vy que por tanto ses

[ollnd



Lo

ré de oscilacién:3a, 1b, 2: con el Gltimo cero antes de %y,
Si en vez de la parte de gréfica de #3(b) situada a la
derecha de la bisectriz del primer cuadrante, represento -
la funcién inversa:b(( ¥y ) ( en el intervalo r?;,ﬁj

a partir de 2; ) tendria:
!

Para un mismo valor de la @pscisa que para:

la funcién %, representarfa b,
" yz LH] : ‘7‘
n 6 " rl

con lo que b:-_y,l: 2, T P

tendriamos para las respectivas f‘unciones:b(?)‘)ﬁ(?k}’l(?)
(P suficientemente préximo a "@&" )

Si esto se mantuviera para todos los puntos en l_a, 3;7

y en particular para el punto a:

Las soluciones 3,2,1 vy 4.1.1, c:oincidirl/an como es légico en
la solucién: 5,1 . Paro la solucién 3,1,2 tendr{a que dar
origen a una solucidn 4,2 imposible de ocurrir.

Esto serfa inevitable par continuidad, pués habrfa una solu-
cién: 3a,d (avgl, 2 (?;"' e') gue pasando al 1{mite
cuando €0 darfa origen a la solucién 4,2,

Es evidente pués que la funcién b (?4} Mqﬁ&f{gcaﬁuede tocar

. de la
el eje de las Z(x: o) ,4ee tiene gque cortar a la funcidn ?,(b)



Por tanto no es posible la hipétesis hecha y héy Que con-
cluir con el lema que la gréfica de la funcidn Y, (j‘)
corta a la de ¥y (b).

For lo que para valores de yj: 6 préximos al puntc "a"
la soluciédn : 4 a, 1,75, !72 tiene el cero jé antes gue
el cero Xy de la solucién : 3 a, 2[63,74)/5{19!~

Como la funcidén .Y2 es siempre creciente llegard un punto
en que con las mismas premisas (manteniendo la coinciden-
cia de los ceros anteriores)yz sea igual a Xy . A par-
tir de dicho punto yz>P1,

Punto caracteristico.:

Lema 3.5, Existe un punto donde se cortan las gréficas de

las tres curvas : Y, %4, b.

Demostracidn: 12 para valores cercanos az; s la funcién

b (%) es menor que 2y (v) (su gra,f‘ica queda por
debajo)
En efecto para valores de b préximos a Z;' 21 tafnbieln
es préximo a Z; .
Sean dos soluciones : 3a, -Zb, I?j y otra 3‘/'{5/2"(1’
)e:’ no puede ser mayor que Xy ’ puds por combinacién

lineal de las dos obtendremos una solucién: 4‘1 '16/ J

/!
£l Gltimo cero antes de Rg-.

‘U,T ! A !

uz /’_\::u

o : Z cu~-AuUy. La ontlanle A [a apro.
TN we 4, ? 4 r
& b\'/ Prade para que W E-nja cero htn Q.




Esto implica wuna contradiecidn porgque para valores de la ats

. . !/ .
cisa muy préximos a 2§~ 0 sea para valores ¢de x comprendidcs

en un entorno suficientemente pequefio de z; ’

'22 tendr{a que mantenerse siempre menor que la funcidn
A(XJ que pasa por el punto ﬁ?;,?;[, mientras que

YZ(?é) como es légico es mayor que 23/.

29, En el punto en que y;::Xj tenemos dos soluciones, 3,
2,17 y 4,1,1, con todos los ceros coincidentes, por combi-
nacién lineal de las dos Féhilmente se ve que se obtiene -
una solucién 3,1,2, tambien con todos los cseros coincidentes
¢onlas dos anteriores, |

De ello se deduce que en sse punto:
b= X,z b

No puede sequir siendo b <& ¥y (Equivaldr{a a la existen-
cia de dos soluciones 3,1,2, con los dos primeros ceros -
coincidentes y el ¢ltimo distinto). |

En efecto de admitir 8so, por combinacién lineal de las so-
luciones 3,2,1Xg con la solucién 3,1,2, |

Los dos primeros puntos (donde hay ceros) coincidentes, y =
el Gltimo anterior el cero doble al simple, obtendr{émos una
solucién 4,1, con estos dos ceros méltiples coincidiendo con
los de las dos anteriores, Fero la soluciémcon cero 4 queda
perfectamente determinada por un cero simple.

Luego esta solucifn necesariamente tiene el 20 cero en el pun
to %4 ; por fanle %< X4, mientras que en nuestro caso la com-

. . . s
binacién lineal no daria cero en %4,



b:

Lueqgo la ccnclusidn anterior es védlida. Existe pués un pun-
to donde se cortan las gré&ficas de las tres curvas CQ)>
A partir de ese punto b (Ni} sigue tomando valores cre-
cientes para )e-i te:}#iendo al punto a.|Cuando ¥4 coincida
con a, tiene que tender al C%Q)e La funcién b (ﬂf) ticne
pués uns rama asintdtica paralela al eje vertical,

Teorema 3,2,

La existencia del punto g{ implica también la existencia
!

del punto Z; posterior a 2y 'exista o né E}. De exis-

tir 2’,1 entonces 2;4312' Ese punto Z;’ es

precisamente el mdximo de la funcidén x, (b/’.

Demostracidn.

192, Llamemos a la abscisa del punto caracterfgtico donde se
cortan las tres graficas 1wy, el valor comin de las tres -
f‘unciones:lvc‘,y_“ b en m, lo llamaremos MJ‘

Consideraremos un‘punto inmediatamente anterior: m, =€,

Sean las soluciones:
Ay > Lo 3 €n a,Z(A:M,-é'),.{(VJ:/zZEy *,'>7
u,: 4 e, :((y‘.:m,-né'/,ffft:/Z’E'/ 2

Cualquier solucién 3a, 1 (#,-€ ) es combinacién lineal de
esas dos,

Supongamos que né: Entonces existe una 32 solucidn’
311"1(M(£) linealmente independiente con esllas (No pueds
ser solucién 4,1 ni 5,1) Esta solucidn junto con la 3.2, =
nos daria origen a una solucién 4,1 que tendrfé que ser li-

nealmente independiente de la otra 4,1,: lo que es absurdo,.



Por tanto 4y, J U, constituyen un sistema fundamental
para todas las soluciones con ceros 3,1, en esos mismas pun
tos.

Pues bien, una solucién de ese subespqcio e de solucionses 3,
1, es la 3,1,2 que sabemos que tiene cero doble en un punto
préximo a Pﬂi (por continuidad)

Sea W= u,t X Wy . Para obtener la solucidén bufcada
3,1,2, debo elegir el signo = ()»)0)/ si elijo el signo —
obtendré una solucién 3,1,1, (m,-£& )

Entences:

Wilm,-g)= o , w/lim-g)<o

Luego W tiene un cero antes de yz en el que cambia de sig-
no.
- ’
Pero la ddnica forma de que la solucién 3,1,2, haya adquiri-
do otro cero (cambio de signo), es que ha tenido que ocurrir
primero la salucién 3,1,3. 0 sea ha debido aparecer sl punto
43
s )

2e, Zg es el valor de la funcibn X4 en el punto iy
En efecto de lo anterior vemos que es la ordsriada gue corres-—
ponde a una abscisa ma-yck que m, © 0'3ua16c W,

Supongamos lo 18,

Entonces tenemos una solucién 3,2,1 y otra 3,1,3, los dos pri

meros ceros coincidentes y el Gltimo cero tres antes del Gi-

timo..cero simple,



Por combinacidén lineal de las dos logramos una solucidn 4,1,
1, con el 22 gero simple antes del dltimo cero de la solucidn
32,1,

En efecto llamemos a la solucidn 3,2,1. Ly y a su UGltimo ce-

ro ¥4y . La s@lucidén 3,1,3: 4y

4,(.‘/:05‘--,'),(4t ( X ajustada de modo gue W tenga
cero 4 en a.

W'(?é’):“l‘“z[?;)‘o

wl#)= iy [l’j) 20

Luego W tiene su 22 cero simple J& antes que el 4ﬁ‘: ya he-
mos visto que esto no es posible,

Por tanto el nuevo ceroc tres: Z; debe aparecer para I My

0 sea la solucién es: 3a ,J my, 3 Z;,

Nédtese que la existencéia del punto ?1 ha implicado la exis-

1
te?cia de un Z; anterior y ademds un ?3 b ?g, s Pero

32,- E1 punto Maag; es precisamente sl médximo de la -
funcién 2,= ¥, (s)

Pug si fuera antes 6 despubs de dicho méximo habrf; dos s0-
luciones 3,2,1, con el cero 3, y el 1 coincidiendo y el ce-
ro doble en distinta posicién:?

Sea este Gltimo cero simple sl Nﬁ

ui'. Sa '25,."‘1'
U, 3a’.2m,,:lMa‘
"‘3 N 46. 4”"0"/”4

0 sea tenemos soluciones: .



Cualguier par de dichas soluciones constituyen un sistema
fundamental para las soluciones Ja, 1 My,

Pero mientras que “‘7“3 pueden dar origen a la solucién 3,
1.3. La Ug v la U, gque tambieﬁ debfgn engendrar la 3,1,3,
(solucién del subespacio de solucicnes 3a, 1 M1) no lo ve-
rifican, pues cualquier combinacién lineal de ellas en m,

ser{a distinta de cero ya que U3 < © mientras U\,#O.

- - 7 - - 7/

¢ d‘é y’l{y‘)

b(XI&‘ }
~ <N P
I

.Ma”&“ g‘ i '

!

i I 12
2, Y 7
Funcién 2:(b)

Siendo ahora !&(5} la funcién que $e-presenta la variacidn

o
del 4fcero simple de la splucién 3,2,1,1,.. - . al variar el

cefo doble.
Para fijar ideas supongamaos el ¥, y vamos a empezar supo-

EA
niendo que exista el puntoc &,

Vis,e.) =0 : U, + sz a{x%/b = o

b&i: 12 derivada de la solucién 3a, 2b en el punto
X2 que ed 22 cero simple. Por tanto U’(z >0

Para b = a, entonces B% lo mismo que antes,

U, (a2} = = W0 6] oa &, (2%
K W/;fc)[l; Iyl Yy zt) o =y (?’) '[?2/>
S L B I i g

g5 (3250 ; y(8)>0

]



o}

P

L}z, “o g UX 20 &b(z en el ounto b=a
4 (3 / 3‘@;}0 A e
£n las soluciones con cero 4 en a, podemos ahora estudiar la
variaciéfn del tercer cero simple. Esto es considerar la fun-
cidn : 73 (yd) funcidn siempre creciente y gue comienza para
2

-~ g . . s
Yyzcoa e Z, en realidad la funcidn ys[vi) (yl

. ! s .
variando entre &, € ©< ) ef 12 misma funcidn Yo [Ji) (pa-

rd
ra ys variando entre z,’e o ) Mejor es estudiar es

ta Gltima: ¥, [ﬁ) (y, >z})

[4
Tiene que existir un punto de corte de las dos 3?&&%3
732_(‘0] € Vz(y,)spunto a cuya abscisa llamaremos mz
(Téngase en cuenta 'que la akéEiCa 21(5) tiene que pasar por

A .
el punto (E;, 33}, luego necesariamente tiene que cortar a

Yo (3]

Representemogs la funcidén bCXZ) ( en vez de 1la )ez(b/ pa-

2
ra yvalores de [)}33) Esta funcidn la estudiamos para

- F4
L2 variando para valores.& &3 .
2
Estudiemos el entolyo del punto 23 .
4
Para valores préximos a l; por la izquierda, la gréfica

de la funcién BCXL) tiene que estar por debajo de la lei,)
De estar por encima, como en el caso anterior, tendr{amos -
gue el tercer cero de la solucidn 4 en a, serfé inferior

a by llegarf%mos al mismo absurdo,.

Se ve sin dificultad que se pueden repetir los razonamientos:
La funcidn LD(Xt) tiene que tener una asfatota vertical,

luego cortar& a (e Xz(b/ &n un punto Gnico, que no pue-



de ser otro que el Aﬂk y gue ademés tiene que s@méximo de
la funcidn Ei(b)-

En ese punto coinciden:

Y, (3 2= Xy (b) = bix,)
El valor comin de las tres funciones es precisamente Zg.
(4
Punte gue por tanto viene implicado por Z .

Para la abscisa Wy de ese punto, se verifica:
wm, < 2_;.:: 2414 7y .

Es més, habfamos visto al estudiar b Cxl) que cuan-

do Xg—¥a& , b — >° , 0 en otras palabras: el -

primer cero .)@1 que en principio era posterior a ‘Z‘é ’

al ir aumentando b llegé a coincidir con &1 en el punto
Zé y luego'sigue disminuyendo y tiende a8l punto a,

aunque sin llegar a coincidir con é1, '

El1 29 cero Xz , lo mismo, al aumentar b. pasa por 3;

.(coincidiendo con b y originande un cero triple).

al sequir aumentando b va disminuyendo, pero no llega al

o 4
valor €; , sino gque tiende automdticamente a 61, pero -

mantenie;dose siempre superior,

NOTA: Esto es légico, pués si al aumentar el cero doble -
fueran todos los ceros simples, tendéndo al punto "a" lle-
gari’amos a una solucidn 30:, 2b = D2 que tendrfa un n2 de-

ceros =——p 22 todos simples sn un entol@ode a.

Empezemos viendo la situacién del punto My .

Lema 3,6. .-z‘l < m, < 232

Desmostracién

. ’
.'{"01772 no puede ser @Ml@rédr a 3.



Pues entonces existir{an soluciones:

aj: 3&.' 25‘3’71 1 ﬁt '“5(2 Ly - é
{m 4 ‘j?."’ 73 =
Uy: b, ey 1Y, 1 /2

Por combinacidn lineal de las dos se puede obtener la solu-
cidn 3a,1,1, 3 gfﬁ

Si suponemos ambas sopoluciones positivas para ¥ = o.+£,

€%1 dltimo cero ®,,U4, tiene pendiente positiva, mien~

santonces
tras l,{a pendiente negativa. Luego para lograr el cero tri-
ple hay que sumarkes las dos soluciones. Pero entonces en mz
la combinécién lineal W: tiene pendiente negativa (primer ce-
ro simple) vy te?wgasa en cuenta que mz debe ser el 22 cero
simple de la solucidn : 30 ,4,4, 3‘?;3,
,Zymi no puede verificar Z;d ”a, < ?j

Entonces existir{an soluciones, !
| 3a ,d%y, 207, 12, VAR ¢

bo, Ay, £ 9,1 }0 208
Dcurre'exactaménte lo mismo que antes. Para lograr el cero
triple hay que sumar las dos soluciones (naturalmente mul-
tiplicadas por constantes, apropiadas,.).

WS U+ A Uq

W(Mz)'-:‘o ; W’(m;): u,:'/ME)J-,l“;(mz) = )_“;[mz/éo

Pero mo (29 cero de W debla tener pendients posmtlva),

Conclusién ; g?; < Pq < ?3 Q. 0.



Entonces ya desaparece esa contradiccidn,
i

Solucicnes.:

3a, 1% ,2m,, 12, a

g gy [T <

Repitiendo el mismo razonamiento la pendiente enﬂﬂb sals
positiva como correspande,
Lema 3.7,
. . -y
El cero 2, debe mantenerse siempre superior a Zy

Demostracidne

Cuando b= o=, el cero 24 siempre de@fciente tiene
que mantenerse ﬁnayor ?ug a
£l cero %, 4€& tiene gue mantener mayar yue 3!".

En efecto, supongamos gue ¥y - va disminuyendo entre i&f
/
J 2'- R .
9 2
Al llegar al punto ", (zj 4'7734?3) entonces apare-

ce un cero triple.: 333. A partir de ahi aparece en el in-
terior del intervalo (015} un nuevo cero!:?g

Tengamos pués una solucién:

3a i, 400,z 2fcmn) 12, (2R e ). - 2b
S5a, 42! /2% . « . - - -

Por combinacidn lineal de las dos puede lograr una solucidn
!

3a ,27%/ .

Esa solucidén sabemos que tiene un cero antes del doble vy

4
que el siguiente cero simple estd situado entre &, j'ag.

{ _
En & ambas soluciones tienen pendiente de signo contra-



rio, pare lograr cero doble hay gue sumarlas,

Wzuw,+ Au,

(%% (1?,1'? T Uy ('-7,2) ?o, pero debia ser signo wdaned,
pués si la solucién empieza con signo -+ para a.-vé, en el
primer cero cambia de signo, luego llzga el cero doble en
el punto 3:, donde no cambia de signo, sigue signo wAnef
y el préximo cero no aparece hasta después de Ey?.

Vemos pués que si !g llegase a coincidir con {f, an-
tes tuvo Rg que pasar por ?,t ; luego antes tuvo -
gue alcanzar el punto 'W)s con lo que aparecid un nuevo -
cero triple ?% .

Siguiendo este proceso por induccién, llegarf%mos a que -

m
tiene que aparecer todos los puntos Z 3 conjugados ane

_ r-4
tes que ningdn cero % pase por el punto &y .
Luego podemos darnos una idea gréfica intwitiva de las funcio

nes 2; (b) por el dibujo.




02 NUMERDO MINIMO DE CERGOS DE LAS SULUCIONES

( En lo que sigue muchas veces por comodidad utiliza-
. s &
mos la abreviatura sol.por solucidn).

Las soluciongs con cero 4 en @ , tiernen su comportamiento per-—
fectamente conocido por el de las soluciones con cero S en G . Por -
otra parte ya hemos estudiado las sol. 3-2 y por consiguiente las sol.

principales.

Soluciones con cerc 3 en @

1. Cualguier sol. 3 @& tiene gue tener al menos un cero antes

de g.z .(Hay sol. 3& - 1 L con b tan préximo a 82 como queramos).

En efecto, sea Us la sol. principal 3a- 4-3 Sz. 5i hubiera una
sol. 3 & sin cero en {d, Sz] ; por combinacidn lineal obtendr{amos

una sol., 3-2, y sinrningdn cerc mds en rG,!S!j : absurdo.

Quedaria la posibilidad de gue la sol. fuera 3 a'j‘;‘?é}, con lo
que la combinacidn lineal podria dar lugar a 3-2-1 SZ . Pero gueda tam-
bién descartado porgue sabemos que en este caso el cero doble debe coin-
cidir exactamente con el cero simple de up. Agui es evidente gue no pue-

de ocurrir eso.

Luego la sol. 3G -1 Sz tiene necesariamente al menos un cero in-
terior. Esto pdr’ otro lado es evidente dado que sabemos que las sol, 3-2-1
y 4-1-1 constituyen un sistema fundamental para todas las sol.3-1, que to-
das tienen pues un cero mds al menos, el cero interior comin de las solu-

ciones de la base.
Hay sol. 3 @& -1 5 , con b tan préximo a SQ como queramos !

:
En efecto sean dos sol. 3 a~2¥;-1 S?y otra sol. 3a32x,'§éyﬂg{'5

o -l
s0l. ambas existentes. Por suma de ellas obtendremos otra 501:36,1L,$=82 £

s

2. Cuzlqguier sol. 3a tiene gue tener al menos dos ceros antes de

, 85. (Hay sol. 3a-1-1b , con b tan préximo a 83 come gueramos).

Cualguier sol. 3&—1S3 tiene que tener sl mencs dos ceros interio-



¥
i
.

. .t : . /o s
Asi se irlan construyendo las sucesivas graficas,

Teorema 3.3

. !. (.
(Surge como consecuencia cp.;e):los puntos &4 j €3 veri-
Ficen ! (A 4 2
23 &?;Q?:";G?‘I£‘?;Cnv°<'

.

, . ¢ ¢
Es decir se separan mutuamente siendo ! 2’3 '4 ?4

Ademds el punto Z; de existi? lleva implfcitos ia exis-
tencia de los 2’:‘, ?lz' Tt ?Jtni y de los Zsl/ ?,?z' -
. e 2; anteriores a 81 y tambien del Z;“ > ?f.

La existencia del punto zg lleva impli’citas-—:la existen-
cia de los puntos 'zg‘, ‘3’;,. e . 23"-1 y de los z,;?:--.. gj":
anteriores, pero no la del punto ?j“

Corvolario ,

Los puntos Z';. coinciden con los conjugados &¢.

Por tanto, si una solucidn tiene 6+t ceros en un intervalo
[6157, existe un puntoconjugado Sprgyg € (a, 6_]
(puede coincidir con el Gltimo cero de la solucidn dada, si

¥4
esta es precisamente la solucién de ogcilacidén 3-3)

U+ y
S.-,“: T3 'f’ y un purnto‘.?‘jt e (a, é/

1 .
En 1a Ccuwac.on [-/9(7"'] + i"f?o, son por tanto soluciones

principales (las que tienen mayor ndmero de ceros en cada ine

*

tervalo las soluciones con cero 3 en a y cero 3 en Eg ,



o]
Q
n
3
6518
3]

En efecto cea ug la sol. principal 3 Q,—4‘~i‘“3 &3 . Sabemos qgue
existe una sol. 3@ - ‘}{d )Elétf‘gé gz . Esa =ol. tlena gue tener un ce-
ro yo antes de 83 ; pues si no sumando con uj obtendr-:f?—:amos: Ja -2 vy

e s . s .
a lo mdximo un cero mas en Ca, 83',) ; cuando deberia tener $ ceros.
Antes de seguir con la demostracidn introduzcamos una definicidn:

Definicidn: 3 1 Soluciones mfnimas: Aguellas gue tiernen el minimo

nimero de ceros en cada intervalo L"a,S:'] .{En realidad mejor era decir
sol. minimas entre las m@& : para indicar que la definicidn la limitamos
a la clase de sol. con cero m en & . La anterior definicidn no incluye
a las sol. gue por ejemplo tengan un minimo ndmero de ceros en un inter-

valo La,Sﬂ, pero no en un intsrvalo anterior (.—G, 81-\]]
Lema 3.8 : Las sal. 3 6. minimas separan sus ceros.

Por tanto, de existir una sol., minima 3-1-1, cualquier otra sol.
minima 3-1, con el 1%cero anterior al 12.cero de la otra tiene que tener

tambiédn un 2%2.cero anterior al de la otra.

Demostracidén: Supongamos gue existe una sol. minima 3Q ——’li—

-1%5, y otra sol. 3@ -1yy, y,»X; y ningln cero entre x, y xp (x4 tiene
qus ser anterior a S oY X posterior: la sol. es minima). Por diferencia
de estas dos sol. afectadas de laos correspondientes coeficientes podemos
obtener una sol. 3 -~ 2 sin ningdn cero.mds. Nitese que entre @ vy x4 la com-
binacifén lineal no puede tener un cero mds; pues si no tendr:{amos dos ceros

y por ende otra sol. 34 -2 6 el cero doble antes de x4 y ningin cero mds
hasta vy, (y2>g 2).

Por otra parte, si la 22 sol. tuviera un 22.cero antes del 12 de

Q
1a 47 , ya no seria sol. minima.

Hay pues sol. 3a -1-1b , con b tan préximo a 53 cComo gusramcs:
pues dada una sol. de esta forma siempre hay otra con el 1%2.cero después y

por consiguiente también el 292 que por tanto gstard mds proximo a gg



i
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Veamos: la sol. 3a -1 Sg 1 al menos tiens 5 ceros, pues el cero
83 implica un cero anterior (dicha sol. sale por combinacidn lineal de
las sol. Ungt principal v 4@ -1 83 gue como sabemos tiensn un cero inte-

rior en comin].

Pero es fécil ver si sumamos ambas soluciones gue nos engendran una

s0l. 3-1-1-1

¢ Puede haber otra sol. 2 a -1-1 33 7. ¢ No, pues entonces una sol.
minima 3a y con el 12 cero posterior al de nuestra sol. tendria su 5°9.

cero posterior a 85

3. Cualguier sol. 3 & tiene al menos i1-1 ceros antes de £
(Hay sol. 3 -1 b con i-1 ceros en (G, bJ % b tan prdximo a S"

como queramos). Cualquier sol. 3a -1 S;‘ tiene al menos i ceros en (Qi&’]

Demostracién: Por induccidn.

Lo admitimos para EG, S{_l_] . Sea Uy la sol. principal 3a -38;¢

Hay por induccidn una sol. 3 o, ile., = gz’fl ' J &, 83 E;,. ...J?‘..t:&-_“&.‘z
Esa sol. evidentemente minima tiene que tener al menos un ceroc mds antes

de gt ; pues si no sumada con uj

i obtendriamos un cero doble: 3-2-1-1-....

y a 1o mdximo un cero mds en el Gltimo intervalo: contradiccién. (Una sol.

/
3-2 que tiene en fa,S:] solo i+3 ceros.

Las sol. minimas se separan sus ceros. El1 Ultimo cero pueds estar
tan priximo a g\' como gueramos. E1 nimero de ceros de la sol. 3 & -1&‘

también se gensraliza fécil.

Minimo ndmero de ceros de las sol. 2 @

1. No existen sol. 2-4

2. 51 existe socl., 3& ~ 2 L con i ceros interiores; hay sol.

26 -3 b con i ceros interiores.

Pues si 8'{ : es el conjugado 1 de @ ; @& es el conjugado -i de -



. . [} . - . . 3\
¢ . Luego si una sol. 3 & -2 & tienew ceros interiores en (a v &
la sol. 34¢ -2 b tamisdn tienz 7 ceros interiores.

Por simetria la sol. 26 -3&, entre @ v 6 tiene nimero de caros
y comportamisnto andloge al de Za -2 b , pero desnuds de ’B » tiene conm

nortamiento andlogo al de las sol. 3q -2 b antes de a -

W

. Dos s0l. 26 -2b L.I. forman un sistema fundamental para to

da

in

las sol. 26 -2 b y sus ceros se separan taento en (0,& ) como en
( a, b ), como en | b, > ), (Por tanto si coincide un cero mds no

son independientes).

-y - L U . . . . . .
Demostracion: 19 guidente: si no existirfa una sol. 4-2 imposi-

ble.

22, si no entre dos ceros consecutivos de una:nin
guno de la otra, con 1o que una C.L. darfa sol. 2-2-2: imposible. Esto
es vdlido igualmente en el caso de ques tuvieran un cero comin mis (sol.

2-2-2)

Corolarios: El nilmero de ceros de las sol. 2-2 estd perfectamente
aclarado al conocer el nimero de ceros de las sol. 3-2. Como:mdximo solo
pueden tener el mismo nimero de ceros que ellas y como minimo un cero me

nos.,

_Nota: Esto aclara a su vez el nlmero de ceros de las sol. 246 -3b
Por ejemplo vemos que no puede haber una so0l.2-3-1 con el Gltimo cero an

tes de SC.

Despuds de estas consideraciones veamos ahora nuestro problema:

el ndmero minimo de ceros de las spl.2 @ .

4, Cualguier s0l.24& tiene que tener al menos un cero antes de

Sa. (Hay sol. 2 @ -1 b con b tan préximo & $p como queramos).

La demostracidn es idéntica al caso de las sol., 3 & ., Ahora se

s . . .
obtendrian sol. 2-2 sin ningdn cero mds: absurdo. Adn suponiendo cera en



¢ obtendriamos sol. 2-2-1: absurde; tiens que tener un 5%cero antes

de gz.

Existen so0l. 2 @ -1 b con b tan nrdxing a S& cOoma QUeramos.
Basta dar un mgtodo de construccidn.

Por ej. con una sol. 3-1 );7, b( S‘l y otra 2-1-2 b se puede
obterer la sol. 2-1b { b Sz" £)

la spl. 2 -1 32 debe tener al menos 1 cero interior més.
Dicha sol. 2a-1-1 8, existe: pues p.ej. las sol. da ~1-184 vy 1la

2a -3-1 &1 , sumé_ndolas nos dan dicha sol.

5. Las scl. minimas separan sus ceros.

p-2

si dos sol. 2 & ~1-1yp >g-¢ y otra sol. 2 . -1, con su 19
ceroc antes del 19. de la otra y sin cero entre y, e Yo daria lugar a

sol. 2a -2b sin cero mds: absurdo.

Todos los razonamientos hechcs para las sol. 3& pusden repe-

tirse y lo mismo la conclusidn final:

6. Cualoguier sol, 2 & tiene al menos i-1 ceros antes de S\.'
(Hay sol. 2a =1b con i-1 ceros en (&, b] y b tan préximo a S(,’

como queramos). Cualquier sol. 2 & -’IS:', tiene al menos i ceros Ch(ﬂ,g"]

Soluciones 1a

Valen las mismas o parecidas consideraciones.

1. Cualguier solucidén la tiere que tener al menos un cero antes

de S'&

8i tuviera el primer cero en gz o posterior, tendrfamos una so-
lucién: 2a ~ 1 - 1, el dltimo coincidente con el de nuestra solucidn
1 - 1. Sumando estas dos soluciones podr{amios obtener una solucidn 1 - 2
sin mds ceros interiores y con el cero 2 posterior e gz . Esto es imposi

ble.



Tambzién es absurdo suponer que no tuviess ceroc hasta Sé'pues entonces
. ,(._ . 2 1 I E ' {"
tendriamos una solucidn cero doble y ningan cera mas en C,S} .
Repitiendo los razonamientoz anteriores podriamos lograr solu-
" -
ciocnes 1a - 1b; §g~4 (t1¢é%,con 1-2 ceros dnteriorss (lds podemos cons
truir con solucicnes 2a — 1b y 1 a - 2b).
Resumiendo todos los casos analizados tenemos:

2 . « & .
Teorema 3.4 Cualouier solucidn con cero m en a tiene al me-~

nos i-1 ceros en ( G, S.‘ ) 0 bien mds general en un intervalo Ea, lpj

. de
el nimero de ceros dos soluciones u (ﬁ) y v (x¢) no puede diferide
en mds de 6. Este resultado es imposible mejorarlo: como hemos visto

por el proceso de construccidén pueden diferir en 6.

ni
Corolario: Las soluciones de la ecuacidn [P gmj + PK: o

son tadas oscilatorias o todas no oscilatorias.

Corolario:  gi gxiste una sclucidn que no se anula en (6, >o)

entonces todas las soluciones son disconjugadas en

gse intervalo (ninguna tiene mds de S ceros).

P



]
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L
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La ecuacidn :‘2,3?55012’10 nemros  nmencionado, no intrdduce”
ningﬁ:n problema nueveo que pueda ser objeto de un andlisis
giniler al hecho para la ecuscidn Z:g,i? . L2 tnicz oscilacidn
posible en ella es la 4,28 2:4 . Poro esta oscilacidn ( v 1a
disposicidn de los puntos conjugades ), en realidad ya ha si-
do analizada en el capltulo 2¢ gl hablar de las oscilacione:
pares : 4n-2, 2. paras la ecuacidn ('f}?/: El nlmero miximno

de ceros en cualquier. intervalo ('eﬁ, ?g7viene dado por el

de la solucidn con cero 4 en & y cerc dos en E.;:.

Podemos enunciar :

SI UNA solucidn de la ecuacidn ['3,27 tiene 5 41  coro:
en un intervalo L'&.!;J s exigte un punto gi= §i(ea) e (a, é]/
tal que la solucidn ¢ 4 a , 2 Z% tiene 54t ceros en (& Si@
En cualquier intervalo (6,5) siempre hay soluciones de 53,27
sin ningun cerp..

Vamos entonces , para completar el andlisis que hemos
hecho de la ecuacidn [:3,57 y aprovechando su intima conexidn
con el problema de los autovalores,zdar algunos teoremas de
comparacidn para dicha ecuacidn que nos permitan ( fuera del
andlisis que hemos hecho para la ecuacidn general), dar para
cilertas condiciomes de los coeficientes precisiones sgobre
el nlmero de ceros que pueda tener la ecuacidn en un cierto

intervalo.

3. ALGUROS TEOREMAS D& COMPARACION PARA LA ECUACION (é.,.(:{
RELACTONADOS CON EIL PROBLEMA DI AUTQVATORES

+ Sea el problema de zutovalores



(3.31.0p *g{”'?“f»% AryToy po), r<€)> 0

J[M”"' !"S‘f&}“‘ PC:’)CC }6’&15‘457
{-é}: *i’( .a ;..- i{‘{f}m@ J 5’&}:)6
Be Gdirfzm dar otras condicioneshomogdneas de contorno

pero hemos vigbo que estoss gon precigsamente las que definen
log puntos cunjuzados y por tantc las que mejor pueden darnos
idea de la ossa;i.lacic{n de las socluciones .

Sabemos que eoxiste un conjunto numerdble creciente de
velores positivos cfe, )&( los aubovalores) para los que (3,3)

tiene solucidn no trivial . E1L 1 ax,.tovalor Aj es el mini-
J’[‘] j F/:Ym 20/12
J L rytde

e . . . "
donde y puede vardar entre la clgse de funciones admisibles

mo del coclente de Rayleigh

( funciones que satisfacen la condicion de conborno ¥ que
tienen deriveda 38 continua o casi continua en fa,éJ

EL n autovalor : )(n ge d@éfine de acuerdo con el prin-
ciplo del miximo minimo de Courant.

Siendo Jfg,ﬁa.- .- "fk'—i cualquier conjunto de n-J
funciones admigibles }.,t = mal. i, .7.[;?‘7
donde y pertf—\no‘ee a la clase de funciones admisibles, para
las que f Fy ﬂ‘dx o ,+r=1lz,.---0-4

Dos propicdades importantes de los autovalores de dste

problema de contorno gon ¢

12  TPodos los autovalores de (337 son simples .

Si hubiera uno doble , existir{an dos soluciones de
la pcuscidn  linealmente independientes que cumpliri’an las
condiciones de conborno . Hemos visto gue la solucidn ¢&s

unica .

22 La n sutofuncidn ¥y, correspondiente al n autove~




1or kn , btieno /7?"’_1 cerog gimples en [a,é)

En efecto de tenerlos , &stos s0lo pueden ser gimples o
Teorena 2.2,'”L
Vamos a demogtrar que tiene n- 1 ceros .
Sea A el n autovalor de [3, ’ 3]_.

Entonces para que el problena

[3.v] [PY"1" A rdce / o

Yalzy'(a) - y“(a) <0 zylbl=y(b) = 4 (%)
tenga solucidn , B. debe ser un punto conjugado de a pars
la ecuacidn ff:j“']m-{- N ryco [A'-'-DQ)

Si demostramos que bz dnle) fa.ra la funcidn Y,  es-
tard demostrads la proposicidn . :

Basdndose en el hecho de que el ,autovalur).q?'e’ts una,
funcidn ezgtrictamente decreciente del intervé.lo ( disminuye
sz. el intervalo aumenta y viceversa ) tendremos @

Sean los problemas B,¢) con b sucesivamente = & (a) RYYCTAE

. =-Sm0). Supongamos que b= Sm(a) pera la funcidn 3« (e
( o sea la solucidn para la que A es el n autovalor )
si b= bma(a) tembidn existe el autovalor 43 pero
dste no puede ser el n autovalor, sind el n - 1 . Suce=-
sivamente llegamos a que si b= g:i (a) , A debe ser el
autovalor ¢ n-m+« 1 Pero por otra parte A debe ser
el primer autovalor , si no lo fuera , entonces existir{a un

conjugado b cgq(al lo que eg absurdos luego
m-met= 4 ;m=m CAD.

Y, .
Basandonos en lo anterior vamos a obtener teoremas
‘de comparacidn y nimero de ceras para la ecuacidn [3 {7.

Se pede dar una cota superior del ndmero de ceros de



(i)
la ecvacidn £3.57 ‘J +%'€h§.?)3:0 caso particular de la CZ-O.

TEORTI A 3.5 Beg n el nlmero mdximo de cerog de
. ‘ W -
cualguier golueidn de la ecuacidn r(;{)‘y c0 en CG.,E-J,
&
entonces N-§ < j; G (2} rex)cdie
Siendo @(X,é’) la funcidn de Green correspondiente al
4
problema 3 ¢] w1 y{a);-:].f(‘a} =Y (CVERS
. - 7
[ J v(6) = 505) = 9"()= o0

Demogtracidn Evidentenente 5‘«,; (al % A

Como el mismo ndmero mdximo de ceros los tiene la solu~
cidn principal en (&, vis /&37) podemos suponer que b=d-rl)

Sea el problema de autovalores [ A Fxly %on las con-
diciones de contorno (\1{51:7%&):’;”(&) ry('é’/:y’(é) =}'"(é}:0

entonces al ser b = Su-; (&} Au g~ 1.
Sea G(x,t) 1a funcidn de G-reen de Lry7 y(w:,:"o
y condiciones dedag de contorno
V()= X LPC Ukt rtt) y (T
haciendo wlx)=x yCi) m
wle)s ) J.b 6t riarin wltolt
K (x. k) = G Cx,(;)f‘réf)rcf') Fwe'ca 6 Xy ¢
welig)= 3 [ERCx &t L
K(xet) o5 definide positiva y podemos aplicar el teorema

de Mercer

TL o ffuwpde lu-g: 4;

"’l )-y
A -5
dved pora dEYEn-Y . 2' 2 T

y ns g, - /. K(x,m’d’x / G(x.x)r(x)a’%'
m-5 < ‘A
V= » 4 y-vj (.QD



oo
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Vecmos shora slgunos teorcemas de comparacidn,.
deen las ecus mcma,s :
[ 7(_;?)[? ¥’ 4_,»3:«:},9;«-;»9 pz
(2) Lo !:”7 +hyso />0 L ren
Scan Gn @})gﬁ{;rwspectimmente los n conjugados del
punto & para ambas ecuaciones .

Teoremns Bagm S.f(ﬁ) < §n(a)

Demostracidn 31 planteamos para las ecuaciones (1), (2/

el correspondiente problema de autovalores para el intervalo
[a, Enl &)j tenemos que el n autovalor para la ecuacidn
(4): lav J '
S ply]dx '
Pero J - e 1 Juego J no aumenta al susti-
1
5 j:’?dw tuir Py por p, ¥ N
por tanto )\n e k=1,
Entonces como al dismiuir el intervalo aumenta el autova-
e
lor: ane 4 para un punto Su (a)< Sn (c) CQD

Un tipo distimto de teorsma de comparacidn se puede ob-
7
tener utilizando como te’i‘mino de comparacion ecuaciones de or-
den ma,s bajo, por ejemplo de 22 orden .

Sean las %res ecuaciones:

@)[P‘*;l‘f"’a“ ¢ siendo rp(®)>o0, CC“ 5:5]
(21nv'i+h
@}[r wiltrwso

anule eir (0,b)

he)>o, re Clen D\:é7
tal que le solucidn de (2) nula en x =a , #0 &n (a,b)
y sean 4,c, o3 . .~(aca,ca,c. .. ) los ceros en (4,>0) de
la solucidn W de (3) mula en a. Sea $a(4) el ene gnto
conjugado de l‘pwm?m‘f‘ reso . "

. gweagrema o,z &n (a)

y tal que la soluclbn de {1) que

que se anula para XxX= g no se



Denostrecidbn Pora (1) existe una constante Aw4
tal que [ p l&’;‘)'-i- A ijY,co tiene golucidn que ge anula en
a v b y sin ceros en (¢, b)

- /

O sea A= )-j, 12 eputovalor del problem&:l?u‘.]*l?g uco
For le propieded del mlnimo. wla)zwlsb):zo

Ae ./;fﬁ’ U'%lx

< /6'5 !/7'0/1( y, V(®) perteneciente a la clase de
@ funciones admisibles en [a,b]
(derivable y tal que U(QZ:UCE]: o}

Para (2) existe una consténte B>4
(n V;TJ- Brv;zo |, [3 el 12 autovalor del probleme de
contorno cozrespondiente

/2
g —
/“5 r, Vidx
[
Jur Ul
B« >
- ftn Udx
Para la ecuacizn de 62 orden .
e
Xa= noin J[W]: min fa el ]0[:_" 3
abrwzdx 4 siendo We C™ con cerof tri-
plesen a y b ¥y ciexj"cas condiciones ortogonalidad.
W¢ cumple las condiciones de U : 1}{5{/“71’7'4. v W”;- 0 )
-~ a2 ‘ 1 & 51
J"P[W] Ax ' i itl/’”]mol" f"r[ W Jx 5»211//70
A(..f‘f-———:-—‘—?{a‘?’ ;JW]sda P ) N S
T Lenlw]dx TEal A Pl T b, s
LenlwTe LoalwTdx _ 1 ryy
TrwlzABEBE e e = LW
- A 1 /4 Ax fa N4 dx

\7;[&1/] es el cociente de Rayleigh pars

C“’) [r, Wl]'+/u b W:‘o}o

wia)= wiblz o

V cualquier funcidn de 1la mis-
ma clase que u pPev Vaul;




Lag condiciones

de ortogonalidad de este problema son
las mismos condicioncs impuestas en la ecuacldn de 62 or-
den vpara ovtener el auvtovalor Ah

Tas

condiciones de contorno y las funciones admisibles
. . / e s

pars la ecuacidn de 69 orden gon pas restrictivas

de &€ste nuevo problema

L)

gque lag
ceros tripl@s
ples y derivable tres veces

en vez de ceros gsim-
en vez de una gola .
Por el teorems de comparacion de Couradkt. /M /Lu,
si b= gnC&«) k= 4 5 n < 1
La autofuncidn w4, de (4) correspondiente a [“wn tlene
s+ d ceros en [a,b]

Como /u

¢4 existe un punto b’ & & tal que 1a
ecuacidn L}) tiene una soluc:Lbn que se anula en g, 'Y ¥y con
m~J ceros intermedios e b3 8ule)
w < Svp (al. ('Q.D.

Cualquier eleccidn particular de las funciones Iy b

1
que cumplieren las condiciones dadas , dard lugar a un teo-
rems de comparacidn esyeo{f:,co.

Ejemplos:
r ni] + >
19~ Sea la ecuacidn (p Y {°©° con el coefi-
ciente P(%?.) 1;8,1 que '
K= ___ f &2 ox
. TP Cx)
¥ sea W

un,s, SOlU.CJ. dn de:

[ W7+4K rex)ws o
Tk eax]®

para la gue W(a)-

. Sia,,@,,, ...(ac@cax. .-
son Hos ceros de W € (8,>2) 3 Sw (o)

es el M
de ¢ para la ecuacidn de

conjugado
62 orden .

Se tiene

Sula) 2 Q

[oat



YR Y
,{;; "i"«)
G

e

- in efecto y
Forrenons las Ireg ecuaciones [1 ), (?}1 (3)
¢
() Lpelergeco

/w-w-t
Por un cambio de variable independiente gf - } n
b4
ge reduce a la forma e
4 I»’ "f‘
e M(., P + £ et
M+ A Lz 0
¥ )3
2 € dx
. s .. e &
Si se elige P;—‘-i;- queda (. +urs o CoVK Jo P
La solucidn pedida es u-;e.‘z (4% f , para que no tenge

ceros en (&, >} o 8
22 olx . Soolx  fupuesh [ 9 o0
e f Pl = snt ks 7 7/ ¢ ¢ pw
Tuego 1a ecuacidn

(4)[‘,“'7*--,{1.-0 Con l(--—-/ /é’bo
wp

es una, ecuacidn del tipo Pequerido

ZKz 7 ‘l (.X) Voo
por un cambio de variable independiente

:(lg/qp yeligiendo =F[4K Fﬂ(x] -0
X
¥y por tanto = PR, f P"l/dx ge transforma en

y, v+ vV =0 ecuacidn que no tiene ninguna solucidn
P d
oscilante . ,
(4 !
Por tant “w + Uzco
r tanto (i) ff 7 2

<0

(Z) K"P 7 [4&(2],900(7
(3)/ f T W7+4lrzr'6¥)u’/._o

+ con lo que queds demostrado el resultado .



v . \ |
¢ 22 -~ Pars la ecuscidn Y ¥ Fx/ S0  podemos elegir
J

18 ecuceidn @ 44 r, w = o rz-- >o ecuacidn no oscilato-
é - ¢ '] f 4)@£> Vi
ria en (o, ) ,
! r - - 9. v
22 ecuacidn [2*;, v]\g. BV, BS= = 0
ecuacidn no oscilatoria en (o,o<) .

-

32  ecuacidn v W’]".; 20 que se puede transfor-

[7ex
" [}.f Y -—-._§_.]:'O
Z+72 7 € v

Por consiguiente : 1y .
Sea Z () una solucidn de 2+ ?/“q*"& ’W)’?}gg
para la que 2(also y @ @...(ac&caq.) los ceros de Z(x/

en (a,‘;o/), dnle) es el n conjugado de & para la ecuscidn

naxr en

y‘""+ Flxlyzo  enlonces Sulal) 2a,,
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