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Resumen

El objetivo de este trabajo es analizar los efectos dinamicos disipativos que tienen las corrientes de
Foucault sobre un solido imanado. Para hacerlo, proponemos un modelo fisico en el que una esfera
uniformemente imanada se mueve sobre una superficie conductora, diferenciando entre dos
situaciones ideales: rodadura sin deslizamiento y deslizamiento puro sobre la superficie. Los resultados
obtenidos proceden de la simulacion computacional de las ecuaciones que gobiernan la dinamica del

solido, usando primero variables adimensionales y después asignando valores reales a los parametros.

Antes de pasar a la dindmica del solido, necesitamos resolver el problema electromagnético que
genera pares y fuerzas sobre el sélido. Aplicaremos las leyes de Ohm, Faraday y Conservacion de la
Energia para calcular las corrientes inducidas. Seguidamente, la ley de Biot y Savart permitira calcular
el campo magnético generado por las corrientes y con este las fuerzas y momentos ejercidos sobre el

iman.
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Abstract

The purpose of this work is to analyze the dissipative dynamic effects that Foucault’s currents have on
a magnetized solid. In order to do that, a physical model is proposed in which a uniformly magnetized
sphere moves over a conductive surface. Movement of the magnet is considered to have two ideal
situations: rolling without sliding and sliding on the surface. Results are obtained by using
computational simulation of the equations that govern the dynamics of the solid. At first, adimensional

variables are used and then real values to the parameters are assigned.

Before moving on to the dynamics of the solid, we need to solve the electromagnetic problem that
generates torques and forces on the solid. We make use of the Ohm, Faraday and Energy Conservation
laws to calculate the induced currents. Afterwards, Biot and Savart's law allows us to calculate the

magnetic field generated by the currents which apply strength and moment of strength on the magnet.
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1 EL FRENO ELECTROMAGNETICO

El fenomeno de frenado electromagnético es posible gracias a las leyes fisicas de Faraday, Joule y

Biot-Savart.

El proceso es similar al de un freno convencional de disco. El disco en movimiento roza con las
zapatas y estas ejercen una fuerza de rozamiento sobre el disco consiguiendo que se frene. Para los
frenos magnéticos el equivalente a las zapatas es el iman y entre el polo sur y el norte se encuentra el
disco girando. En primer lugar, el movimiento del disco hace que el flujo magnético a través de este

no sea constante. Por la ley de Faraday, se induce una densidad de corriente en el disco, corrientes de

Foucault, K.El campo magnético del iman actiia sobre la corriente (sobre cargas en movimiento segin
la ley de Lorentz) y ejerce una fuerza que se traduce en un par oponiéndose al movimiento del disco,
consiguiendo que desacelere y finalmente se detenga. También se puede enfocar desde el punto de
vista de la ley de Lenz, el disco se opone al cambio de flujo magnético y surge una fuerza contraria al
movimiento. Con la desaceleracion del disco, la variacion del flujo cada vez es menor y el proceso se
repite, pero la fuerza de frenado disminuye. Es un proceso no conservativo porque la energia cinética

inicial se transforma en calor, pérdidas en el cobre por el efecto Joule de las corrientes.

Tanto el freno magnético como uno convencional, tienen el inconveniente del calentamiento. Sin
embargo, el magnético tiene la ventaja de que no existe un desgaste por friccion que requiera un

mantenimiento constante como se da con las zapatas en los demas frenos.

. Densidad

Flup_ de
magneético @ corriente
variable inducida

—

Oposicion a
la induccion
[o[]
w(t) corrientes

del disco

par sobre el
_ disco
F(t) M(t)

Figura 1. Diagrama de Freno magnético.

Ley de Faraday
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. e =g . . =3B e . .
Si un campo magnético B atraviesa una superficie S y este campo magnético es variable o cambia
la posicion relativa entre el campo y la superficie, se induce una corriente eléctrica o fuerza

electromotriz & sobre dicha la superficie.

s
/ 1(2)
Figura 2. Ley de Faraday [1]
Ley de Ohm

Combinado con la ley de Faraday, relaciona el campo magnético generado por el iman con la

densidad de corriente superficial K inducida en la superficie conductora.|[2]
J = oE

Ley de Biot-Savart

La ley de Biot-Savart establece el campo magnético que genera una corriente eléctrica.

I

dB !
{dl

[di I »
u, =T

Figura 3. Ley de Biot y Savart. [3]

Esta ley podemos aplicarla a corrientes unidimensionales (como se ilustra en la figura para el caso

20



de un cable), bidimensionales para un plano o volumétricas en un bloque.

7 es el vector de posicion del campo y 7'el de la carga eléctrica puntual.

Para el caso de una corriente lineal.

5 _ Hol dl x (7 — ")
T an TSEIE

Forma mas general con densidad de corriente volumétrica.

= Mo Jx @ -7
A |7 — 7|3

%4

dv

.y, . . =2 . .
La forma de la ecuacion que nos hace falta es en dos dimensiones, donde K es la densidad de corriente
superficial.

K™ an |7 — 7|3
S

ds

Dos claros ejemplos en los que se aprovechan estos fenomenos fisicos son el motor eléctrico y el

generador, que también ponen de manifiesto que el proceso es reversible.

Si la corriente inducida no circula a través de un hilo conductor cerrado y definido como puede ser
una espira en el caso del generador y en lugar de eso se inducen en un volumen de material, se forman
corrientes que recirculan conocidas como corrientes de Foucault o parasitas. Normalmente es un efecto
indeseable porque conlleva una pérdida de energia en forma de calor (efecto Joule) como por ejemplo
ocurre en el transformador. Sin embargo, en el freno magnético se pretende disipar la energia cinética
aprovechando el campo magnético generado por las corrientes de Foucault que se oponen al

movimiento del rotor que se desea frenar.
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Figura 4. Freno magnético. [4]

En la figura superior se ilustra un esquema basico del freno magnético. El campo magnético atraviesa
el disco en movimiento y por la variacion de flujo a través de ¢él, se inducen las corrientes parasitas

(representadas como lineas curvas cerradas).
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2 FRENADO DEL DIPOLO MAGNETICO
PUNTUAL

Planteamos el problema en el que se encuentra un dipolo magnético situado sobre una placa de
pequetio espesor o e infinita superficie (idealmente de cobre para aumentar el efecto de las corrientes
de Foucault). En los siguientes capitulos analizaremos la dinamica de una esfera imanada que se mueve
con o sin deslizamiento sobre dicha placa, usando las ecuaciones del teorema de cantidad de
movimiento y momento cinético (T.C.M y T.M.C respectivamente). Por eso, en este determinaremos
el calculo de las fuerzas y pares de fuerza sobre el dipolo, imprescindibles para resolver la dindmica
del problema. Las fuerzas y pares tienen una dependencia directamente proporcional con la velocidad
lineal y angular del dipolo. Las expresiones de fuerza y par calculadas para el dipolo, también son

validas para una esfera uniformemente imanada, gracias a la ley de Gauss

Este proceso es analogo al que explicamos de los frenos magnéticos, con la diferencia de que ahora
el elemento movil es el dipolo y no el conductor. El movimiento del dipolo hace que el campo
magnético §D generado por el iman no sea estacionario en los puntos de la placa, esto supone una
variacion de flujo y por tanto la induccion de corrientes. La densidad de corriente induce otro campo
magnético mediante la ley de Biot-Savart, B*. El campo magnético inducido ejerce una fuerza y un
par sobre el dipolo su energia cinética. La energia cinética de la esfera, se transforma en energia térmica

por el efecto Joule de las corrientes.

Definimos el campo magnético generado por el dipolo puntual como B D-

Llamamos AT al vector que va desde la posicion de la carga eléctrica hasta el punto del campo

magnético.

= Mo 3(fi - AV)AT — |APIP
D™ an |A7|5

[5]

Las fuerzas y pares dependen de las variables cinematicas del problema. Esto podemos entenderlo
pensando en la ley de Lorentz, las corrientes inducidas son cargas eléctricas en movimiento y el campo

magnético hace una fuerza sobre ellas que depende de la velocidad relativa entre el dipolo y dichas
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cargas. Por la tercera ley de Newton, la fuerza ejercida por el dipolo sobre las cargas, tiene el mismo

modulo, direccion y sentido opuesto que la fuerza de las cargas sobre el dipolo, equivalentes a una

fuerza y un par aplicados sobre su centro de gravedad. [5]

Campo
magnético
variable

Bexe(t)

Posicion
orientacion
del iman

FOHE®)

Disipacion
de energia
cinética
del iman

Figura 5. Diagrama de dipolo magnético puntual.

Densidad
de
corriente
inducida

-

K
Campo

magnético
inducido

Bi

Fuerza y
par sobre
el disco

FOM®

24



Figura 6. Dipolo magnético en movimiento general.

2.1. Calculo de la densidad de la corriente K

Usaremos las leyes de Faraday, Ohm y de conservacion de la carga para calcular la densidad de

corriente inducida en la placa.

Ley de Faraday

En el capitulo anterior expresamos la ley de Faraday en su forma integral, pero para calcular la

densidad de corriente superficial, nos interesa emplear la forma diferencial.

B,

(D VXE=—?

Ley de Ohm

La mas famosa de sus formulaciones es la que relaciona magnitudes macroscopicas, conocida como

la forma clésica, relaciona voltaje con intensidad y resistencia en un circuito eléctrico.
V =1IR

Partiendo de esta formula clésica, podemos pasar a magnitudes vectoriales que podamos en el

sistema de ecuaciones.
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(2) J=oE

Ley de conservacion de la carga

En un sistema cerrado que no intercambia carga con el entorno, la suma total de las cargas de este,

debe ser constante. Si en un sistema la carga varia, es porque existe un flujo con el exterior.

Esta ley puede formularse en su forma integral.
dQ - -
—+ -dS =0
&t §
También en forma diferencial, la que usaremos.

dp

) VJ+5-=0

Para abordar el problema de una forma mas sencilla, es necesario asumir las siguientes hipotesis:

1. Laplaca no acumula carga

dp

—=0
ot

2. El espesor de la placa es muy pequefio, y consideraremos que se trata de un plano ideal.

{

=l
Il
>
Il
>
Q
s>

Sustituyendo la ecuacion (2) en la ecuacion (1) y usando las hipotesis planteadas obtenemos una

relacion directa entre el campo magnético del dipolo y la densidad de corriente.

S 0Bp -\ -
VxK=-60=2k|k
ot

V-K=0

Para una mayor facilidad a la hora de resolver las ecuaciones, definiremos la densidad superficial de
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corriente en coordenadas polares.
4 — —
K = Kpup + Kg Ug

A continuacion, desarrollamos el rotacional y la divergencia.

i, pig k
1lo a8 o _(a(PKe)_aKp>l§
plop a8 az| \ 9p 06

K, pKs O

—

VXK =

La densidad de corriente superficial K no depende de la coordenada z por la hip6tesis 2.

0K, _ 0(pKe) _
0z 0z

109(pK,) , 19(Ke)

A PR T

. . . . . . =
Finalmente, obtenemos el sistema de dos ecuaciones en derivadas parciales que determinan K

1(0(pK,) 0(Ke)\ _
(4);< op a0 >_O
d(pKs) 0K,\1 9B,
(%) ( ap ae)E__&’ ot

En los siguientes apartados, calcularemos K para algunos casos particulares de orientacion del dipolo
y velocidad. Tendremos en cuenta que es posible superponer la densidad de corriente calculada con
distintas combinaciones de las componentes del momento magnético y la velocidad. En cada uno de

los casos, consideramos las componentes de velocidad y momento dipolar constantes en el tiempo.
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2.1.1 Dipolo con velocidad en OY y momento dipolar con
orientacion 0X

.
o

Figura 7. Dipolo con velocidad paralela a eje OY 'y momento dipolar en direccién OX

Particularizamos el campo B, para este caso:

-

Ty = X1+ Y]
Ty =xql+ yq] + sz

AF = 7o — 4 = (AxT + Ay] — hk)

-

=

=y = Uyl
74 va desde el origen hasta el dipolo situado a una altura /. Para facilitar el calculo, fijamos la

referencia de {x, y, z} en las coordenadas {xg4, y4,24}= {0,0, 4}.
7., va desde el origen hasta un punto genérico de la superficie de la placa.

fi; es el momento dipolar

B _F - &3,uxAxA? — | AP 2, T
b 1 /s |A7|5
- - Uo 3u,Axh o 3u,Axh
Bi,=By k=—-"———= =~
4 |AT|

5
4m (Ax? + Ay? + h?)2
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Por la regla de la cadena:

0By, 0By, dhy

At  0Ay ot
0Yq
FORA
ayp

ot =0

Ay 6(3’19 - Yd) _
T T 10

0By, 15upu,h AyAx

oAt . YT an

7
(Ax? + Ay? + h?)2

Para introducirlo en la ecuacion (4) debemos hacer el cambio a coordenadas polares:

Ay = psen(6)
Ax = pcos(6)
0By, 15huou, p? sen(26)

oAt . Y sn

7
(p? + h?)2

Para simplificar la ecuacion (5) definimos ¢; # c1(p,0) y

15hpiopy
8n
2
p

¢, = bov,
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0(p-Kiy) | 9Kio\1
ap 20

5 =
d(p - Kip) _ aKlp
ap 20

)% = c1f15en(26)

Para abordar el sistema de ecuaciones buscaremos una solucién de la siguiente forma

Kip = Alp(p) cos(26)
Kip = A19(p)sen(20)

d(pAip) 1
—_— 20 2A 20)|—=0
( p cos(20) + 24,4 cos(20) 5
d(pA 1
(% sen(26) + 24,, sen(20)); = ¢, f1sen(26)
d(pAip)
Tl” +24,9=0
d(pAip)
a—pl + 241, = c1pfi

Podemos obtener dos ecuaciones desacopladas sumando y restando estas ecuaciones y haciendo un

cambio de variable

Ais = A1p + A1p
A = Alp_A19

Ecuacion suma

Tras sumar conseguimos reducir un sistema de ecuaciones a una ecuacion. Muchas de las soluciones
homogéneas se repiten para distintas componentes de velocidad y momento dipolar, Gnicamente
depende de la funcion trigonométrica del campo magnético.
d(pAis)

dp
pAign + 3A15n =0 > Argn = Crap™>

+ 2A:5 = pAss' + 3415 = cipfa

Alsp = UlAsp_3

p(Uigsp™* = 3Uspsp™) 4+ 3Uspsp™> = Usas'p ™2 = c1pfa
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p° 8h* 4+ 20h2%p? + 15p*
Yias = €1 f @+ iy =TT 50 ey
8h* 4+ 20h2%p? + 15p*
15p3(p2 + h2)7/2

Alsp =

8h* + 20h2p? + 15p*

Ay = Aggn + Alsp = ,0_3 C1as — C1 5
15(p? + h?)2

Debemos tener en cuenta las siguientes condiciones impuestas sobre la densidad de corriente

superficial:

Tiene que tener un valor finito en toda la superficie, en el origen también. lirr(l) I_(>1 (p,08) # ©
p—

A una distancia infinita del dipolo, la corriente inducida debe ser nula lim I_()l (p,8) =0
p—)OO

La segunda condicion se cumple automaticamente y es la primera la que determina el valor que debe

tomar Cqpq
= _ 8 8
})l_rf(l)K1 (p,0) # 0 - 00+ Ll_rf(l)Au (p) = °°<C1A - C1ﬁ) 7 Cas = ey

Ecuacion diferencia

Restando logramos quedarnos con una ecuacidon que contenga la otra incdgnita. Las soluciones
homogéneas vuelven a depender de la funcion trigonométrica del campo magnético y también se

repiten para otras componentes de velocidad y momento dipolar.

9(pAiq) ,

T — 2414 = pArad—Aa=—c1p- f1
pAian—Aian = 0 = Aign = C1a4P

Aldp = Uyusp

P(Uras'p + Upas)—Usasp = Uias'p? = —c1pf

Upps = P g
14s = TG (p? + h?)7/2 P =0 5(p? + h?)5/2
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A _ p
1dp = C1 5(p? + h2)7/2

C1
A=p| claa+——m—=
5(p? + h2)2

lim A14 (p) =0 > ¢149 =0
p—)OO

Deshacemos los cambios:

p

1 (8 8h*+20h%p? + 15p*

1
Aip = E(Ald +A41) =¢ T
110(p? + h?)2

3003\ 0

5
(p% + h?)2

1 (8 8h*+20h2p? + 15p*

P

1
Ajp = E(A1s —Ajq) = ¢

3\ 5 5
307\ (p? + h2)z 10(p? + h2)2]
3h - 8 8h*+ 20h%p? + 15p*
Ky, = dov, Holtx Fvel P = P + P = || cos(20)
tom 3P\ (p? + h?)2 (p? +h?)2/|
3h 8 8h*+ 20h%p? + 15p*
Kip = dov, Holx |7 P = P _ P =| sen(26)
o RO N R O (o2 + h2)2

Dando el valor unidad a los parametros del sistema, representamos en el software Wolfram

Mathematica. La representacion se ha hecho usando la base cartesiana igual que se haran las que van

mas adelante, para eso tenemos que hacer el siguiente cambio:

i, = cos(0)T +sen(0)]

Uy = cos(0)] —sen(0)1

K, = (cos(8)Ky, — sen(8)Kqg)T + (sen(0)K;, + cos(8)Kyp)]
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Figura 8. Densidad superficial inducida por velocidad OY y momento dipolar OX K(v;,us, p, 6)

Vemos que hay un punto de silla situado debajo del dipolo y centros en cada uno de los cuadrantes,

la maxima intensidad de corrientes se produce a lo largo de los ejes cartesianos.

2.1.2 Velocidad en direccion de OY y momento dipolar
paralelo a OZ

Figura 9. Dipolo con velocidad en direccion del eje OY'y momento dipolar vertical

Procediendo de la misma forma que en el apartado anterior, volvemos a calcular la densidad de
corriente inducida, esta vez el dipolo esta orientado verticalmente. El desarrollo de las ecuaciones se

encuentra en el Anexo.
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=| cos(6)

Bpou| 2 2h? —p? p’
- 5
3002 +h2)7 (p? +h2)2

2h2 _p2 2 p2

3uou
3R (p? + h2)5/2‘ sen(6)

Kzg = 50_vy 81

5
3(p? + h?)2

Figura 10. Densidad superficial inducida por velocidad OY y momento dipolar OZ K(v;, 4, p, 6)

En esta ocasion la maxima intensidad se produce a la distancia minima del dipolo, justo debajo de

él.

2.1.3 Velocidad y momento dipolar paralelos al eje OY.

Figura 11. Dipolo con momento dipolar y velocidad paralelos a OY.
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Por ultimo, la componente y del momento dipolar completa la densidad de corriente en funcion de

vy. El desarrollo de las ecuaciones también se encuentra en el Anexo.

p 1 [ 8h* + 20h%p? + 15p* 2
5 + p_3 5 ~3n cos(260)
4(p? + h?)2 12(p? + h?)2

3uomh
K3p = bov, =

5
2(p? + h2)2

1 (2 8h*+20h%p?+ 15p*
P =+ — T P = i sen(26)
12(p% + h?)2

-3

Figura 12. Densidad de corriente con momento dipolar y velocidad paralelos a OY K(w,, p, 6).
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2.1.4 Velocidad angular y momento dipolar en todas sus
componentes

Figura 13. Dipolo con velocidad angular y momento dipolar en todas las componentes

El célculo de las corrientes inducidas causado por la velocidad angular @ es mas sencillo que el que
hemos visto en los apartados anteriores generado por una velocidad lineal. Esto ocurre gracias a que
el vector de posicion 7 se trata como constante en el tiempo y inicamente varia el momento dipolar /.
Aprovechando que es més simple y apoyandonos en la herramienta de célculo Wolfram Mathematica,
en este apartado vamos a calcular un caso mas general con las tres componentes del momento dipolar
y de la velocidad angular.

dB, ko 3(% Ar)Ar—IArI 1

dt 4w |A7|5

dii T ] k ) ) ~
E = |Wx Wy Wz = (wyﬂz - (‘)z.uy)l + (ot — wxt,)] + (wxﬂy - (‘)y.ux)k
e Hy My
Sustituimos dfi /dt y AF = xT+ yj + zk. Posteriormente hacemos el cambio de variable x =

pcos(B), y = sen(B), z = —h orientado a la resolucion del sistema de ecuaciones diferenciales.
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dwE= Ho

dt ©  an(hZ + p?)° [(h* + p* + R (=3 + 2p?) ) (1ty 0x — Wy 1x)

+ 3hp(@yht, — W,ity) c0S(6) — 3hp(w,ftx — wyit,)sen(6)]
d(pK 0K\ 1
< (,0 wp) n 40>_ -0
ap a0 Jp

090 )5 = Cofor(P) + Cuafua(p) cos(6) + Cuafus(p)sen(9) = —60 5k

Igual que hemos estado haciendo antes, desglosamos el sistema en varios sistemas para facilitar la

resolucion. A continuacion, definimos las constantes y funciones dependientes de p.

Soug

Co1 = A
p2 _ 2h2

fwr1(p) = m

(wx“y - “)yn“x)

36ough

(wyllz - wzﬂy)

P
fw2(p) = m

36ough
Cws=""41

(wz.ux - wx.uz)

_ P
fw3(P) - (hz +p2)5/2

Kwp = Kw1p+Kw2p + Kws’p

Llegados a este punto la forma de resolver es igual que la que mostramos anteriormente solo que en
este caso dividimos en tres sistemas y finalmente sumamos las ecuaciones de cada uno de ellos. Por
eso el desarrollo de las ecuaciones se incluird en el Anexo.

Sumando y simplificando las soluciones de los tres sistemas obtenemos K, y K9, toda la densidad

de corriente debida a la rotacion del dipolo.
K Saug(h — /% + p?)

“P 47r,02\/Wp2
Sohu, (p3(a)yyx — weity) + (h2JRZ ¥ p? + p?\[RZ + p? — h® — 2hp2))

Kae Amtp?(h2 + p2)3/2 ( Wyl

((wx;uz - wz.ux) COS(H) + (wy;uz - wz.uy) Sen(@))

~ @ity) cos(8) + (w,htx — wyp;) sen(6))
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Si representamos K con una sola componente de velocidad y otra de momento dipolar, surgen

unicamente dos formas entre las ocho posibles combinaciones.

Cuando el eje de rotacion y el momento dipolar se encuentran en el plano de la superficie de cobre,
la densidad de corriente circula alrededor de un centro situado bajo el dipolo. Sin embargo, en
cualquiera de los casos en que el eje de rotacion o el momento dipolar no se contengan en el plano del
conductor, se producen dos centros entre los cuales la densidad de corriente es maxima, bajo el dipolo.
Para el resto de las combinaciones posibles lo tinico que cambia es el sentido del campo vectorial o se

intercambian las componentes x € y.

S S -~ NN\
77 N\ S\
7 = =\ z=

¥ ==\ \ XN\
0 o\ N 7S
- (OO (S Il ()il (O3
N N7 ) i\

- —— = N
N =N
NN = RN

S| TN

Figura 14. Densidad superficial rotacion OY Figura 15. Densidad superficial rotacion OY'y
y momento dipolar OX. K(wy,ux, p, 6) momento dipolar OZ. K(wy,uz, p, 6)

Las corrientes inducidas que se representan en las figuras superiores, se alternarian una con la otra a

lo largo del tiempo. La rotacion alrededor de OY varia el momento dipolar en el plano OX-OZ.

2.2. Campo magnético B* inducido por densidad de
corriente superficial.

En este apartado aplicaremos la ley de Biot y Savart para determinar el campo B* que no debemos
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confundir con el campo B p generado por el dipolo. Continuamos el calculo para los casos mostrados

anteriormente.

Ahora el vector de posicion incremental es de la misma direccion y sentido opuesto que el que

empleabamos antes, A7* va desde un punto genérico del plano al dipolo.
AP* = —A7* =7y — 7, = (x — pcos(0))T+ (y — psen(8))] + 7k
Py = xT+ y] + zk
7, = pcos(0)T+ psen(6) ]

74 lo expresamos en coordenadas cartesianas porque serd necesario hacer derivadas parciales
respecto a estas coordenadas. Sin embargo, 7, lo ponemos en forma polar porque lo integraremos en

toda la superficie del plano es mas sencillo en esta base.

Asi calculamos el campo magnético para unas coordenadas {x, y, z}. Si nuestro proposito es el de
calcular el par de fuerza, podemos fijar la referencia en dichas coordenadas e integrar en {0,0,0}. No
obstante, no es posible que hagamos dicha sustitucion para calcular la fuerza magnética porque

depende de la derivada en posicion.

Deberemos aplicar la ley de Biot y Savart en dos dimensiones:

e [T x A

B"=— | ——=dV
4 | |A7*|3
v
Sustituimos f ydV
K=]Js dV = dpdos
Lo | K x A
B* = — | ——=—= pdpdf
4nj a3 PP
S

2.2.1 Velocidad paralela al eje OY

Esta es la densidad de corriente inducida para las tres componentes del momento cinético y velocidad

del dipolo ¥ = v),.

Kvy(vy' Hx, Ry, ﬂz) = Kpﬁp + Kpilg
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B Uoba V),
vay - 4-7T(h2 + p2)3/2

+ (thw/hz + p2 + 2p%\/h% + pz) (px cos(26) + uysen(ZH))]

[~#0p? cos(6)

B Uoba V),
ngy - 8rp3(h? + p2)5/2

+ ty (4h5 + 10n3p? + 9hp* — 4h*\[hZ + p? — 8h2p?\[h* + p?
- 4p4\/m) cos(20) + 2u,p3(h? — 2p?) sen(0)

+ ty (—4h® — 10h3p? — 9hp* + 4h*[hZ + p? + 8h2p?\[h? + p?
+ 4p4m) sen(20))

(_3hﬂyp4

Haciendo el cambio a la base cartesiana:

i, = cos(0)T +sen(0)]
Uy = cos(0) ] —sen(9)1

I_()vy = (cos(0)K, — sen(6)Ky)7 + (sen(6)K, + cos(8)Ky)J

Sustituyendo las coordenadas {x,y,z} por {0,0,h} calculamos el campo magnético en el punto de

referencia donde suponemos que se encuentra el dipolo.

- . 0
K, X Ar Su?
B Ho Vy HoOVy
B, =— —_— dpdf = ———=
wylooo 47rf( RRE ) PP = 6an3n (“Z>
s 000 U
Para simplificar el calculo de la integral, podemos hacer nulas todas las funciones de tipo cos(né)

y sen(nf) del integrando. Sabemos que entre los limites 0 y 27 su resultado es nulo.

2.2.1.1 Momento de fuerza sobre el dipolo

Después de haber calculado el campo magnético creado por las corrientes de Foucault, resulta muy

sencillo determinar el momento en el dipolo.
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_, _ uséov, Lo k _ WoPSavy, [THy T He
Y = 64nh3 Hx Hy Uz | = 641 h3 Uxly
0 u, —u UxHz

2.2.1.2 Fuerza sobre el dipolo

Si queremos calcular la fuerza no podemos usar el campo en un punto dado porque antes tenemos

que derivarlo en posicion.

. 0B, 9B, 9By,  3ulsov,[ oMMy
Fmvy = Ox Uy + Az Uy + 0z Uz = 512m7h4 —HUx — gﬂy — Uz
0

Sin embargo, no es necesario que derivemos antes de integrar porque son variables diferentes. La
integracion se hace en toda la superficie del plano ({p,0}) pero se deriva respecto a la posicion del

dipolo ({x,y,z}).
aE-;y l’l'O a I?‘Uy X A?* d de gﬂozao'vy _l'l'y
ax 1000 = 20 | 52\ A PEPCE = S1zmnt \ 7
s 000

0B 9 (K, XAF* 3u-25gv. [ Hx
— |00 = Fo [ 2 ) pdpdd = 2Ho 99Ty —3u,
dy 4 | dy\ |AF*|3 512mh*

s 000

_4‘112

GE,}"}, N K, x A7 dodo = 3po> 8oy, —4(})/1
dz %% T4 | az\ |A73 pep 512mh* \ 4 “
000 Uy

N

2.2.2 Velocidad de rotacion y momento dipolar en todas sus
componentes

Los céalculos realizados en el apartado anterior los repetimos partiendo de la densidad de corriente

Koy (@ s, o, sy, 17)
K, = (cos(8) Ky, — sen(0)K,,,) 7+ (sen(8)K,, + cos(8)K,q)J
En el apartado [2.1.4] calculamos K, y K,

% 2% WzHy — Wyl
- Uo K, X A7 Suo “
wlooo 47rf< EE )000 PeP = Sanza\ 5 o _
S

2 (wy.ux - wx.uy)




2.2.2.1 Momento de fuerza sobre el dipolo

o = ixBy =280 |y " .
= X = =
WzHy — Wylz  Wxlz — Wz 2(O‘)y.ux - wx:uy)
Sulo =205 — HF 2pxly Mt W,
=—2 ety —2uE—pf wu, || @y
64h*m ;5 5 w
HxHz Hylz —Hx — Uy z

2.2.2.2 Fuerza sobre el dipolo

Fnw = o Pt 5, T e T s | TRy TH Hxly Ml Z)):

Hylz —HxHz 0

9B, o J 9 (Kw xAF*) qp = 1300 < yhx . ’“”y>
o looo = 7= | 32\ Az pdpav = 3
0x 4 ) ox \ |A7r*| 000 641h Wy ity — Wy

9B, w [ 9 (K, x a7 g — 1800 0

— = —_— _— = —\ W — W

3y looo =4 | 35\ T - paApPay = Camn3 | CrHx ™ xbly
S

Wzly — Wylly

9B, w [ o (R, x o u2sg [ Ltz T Qzby
oz looo = | a2\ A pdpdf = CAnh? Wzly — Wxly
z T B z\ a7 000 n Z(wx.uy - wy.ux)
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3 IMAN RODANTE CON DESLIZAMIENTO
SOBRE UNA SUPERFICIE PLANA
CONDUCTORA

En este capitulo analizaremos el caso de una esfera de radio R y momento dipolar ji que se mueve
sobre una superficie plana de cobre. El objetivo es analizar el comportamiento de la frenada debida a
las corrientes parasitas. Analizaremos los dos casos ideales que se pueden dar en el movimiento,
rodadura sin deslizamiento y deslizamiento puro con fuerzas de rozamiento nulas en el punto de

contacto entre esfera y superficie.

En el capitulo anterior, hemos analizado las fuerzas y momentos de fuerzas sobre un dipolo cuando
se mueve con distintas velocidades lineales y angulares. Si hacemos el mismo célculo para todas las
velocidades, podriamos superponer todos los casos para tratar un problema real en que las velocidades
no son constantes y la orientacion del solido tampoco. De esta forma, concluimos que tanto el par de

fuerza como la fuerza sobre el solido dependen de la velocidad lineal y angular.

Figura 16. Esfera con deslizamiento

En verde se representan las tres fuerzas y pares de fuerza aplicados sobre la esfera: fuerza magnética,
par magnético y fuerza normal. El color naranja indica las distintas componentes de velocidades y

momento dipolar. [6]
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F,=A-5+B &
M;=C-%+D-&@

Los tensores que multiplican las velocidades, varian con la orientacion del dipolo, todos son funcion

del momento dipolar.

, [ —3u% — Uy — 4uZ —2fixhy 0
= 306U ) ) )
A=—— =2y —Hy — 3uy — 4u; 0
512nz
0 0 —4(u2 + p +2p2)
2 [ THxly  MHEF U —pyl,
B = a8y 2 2
- 6471773 —Uy — Uz Uxly HxHz
Hylz — s 0
2 [ —Hxlly —U5—UZ Uyl
C = e 2 2 — BT
- 64123 Ux + Uz UxHy —Uxlz | =
—Hylz Uxlz 0
06,12 =205 — U7 2y Hxlh
N — 0 _92 _ 2
D = P 21ty 2px — Yz uzyuz i
Uxlz Hylz —Hx — Uy

Ley de Gauss

Los tensores los hemos calculado suponiendo que el dipolo es puntual. Sin embargo, el problema
dindmico que queremos analizar es una esfera con la imantacion uniformemente distribuida en su

volumen. Para justificar que podemos emplear los tensores de igual forma, debemos recurrir a la ley

de Gauss.

“El flujo del vector campo a través de una superficie cerrada es igual a la suma de las fuentes

escalares en el interior de la superficie”. [1]

3.1. Ecuaciones del solido

Para determinar la dindmica de la esfera, emplearemos los teoremas de cantidad de movimiento y

momento cinético. [7]

Teorema de cantidad de movimiento (T.C.M)

Supondremos que la esfera esta en todo momento en contacto con el plano, eso significa que de las
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tres ecuaciones dindmicas, es estatica la de componente vertical. Las unicas fuerzas con componentes
horizontales son las fuerzas magnéticas y si es el caso de rodadura sin deslizamiento, también la fuerza

de rozamiento en el punto de contacto entre esfera y plano.

d?7 S
Fz ext
v - . -
m—=4-v+B-w+ N
dt

Teorema del momento cinético (T.M.C)

Para el momento de fuerza si intervienen en el problema las tres proyecciones de la ecuacion
vectorial. Al igual que en el teorema de cantidad de movimiento, los inicos momentos de fuerza son

los originados por el magnetismo y si es el caso de rodadura sin deslizamiento, también el momento

asociado a la fuerza de rozamiento.

dL, _
dt = Z Moyt

2 4@
-mR =

T $@

(|

B+

QA

Gracias a la simetria de forma de una esfera, el tensor de inercia es independiente de la orientacion
y se simplifica el problema.
L,=1-3
_ 2 1 0 0
I=< mR*[0 1 0
0 0 1

Usando estos dos teoremas y la ley de Poisson aplicada al momento dipolar obtenemos las

ecuaciones necesarias para cerrar el problema.

=wXi

S&

Con solo la ligadura de contacto entre esfera y plano (v, = 0) el problema tiene muchisimas posibles

combinaciones para analizar, con siete valores iniciales: dos angulos para la orientacion, dos

velocidades lineales y tres velocidades angulares.
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3.1.1 Adimensionalizacion

Asignamos las siguientes definiciones a los pardmetros dimensionales.

_ 3adugu®
Y 5121z

_ odugu?
T 64mz3

_ odugu?

By = Gy T 64mz2

Dy

Definimos las variables adimensionales con las que resolveremos las ecuaciones.

i - B . & - D
=—, = —, C:—’ D':—_
Au B‘U. C‘U. Du
t - —>td — — - ﬁ
t’:—’ _— —, _— t’ ’:—_
td v UR w Wiy 124 u

A partir de las ecuaciones vectoriales podemos realizar la adimensionalizacion para determinar las

ecuaciones escalares a introducirlas en el programa de calculo.

mR d'l_}’ AuR =, Bd =, d'l_}’ Autd = .,
— =7 = ""V+—B w o= A-v +
t3 dt tq tq dt m mR

Butd EI . 5/

Elegimos el parametro del tiempo caracteristico tp para simplificar nuestra ecuacion.

¢ _m

D_Au

dﬁ’_? ->l+ §I —

de’ vT3ze e

I dw’ CpR - D, — dw' 5C,tp, - 5D, t;, —
S—=""" ¥ +-2D & =2V +=—2 D &
t5 dt tp to dt 2mR 2mR
dar_zo(f, 45 )

dt’ 3 v @

Sistema de ecuaciones

Estas ecuaciones ya adimensionalizadas son las que se implementaran en el programa. Gracias a la

ligadura v, = 0 la proyeccion vertical del T.C.M esta desacoplada del resto del sistema y no sera
necesaria para resolver el problema. Haciendo esto, eliminamos la fuerza incognita de reaccion N =

-

Nk.
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I ’ ’ 8 , ,
[V = (=30 — i3 — 4u" o — 2wty vy + 5~y @' + (12 +12)0'y — o, 03)

dv ! ’ ! i ' 8 ! i ' , ' ' , , ,

[2] —dtjj = =2 pyvy + (—pi — 35 —4uZ vy + 3 ((—uf, — U2 wy + Wy, + .ux:uzwz)
da)’ 20 ! ! ' ' ;) ] ’ , . ,

[3] dtfc =3 (—wemyvy + (—p2 — p2 vy, + wyupvy + (=202 — u2 oy + 2u5pyw;

+ Uity ;)
dw, 20 , . o
41— = T (R + DVl + bty v — i 150} + 2ty 0} + (—20 = 2V}, + i)

dw! 20 ST
[5] dt’Z = ?(—u’yu;v!c + vy + ity 0y + ) s + (—u2 — p2') wy)

Figura 17. Definicién de angulos ¢ y 0

Los angulos ¢ y 6 seran empleados para variar la orientacion del momento dipolar y comparar sus
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diferencias.

Uy = psendcos @ Uy = pusendsen U, = ucoso

3.4.1 Analisis velocidad lineal

Lo primero que haremos sera simular que la esfera lleva una velocidad inicial lineal paralela al eje x
y medimos como varia la distancia de detencion en funcion de la velocidad y la orientacion del

momento dipolar.

Dado que el objetivo principal es analizar los efectos disipativos, las representaciones graficas haran
comparaciones de la distancia que recorre la esfera y el tiempo que tarda antes de detenerse. Definimos

dos variables a medir.

Distancia de detencion Az’: Es el tiempo que tarda la velocidad del iman en alcanzar la milésima

parte de su valor en el instante inicial.
vy (At") = 0.001v,(0)

Distancia de detencion Ax’: Es el recorrido del solido en la direccion de la velocidad inicial desde
que comienza el movimiento hasta que se alcanza el tiempo de detencion. También puede existir un
desplazamiento perpendicular a la velocidad inicial (mas pequefio), se vera reflejado en las

trayectorias, pero no es la variable principal a medir.
Ax’ = x'(At") — x’(0).

Para todos los casos que analizaremos de velocidad lineal inicial, la tomaremos en el eje x. Al existir
simetria de revolucion en torno al eje vertical, usando el mismo vector como velocidad inicial siempre,

es representativo el resultado.
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Hy'=Hy'=pz'

AX
30,
25
20
15 Nx'
T
10 By
5 '
0 : ; — Vyo!
0 10 20 30 40 50 *°

Figura 18. Deslizamiento. Distancia de detencion. Ejes cartesianos Ax vy,

Hx'=Hy'=pz'
dAX'
1.2
1.0
0.8
06
0.4 Hx'
T
Hy
02 '
0.0 Vo'
0 10 20 30 40 50 *°

Figura 19. Deslizamiento. Distancia de detencion. Ejes cartesianos dAx /dv, -v,’

De las distintas orientaciones iniciales que podemos tomar para el momento dipolar, la tnica que

mantiene la proporcionalidad es fi = p1,,]' y se debe a que en esta posicion el par sobre la esfera es nulo

en todo momento, C - ¥ = 0. Para las orientaciones en OY y OZ observamos una periodicidad en la
pendiente de la distancia de detencion, esto es debido al nimero de vueltas rotado por la esfera, es una

periodicidad angular.

A continuacion, representaremos variando el angulo ¢ del momento dipolar y manteniéndolo en el
plano horizontal (#=n/2). Esta forma de variar los angulos muestra mas diferencia entre las distintas
orientaciones que variando 6 y manteniendo fijo ¢. Cada color representa una orientacion determinada
del momento dipolar. Las orientaciones cuya direccion forman el mismo angulo con la direccion de la

velocidad, se representan en el mismo color, pero en linea continua y discontinua.
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Continuo 0 /8 /4 37/8
(p:
Discontinuo 7 7r/8 3n/4 5r/8
AX'
20

8
5 10 15 20 *°

Figura 20. Deslizamiento Distancia de detencion. Ax -v,’.

At
7.0

6.5
6.0
55

5.0

Figura 21. Deslizamiento Distancia de detencion. A¢’-vy’.

No existe una gran diferencia salvo para la orientacion perpendicular a la velocidad, que es la peor

disposicion para disipar energia y por eso tiene mayor distancia y tiempo de detencion.

Para las orientaciones de ¢ distintas a /2 el tiempo de detencion sigue un transitorio hasta alcanzado
cierta velocidad, a partir de la cual es periddico. La periodicidad se debe a la rotacion del imén, si p=

7/2 no rota y es constante el momento dipolar.
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Ay'

04
’
g

Vo, =2:53 K

Figura 22. Deslizamiento. Trayectoria. v, '=2.53

04 v
. .
.

0.2

Ax'
50

0
.
40

-0.2

-04

Figura 23. Deslizamiento. Trayectoria. vx '=50.

Al aumentar la velocidad, se producen oscilaciones en la trayectoria debidas al cambio de orientacion
del momento dipolar. Como debe de ser por simetria, las orientaciones paralelas al eje x no tienen

desplazamiento en y, también los desplazamientos en y son opuestos para las orientaciones simétricas

respecto el eje x.

Efecto de @’
Si introducimos una rotacion en el eje z, la distancia de detencion aumenta para bajas velocidades,

pero disminuye con las altas. El efecto del pivotamiento es mayor para una orientaciéon magnética
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inicial con mayor verticalidad. Para el caso de una imantacion inicial totalmente horizontal, el efecto
giroscopico es nulo y consiguientemente la distancia de detencion no se ve disminuida por el

pivotamiento.

Continuo 0 /8 /4 3n/8

Discontinuo 7 7r/8 3n/4 57r/8

At'

Yy 1
Wzo'IVxo

f 2 3 - 5 6 7

Figura 25. Deslizamiento. Tiempo de detencion. At’-w,‘ /vy’

En las siguientes figuras, podemos ver la trayectoria que sigue para distintos valores de la relacion

vy,
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AY'

01 Wy [Vye'=0.24

AX'

-0.1

-0.2

-0.3

-04

Figura 26. Deslizamiento. Trayectoria. w,‘/v,’=0.24

AY'

W' [Vyo'=0.58

Figura 27.Deslizamiento. Trayectoria. @, /vy '=0.58

AY'

05 Wy /Vio'=1.3

0.4

0.3

0.2

0.1

— >< AX
T K 10 15“\\ 20

-0.1 *s

Figura 28. Deslizamiento. Trayectoria. w,/vy'=1.3.
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AY'

0.25
020| W' IVyo'=677 [
0.15
0.10

0.05
AX

" 10 BT

-0.05

Figura 29. Deslizamiento. Trayectoria. w,‘/v'=6.77.

La velocidad angular tiende a regularizar la trayectoria e igualar las orientaciones con mismo valor

absoluto de u,‘. Después veremos como la rotacion w,* tiende a producir trayectorias en curvas

cerradas.

Efecto de @\’

El efecto que se produce es similar que el del pivotamiento en el eje z. A bajas velocidades aumenta
la distancia de detencion a excepcion del caso con momento dipolar perpendicular al eje de rotacion.
Como es de esperar, para una mayor velocidad angular (hasta aproximadamente cinco veces la

velocidad lineal, dependiendo de la orientacion) disminuye la distancia de detencion.

A diferencia del pivotamiento en torno a OZ en torno al eje OX'si disminuye la distancia de detencion

con el momento dipolar perpendicular al eje de rotacion.

Continuo 0 /€ /4 31/8

(p:
Discontinuo 7 3n/4 57/8
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3 Wyo'Vyo'
0 5 10 15 20 X°TX°

Figura 30. Deslizamiento. Distancia de detencion. Ax -wx*/vy’.

i
5 10 15 20 25 an ot

Figura 31. Deslizamiento. Tiempo de detencion. At ’-wx /vy’

La rotacion en torno a OX hace que el momento dipolar sea paralelo al eje OX que es una posicion
en la que la disipacion es mayor. Por eso, si la orientacion es inicialmente paralela a OX esta se
mantiene asi con una alta velocidad angular y disipa mejor la velocidad lineal inicial.

AY'

0.2

-0.2

-0.4

-0.6 e

Figura 32. Deslizamiento. Trayectoria. wx*/vy"=0.09.
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AY'

0.0 AX

6

-0.5

-1.0

~-1.5

-2.0

Figura 33. Deslizamiento. Trayectoria wy /vy '=0.72.

AY'
0.0

AX

-2.0

=25

-3.0

Figura 34. Deslizamiento. Trayectoria wx /vy '=1.27.

AY'

AX'

-30"

Figura 35. Deslizamiento. Trayectoria wy /vy '=18.09.

En cuanto a las trayectorias, vemos claramente que la distancia recorrida en el eje OY aumenta con
la velocidad angular porque parte de la velocidad angular wx‘ se transforma en velocidad lineal v,° .
También vemos que las trayectorias con alta wx* y momento dipolar simétrico respecto al eje OY son

iguales.
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Efecto de w,

A diferencia de las rotaciones en torno al eje z y el x, ahora debemos distinguir entre los dos posibles
sentidos de la rotacion, ya que uno va a favor de la velocidad inicial (como si rodara) y el otro en

contra. En las dos rotaciones anteriores un sentido tenia un comportamiento simétrico con el otro.

A diferencia de las rotaciones en eje OZ'y OX, si la velocidad @ es paralela al momento dipolar, esta
no afecta para nada a la trayectoria. Como siempre, una rotacion paralela al momento dipolar no disipa
energia y esta vez se mantienen paralelos en toda la trayectoria. En los dos casos anteriores, aunque
fueran paralelos inicialmente, la esfera cambia su orientacién y comienza a disipar energia la rotacion,
por lo que si influye.

Continuo  —7/2 37/8 —r/4 —/8

SD:
Discontinuo 71/2 3r/8 /4 /8

AX'

‘Uyo'/on'

At

7.5

7.0

_—

6.5
6.0 (
551
5.0

- - Wyo' Vo'
4.5 1 2 3 4 5 6 .

Figura 37. Deslizamiento. Tiempo de detencion. wy>0 At ™-wy /vy’
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En estas dos primeras representaciones vemos la repercusion desfavorable de la rotacion positiva en
torno al eje OY. En esta ocasion el efecto giroscopico tiende a mantener el angulo ¢ = +m/2, una
orientacion de menor disipacion de la velocidad lineal. Ademas, parte de la velocidad angular se
transforma en velocidad positiva en el eje OX. El efecto aumenta cuanto mayor es el angulo formado
por el momento dipolar y el eje OY porque asi es como la velocidad angular hace variar mas el
momento dipolar.

AY'
0.15

Wyo'[Vyo'=0.51
0.10

0.05

-0.05

-0.10

-0.15

Figura 38. Deslizamiento. Trayectoria. wy‘/v,'=0.51.

AY'

-0.01

-0.02

-0.03

Figura 39. Deslizamiento. Trayectoria. wy‘/v,'=1.45.
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AX'

Figura 40. Deslizamiento. Trayectoria. w,‘/v,'=5.82.

Al aumentar la relacion entre las velocidades se obtienen mayores desplazamientos en OX pero
menor desviacion en OY.

AX'
5

N

w

N

=

— wyo'/on'
10 20 30 40

Figura 41. Deslizamiento. Distancia de detencion. wy‘<0 AX -y /vy’

‘Uyo'/on'
10 20 30 40

Figura 42. Deslizamiento. Tiempo de detencion. wy‘<0 At -y /vy’

Nota: Lo que se representa como tiempo y distancia de detencion, solo mide hasta el momento en
que la velocidad inicial se hace nula por primera vez. Para cada una de las representaciones, cuando

alcanzan el valor constante, es porque el iman adquiere velocidad negativa.
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Si la rotacion es negativa, ayuda a disminuir la distancia de detencion. Podemos ver que para las
distintas orientaciones existen diferentes rangos de velocidades con diferentes comportamientos de
tiempo y distancia de detencion. A partir de una relacion de velocidad determinada, se mantienen
constantes A¢’y AX". Tras alcanzar dicha velocidad, si la seguimos aumentando, la esfera retrocedera
trasy obtendremos desplazamientos negativos en OX. Los resultados con orientaciéon de momento
dipolar simétrico al eje OX, tienen un desplazamiento en OY contrario y de igual magnitud pero

idénticos en OX. Por eso, no se ven los angulos representados en linea discontinua en las dos figuras
superiores.

AY'
1.0

05| Wye'/Vye'=—1.01

AX

-05 R

-1.0

Figura 43. Deslizamiento. Trayectoria. wy /vy '=-1.01.
AY:
0.4

Wyo'/Vyo'=—6.06

e

N
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1

1

1

1

[
L 7

AX
-2 -1 e omdme, 2 3 4 5
‘l - ~
S5
N
\‘/,
-0.2
-04

Figura 44. Deslizamiento. Trayectoria. wy‘/vy = -6.06.

0.2
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AX'
\. o

Wil

L} ’x‘,

AY

MEZVN TR LY
oy 1y

Wyo'[Vyo'=—49.49 " Y1 /11t o find

yoartg, !

AX'

Figura 46. Deslizamiento. Trayectoria. wy /vy = -49.49.

Cuando wy‘<0 surge una fuerza que se opone al movimiento de la esfera, lo que explica los
desplazamientos negativos en contra de la velocidad lineal inicial. Como siempre ocurre con la
rotacion cuando es el efecto de las fuerzas y momentos inducidos por la propia rotacion y no su efecto

giroscopico, es mayor para grandes angulos formados entre el eje de rotacion y el momento dipolar.

3.4.2 Analisis de rotacion pura

Analizaremos el dngulo recorrido y el tiempo que tarda en alcanzar el régimen permanente la esfera
para una velocidad en el eje z y el x. Por eso, ahora hablaremos de ‘4ngulo de detencion’ en vez de

‘distancia de detencion’.

La rotacion en torno al eje OY es analoga a la de OX con un momento dipolar girado 90° en ¢, por

eso solo mostraremos una de ellas.

Ahora hablaremos de ‘angulo de detencion’ en vez de ‘distancia de detencion’. Tras alcanzar el
‘angulo de detencion’ el iman puede seguir rotando, pero con su momento dipolar paralelo al eje de

rotacion (situacion en la que ya no se produce ninguna fuerza ni momento sobre el imén). Es el angulo
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recorrido hasta que la aceleracion angular alcanza su valor centesimal en el instante inicial. El Gnico
caso en que la esfera se detiene por completo (traslacion y rotacion) ocurre cuando el momento dipolar

es inicialmente perpendicular a la rotacion.

Rotacion en @

Continuo 0 /8 /4 3n/8
0=
Discontinuo 7 71/8 3n/4 57/8
Ag'
20
15
10
5
-y
10 20 30 40 50 60 70 =

Figura 47. Deslizamiento. Angulo de detencion. Ag‘-a. .

At

g ?
10 20 30 40 50 60 70 °

Figura 48. Deslizamiento. Tiempo de detencion. A¢‘/a:’.

Se producen saltos debidos a la periodicidad en el cambio de orientacion del momento dipolar,
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también ocurre este efecto con otras rotaciones. La tnica orientacion que da una linealidad entre el
angulo recorrido y la velocidad inicial, es la que tiene un momento dipolar horizontal, perpendicular

al eje de rotacion.

Para este caso y los demas, la linealidad en la distancia de detencion y constancia en el tiempo de
detencion frente a la velocidad con ciertas orientaciones iniciales, se debe a la disposicion para disipar
de i (diferente de la potencia instantdnea disipada que es decreciente porque disminuye la velocidad
angular). Por ejemplo, en este caso si §=7/2, se mantiene constante el angulo a lo largo del tiempo,

pero si forma cualquier otro dngulo inicialmente, este varia.

AY'

Wyo'=4.70

¥ : AX'
0.2 0.4

-04' .

Figura 49. Deslizamiento. Trayectoria. wy /vy = 4.70.

AY'

0.4+ 5

AX'

Figura 50. Deslizamiento. Trayectoria. w,‘= 18.79.
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AY'

7
Y

Figura 51. Deslizamiento. Trayectoria. w,‘=46.51.

Las trayectorias que tienen mismo valor absoluto en la componente z del momento dipolar, tienen

una simetria impar. Como es logico, la distancia recorrida es mayor con altas velocidades. Sin

embargo; la distancia desde el punto final hasta el origen no, porque la trayectoria describe curvas

cerradas.

Hz'
1.0 —

05
W,,'=49.5

0.0 t
0.1 0.2 0.3 0.4 0.5

-0.5 Se

......

qoflliizssaa

Figura 52. Deslizamiento. Momento dipolar. p,‘/¢’

wz'

50

40

30

20

10 Wg'=49.5

Figura 53. Deslizamiento. Evolucion temporal de velocidad angular OZ. w,‘/t".

En las dos figuras superiores vemos que el momento dipolar tiende a ponerse paralelo al eje de

rotacion. Consecuentemente desaparece la desaceleracion angular y se mantiene constante la rotacion

en OZ. Para la orientacion con 6=n/2 no tiende a ponerse vertical por simetria y se mantiene constante
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el angulo disipando hasta su detencion.

Rotacion en @5

Continuo 0 /8 /4 3n/8
(p:
Discontinuo 7 71/8 3n/4 57/8
AG'
20
15
10
5
7
20 40 60 80 00 X°

Figura 54. Deslizamiento. Angulo girado. AG*-a .

At

0.8
0.6
0.4
0.2
-
20 40 60 80 100 X

Figura 55. Deslizamiento. Tiempo de detencion. A¢‘-ax .

Si aumenta «x’, también lo hace el angulo girado pero el tiempo de detencion disminuye
convergiendo a un valor (asintota horizontal). En ambas graficas apreciamos que para ciertos valores

de @x’ se producen saltos.
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Figura 58. Deslizamiento. Trayectoria. ax‘= 100.

Existe simetria respecto al eje OY por la disposicion de las orientaciones. Cuanto mayor es la
velocidad angular, mayor es el desplazamiento en OY pero menor en OX. La Unica trayectoria

rectilinea es la que tiene un momento dipolar paralelo al eje OY (debe serlo por simetria).
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4 IMAN RODANTE SIN DESLIZAMIENTO
SOBRE UNA SUPERFICIE PLANA
CONDUCTORA

Figura 59. Esfera sin deslizamiento.

Este caso es el mas sencillo de los dos gracias a que rodar sin deslizar liga las velocidades angulares

con las velocidades lineales mediante la siguiente restriccion cinematica:

-

Up = Vg +® X GP = 0 - ¥ = RwyT — Rw,J
vy = Rw,
vy = —Rwy
Al introducir esta ligadura cinematica, surge la incognita dinamica de la fuerza de rozamiento en el
punto de contacto entre esfera y plano. No obstante, podemos simplificar las ecuaciones y eliminar

esta fuerza de rozamiento del problema combinando las ecuaciones de cantidad de movimiento y

momento cinético.

Teorema de Cantidad de Movimiento (T.C.M)

mazﬁM+ﬁR=Z D+B-@+Fz+N
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mR— =—(A-3+B-@)-j—Fgy
da)y = L = _N
mRF=(A-v+B-w)-L+FRx

0=N+(4d-9+B-@) -k

Teorema del Momento Cinético (T.M.C)

2 da —_— —_ - = > = — _— -
ngZE:MG-FGPXFR:C'U+D'0)+GPX R
dﬁ o d -

ac O

2 dw = =

s mR? dtx=(6-5+D-5)-?+RFRy

2 dw = =

Emde_ty:(C U+ D @) ] — RFgy

2 dw = = -

T mR? dtzz(c-ﬁ+D-a5)-k

Si multiplicamos por R las ecuaciones de cantidad de movimiento y las sumamos con las del

momento cinético conseguimos eliminar la fuerza de ligadura Fj.

7 .d . = .-
cmR? X = (C-5+D-3) - 1-R(A-9+5-@)-]
7 .d S = _

ng2%=(C-ﬁ+D-5)-j+R(A-ﬁ+B-5)-?

Estas dos ecuaciones junto con la proyeccion sobre el eje OZ del T.M.C y las tres del momento de

magnetizacion, suman seis ecuaciones en total. Seran las que se usen en el programa de simulacion.

4.1.1 Adimensionalizacion

Utilizamos los mismos parametros dimensionales que empleamos en el capitulo anterior,
exceptuando tp, que lo eligiremos de acuerdo a la simplificacion de las ecuaciones. Como cambiamos
el tiempo caracteristico del problema, también cambian las variables adimensionales con unidad de

tiempo, las demas las definimos como en el capitulo anterior.
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dw,” 5 t3 Ay R? _ B,R - C,R - D, —

y Ro u -7 u —7 - u =Y u =Y -
= — A - + B’.(() . +< c - +_D .(()>.
dt’" 7R*m [( tro v tro > ' t v ]l

Imponiendo que el coeficiente que multiplica el primer término sea unitario obtenemos el valor de

tro Y eliminamos todos los parametros de las ecuaciones.

5A4,t., 7m

7 m =1_)tR0=5Au
dw,’
dt’
dw,’
dt’
dw,
de’
T
==

- -\ L. 8,5 L = N o
=—(A’-v'+—B’-w’>-]+§(C’-v’+D’-w’)-L

— ., 8- N L 8. o
=<A'-v'+§B’-w’)-L+§(C’-v’+D’-w’)-]

&

28  _ -
=20+ D @)

Sistema de ecuaciones

Haciendo los productos escalares queda el siguiente sistema de ecuaciones que implantaremos en el

ordenador.
da), 2 1A ! ! (3M2, + MZ, + 4M2’) 8 ! ! 1A ! !
dtfc = T Hxlylx + ; - Vy = §ﬂ32/ Wy + 3 HxHy Wy
dw, 1 ! ! I 1 2 ror 8 A AN 8 roy
[2] d_t'y = - § (.uyzc + 3.“321 + 4’.“22)vx + §.uxﬂyvy + §ﬂx.uywx - §ﬂ)26 Wy,
dw, 28 / AP
Bl = 5 [-iymvs + ihazvy + w0, + i) — (B3 + 115 )]
du;

[4] d—tf = Py, — p,wy

[5] Ik Uy, — s,
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4.1.2 Simulacion computacional

Uno de los objetivos principales del estudio de las graficas, sera la distancia de detencion del imén y

su relacion con la velocidad inicial. Para algunos casos existira una relacion lineal.

4.1.2.1 Analisis velocidad lineal

Para todos los casos que analizaremos de velocidad lineal inicial, la tomaremos en el eje OX. Al
existir simetria de revolucion en torno al eje vertical, usando el mismo vector como velocidad inicial
siempre, es representativo el resultado.

AX'
10+

x . wyo'
2 4 6 8 10

Figura 60. Sin deslizamiento. Distancia de detencion. Ejes cartesianos. Ax -awy .

dAX/dwyo'
1.2

1.0

0.8
0.6

0.4

0.2 My Hy Mg

0.0 Wyo'
0 2 4 6 8 10

Figura 61. Sin deslizamiento. Distancia de detencion. Ejes cartesianos. dAx /dawy-wy .

Vemos que ocurre lo mismo que en el caso en que la esfera desliza, con la diferencia que la amplitud
de la pendiente es mayor aqui. Esto puede deberse a que el movimiento de rodadura de la esfera, hace

que varie el momento dipolar (exceptuando el caso de i = py])
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Igual que en capitulo anterior también representaremos variando el momento dipolar en el plano

horizontal 6=Pi/2

Continuo 0 /8 /4 3r/8

Discontinuo 7 7r/8 3r/4 57/8

Wyo'

Figura 62. Sin deslizamiento. Distancia de detencion Ax -«

At

'
wyo

Figura 63. Sin deslizamiento. Tiempo de detencion At ’-wy .

Existe una mayor diferencia entre las distintas orientaciones que cuando desliza. Verificamos que la
distancia de detencion es menor para aquellas posiciones del momento dipolar en que varie mas a lo

largo del tiempo debido a la rodadura.
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Ay

7 ’
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AX

3.5

-0.2

-04

Figura 64. Sin deslizamiento. Trayectoria. wy=3.36.

Ay

0.2 Wy,'=50

Figura 65. Sin deslizamiento. Trayectoria wy'=50.

Efecto de w7z’
Continuo 0 /8 /4 371/8

0=
Discontinuo 7 7n/8 3n/4 57/8
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AX'

Wzl wyo'

Figura 67. Sin deslizamiento. Velocidad lineal At-w7/ wy.

Al contrario del caso con deslizamiento, ahora aumenta tanto la distancia de detencién como el
tiempo de detencion si comparamos los resultados de alta velocidad de pivotamiento y pivotamiento
nulo. Se debe a que ahora la rotacion @~ no mantiene ni hace tender al momento dipolar que sea lo
mas vertical posible por la rodadura. Sin embargo, podemos afirmar que tanto el tiempo como la

distancia de detencidn para una alta @~/ wy son menores que para @7/ wy~1.
y y
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Ay'

Figura 68. Sin deslizamiento. Trayectoria @~/ wy=0.73.

Ay

Ax'

Figura 69. Sin deslizamiento. Trayectoria w7/ wy=1.21.
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Ay'

Wyo'[wyo'=1.93

Figura 70. Sin deslizamiento. Trayectoria w7/ wy=1.93.

0.2 Wyo'[Wyo'=7.2

-0.2

-04

-0.6

-0.8

Figura 71. Sin deslizamiento. Trayectoria @7/ wy=7.2.

La rotacion en torno al eje OZ altera la trayectoria haciendo que esta tenga una desviacion en OY.
Dicha desviacion ocurre cuando el momento dipolar varia en el plano OX-OY. Por lo tanto, en el caso
de que w7 sea mucho mayor que wy y el momento dipolar sea inicialmente paralelo o casi

paralelo a w7, surgird un efecto giroscépico que mantendra i en el plano OX- OZ produciendo

una trayectoria rectilinea (lo vemos en la figura 71).

4.1.2.2 Anadlisis rotacion pura

En el capitulo anterior analizamos la cinematica cuando el movimiento de la esfera inicamente tenia

dos rotaciones: la rotacion en torno al eje z o x. Esta vez solo analizamos la rotacion w., porque la
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rotacion wx va ligada al desplazamiento que ya hemos visto en el anterior subapartado.

Continuo 0 /4 3n/8
e

Discontinuo 7 ; 3n/4 5m/8

Ag'
15

o
5 10 15 20 °

Figura 72. Sin deslizamiento. Angulo de detencién. Ag -ax’

At
3.5

3.0¢
2.5

2.0

-
5 10 15 20 *°

Figura 73. Sin deslizamiento. Angulo de detencion. At -’

El &ngulo recorrido es directamente proporcional a la velocidad angular inicial y es mayor cuando el
momento dipolar forma un menor angulo con el eje OZ (ya sabemos que al formar un menor angulo
la rotacion disipa menos energia). Para un mismo angulo entre el momento dipolar y el eje OZ, la
dinamica es igual (lineas discontinuas coinciden con las continuas). Por ultimo, es evidente que el
tiempo de detencion no depende de la velocidad, y el d&ngulo de detencion aumenta linealmente, de

nuevo porque el d&ngulo  se mantiene constante en el tiempo para cada una de las orientaciones.

En este caso no existe ningun desplazamiento de la esfera, es decir la fuerza neta aplicada sobre la
esfera es nula y solo hay un par aplicado al eje OZ. El momento dipolar mantiene en todo momento su

componente vertical constante u, = cte
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Si retomamos las ecuaciones de la aceleracion angular en los ejes OX y OY vy particularizamos las
velocidades para las condiciones iniciales planteadas en esta rotacion pura, verificamos que la

aceleracion angular en OY'y OX son nulas.

v(0) =0 3(0) = w,k

ngzd;;x:(5-ﬁ(0)+5-5(0))-?—R(Z~ﬁ(0)+§~5(0))-f=O
ng2%=(5-17(0)+l=)-5(0))-j+R(/T-17(0)+§-5(0))-?=0
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5 CASO PRACTICO. IMAN RODANTE DE
NEODIMIO

Tras haber hecho un analisis adimensional en los dos capitulos anteriores, en este daremos valor a

las magnitudes fisicas. Supongamos que la esfera es de neodimio y tiene un radio de un centimetro.
Su imanacion de saturacion es M; = 1.27324 - 106% y la densidad D = 6 800 % , datos

fundamentales para poder calcular el momento dipolar y la masa respectivamente.

A continuacion, calcularemos los parametros del solido: volumen (¥), masa (m) y momento dipolar

(w):

4
V= §T[R3 =4.186-10"°m3®, m=V-D=0.0285kg, u=V-M;=>533Am>

El plano conductor serd una chapa de cobre de un milimetro de espesor, por lo tanto:
§=10"3m o =598-10’S-m~1[8].

Como venimos haciendo anteriormente, analizaremos los dos casos: con deslizamiento entre esfera

y chapa y rodadura ideal sin deslizamiento.

5.1. Con deslizamiento

5.1.1 Dimensionalizacion

Las integraciones numéricas del problema seguiremos haciéndolas con variables adimensionales.
Después de eso, Unicamente tendremos que dar dimension a las variables haciendo uso de los

parametros dimensionales definidos en capitulos anteriores.
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_ 308K _ ) 993N . ty = — = 0.05705
Y U512mzt m’ 17A, S
, R L, m
t =t'tg = 0.05805t's, v=v—=0.1753v" —,
td S
L w _, rad N .
@ == 17.53w’T, f=p'p=5.331"Am?.
d

El tiempo caracteristico del problema (t4), determinara la dinamica de la esfera para unas
condiciones iniciales dadas, a menor tq4 significa que el s6lido se detiene antes y tiene un menor
recorrido; es decir, la frenada es mas eficiente. Este parametro a su vez depende de las propiedades

fisicas de la superficie conductora y el iman:

ta=f(0,6,R, M, D)

5.1.2 Simulacion computacional

A continuacion, volveremos a representar la “distancia de detencion” y el “tiempo de detencion”,
esta vez usando variables dimensionales en unidades del sistema internacional. También veremos que
la mayor parte de la energia se disipa al comienzo del movimiento porque la potencia de disispacion
P es mayor a causa de una mayor velocidad. Cuando exista velocidad lineal y también angular,

distinguiremos entre la potencia de disipacion de traslacion P; y la de rotacion P

P=P +P, P=M, 8=&-C-v+&-D-&, P, =F, $=0-4-9+3-B-
5.1.2.1 Velocidad lineal
Continuo 0 /4 3n/8
(p:
Discontinuo 71 3n/4 57/8
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AX(m)
0.30

0.25

0.20

0.15

0.10

0.05

Vxo(m/s)

Figura 74. Deslizamiento dimensional. Distancia de detencion. Ax- 1

Teniendo en cuenta las distancias recorridas y la velocidad inicial que se le imprime al iman,
podemos concluir que el efecto de disipacion es importante.

AK(s)
0.40
0.38
0.36
0.34
0.32
0.30

0.28

Vyo(M/S)

Figura 75. Deslizamiento dimensional. Tiempo de detencion. Az - v

Para las orientaciones de ¢ distintas a /2 el tiempo de detencion sigue un transitorio hasta alcanzado
cierta velocidad, a partir de la cual es periddico. Esto se debe a la rotacion del imén, si p= 7/2 no rota

y es constante.

Vyo(m/s)

Figura 76. Deslizamiento dimensional. Potencia de disipacion inicial. Velocidad v,. Py- 14

Como es de esperar las que dan una menor distancia de detencion, son las que disipan mas energia.
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En la figura superior, apreciamos que la potencia inicial disipada sigue una funcién no lineal

aproximadamente cuadratica con el aumento de la velocidad.

~ ~_).=._) 2
Py = Pyg = vVyg-A-Vy XV

-20
-25 Vyo=5m/s
-30

-35

i(s)
0.01 0.02 0.03 0.04 0.05

Figura 77. Deslizamiento dimensional. Evolucion temporal potencia. Velocidad v,.. P-t

La representacion temporal de la potencia muestra que la mayor parte de la energia es disipada al
comienzo del movimiento, cuando la velocidad es mas alta. Esto supone una fuerte desaceleracion al

principio y después menor.
Efecto de «;

Como vimos en el tercer capitulo uno de los casos mads interesantes entre combinar velocidad lineal
con angular, es el efecto del pivotamiento w.. Gracias al analisis dimensional, sabemos que este efecto
depende del cociente entre las velocidades adimensionales, pero no es lo mismo que el cociente entre
las velocidades dimensionales. Ya sabemos que el efecto se consigue con una relacion aproximada de

tres.

Wz _ Wy
3~—=R— - w, = 300v,
%
X X
La relacion es muy grande porque el radio es pequefio. Por ejemplo, para una velocidad inicial de
5m/s se necesitaria una angular de 1500rad/s, un valor disparatado. Es importante tener presente que
aumentando el radio de la esfera buscando este efecto, también aumenta t4, incrementando la distancia

de detencion.

La dependencia del radio también ocurre para el resto de relaciones entre velocidad angular y lineal.
Continuo 0 7 /4 3n/8

0=
Discontinuo 7 3n/4 57/8
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0.20

0.15

0.10

Figura 78. Deslizamiento dimensional. Distancia de detencion. Ax -r«./v
En esta grafica la velocidad lineal ha sido en todo momento v, = 5m/s y

w, € [0,30000]r. p. m.

AK(s)
0.40

0.35
0.30
0.25
0.20

0.15

Rwyzolvyo

Tty [Vio=3.31

Figura 80. Deslizamiento dimensional. Potencia de traslacion. P;-t.
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La potencia disipada en traslacion es superior cuando introducimos velocidad angular en el OZ
porque evita que el momento dipolar se ponga paralelo al eje OY, la orientacion que peor disipa la
energia de traslacion. Segun la posicion del momento dipolar en cada instante, la disipacion es mayor
o menor pudiendo incluso aumentar la energia cinética en traslacion momentdneamente (por
supuesto la mecéanica no, es fisicamente imposible y se compensa con la disminucion de energia de
rotacion). La orientacion paralela al eje de rotacion en el momento inicial tiende a mantenerse
constante y es una buena orientacion para disipar energia de traslacion, por eso su distancia recorrida

€S menor.

Pr(W)

Rw,,/vy=3.31

Figura 81. Deslizamiento dimensional. Potencia de rotacion. P,.-.

La figura superior nos muestra que la potencia disipada en rotacion es mayor con angulo de & 1o mas

cercano a m/2 (4ngulo recto entre u y w).

Sinos fijamos en el tiempo en que las dos graficas de potencia tienden a cero nos daremos cuenta de
que es un tiempo muy inferior al denominado tiempo de detencion. Esto es simplemente porque
llegado el momento en que la potencia disipada es tan baja, tarda mucho en alcanzarse la milésima

parte de la velocidad inicial.

Teniendo en cuenta la alta velocidad angular que hemos usado, podemos concluir que este efecto
giroscopico solo lo podremos aprovechar en situaciones en que el iméan sea de un radio mucho mayor

o para velocidades lineales muy pequefias.
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5.2. Sin deslizamiento

Para que se d¢ la rodadura ideal sin deslizamiento, es necesario que exista suficiente friccion entre el
iman y la superficie de cobre. Consecuentemente, uno de aspectos que vamos a estudiar en este
apartado es la fuerza de rozamiento que exige el iman para no deslizar y compararla con la fuerza
maxima de rozamiento dependiente de la fuerza normal. De esta manera, podremos determinar las

situaciones en las que el iméan es mas propenso a deslizar.

Ninguno de los parametros fisicos del problema es diferente a los que usamos para el movimiento

con deslizamiento.

Usando la proyeccion en el eje OZ en el T.C.M ya planteada en el capitulo cuatro, podemos calcular

la fuerza normal sobre el iman.
0=N+(A-3+B &) k
Expresandolo en forma escalar:

obus

= W (wyﬂx.uz - wx:uy:uz)

Por otra parte, esté la fuerza de rozamiento necesaria para garantizar la rodadura:

d .-
mR wx:—(A-ﬁ+B-5)-j—FRy
de
d .-
mR%=(A-ﬁ+B-5)-?+FRx

Pasando a la forma escalar y despejando:

adu?
Fry = —512711??4 (3 (va,uxuy + v, (u2 +3u2 + 4#3))
, , dw,
+ 8R(wx (15 + uF)—wyxity — wz#x/‘Z)) —mR dt

aSus

Frx = gryeurs (3 (2vsttety + v (36 + 15 + 442))

dw,

+8R (wxuxuy + w iy — wy (Uf + /@)) +mR—=

Lo que nos interesa estimar es el modulo de la fuerza de rozamiento:
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|FR|= /Flgx-l_FI%y

5.1.3 Dimensionalizacion

Como ya sabemos, en este caso cambia el valor del tiempo caracteristico, tg,,.

7m
tro = T4 = 0.0799s
u

La integracion numérica de las ecuaciones también se hace con las variables adimensionales y

posteriormente se hacen los siguientes cambios.

t =t'tg, = 0.0799t's w = 12.521w'rad/s ¥ =0.125279'm/s

Las demas variables adimensionales mantienen la misma relacion que en el caso de movimiento con

deslizamiento puro.

5.1.4 Simulacion computacional
Continuo 0 /8 /4 3n/8
(p:
Discontinuo 7 3n/4 57/8
AX(m)
0.4
0.3

0.2

0.1

Vxo(M/s)

1 2 3 4

Figura 82. Sin deslizamiento dimensional. Distancia de detencion. Ax-vx
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05
04l

0.3

Vyo(Ms)

Figura 83. Sin deslizamiento dimensional. Tiempo de detencion. At- vk

Vemos que para la misma velocidad la distancia de detencion es ahora mayor que cuando la esfera
deslizaba. Esto simplemente se debe a la mayor energia cinética inicial, ya que la energia de traslacion
es la misma pero ahora ademas existe una energia cinética de rotacion. Ademas, la rotacion en torno
al eje OY favorece que el momento dipolar se aproxime mas rapido a la orientacion con ¢ = /2,

posicion de minima disipacion de energia cinética de rotacion (nula) y también de traslacion.

Figura 84. Sin deslizamiento dimensional. Fuerza normal. N-¢

La representacion de la fuerza normal frente al tiempo, muestra que esta va alternando su direccion,
lo que significa que en el momento en que es negativa estaria en una situacion de deslizamiento o
levitacion y no se cumpliria la premisa de rodadura sin deslizamiento. Esto demuestra la dificultad que
existe para que se produzca dicho supuesto, la propia rodadura cambia la orientacion del momento
dipolar e inevitablemente produce estas oscilaciones en la fuerza normal. La tinica forma de evitar que
la esfera deslice, es que su velocidad inicial sea tan pequefia que no gire lo suficiente como para

cambiar el signo de las componentes del momento dipolar. Comparando los rangos maximos y
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minimos de la fuerza normal, vemos que son mucho mayores que la fuerza gravitatoria en caso de

haberla considerado, lo que sugiere que la esfera tiene una fuerte imanacion en comparacion a su masa.
mg < 0.3N

Seria diferente y mucho mas fécil pretender que la esfera deslice, gracias a que no existiria una
rodadura que cambie la orientacion del momento dipolar. Con orientarlo inicialmente en una posicion
con fuerza normal negativa y mantenerla e introduciendo una rotacion con efecto giroscopico (si es

necesario) se consigue.

La figura inferior representa la fuerza de rozamiento necesaria para producir la rodadura sin

deslizamiento:

Vw=3.33m/s f=m/4rad

Figura 85. Sin deslizamiento dimensional. Fuerza de rozamiento. Fp-¢

Ademas de que en ciertos instantes pueda no haber fuerza normal de la superficie sobre la esfera, en
la figura superior vemos que la fuerza de rozamiento necesaria es mucho mayor que la normal, lo que
significa que no se producira la supuesta rodadura sin deslizamiento en ningin momento. Observando
las expresiones de la fuerza normal y la de rozamiento necesaria, el deslizamiento puede deberse a que

el radio en este caso sea demasiado pequeio.
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6 CONCLUSIONES Y FUTURAS LINEAS
DE INVESTIGACION

Después de haber analizado la dindmica del iméan con distintas condiciones iniciales podemos sacar
algunas conclusiones. De entrada, conviene destacar la gran relevancia de las caracteristicas fisicas en
el problema como, por ejemplo, el radio de la esfera, su imanacion de saturacion, la densidad o la
conductividad de la superficie conductora. La variacion de dichos parametros va a determinar la
eficacia en la frenada y el tipo de relacion que se puede producir entre las distintas variables

cinematicas.

En los dos casos ideales analizados, movimiento con deslizamiento y rodadura sin deslizamiento, los
resultados en la distancia de detencion presentan poca diferencia. Para una misma velocidad la
distancia recorrida es ligeramente superior en el caso del movimiento con rodadura, aunque hay que
tener en cuenta que es porque lleva una mayor energia cinética. Por otra parte, el hecho de que la esfera
deslice puede permitir un mayor control del movimiento porque el momento dipolar no varia a causa
de la rodadura, inicamente lo hace con el momento magnético aplicado, que puede compensarse

imprimiendo una velocidad angular inicial induciendo un efecto giroscopico.

Otro punto que cabe destacar es la linealidad que puede o no existir entre la velocidad inicial y la
distancia o el &ngulo rotado, ya sea para un caso de velocidad lineal o angular respectivamente. Cuando
la potencia disipada a lo largo del tiempo Uinicamente varia porque disminuye la velocidad y no por
una orientacion distinta del momento dipolar, el angulo o la distancia recorrida seran directamente
proporcionales a la velocidad inicial y el tiempo que tarde en alcanzarse la posicion final no depende
de la velocidad, es constante frente a esta. En cambio, en caso de que la potencia disipada dependa
también de la orientacion del momento dipolar, podriamos decir que velocidad y recorrido tienen una
relacion casi lineal, una linealidad con oscilaciones siguiendo la forma de una onda. Esto se ve
reflejado en el tiempo de detencién como una funcion periddica, periodo que se debe a las vueltas que

da el iman.

En presencia de disipacion, la dindmica de los sistemas tiende a la situacion de minima energia, en
la cual se anulan fuerzas y momentos y se alcanza el equilibrio: por ejemplo, una vela de un barco que
no esté bien atada no se opondra al viento y se quedard como una bandera. Lo mismo ocurre con el
Iman: una vez que empieza a moverse, va a buscar la orientacion del momento dipolar en que sufra

menos fuerzas y momentos disipando menos energia (a excepcion de cuando inicialmente la
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orientacion es simétrica). Esta idea podemos aplicarla por separado a las distintas velocidades: cada
una de ellas tendra una orientacion distinta con disipacion de energia minima. Por lo tanto, si se da el
caso en que hay una velocidad muy grande que no nos interese disipar y cuya orientacion de minima
disipacion coincide con la maxima (o al menos no la minima) de una menor velocidad objetivo que
queremos reducir, estamos optimizando la frenada. Lo vemos en el efecto giroscopico del movimiento
con deslizamiento cuando queremos frenar la velocidad lineal. Sin embargo, también podemos aplicar

esto al revés: reduciendo la velocidad angular a base de introducir una gran velocidad lineal.

Sabemos que las dos situaciones analizadas son ideales. Para complementar este estudio teorico
podria plantearse un modelo fisico méas complejo en el que se contemple que la esfera tiene un
deslizamiento parcial o pseudodeslizamiento y se anada el peso. El modelo realista seria una
hibridacion de los planteados en este trabajo y serviria para saber en qué situaciones se asemeja mas a

cada uno de los modelos ideales.

Por supuesto, otro posible trabajo deberia ser empirico, con experimentacion en el laboratorio y
tratando de conseguir las situaciones ideales para verificar que se asemejan a los resultados obtenidos

de la integracion numeérica.

Actualmente este fenomeno de disipacion de energia por las corrientes de Foucault se usa para frenar
rotores. Desde el punto de vista energético resultan poco eficientes porque no sélo desaprovechan la
energia cinética que llevan los rotores, sino que también tienen un gasto de electricidad al usar
electroimanes. Quizas sea posible sustituir los electroimanes por imanes dejando entre la placa
conductora y el imén un aislante, de manera que el actuador del freno retire el aislante permitiendo que

se induzcan corrientes sobre la placa.
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ANEXO

En este anexo se muestran los célculos omitidos para obtener la densidad de corriente inducida.
Unicamente se encuentran los casos tomados como ejemplo en el trabajo; es decir, la densidad de
corriente inducida por la velocidad angular en sus tres componentes y por la velocidad lineal paralela

a OY.

Magnetizacion paralela al eje OZ con velocidad lineal

Vy

fiy = .UE)

5 _ to 3(u(=h)) AF — |A7|2 uk
27 A |A7|5

. R S\ixos D R R gy T
9B, o (—3ulyhj — 20yuk)| A7 — 5 28y A7 (—3uhA? — |AF| k)

dAy ~ 4m |70
B, - _ Mo =2 |AP|SAyp — 15R2AY|AF]® p+ 5 [A7FIPAy i Buop( Ay SAyh?
Ay —  4m |A7|10  4n \|AP]S AR
0B, - 3 1 5h?
aA—z-kz Zoupsen(e) T — >

y T (p2 + h2)2  (p? + h?)2

3
c; = bov, Z;)TM
1 Sh?

f2(p) =p -

5 7
(p% +h2)z  (p? + h?)2

ap 0 )p
d(pKzgy 0Kzp\ 1

KZp = AZp(p)COS (0)
Kz9 = Az9(p)sen (0)
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0(pAzp)

d(pAzg)
6—,02 + Ay, = C20/>

Ay = AZp + Azg
Azqa = A2p_A29

Ecuacion suma

d(pAys)
dp

pAzsn’ + 2Az5p = 0 = Aggn = Copsp ™2

+ Ays = pAys' + 2455 = cupf

AZsp = UZAsp_2

p(Uza 'p72 = 2Upp5p™3) + 2Upp5p™2 = Upus'p™' = c2pf5

1 5h?

Uzgs = Csz3( - 7)dP =—=C

5
(p>+h*)2  (p*+h?)2

p*

Aosp = —C2 (p2 + h2)5/2

1 p*
Ags = Agsn + Agsp = 22\ B2 g e

8

})l_r)l’(l)As (p) * 00 — Cps—Cy E =

0->cps=0

Ecuacion diferencia

d(pAzq) ,
a—pz — Azq = pAzq = —C2pf2

Azq = Azan + Ade

’ — —
PAzan = 0 = Azqn = C2p4a

PAzap = —C2p/2
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5h?

5 7
(p2+h?)2z  (p?+ h2)2

1
Azgp = —C2 fp
2h2 _ p2
Ayg=—C——=s + (24
3(p? + h2)2

1 1
Azp = > (Azq + Azs) = >

1 1
Azp = E (AZS - Aza) = E

2h2 — p? p2
Copd = C2— 5 27 5 52
3(p? + h?)2 (p* + h?)
2h% — p2 p?
—Czpd T C2

—C
e R D

Por simetria, existe la condicion de que en p = 0

lim K, (p,8) = (0,0) > Ay, = Az = 0
p—0

_ 1 2 2
iy =5 [eam = 535] = exna = 2535
3 2 2h% — p? 2
K, = éov, goll Y P = — P = cos(6)
TP 302 +h27 (0% +h2)2
Buou| 2n* —p* 2 p*
Kyo = Sov - — sen(8)
260 Y 81 3(p2 4 hz)g 3h3 (pz + h2)5/2

Magnetizacion paralela al movimiento con velocidad

lineal vy

-

fis=u-Jj

ol

_ Ho 3ubyAT — |AF|*uf

41 |A7|5
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. R L 7 Niazs D , , ,
9B; o (3u(AxT + 2Ay] — hk) — 2Ayw))|A7|5 — = 28y A7 (BpAyAT — |AF|u))

dAy  4m |A7|10
= =15 5 =13 2

0B; - Uo —3uh|A7| +§|Ar| 2Ay“3uh

k=

oAy 4 |A7 |10

0B, > _ 3oph 5Ay2 1

ddy — 4m C|AF|7 |A?|5)

0B, 7 3uouh [ 5p2 sen(6)? 1

— 3.k = — .

0y = A\ (2 r2r (o2 422

Para resolver la ecuacion nos apoyamos en la identidad trigonométrica:

1 —cos (20)
2 _
sen(6)* = >

3uyph
4n

5p

7

2(p* + h?)2

5p? 1

91(p) = 7 5
202 +h2)7  (p? + h?)2

0(pKsy) | Ksa _

ap 00

d(pKsp) _ aK3p
ap 20

c3 = 6ov,

2

f3(p) = —

) = c3p(f3cos(20) + g1)

Aplicando superposicion de las soluciones:

K39 = K31 +K32¢
K3, = K31p1K3;
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Sistema 1

a(.01{31p) n 0K316 -0

dap a0
0(pK3; ) 0Kz
ap REY: = c3f3pcos(20)

K3; = Az19(p)cos(26)
K31 = Az (p) sen(20)

0(pAs1p)

T” —243; =0
d(pAz1p)

Tﬁl — 2431 =c3f3p

A3y =Asz; + A3
A3y =A3z1 —Asq0

Ecuacion suma

d(pAs1 )

ap — 243, = pA3; — A3z =csf3p

P(PUssz1s + Upzis) — pUszis = C3f3p = Upzps = ——

5p c
Ugszis = c3f——7dp = —35
2(p? + h2)2 2(p? + h2)2

C3
Az =pl| cazs+———=
2(p? + h?)2

hm A31 = 0 - CA315 S 0
p—)m

Ecuacion diferencia
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0(pAz; )
dp

pAsian + 3431an = 0 = Az1q = p3Caz1q = Az1dap = P Unz1a

+ 2431 = pAziq + 34310 = —C3f3p

PP Upz1q4 — 30 *Upz1d) + 30 > Upz1a = —C3f3p = Upzia = —C3f30°

5p° 8h* + 20h2p? + 15p*
Uaz1d = €3 f—7dp = —C3 5
2(p? + h?)2 6(p* + h?)2

8h* + 20h2p? + 15p*

Az1q = P_3 Ca31d — €3 5
6(p? + h2)2

3h

: 8 4
LILT(I)A:‘}ld * 00 > CA31d — C3a = 0 - CA32d —_ C3ﬁ
1 p 1 [ 8h* 4+ 20h%p? + 15p* 2
Az =§(A31 —Az10) =G |——=+—= p _
4(p2 +h?)z P 12(p? + h2)?
1 p 12 8h*+20h%p? + 15p*
Asip=5(A31 + 431 ) =c3|——<+—| 3~ :
4(p% +h2)z P 12(p? + h2)2
Sistema 2
d(pK oK
(pK3, )+ 320 _ 0
dap a0
d(pKs2 ) _ 0Kz, —c
ap 90 391P
K;, =43, (p)
K3, =43, (p)
_ Cazzp

pAs, +As; =043 =
})l_r)r(l)As)z * 00 > CA32,D = 0

pAz, + Azzg = C391p
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Azy = Aszope + A32p9

' Ca320 Uys2

PAzzng + Azzng = 0 = Asopg = = Aszng = 0
Uas2 Uazze’ Uaz26 ,
<_ P2 + P + P = €391P = Upzze = C391P
5p° p p’
Uazze = C3J- 7 s |dp =—c3————=
2(p* +h*)2  (p*+h?)2 2(p? + h?)2
1 p?

Azy; =—| Caz20—C3

5
2(p? + h2)2

hm A329 * 00 > Ca320 = 0
p—0

Deshaciendo los cambios de ambos sistemas:

3uouh p 1 [ 8h* + 20h%p? + 15p* 2
K39 = dov, 40ﬂ =+— = ~3n cos(28)
4(p2 +h2)z P 12(p? + h2)2
p
N
2(p? + h?)2
3uoph p 1( 2 8h*+20h%*p? + 15p*
K3, = dov, 40n st+— 3n " = sen(20)
4(p2 +h2)2 P 12(p? + h?)2

Momento dipolar y velocidad angular con todas sus
componentes

Sistema 1
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0 - Kanp)  OKuno _

=0
ap 20
a(p ’ wa) . aKoulp —c f
dp PY: 41PJ4a1

Kyio = Aw1e(P)
lep = Awlp(p)

, Caw1
pAwlp + Awlp =0- Awlp = ; £
})i_I}% Awlp # 00 - Cawlp = 0
PA:»w + Ap10 = Cw1Pfow1
Apio = Apine + A(ulpG
' Caw16 Usrw16
PAwine + Awine =0 = Ayine = Z - Awlp@ = ;)
Uswro . U'hwro\  Uswie ,
<_ pa; + : + ;) = Cp1Pfw1 = Uawio = Cow1Pfar
p(p* — 2h?) p’
UAwlB = Cw1 (hz + pz)s/z dp = —Cuw1 (hz + p2)3/2
1 p?
)

Apig = 5 (Ca1 —cCa 2+ 02

lim A1 # © = Caw19 = 0
p—-0

K = Sopg p
lep = 0
Sistema 2

0(p - Kazp) . OKuzo _

=0
ap 20
a(p ’ Ka)ZB) aK(uZp _
ap 69 - C(uzpfwz COS(H)

K20 = Awze(p)cos(6)
Kpr = Apr(p) sen(6)

a(p ’ Apr)

ap _AQ)ZBZO
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a(p 'Aa)29)
dp
Apzs = Apr + Ay2e

- A(uZp = szpfwz

Ap2d = Aw2e _Aa)Zp

Ecuacion suma

d(p - Awzs) )
Twzs — Ayzs = PAyas = szpfwz

Apzs = Apasn + Aszp

14 _ _ —
Aszh =0- AwZSh = Chw2s ™ Aszp - UAsz

, _ _ P _ Cw2
UAsz - szfa)z - UAwls = Cw2 j (hz +p2)5/2 dp - _3(h2 +p2)3/2

Cw2

Awzs = Cawas — Y OEE

lim Ay2s = 0 = Ch02s =0
p—)m

Ecuacion diferencia

d(pAsu2d) ,
Twz + Ade = pAa)Zd + 2A(u2d = szpfwz

Ap2da = Awp2dn + Adep
PAy2an + 2Aw2an = 0 = Awzan = P * Cawzd = Awzdp = P~ - Unwad
PP~ Ujwza — 2P Unwza) + 20 *Uswzd = Ca2Pfwz = Uisia = Cwzfazp?
o [Pt

(h% + p2)5/2 3(h + p2)3/2
A 1 B 2h% + 3p?

w2d = PE (Cszd Cw2 —3(h2 n p2)3/2>
2 2

lim A # 00 > C —c,,,—=0->¢c =C,,—
=0 w2d Aw2d w2 3h Aw2d w2 3h

Asz - szd _ sz 1 < th + 3p2 2 ) 1 l

A = - - V_— |
w2p 2 2 [p2\3(h% + p2)3/2 3h 3(h2 + p2)3/2
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A= Apzs +Apzd _ Cwz |1 (2 2h% + 3p? 1
w26 — 2 ) p2\3h 3(h? +p2)3/2 3(h? +p2)3/z
_ 3hdou, [1 ( 2h? + 3p? 2
w20 = gg (ke ~0utb) |G\ 3005 257 T 3R) T30 0
B 3h50,u0( ) [1 /2 2h? + 3p?
w20 = T g Wyl; — Wzly, _pz 3h 3(h2 +p2)3/2 3(h? + p2)3/2_
Sistema 3

a(p ’ Kw3p) n aKa)30 _

ap 00 0
a(p K 36 aKou3

Ka)3p = A(u3p (p)COS (9)
Kusze = Awsze(p)sen(d)
0(pAu3p)
dp
a(pAaBB)
dp
Apzs = AwSp + Ayse

+A(1)39 = 0

+ A(u3p = C(u3pf(u3

Apzd = Aw3p —Ay30

Ecuacion suma

a(pAaBs)
dp

pAa)Ssh’ + 2443sn = 0 = Ayszsn = CwSAsp_z

+ Ayszs = pAa)3s, + 24435 = CwSwaS

— -2
AwSSp = Uw3asP

P(Uszas' 072 — 2Us345p™3) + 2U3a5p ™2 = Upsas' P! = Co3pfaz

p3 2h% + 3p?
Unsns = Cus | s dp = —Cug b
w34s — Cw3 f (pz + h2)5/2 p = Cw3 3(h2 + p2)3/2
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1 2h?% + 3p2
Apzs = — | Cw3as—Cw3 20h2 4+ A2 3/2
p 3(h* + p?)
_ 2
Llir(l)Awgs * 00 > C(u3AS - C(x)3ﬁ = 0 b C(u3AS = ngﬁ
Ecuacion diferencia
a(pA 3d) ’
6—: —Awzd = pAss = —Cw3pPfaz
Apzad = Awsdn T Adep
PAyzan = 0 = Ayzdn = Cw3ad
A:us’dp = _Ca)Sfa)S
w2dp w3 (p? + h2)5/2 p 3(h? + p2)3/2
Cw3
Awzd = Cwzad T 32+ p2)i2
lim Ayzg = 0 = Cu3aa =0
p—)OO
2 —l(A + A )_ng 1 /2 2hz+3p2 + 1
w3p — 2 w3d w3s) — 2 ,02 3h 3(h2 + ,02)3/2 3(h2 + p2)3/2
1 Coz| 1 (2 2h?* + 3p2 1
A =—(A —A =— ||z -
w36 2( w3s w3d) 2 [pz (3h 3(h2 +,02)3/2 3(h2 +,02)3/2

1
) + 307 + P2)3/Zl sen(f)

P 380hu, ( ) [1 /2 2h% + 3p?
w3p — 87T Wz Uy wxﬂz -pz 3h 3(h2 +p2)3/2
38chy, (1 /2 2h? + 3p?
Km39 = 8T (mzux - mxuz) ? ﬁ - 3(h2 + p2)3/2
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