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Resumen

Este trabajo supone una ampliacion o continuacion del trabajo redactado por Gabriel Chamorro de [1]. En él,
nos planteamos como objetivo desarrollar la formulacion de la Perfectly Matched Layer sobre la ecuacion en
derivadas parciales de la Mild Slope Equation o ecuacion de la pendiente suave en un dominio 2-D.

Al no ser un problema con solucion analitica, debemos recurrir a una aproximacion de esta, por lo que
empleamos el Método de los Elementos Finitos.

En el primer capitulo, se realiza un repaso de las nociones y conceptos mas importantes de la Mild Slope
Equation.

En el segundo capitulo, abordamos la cuestion de que el método de los Elementos Finitos requiere de una
discretizacion del dominio en elementos, por lo que se desarrolla la incorporacion del elemento rectangular de
4 nodos. En los ejemplos incluidos, se ha desarrollado un cédigo de implementacion en ANSY'S para disefar
el modelo discretizado y obtener los datos necesarios para resolver el problema (matriz de coordenadas
nodales, matriz topoldgica, etc.). Estos datos se incorporan a un fichero que se importa a MATLAB, que sera
el programa que usaremos para resolver los problemas.

En el tercer capitulo, se desarrolla la formulacion de la Perfectly Matched Layer y se contrasta con unos
ejemplos de comprobacion realizados. Ademas, se incluyen varios ejemplos practicos donde se utilizan todos
los conceptos explicados en este trabajo.
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1 INTRODUCCION: FUNDAMENTOS DE LA MILD
SLOPE EQUATION BIDIMENSIONAL (2-D)

entro de los fendmenos de propagacion del oleaje, la Mild Slope Equation (en espaiol, ecuacion de la

pendiente suave) es una de las ecuaciones en derivadas parciales mas importantes para su

representacion. Muchos textos y estudios han dado significado y desarrollan esta ecuacion, por lo que
aqui se recogeran los resultados mas importantes y necesarios para la elaboracion y compresion de este
trabajo. Todos los desarrollos que aqui no se incluyan pueden consultarse en la referencia base de apoyo [1].

y (m)

Figura 1-1. Ejemplo de aplicacion de la MSE.

1.1 Forma fuerte de la ecuacién e hipétesis base

La forma fuerte de la ecuacion se presenta a continuacion:

V- (cc V) + k?ccyp =0 (1-1)

Esta forma proviene de la integracion a lo largo de la columna de agua de la ecuacion de Laplace (que
corresponde a la ecuacion de conservacion de la masa en un fluido). Como se puede observar, se trata de un
problema monocromatico en el dominio frecuencial, con frecuencia Uinica en cada caso y solucion
estacionaria.



2 Introduccion: Fundamentos de 1a Mild Slope Equation Bidimensional (2-D)

Los elementos que intervienen en la ecuacion son los siguientes:
e c:celeridad de fase.
e g celeridad de grupo.

e k: numero de onda, que se relaciona con la frecuencia y la profundidad a través de la ecuacion de
dispersion.

e ¢: en este caso corresponde con el potencial escalar reducido de velocidades, variableenx e y.

Para utilizar esta ecuacion se debe cumplir la Hipotesis de Rayleigh o de fondo suave. Esta hipotesis nos dice
que cuando la pendiente de fondo es suave o poco pronunciada podemos hacer uso de la Teoria Lineal de
Ondas de Airy para adaptar la solucion de forma local e instantanea a cada profundidad, de forma que en cada
punto la solucion se asemeje a una onda que se propaga sobre un fondo horizontal con profundidad igual a la
de dicho punto. Esta hipotesis es de especial relevancia ya que es la que nos permite pasar de un dominio 3-D
aun dominio 2-D (tras haber desacoplado la variable profundidad de la ecuacion):

Hipétesis de Rayleigh i
(x,,2,t) =B Ky (2,h) - p(x,y) - €7 (1-2)

Donde K, es el factor de profundidad, que corresponde a la solucién de Airy para la onda en una profundidad
h(x,y). Como puede observarse, queda claro que conociendo el potencial de velocidades en la superficie libre
¢(x,y), podemos obtener el potencial ¢(x,y,z,t) en cada punto para cualquier instante de tiempo. Es por
ello por lo que la MSE toma como variable basica el potencial reducido.

Para saber si nos encontramos en pendiente suave podemos hacer uso del siguiente parametro adimensional:

m
Se=1r (1-3)

Donde m corresponde a la pendiente de fondo, k el nimero de onda y h la profundidad. La condicion de
pendiente suave se cumple cuando este parametro es inferior a la unidad.

Otras hipotesis a tener en cuenta, al estar trabajando sobre la Teoria lineal de Ondas de Airy, son las siguientes:

Fluido incompresible, que denota que la densidad sea constante.
- Fluido ideal, que denota que la viscosidad sea nula.

- Fluyjo irrotacional, que viene reforzada por la anterior hipotésis fuera de la capa limite. Este efecto se
da en mayor parte dentro de la capa limite, pero para nuestro caso el espesor de esta es despreciable.

- Ondas de pequeiia amplitud, que denota que el peralte de la onda debe ser inferior a la unidad.

1.2 Forma débil de la ecuacion

Para poder utilizar el Método de los Elementos Finitos debemos transformar la forma fuerte de la ecuacion a la
forma débil o integral. Para ello multiplicamos la forma fuerte por una funcion arbitraria en el espacio, llamada
de ponderacion, e integramos en el dominio:
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fﬂq;[v < (ccyVp)lda + fﬂkzccgl,b $pdQ=0 (1-4)
Utilizando el teorema de la divergencia sobre la primera integral de (1-4) nos queda:
frccgtl)Vq,’) -ndl — fﬂccng -V dQ + Lkzccglp $pdQ=0 (1-5)
Sabiendo que V¢ - n es la derivada direccional del flujo sobre la direccion n resulta finalmente:

d¢ _
fr CCglp%dF — fﬂccng -V dQ + fﬂkzccgl,b ¢pdQ=0 (1-6)

Que corresponde a la forma débil de la MSE. Si se cumple para toda funcion arbitraria, la forma débil es
equivalente a la forma fuerte.

1.3 Condiciones de Contorno del problema
Una de las peculiaridades de la ecuacion de Laplace es que es de tipo eliptico. Esto significa que necesita de la
definicion de condiciones de contorno a lo largo de todo el contorno del dominio de integracion.
Para nuestro caso contamos con los siguientes tipos de condiciones de contorno:
e Dominio cerrado: Constituido por los bordes fisicos del dominio.

- Condicion de Contorno Esencial o Dirichlet: Fija el valor del potencial en los puntos del
contorno deseados.

- Condicion de Contorno Natural o Neumann: Fija el valor del flujo de potencial o derivada
direccional del flujo sobre n en los puntos del contorno deseados.

- Condicion de Contorno parcialmente reflejante: De tipo mixto, ya que en su expresion incluye
tanto el valor del potencial como el del flujo. Depende del coeficiente de reflexion R.

e Dominio abierto: Constituido por los bordes resultantes del truncamiento del dominio al estar
trabajando en mar abierto. Al igual que la anterior, la condicion de contorno que se aplica sobre este
tipo de bordes es de tipo mixto.

En el proximo capitulo introduciremos la formulacion de los elementos finitos sobre este problema y
desarrollaremos las diversas condiciones de contorno definidas anteriormente.



Introduccion: Fundamentos de la Mild Slope Equation Bidimensional (2-D)




2 FORMULACION DE ELEMENTOS FINITOS

una nueva forma de la ecuacion que nos permitird trabajar con ella computacionalmente. Ademas,
formularemos las condiciones de contorno de nuestro problema e introduciremos el elemento
rectangular isoparamétrico de cuatro nodos.

I : n este capitulo partiremos de la formulacion débil de la MSE obtenida anteriormente y desarrollaremos

El Método de los Elementos Finitos consiste en discretizar el dominio en elementos y aproximar la funcién
incognita, en nuestro caso ¢, mediante funciones de interpolacion. Esto se traduce en lo siguiente:

¢(x,y) =N(x,y) - ¢ 2-1)

Vo(x,y) =VN(x,y) - ¢ = B(x,y) - ¢ (2-2)

Donde N es un vector que contiene las funciones de forma globales [1xN] para una malla de N nudos, ¢ es un
vector de valores nodales constantes [Nx1] y B(x,y), conocida como matriz de deformaciones [2xN], que
contiene las derivadas de las funciones de forma con respectoax e'y.

Para la resolucion de la MSE utilizaremos el Método de Galerkin, que aproxima las funciones de ponderacion
1 de igual manera que el potencial reducido, utilizando las funciones de forma:

IP(X'Y)=N(X'}’)'1/) (2_3)

Donde ¥ es un vector de tamafio Nx1 de valores nodales de la funcion de ponderacion, constantes y
arbitrarios.

Recuperamos la ecuacion (1-6), que corresponde a la forma débil de la MSE, con un ligero cambio sobre la

y 1.0 . . w P yye
ultima integral sabiendo que ¢ = + bara que @ quede fuera al ser un problema de caracter monocromatico:

d¢ Cq B
J;CCglll%dF - fﬂccng Vo dQ + w? fﬂ?zp ¢da=0 (2-5)



6 Formulacion de Elementos Finitos

Sustituimos la aproximacion de Elementos Finitos y extraemos de las integrales los vectores ¢ y 3 al ser de
valores constates:

YT UQBchgB dﬂ] ¢ — w?PT UQ%QNT N dﬂ] ¢ =y’ fr ccgNTg—de (2-6)

Ahora bien, las integrales de dominio que se encuentran entre los corchetes se pueden expresar como el
sumatorio de las integrales en cada elemento del dominio:

¢ =yT fr ccgNTZ—(:dF 2-7)

¢ — P’ [ZL C?gNT-NdQ

7 [z f B"cc,B dQ
e e

Si la discretizacion es suficientemente fina, los valores de la celeridad y celeridad de grupo pueden salir de las
integrales al considerarse constantes dentro del elemento:

¢ =yT fr ccgNT g—(:dl“ (2-8)

¢ — WP’ [Z (%")e erNT N dQ

T [Z(ccg)e j BTB dQ
e Qe

Lo que queda dentro del sumatorio se conoce (en el campo de la mecanica) como matriz de rigidez elemental
K, y matriz de masa elemental M, respectivamente:

a¢

W7 ¢ — w2P" [Z Me] ¢ =y’ fr ccgNT = dr 2-9)

S

e

Mediante el proceso de ensamblaje, las matrices elementales forman las matrices globales K y M:

d
YK — w*Pp"™M¢p =T f ccgNTﬁdF (2-10)
r
Al tener que cumplirse para todo T nos queda:

(K—w*M)¢ = f (2-11)
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Puede observarse la similitud de este problema a un sistema mecanico, donde f es el término de las
condiciones de contorno, conocido como el vector de fuerzas del sistema.

A continuacion, introduciremos la formulacion de elementos finitos del elemento rectangular para nuestro
problema.

2.1 Introduccion en el modelo del elemento rectangular

Para la discretizacion del dominio, como parte del Método de los Elementos Finitos, haremos uso del elemento
cuadrilaterio bilineal isoparamétrico de cuatro nodos, grosso modo, elemento rectangular lineal. La razon para
haber elegido este tipo de elemento es tanto por su idoneidad para trabajar con la capa PML en futuros
capitulos como su orden superior frente a otros tipos de elementos mas comunes como el triangular de tres
nodos.

La exposicion que se va a hacer en este apartado sobre los aspectos mas importantes de este elemento viene
reforzada por la referencia [2], que, aunque trate el problema elastico, podemos hacer una traslacion al
problema de flujo que nos ocupa.

En primer lugar, vamos a presentar el elemento con sus correspondientes funciones de forma, ya en
coordenadas naturales, que son con las que trabajaremos por diversas razones que se expondran més adelante.

(-1,1) o o(1.1)

(-1-1)° °

1,-1)

Figura 2-1. Elemento cuadrilatero isoparamétrico de 4 nodos regular

Las funciones de forma de este elemento son lineales en cada direccion, y se obtienes a partir de los
polinomios de Lagrange:

MEm = 718 A=)
e - %(1+f)-(1—n)
MaEm) = 348+
NiEm) = 2 (-8 (L4 )

Estas funciones de forma, N;, verifican que valen 1 en el nodo iy 0 en el resto de los nodos.



8 Formulacion de Elementos Finitos

21.1 Construccion de las matrices de rigidez y masa

En esta seccion abordaremos el problema de la obtencion de las matrices de rigidez y masa para un elemento
de cuatro nodos genérico, en coordenadas cartesianas. Es extremadamente dificultoso obtener esta matriz de

forma analitica, por lo que recurriremos al método de cuadratura de Gauss-Legendre.

Para facilitar el proceso de integracion se procede a un cambio de coordenadas (de cartesianas a naturales).
Estas coordenadas se definen mediante las funciones de forma con las que se aproxima ¢, que es lo que
caracteriza a los elementos isoparamétricos. La transformacion a emplear se define en la siguiente figura:

(1. y4)
02.Y2) (-1.1) ® @ (1.1)
X = X(&,n)
y (ve) y =y(&n) ;
@ @
(%3,3) (-1.-1) (1,-1)
X
Figura 2-2. Transformacion de coordenadas
Las coordenadas (x, ¥) se relacionan con las coordenadas naturales de la siguiente manera:
n
x= ) N
£y (2-12)
y= z N; (&, m)yi
i=1

La transformacion entre ambos sistemas viene caracterizada por la matriz Jacobiana J, y su determinante [J,|,

facilmente obtenible a partir de la regla de la cadena:

ox ox
(a3 = {5y oy|lan] =7 [as)
9& oy

Pasamos ahora a obtener las expresiones de las matrices de rigidez y masa.

(2-13)
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2111  Construccion de la matriz de rigidez

La expresion de la matriz de rigidez elemental vista anteriormente era la siguiente:

K, = (ch)ef B{B, dQ (2-14)

e

Atendiendo a esta expresion, es necesario conocer las derivadas de las funciones de forma con respecto ax ey
para obtener la matriz de deformacion B,. Aplicando de nuevo la regla de la cadena a las funciones de forma:

aNi aNl ox N aNl ay
¢ dx 0& dy 0¢ (2-15)
aNl aNl ox aNl ay

O~ ox on ' oy o

Juntando estos dos resultados nos queda:

Ny e dyony N
65]_ 6% af]%_ : |ox
N, = |ox ay||om| =T |am, (2-10)
1571 1an apllay dy

Como se puede observar, el Jacobiano del elemento que nos queda es el traspuesto, sin embargo, trabajaremos
con él ya que es el que nos interesa, ademas |J.| = [JZ] .

Finalmente:

o, o
ox . ]o

Bo={gnt = U o (2-17)
dy an

[2x4] 2x2] [2x4]

Donde el Jacobiano traspuesto vale, utilizando la expresion (2-12) y (2-16):

(2-18)



10 Formulacion de Elementos Finitos

Conocida la expresion de la matriz de deformacion procedemos a aplicar la cuadratura de Gauss a la
expresion:

K. = (ccy)e f B{B, dQ (2-19)
Qe

Debido a la transformacion de coordenadas debemos utilizar el determinante del Jacobiano de la
transformacion:

dQ = |J| - dédn (2-20)

Empleando integracion por Gauss-Legendre:

NGP
Ke= ) W BL-(cc)eBe- Ul (2-21)
=1

Donde NGP es el namero de puntos de Gauss en el que se hace la integracion y W; los pesos de ponderacion.
En la siguiente tabla se muestran los distintos valores que pueden tomar seglin la precision en la integracion
que se requiera.

Tabla 2-1. Coordenadas y pesos para diversos valores de NGP

NGP § n; w;
1 0 0 4
-1/V3 -1/V3 1
. 1/V3 —1/\3 1
—1/V3 1/V3 1
143 143 1

—/0.6 —0.6 25/81

0 _J06 40/81

JO6 _JOE 25/81

? W 0 40/81

. . 64/81

V0.6 0 40/81
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—0.6 V0.6 25/81
9 0 NOX3 40/81
V0.6 V06 25/81

2.1.1.2 Construccion de la matriz de masa

La integral que se debe resolver por cuadratura es la siguiente:
C
M, = (Z2) f NI -N,dQ (2-22)
ela

Esta integral resulta mucho mas sencilla que la anterior, sin requerir la obtencion de las derivadas de las
funciones de forma.

Teniendo en cuenta el procedimiento seguido en el apartado anterior, la formulacion por cuadratura es:
c
Me= ) W NE-(2) Ne- Il 2-23)
- e
j=1

Para el determinante |J, | podemos volver a usar |JZ | como en el caso anterior.

2.2 Implementacion de las condiciones de contorno

En esta seccion implementaremos las condiciones de contorno mixtas de borde cerrado reflejante y borde
abierto al problema que se va a resolver por elementos finitos, que son las que usualmente aparecen. De nuevo,
todos los desarrollos que no se incluyan en este trabajo pueden consultarse en la referencia [1].

Recordemos que el término en el que se incluyen las condiciones de contorno es el siguiente:

f ccp 2L ar (2-24)
r 97 on
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2.21 Condicion de contorno de borde cerrado reflejante

La condicion de contorno de borde cerrado reflejante es la siguiente, acompafiada junto a un esquema:

a  1-R
5= ke TR enx =0, ke =lk-coso (2-25)
X
y Tn
R
6 o -

qDin ' o)
' out

Figura 2-3. Esquema de la condicion de contorno de borde cerrado reflejante

El coseno del angulo 6 es desconocido a priori, por lo que realizamos un desarrollo en serie para obtener una
aproximacion de segundo orden, quedando:

1
cosf = /1 —sen?f ~1— Esenzﬁ (2-26)

Introduciendo este resultado en (2-25) resulta:

d¢

2 —
——i~fR'[k¢+ia¢ 1-R

an 2k ay?) =0 k= 1R 220

Ahora sustituimos (2-25) en el término de fuerzas, (2-24). Se debe tener en cuenta que primero trabajaremos
sobre el dominio elemental y seguidamente se realizara el proceso de ensamblaje.
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2

fcclp.i-f [k¢+1a¢dy l(CCf)[ fl,b(,bdy+ ! .w—dy] (2-28)
S K 2k 9y? giR7e 2k,

e

Se puede demostrar que le término de fuerzas queda de la siguiente manera:

Yj
! f dl/) e —dy (2-29)

op &
Le chlp%dr - l(ccng)e |:k€ J;/i l/)(pdy_ Zke Vi dy dy

Aplicando la discretizacion en elementos finitos:

. 1 (dpdg ]
ccafie |t j e i b

(2-30)
= i(ccyfo)e [ke f NT - Nody —
Vi

1
2k,

Yj
f stedy] °
Vi

Identificamos las integrales de la segunda igualdad como las matrices de rigidez y de masa en el contorno:

Yj 1 Yj 1
i(CCng)e [kef NZ; *Nedy — ﬁf BgBedy] = i(fr)e [keMFe - ﬁKl’e] ¢e (2-31)
Vi ey e

Estas matrices son faciles de obtener debido a que las funciones de forma en el contorno son lineales,
quedando:

i(fR)e [keMI‘e Kr ]¢e = l(CCng)e [ [i ;] ZkeLe [_1 _1] ¢e (2732)

Donde L, es la longitud del elemento del contorno. Para el ensamblaje de esta condicién de contorno, al
afectar al término de ¢, debe pasar al otro miembro de la ecuacion (2-11), modificando las matrices de rigidez
y masa del sistema.
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2.2.2 Condicion de contorno de borde abierto con entrada de potencial conocido

La condicion de contorno de borde abierto se expresa de la siguiente manera, acompaiiada de nuevo junto a un
esquema:

o | .
% = lkn,out p+i- ¢inc,ext(kn,in - kn,out) enx =0
kn,out =k- Nout * n
S (2-33)
kn,in =k- Nip-n
d¢

% =ik- ¢inc,ext (m ) ?l) + ikn,out (¢ - (pinc,ext) enx =0

y{m:,ext

e \\\ Borde abierto

Figura 2-4. Esquema de la condicion de contorno de borde abierto con entrada de potencial

Como en el caso anterior, el angulo de salida del potencial reflejado es desconocido. Para esta condicion de
contorno, vamos a mostrar tanto la aproximacion de primer como la de segundo orden. Esto es debido a que la
de primer orden la usaremos una vez implantada la PML, ya que en ese caso el angulo con el que el potencial
reflejado salga es irrelevante, y la de segundo orden para los casos en el que no apliquemos la PML.

La aproximacion de primer orden se obtiene aproximando el vector normal de salida de potencial como
antiparalelo a la normal del contorno. Se obtiene de forma sencilla la siguiente expresion, conocida como
Sommerfeld-like:

a¢ . —_— .
% =ik - ¢inc,ext (nln ' Tl) + lk(d’ - d’inc,ext) enx =0 (2_34)
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Pasamos ahora a obtener la aproximacion de segundo orden para ky, o,,¢, que, de forma semejante a la anterior
condicion de contorno, resulta en lo siguiente:

ap I L
n = ik - ¢inc,ext(nm -n) + lk((;b - (r‘binCVEXt) + 2%

2 2.4,
ad (,b_a (pmc,ext) (2735)

dy? dy?

De forma similar al otro caso, sustituimos (2-35) en el término de fuerzas, (2-24). De nuevo, se debe tener en
cuenta que primero trabajaremos sobre el dominio elemental y seguidamente se realizara el proceso de
ensamblaje. Realizando una serie de pasos se llega a la siguiente expresion:

a¢ . — yj
Le CCglP%dF = l(ch)e {ke [(nm ‘M) — 1] f lp(pinc,ext dy +

Vj 1 Yid 3(}11 1 Yidw db: (2-36)
vk [ pgpdy—o [ 2RI, _f _‘/’Mdy}
"y 2ke Jy, dy dy 2ke Jy, dy dy

Aplicando la formulacion de Elementos Finitos obtenemos:

d¢ . I Vi 1 (Y .
'[ ch’vb%dr = l(ccg)e ke[(nln ' n)e - 1]f Ne : Nedy + ﬁf BeBe dy ¢inc,ext
Te Vi €vYyi

(2-37)

: Vi T L% T e
+ i(ccy)e kef N, -Nedy—Zk f B.B,dy: ¢
Vi ey;

Identificamos las integrales de la segunda igualdad como las matrices de rigidez y de masa en el contorno:

d¢ . . 1
f chﬁb%dr = l(ccg)e {ke[(nm ‘M) — l]MI‘e + 2k Kl‘e}q)inc,ext
r e
¢ (2-38)

1
+i(CCg)e{keMre __Zk K[‘e}(Pe
e

Las expresiones numéricas de estas matrices son las mismas que las mostradas en (2-32).

Para el ensamblaje, en este caso la condicion de contorno de borde abierto afecta tanto al término de fuerzas
(@inc,ext) como al otro miembro (¢p) de la ecuacion (2-11).



16 Formulacion de Elementos Finitos

2.2.21 Término de fuerzas

El término de fuerzas para la condicion de contorno de borde abierto era el siguiente:

. N 1
l(ccg)e {ke[(nm ' n)e - 1]Ml‘e + ﬁKFe} ¢inc,ext (2*39)
e

Ahora bien, para los problemas a resolver partimos de la amplitud y angulo de aproximacion del potencial
Pincext Unicamente en el punto de origen, es decir, el (0,0). ;Como calculamos los valores de potencial
entrante en el resto de los nodos del contorno donde se aplica esta condicion de borde abierto? Para nuestro
caso, haremos uso del Método del modelo parabdlico de Kirby, redactado en la referencia [3].

VA A S S S R S S S S S S S S S S S S S

|

Batimétricas

Figura 2-5. Esquema de la batimetria segin el Método de Kirby

La figura presentada nos muestra la batimetria que debe tener nuestro modelo para utilizar el Método de Kirby.
En él, el eje OX es una batimétrica y fuera del dominio de integracion Q se considera batimetria recta y
paralela.

Para poder utilizar el Método tomamos los datos elementales del punto de referencia (origen de coordenadas,
donde conocemos Py ext), €s decir, dngulo de aproximacion ay, altura de ola H,, profundidad hy, longitud
de onda Ly, celeridad ¢ y celeridad de grupo cgq. En el punto de propagacion necesitamos conocer la longitud
de onda Ly, la celeridad ¢, y celeridad de grupo cg.

Entonces, segin el método, la forma de una onda monocromatica propagada en batimétria recta y paralela en
el punto (x,, ¥), que corresponde a lo que estamos buscando, es:
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i|[7Pk 1_m_2 dy+mx
(;binc,ext,prop (xp; Yp) = Hy ks kgp-e [fyo ( Zkz) p] (2-40)

Donde:

k es el coeficiente de shoaling: kg, = /C“io

Cop

- kg esel coeficiente de refraccion: kp = /%&:0;
14

- m es una magnitud que permanece constante por la Ley de Snell: m = kqsen(a,) = k, sen(ap)

Para el célculo de la integral presente en (2-40) se utilizan métodos numéricos, en este caso el trapezoidal. Para
ello dividimos el contorno elemental en mas puntos mas alla de los nodos tal que el error cometido, al realizar
la integral, sea despreciable.

2.3 Ejemplo de comprobacion: Modos de vibracion de una darsena abierta en un
extremo

En este ejemplo vamos a comprobar si la implementacion de las matrices de rigidez y masa del elemento
rectangular se ha formulado de forma correcta, ademas de mostrar comoo discretizar los modelos que
realicemos.

Para ello vamos a resolver un problema con solucion tedrica, que consiste en hallar los modos de vibracion de
una darsena, en este caso, abierta. Estos modos de vibracion corresponden a unas frecuencias de resonancia
que pueden hallarse a través del siguiente problema de autovalores y autovectores:

(K—w?M)¢$ =0 (2-41)

Donde w son las frecuencias de resonancia o autovalores y ¢ los modos de vibracién o autovectores del
problema. Los modos de vibracion, seglin la referencia [6], tienen esta forma:

Open-ended basin

Figura 2-6. Modos de vibracion de una darsena abierta, extraido de [6]
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Podemos observar que los puntos situados en el extremo abierto son siempre nodos, por lo que en ese contorno
impondremos una condicion tipo Dirichlet, para la que el potencial vale 0 en todos esos puntos. Para los demas
contornos se impone una condicion de borde cerrado con reflexion total (R=1), o lo que es lo mismo, una
condicion tipo Neumann por la que el flujo de potencial sea igual a 0.

Por lo tanto, el esquema de configuracion de nuestro problema a resolver sera el siguiente, donde se ha
propuesto un calado de 4 m (todas las medidas vienen dadas en [m]):

9D —
(0,45,-4) an (100,45,-4)
®=0 | =0
y
x = % = (100,0,-4)
n

Figura 2-7. Esquema del problema a resolver

2.3.1 Discretizacion del modelo

Pasamos ahora a discretizar el problema para poder resolverlo por el Método de los Elementos Finitos. Para
esta tarea se ha utilizado la herramienta ANSY'S, bien conocida por los estudiantes de esta escuela.

A continuacion, se muestra una serie de pasos a seguir para obtener la informacion necesaria de ANSYS y
poder llevarla al programa que resuelva el problema (puede consultarse el CD anexo a este trabajo para
acceder al codigo completo):

e En primer lugar, especificamos las dimensiones de nuestro problema y el tipo de discretizacion, en
nuestro caso, elementos cuadrilateros de 4 nodos. También especificamos el tamafio de malla que
requiera nuestro problema.

e Una vez realizado el paso anterior, ANSYS tiene todos los datos que necesitamos. En este caso,
necesitaremos la matriz nodal que contiene todas las coordenadas de los nodos de nuestro modelo, la
matriz topoldgica que contiene los nodos que forman cada elemento, una lista con los vértices del
modelo y los nodos asociados a estos, y varias listas que contengan los nodos que forman parte de
cada linea de nuestro contorno. Para obtener todo lo mencionado anteriormente se puede proceder de
la siguiente forma:
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- Creamos una macro que escribe en fichero los resultados que necesitamos, por ejemplo, para la
matriz nodal:

!Creamos una macro que escribe en fichero la lista de nodos seleccionados del dominio v sus coordenadas
*create,escribir nodos full,mac

/out,lista _matriz nodaldomrectd, txt

*ywrite,nlista(l),coords(1,1),coords(1,2),coords (1, 3)

(F8.0,4x,3(6G19.9,2x))

Jout

*end

Figura 2-8. Creacion de la macro

Donde los resultados que necesitamos (nlista(1)-nodo, coords(1,1)-coordenada x del nodo,
coords(1,2)-coordenada y del nodo, coords(1,3)-coordenada z del nodo) se escriben en un fichero, fila
a fila,en formato de matriz, que en este caso se llama lista_matriz_nodaldomrect4.txt.

- Para obtener los nodos que corresponden a los vértices de nuestro modelo se ejecutaria en ANYS la
siguiente linea de codigo:

!Creamos un vector con la lista de nudos seleccionados, y una matriz con tantas filas como nodos

'hay seleccionados y con tres columnas (con las coordenadas X, ¥ y Z de los nudos).

'Después, se imprime en un fichero de texto
NSLK,S !seleccionamos los nodos pertenecientes a los keypoints definidos
*dim, kplista, ,numlineas+l ! smonta una array de dimensidén igual al nimero de nodos seleccionados
*dim, coords, ,numlineas+1,3 ! matriz de dimensiones (nnode x 3) para almacenar las posiciones nodales
nodo_ant=0
*do,indice, 1, numlineas

nodo=ndnext (nodo_ant) !Nimero del siguiente nodo seleccionado cuyo numero sea mayor que nodo ant
kplista (indice)=nodo !Almacenamos el numero del nudo en el array nlista
coords (indice, 1) =nx (nodo) lalmacenamos la coordenada X del nudo en la matriz. Se usa la funcidén nx() de ansys
coords (indice, 2)=ny (nodo) 'almacenamos la coordenada y del nudo en la matriz. Se usa la funcidn ny() de ansys
coords (indice, 3)=nz (nodo) 'almacenamos la coordenada z del nudo en la matriz. Se usa la funcién nz() de ansys
nodo_ant=nodo
*enddo
!Colocamos el primer vértice otra vez al final
kplista (numlineas+1)=kplista(l) !'Almacenamos el nimero del nudo en el array kplista
coords (numlineas+1, 1)=nx (kplista (1)) lalmacenamos la coordenada x del nudo en la matriz. Se usa la funcidn nx() de ansys
coords (numlineas+1, 2)=ny (kplista(l)) lalmacenamos la coordenada v del nudo en la matriz. Se usa la funcidn ny() de ansys
coords (numlineas+1, 3)=nz (kplista(l)) lalmacenamos la coordenada z del nudo en la matriz. Se usa la funcidn nz() de ansys

!Imprimimos la lista de nodos de los vértices en un fichero de texto "lista_nudos_verticesdom.txt"
/input,escribir nodos_verticesdom,mac

Figura 2-9. Obtencion de los nodos de los vértices

Donde primeramente se crea un vector auxiliar para alojar los nodos de los vértices (el nimero de
vértices es igual al numero de lineas + 1) y una matriz para alojar las coordenadas de cada nodo
seleccionado. A continuacion, realizamos un bucle por el numero de lineas donde vamos
seleccionando nodo a nodo (gracias a la funcion ndnext) y obtenemos el nimero de nodo y sus
coordenadas (gracias a las funciones nx, ny y nz). Al finalizar el primer bucle se realiza un segundo
para alojar de nuevo el primer vértice (esto se realiza por comodidad para el programa que resuelve el
problema). Finalmente imprimimos la lista con los nodos de los vértices y sus respectivas
coordenadas en la macro creada anteriormente.
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- Para obtener la matriz nodal se procede de la siguiente manera:

!MRTRIZ DE COORDENADAS NODRLES

*get,nnode, node, ,count ! obtiene el numero de nodos del dominio
*dim,nlista,,nnode ! monta una array para la lista de nodos
*dim, coords, ,nnode, 3 ! matriz de dimensiones (nnode x 3) para almacenar las posiciones nodales

nodo_ant=0
*do, indice, 1, nnode
nodo=ndnext (nodo_ant)

nlista(indice)=nodo !|Almacenamos
coords (indice, 1) =nx (nodo) lalmacenamos
coords (indice, 2) =ny (nodo) 'almacenamos
coords (indice, 3)=nz (nodo) 'almacenamos
nodo_ant=nodo

*enddo

'ITmprimimos la lista de nodos en un fichero
/input,escribir nodos full,mac

el
la
la
la

de

'Numero del siguiente nodo

nimero del
coordenada
coordenada
coordenada

seleccionado cuyo nimero

nudo en el
% del nudo
y del nudo
z del nudo

array
en la
en la
en la

nlista

matriz.
matriz.
matriz.

texto "lista matriz_nodal.txt"

Figura 2-10. Obtencion de la matriz de coordenadas nodales

De forma similar a como hicimos anteriormente, se crea un vector que aloje los niimeros de los nodos
y una matriz que aloje las coordenadas de estos. A continuacion, se va nodo a nodo a través de un
bucle (nnode es el nimero de nodos del dominio, que se obtiene a través de la funcion *get de
ANSYS) y se obtiene su niimero y sus coordenadas. Por ultimo, se vuelven a imprimir los resultados

en la macro correspondiente.

- Para obtener la matriz topoldgica se procede de la siguiente manera:

!MATRIZ TOPOLOGICA

*get,elemt,elem, ,count ! obtiene el nimero de elementos del dominio
*dim,elista,,elemt ! monta una array para la lista de elementos
*dim, matt, ,elemt,5 ! matriz de dimensiones (elemt x 5) para almacenar los nodos de los elementos

el ant=0
*do,indice, 1,elemt

sea mayor

Se usa la
Se usa la
Se usa la

gue nodo_ant

funcidén nx()
funcidén ny ()
funcidn nz()

de ansys
de ansys
de ansys

elemento=elnext (el _ant) !Numero del siguiente elemento seleccionado cuyo numero sea mayor que el ant
elista(indice)=elemento '2lmacenamos el nimero del elemento en el array elista

*do,pos, 1,4

matt (indice,pos)=nelem(elemento,pos) lalmacenamos el numero del nodo del elemento

*enddo
el ant=elemento
*enddo

!Imprimimos la lista de slementos en un fichero de texto "matriz_ topo.txt"

/input,escribir elem full,mac

Figura 2-11. Obtencion de la matriz topologica

Aqui el proceso seguido es practicamente idéntico a la obtencion de la matriz nodal (elemt es el
numero de elementos presentes en el dominio, que se vuelve a obtener a través de la funcion *get),
salvo que para obtener los nodos que forman cada elemento hay que usar la funcion nelem que va

recorriendo en un bucle las posiciones de los nodos dentro del cuadrilatero.
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- Por tltimo, para obtener los nodos de cada linea del contorno se procede de la siguiente manera:

*do,11,1,numlineas

1lsel,s,line,, il !seleccionar la linea il
nsll,s,0 !'seleccionar los nodos interiores de la linea

!Creamos un vector con la lista de nudos seleccionados, y una matriz con tantas filas como nodos hay seleccionados
!y con tres columnas (con las coordenadas X,
!'Después, se imprime en un fichero de texto
*get,nnode, node, ,count ! obtiene el nimero de nodos interiores de la linea
*dim,nlista, ,nnode+2 ! monta una array para la lista de nodos seleccionados
*dim, coords, ,nnode+2,3 ! matriz de dimensiones (nnode+2 x 3) para almacenar las posiciones nodales

Y y Z de los nudos).

nlista(l)=kplista(il) !Almacenamos el nimero del primer nudo (correspondiente al keypoint) en el array nlista
coords (1,1)=nx (kplista(il)) lalmacenamos la coordenada x del nudo en la matriz. Se usa la funcidn nx() de ansys
coords (1, 2)=ny (kplista(il)) 'almacenamos la coordenada y del nudo en la matriz. Se usa la funcidén ny() de ansys
coords (1, 3)=nz (kplista(il)) lalmacenamos la coordenada z del nudo en la matriz. Se usa la funcidn nz() de ansys
nlista (nnode+2)=kplista (i1+1) !Almacenamos £l nimero del nudo (correspondiente al keypoint posterior) en el array nlista
coords (nnode+2, 1)=nx (kplista(il+1)) 'almacenamos la coordenada x del nudo en la matriz. Se usa la funcidén nx() de ansys
coords (nnode+2, 2)=ny (kplista(il+1)) lalmacenamos la coordenada y del nudo en la matriz. Se usa la funcidn ny() de ansys
coords (nnode+2, 3)=nz (kplista(il+1)) lalmacenamos la coordenada z del nudo en la matriz. Se usa la funcidén nz() de ansys
! Colocamos los nodos interiores (ya ordenados numéricamente) dentro de la array yva dimensionada
nodo_ant=0
*do, indice, 1,nnode
nodo=ndnext (nodo ant) !Numero del siguiente nodo seleccicnado cuyo nimero sea mayor que nodo ant
nlista(indice+l)=ncdo !Almacenamos £l nimero del nudo en el array nlista
coords (indice+1, 1) =nx (nodo) 'almacenamos la coordenada x del nudo en la matriz. Se usa la funcidén nx() de ansys
coords (indice+l, 2) =ny (nodo) lalmacenamos la coordenada y del nudo en la matriz. Se usa la funcidn ny() de ansys
coords (indice+1, 3)=nz (nodo) lalmacenamos la coordenada z del nudo en la matriz. Se usa la funcidén nz() de ansys

nodo_ant=nodo
*enddo

!Imprimimos la lista de nudos de la linea il en un fichero de texto "lista nudos_lineadom %il%.txt"
/input,escribir nodos_seleccionadosdom,mac

*enddo

Figura 2-12. Obtencion de los nodos de cada linea del contorno

Aqui hay que tener en cuenta la manera que tiene ANSYS de numerar los nodos del contorno,
siguiendo la siguiente sucesion: numera el primer vértice de la linea, luego el otro y posteriormente los
nodos interiores; y asi sucesivamente en sentido antihorario desde la primera linea hasta la Gltima. Por
ello, se seleccionan los nodos interiores del contorno (ordenados numéricamente en sentido
antihorario) y se forman el vector y las matrices como los casos anteriores (las dimensiones son de
nodos interiores+2 porque se deben incluir también los extremos). Luego se almacenan en el vector y
la matriz el nodo y sus coordenadas, empezando por el primer nodo que corresponde a un vértice (que
se obtiene de la lista que se hizo cuando se obtuvieron los vértices), el segundo que corresponde al
vértice posterior y, por ultimo, a través de un bucle, los nodos interiores. De nuevo, para finalizar,
imprimimos los resultados en la macro ya creada.

Una vez seguidos todos estos pasos obtenemos todos los datos en formato matriz, que se introduciran en el
codigo de introduccion de datos de MATLAB, programa encargado de resolver el problema de elementos

finitos.

2.3.2 Resolucion numérica del problema

Para resolver este problema, y viendo que la forma de discretizar el dominio es muy mecanica, procederemos
a crear varias mallas (de menos a mas discretizada) para ver como el error disminuye y nos vamos acercando

mas a la solucion teorica de [6]. Esta solucion viene recogida en la siguiente tabla:
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Basin type Periods of free oscillation
Profile Fundam ental Mode ratios I3 /I [n=(s+ 1)2]
Description Dim ensions equation I n=0 1 2 3
hl(x) =i 2.000 [2Li(gh, 1M 1000 0.333 0.200 0.143
W(x) = hyx/L 2618 2Li(gh, 1t 1.000 0435 0278 0203
h(x) = 2220 2Ligh, 1M 1000 0409 0239 0.189

(1 -x31)

Bx) = byx/L 1.308 [2L4(gi )" 1.000 0.435 0278 0230
x)=In
B(x) = byx/L 1.653 [2LA(gh)"?] 1000 0.541 0374 0283

f(x) = i x/L

b/L=2 2.220 RLi(gh )] 1.000 0.707 0.578 0378
=43 0.354 0493 0323
=1 0.447 04468 0264
=721 i i -
Semielliptic Semiparaboloi dal =2 0.317 0433 0.183
—| L ]—
T 12 e o
e or O  Hy= 2.220 [ (g ) 1.000 0.707 0.578 0.3500
1 | /n (1l —r=/L*)
N
Semicircular Semiparaboloi dal

Figura 2-13. Solucion teorica para darsena abierta

En nuestro caso, utilizaremos la primera linea de la tabla que corresponde a un modelo rectangular con
profundidad constante. Las tres primeras frecuencias de resonancia toman los siguientes valores:

T, = 63.855 s
T, = 21.285 s (2-42)
T, =12.771s

Para resolver este problema hay que tener en cuenta que hay que trabajar en aguas someras, para cumplir con
la aproximacion de ¢ = ./ gh y entrar en resonancia. Esto se consigue con periodos suficientemente altos de
onda.
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Pasamos a mostrar las discretizaciones hechas por ANSYS para el siguiente problema:

eveumwrs ANSYS

R19.2]
Academic

Figura 2-14. Malla con tamafio de elemento de 20 m

eveumnrs ANSYS

R19.2
Academic

Figura 2-15. Malla con tamafio de elemento de 10 m
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ANSYS

R19.2
Academic

Figura 2-16. Malla con tamafio de elemento de 5 m

ELEMENTS

ANSYS

R19.2
Academic

Figura 2-17. Malla con tamaio de elemento de 2.5 m

Resolviendo el problema de autovalores y autovectores de (2-41) con las mallas anteriores (puede consultarse
el codigo empleado en MATLAB en el CD adjunto a este trabajo) se llegan a los siguientes resultados:

Tabla 2-2. Comparacion de discretizaciones

20 15]63.5933 = 20.5198 = 11.5820

10 50| 63.7895 0.3121.0894 2.70|12.4491 6.97
5 180 | 63.8387 0.08]21.2359 0.69|12.6893 1.89

2.5 720|63.8510 0.02 | 21.2727 0.17]12.7505 0.48
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Observamos que, para la cuarta discretizacion, el error relativo que se comete con respeto a la anterior es
menor de 1% para los tres periodos de resonancia, por lo que la damos por aceptable.

Ahora comparamos los peridos obtenidos con la solucion analitica de [6], con lo que obtenemos:

Tabla 2-3. Comparacion del primer modo de resonancia

Tamano del elto Ne de Err. Relativo
(m) elementos To(s) Totesrico (S) (%)
2.5 720 63.8510 63.8550 0.0063

Tabla 2-4. Comparacion del segundo modo de resonancia

Tamafio del elto Ne de Err. Relativo
(m) elementos Ta(s) Titesrico (S) (%)
2.5 720 21.2727 21.2850 0.058
Tabla 2-5. Comparacion del tercer modo de resonancia
Tamafio del elto Ne de Err. Relativo
(m) elementos Ta (s) Tatesrico (S) (%)
2.5 720 12.7505 12.7710 0.16

Con respecto a estos resultados se puede comentar que el error va aumentando conforme vamos pasando al
siguiente modo. Esto es asi debido a que los peridos, al ir disminuyendo, cumplen de peor manera la hipotesis
de aguas someras, por lo que la aproximacion de la celeridad es menos exacta.

Por ultimo, mostramos el aspecto de los 3 primeros modos de vibracion obtenidos con la malla de 2.5 m de
paso:

08
0.6
04

02

1-02

05 ~ 3

-0.6

0.8
W
20 100 =

Figura 2-18. Primer modo de vibracion
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y (m) 90 x (m)

Figura 2-19. Segundo modo de vibracion

0.5

i
“ I
\\‘}}}}!\\\\\\\ “““ ”

\\

-0.5

20 60
40
y (m) 00 x (m)

Figura 2-20. Tercer modo de vibracion



3 LA TECNICA DE EMPLEO DE ESPONJAS
NUMERICAS “PERFECTLY MATCHED LAYER”
EN MODELOS 2-D

este capitulo de resolver uno de los problemas mas tipicos que nos encontramos a la hora de resolver

Una vez finalizada y explicada la formulacion de elementos finitos para la MSE, vamos a ocuparnos en
algunos modelos.

Este problema radica en el hecho de que, a la hora de implementar la condicioén de borde abierto con entrada
de potencial en nuestro dominio, la onda entra sin problemas y se refleja en los bordes fisicos, pero a la hora de
volver al contorno de borde abierto genera reflexiones espureas, conocidas como ruido, en nuestra solucion.
Esto es debido a que la condicion de borde abierto que imponemos, que es la de segundo orden, expuesta en
(2-38), tiene un alcance limitado en cuanto al &ngulo de aproximacion (por experiencia se sabe que la
condicion de segundo orden da buenos resultados hasta angulos de 15°) y refleja parte de la onda pasante.
Comprobaremos este hecho en uno de los ejemplos desarrollados en este capitulo.

Es por ello por lo que debemos de dar con un artificio o arreglo que consiga disipar estas reflexiones
indeseables y no contaminen la solucién de nuestro problema, y es aqui donde entra en juego el concepto de
esponja numérica o Perfectly Matched Layer, introducida por primera vez por Bérenger en 1994.

3.1 Conceptos basicos de la PML

Las esponjas numéricas (PML) son regiones absorbentes que se afiaden a los contornos abiertos del modelo de
elementos finitos, cuya mision es disipar las ondas que llegan reflejadas por los bordes fisicos del interior del
dominio. Es decir, actian como capas amortiguadoras, siguiendo un comportamiento similar al de una onda
subamortiguada 1-D:

144"

Figura 3-1. Funcion modelo de una onda subamortiguada, obtenida de http://laplace.us.es/wiki/
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Se muestran a continuacion esquemas tipicos de modelos con acoplamiento de esponjas numéricas, uno con
PML a la entrada de potencial y otro a la salida:

R, Y.
S L)y
%_, L >~/ Mg
W7 L/
W L
I, | W ~_/ / / / . , I
e i f oL L P

r

PML,int

I Qb?.m

PML ext

Batimétricas

i i i |
yU e e - —-—-—- S SO S S S S S S S S S —— e e e e = - - -
] i ComLint : :
i | oy |
Yy | Qb : Opi :
| | |
1 I I
R RR—— R |

L R

X X

CDO 0 Tom_ext 0

Figura 3-2. Modelo con PML a la entrada de potencial

En este modelo el mecanismo de funcionamiento seria el siguiente: la onda entra sin notar la presencia de la
PML, se propaga en el dominio interior, se refleja en el contorno fisico y una vez que entra en la PML por
segunda vez, se amortigua y se disipa, sin generar reflexiones indeseadas.

rPML ext
————————— B ——————— - -
1 1 1 !
[} ! 1 !
[} 1 1 I
Q% \
! Qff : o j QFth :
1 1 1 !
1 I r'-I-’L int 1 1
Vo et T e Bl
1 1 1 I
1 1 i I
[} 1 1 |
L ! ! )
[} 1 1 !
1 1 1 !
1 1 1 |
) ] ] 1
[ o
MomLext | 1 : L PHLext
1 1 1 !
C Oy : e
L L . )
1 1 1 I
[} 1 1 !
1 1 1 I
P ] 0 ]
I ] | )
| Mot int ! MomLint !
1 1 1 !
! : Batimétricas ; i
1 | 1 I
! 1 y ! I
Cm e - - oo e e e e e e e e e e m e e mmmm == U a
L . R
Momiea %5 CDO X Borde abierto Xg Fom ext

Figura 3-3. Modelo con PML a la salida del potencial

En este modelo, por otra parte, el potencial entra directamente en el dominio interior y sale por la capa PML,
disipandola e impidiendo que se reflejen ondas espureas hacia el interior del dominio.
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En ambos podemos observar que la batimetria del dominio interior es totalmente arbitraria, sin embargo,
dentro de las PML se convierte en recta y paralela al eje x. Este hecho, junto a la imposicion de condiciones de
borde abierto de primer orden en I'pp;, ox¢, por lo que las ondas se aproximan con una direccion perpendicular
al contorno, consigue que estas se propaguen sobre fondo constante al avanzar de forma paralela al eje de
coordenadas en la PML. El hecho de que el 4ngulo de aproximacion al contorno del flujo reflejado o saliente
sea incorrecto no nos importa en ningtin caso debido a que las ondas que entren acabaran disipandose.

Por lo tanto, dentro de la PML conocemos la solucién del flujo, correspondiente a una onda que se propaga
sobre fondo constante en una sola direccion:

¢(x;) = a e’ -1

Siendo a la amplitud, k el numero de onda y x; la coordenada del espacio del modelo.

Ahora bien, para el desarrollo numérico e implementacion de la PML necesitamos hacer un cambio de
variable al campo complejo. El cambio se haria de la siguiente manera:

d(%) = aellfi = g glkRe(X) . p—kIm(%)
(3-2)
Cambio de variable > %; = x; + i F;(x;)

En esta expresion se aprecia como la onda se separa en dos componentes: el primer factor (término real)
corresponde a una onda que se propaga siguiendo el comportamiento de (3-1) y el segundo a una onda con
caracter amortiguador, al contener la funcion exponencial negativa. En cuanto a la definicion del cambio de
variable cabe destacar F;(x;), funcién de amortiguamiento que inicamente toma valores dentro de la PML.

Lo que verdaderamente nos interesa para la implementacion de la técnica PML de F; es su derivada con
respecto a la coordenada espacial x;, también llamada velocidad de amortiguacion:

dr(x;)) o
vt 3-3
dx; W (3-3)

Donde w es la frecuencia de onda y a; es la conductividad numérica artificial del material absorbente, en este
caso, la conductividad de la PML. Al igual que F;, g; toma valores Unicamente dentro de la PML. Este
parametro sigue un comportamiento definido por una funcién definida a trozos para cada direccion en el
espacio (0, gy ):

|x — xo] " Lx Rx xy
O_x — 0-0 (m ) en QPML U QPML U QPML (34)

0 , en el resto del dominio
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|y - YOl " y X,y
gy = 00( Lo ) en Qpy, U Qpiy, (3-5)

0 , en el resto del dominio

Donde gy es el parametro de amortiguacion inicial, Lpy,;, es la longitud de la capa PML, n es el exponente de
amortiguamiento y las regiones definidas (Q%%,,, Q&% , Qﬁ’fij, Q?,’ML), ademads de las coordenadas xg e y,
son las mismas que las mostradas en las Figuras 3-2 y 3-3. Todos estos parametros deben ser dato a la hora de
resolver el problema por la MSE.

3.2 Forma fuerte

A la hora de introducir la PML en nuestro modelo, la MSE sufre alteraciones que deben tenerse en cuenta, por
lo que debemos deducir de nuevo la forma fuerte de la ecuacion.

La forma fuerte, sin la presencia de la PML, era la siguiente:

V- (cc V) + k?ccyp =0 (3-6)
Ahora debemos introducir el mismo cambio de variable real a compleja que en (3-2):

V- (ccgVe) + k?ccyp =0 (3-7)

Si desarrollamos la ecuacion vectorial y aplicamos la regla de la cadena para pasar al campo real de nuevo nos
queda:

1 9 scc,0 1 0 (cc,0
—(—g—¢> + <—g—¢> + k?ccysysyp =0

Sx0x \'sy 0x/ s, 0y\ s, 0y (3-8)
o; (x;
si=1+ 2
Aplicando diversos cambios podemos expresar la ecuacion de forma vectorial, de la siguiente manera:
V- (ccyPV) + k*cegsysy¢ = 0
S
el
s (39)
P= Sy
0 -
Sy
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La matriz P que aparece en esta formulacion de la forma fuerte es una matriz diagonal de caracter
anisotropico, que defina la capacidad de absorcion de la PML.

3.3 Forma débil

Al igual que la forma fuerte, la forma débil también sufre alteraciones en cuanto a su estructura. De forma
andloga al capitulo anterior, partimos de la forma fuerte, la multiplicamos por una funcién de ponderacion
arbitraria e integramos en el espacio, quedando:

j Y V- (cc,PVe) dQ + f kZccysySy¢p dQ =0 (3-10)
Q Q

Ahora aplicamos el teorema de la divergencia a la primera integral de (3-10) y reordenamos (de forma
parecida similar a (2-5)), lo que resulta en:

C
fﬂccgmp PV¢d0 — w? fﬂ?gsxsyll)(f) dQ = frccgzp PV¢-ndl (3-11)

Que corresponde a la forma débil de la MSE con la adhesion de la capa PML. Cabe recalcar que para la zona
del dominio interior ;,, la matriz P se transforma en la matriz identidad de dimension 2, al ser los
coeficientes sy y sy, iguales a la unidad.

Pasamos ahora a la formulacion de elementos finitos y de las condiciones de contorno de este modelo.

3.4 Implementacion del MEF y condiciones de contorno

En primer lugar, vamos a definir las condiciones de contorno que tenemos en los bordes de nuestro dominio,
de nuevo definido por las figuras 3-2 y 3-3:

- En los bordes fisicos del dominio ' (presentes en la figura 3-2), los puntos del contorno pertenecen al
dominio interior, y como anteriormente se explico, P = I'y s, y s, son iguales a la unidad. Por lo
tanto, la condicion de contorno a imponer seria la misma que en el anterior capitulo, al no sufrir
modificaciones, de borde cerrado con coeficiente de reflexion R.

- En los bordes exteriores de la PML I'ppp cxt, Se aplica la condicion de absorcion total o de borde
abierto con entrada de potencial. Recordamos que se aplica, en este caso, la de primer orden debido a
que no nos importa con que angulo se aproximen los potenciales reflejados, ya que el objetivo es
eliminarlos. Por esto, la condicion de contorno sélo se debe aplicar al potencial reflejado, ya que la
onda entrante debe quedar pasar por la PML (en el caso de la figura 3-2) sin apreciar ningln tipo de
amortiguamiento:

PVor-n = ikpg (3-12)
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- Enlos bordes interiores de la PML I'pp;, in¢, los puntos pertenecientes a este contorno deben tener un
valor de flujo igual al del dominio interior, es decir:

¢ (x,¥) € Tpyp,ine = ¢(X,¥) € Qune (3-13)

En otras palabras, en estos puntos se aplican las mismas reglas que en Q;p,, siendo P =1y sy y sy,

iguales a la unidad. Esto es relevante ya que, a la hora de resolver los problemas por elementos finitos,
los elementos a los que pertenecen estos puntos estan tanto en el dominio interior como en la PML,
aplicandose distintas ecuaciones.

Como paso previo a la implementacion del método de los elementos finitos vamos a modificar la ecuacion
(3-11). Como hemos comentado antes, la disipacién que realiza la capa PML debe afectar tinicamente al
potencial reflejado, por lo tanto, la forma débil de la MSE disipativa debe estar en términos de ¢p:

c
f ccgVi P Vg d2 — wzf ?gsxsyz,l)qu dq = fccglp PV¢g-ndl (3-14)
Q Q r

Pero la incognita de nuestro problema no es ¢p, sino el potencial total ¢. Es por ello por lo que hacemos un
cambio de variable sabiendo que ¢ = ¢r + ¢y, siendo ¢, el potencial entrante al dominio, para dejar la
forma débil en funcion de ¢ :

U ccgVip PV d —GJcchll)PquO d.Q] — w? [f C—gsxsylpgb dQ—5f C—gsxsyllj(jbo dﬂ]
0 0 QC o C

= f ccgp PV(p —8¢y)-ndl (3-15)
r

5= {O, en Qine
1, en Qppyy

El parametro § controla si un elemento esta dentro de la PML o no. Notese que cuando 6 = 0 la forma débil
pasa a ser la expuesta en el capitulo anterior, sin la presencia de la PML. Ademas, ¢, es dato, que como
expusimos en el apartado 2.2.2.1 puede obtenerse a lo largo del contorno exterior de la PML conociendo
unicamente su valor en el origen de coordenadas.

Pasamos ahora a la formulacion de elementos finitos. A la hora de discretizar usaremos el elemento
rectangular que ya se introdujo anteriormente. Aplicando el MEF de manera pareja al capitulo anterior nos
queda el siguiente sistema de ecuaciones:

(K$p — 5Kpo) — w? (M — SMpo) = f (3-16)
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Las matrices elementales, antes de ensamblar, tienen las siguientes expresiones:

K® = (ccp)e | BLPB,dn (3-17)
Q.
_ (%
M, = (?)e fﬂ SxSyNg - N dQ (3-18)

Estas integrales se calculan utilizando cuadratura de Gauss (la matriz Py los coeficientes s, y s,, entran dentro
de la cuadratura) y empleando las funciones de forma del elemento rectangular.

En cuanto al término de f, que es donde se implementan las condiciones de contorno contamos con los
siguientes casos:

- EnTj se dael caso de que § = 0, por lo que se aplica la MSE en términos tinicamente de ¢. Por lo
tanto, la condicidn a aplicar seria la de segundo orden sin modificacion alguna:

¢ , koL, 1 ..
fr ceq¥ g A = ecofr)e T[i ;]_ZkeLe [—i ﬂ ¢ (3-19)

R

A la hora de ensamblar se debe tener en cuenta que esta condicion de contorno pasa al otro lado del
sistema de ecuaciones.

- En Ippypext se dael caso de que § = 1, por lo que se aplica la MSE en términos de ¢g. Como ya
expusimos antes, se impone la condicion de contorno de borde abierto de primer orden:

PVopr-n= PV(dp—¢o) n=ik-(¢—cdo) enlpypext (3-20)

Introduciendo la condicién de contorno en la integral del segundo miembro de (3.14) resulta:

f ccgll)P|7¢R-ndF=f ccgp PV($p —¢pg) -mdl' =
r

PML.ext TpML.ext

(3-21)
= fr ikccy (¢ — ¢o) dT

PML.ext

Aplicando la discretizacion en elementos finitos nos queda:

J ikcey (¢ — ¢o) dT = ikMpgp — ikMpgg (3-22)
r

PML.ext
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Donde la matriz My, en su forma elemental es:

L,
Mt = (ccg), =2 ] (3-23)

Por lo tanto, el sistema que queda para los elementos pertenecientes a la PML es:

(K — Kopo) — w?(Mp — M) = ikMr¢p — ikMr oo (3-24)
Debe tenerse en cuenta que los términos en ¢p pasan a un miembro y lo términos en ¢ al otro, para al
final obtener un sistema de la forma S¢p = f.

3.5 Ejemplo de comprobacion I: Onda propagada sobre fondo constante con
presencia de la PML

En este ejemplo vamos a comprobar la correcta implementacion de la PML sobre nuestro modelo de
elementos finitos. Para ello vamos a simular la propagacion de una onda monocrématica sobre fondo
constante. Ademas, se incorpora una region absorbente a la entrada de la onda, como se modela en el siguiente
esquema (cotas en [m]:

% =0 (100,12,-1) % =0
oweyy r , r /4 /4 4/ /L /L 4 S S L S L S S LS (200,12-1)
Dy =1
—> Qe R

0,0-1) N x\ 25 W N U U W W W W W U W W N W W W W (200,0,-1)
@ _ (100,0,-1) @ _
on ~ on ~

Figura 3-4. Esquema del problema a resolver

Como podemos observar, el problema consiste en una onda que se propaga paralela al eje X con un potencial
incidente de 1 (borde abierto con entrada de potencial de primer orden), y se encuentra con un contorno
parcialmente reflejante con coeficiente de reflexion R. Se van a comprobar aqui dos mecanismos de
propagacion segun el valor de R:

- En primer lugar, si el coeficiente de reflexion vale 0, el contorno se convierte en totalmente
absorbente, por lo que la onda no se refleja de nuevo al dominio. Segun hemos argumentado en
parrafos anteriores, la onda entrante, al pasar por la PML, no debe notar su presencia, luego este
mecanismo consiste en que la PML no debe atenuar, en ninglin caso, nuestra solucion, ya que no
existen reflexiones.

- En segundo lugar, si el coeficiente de reflexion vale 1, el contorno se convierte en totalmente
reflejante, luego la onda se refleja de forma total de nuevo al dominio, convirtiéndose en una onda
estacionaria. Ahora bien, al existir reflexiones en este caso, la PML debe atenuarlas hasta que
desaparezcan.
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Para comparar resultados, usaremos a solucion analitica de una onda que se propaga sobre fondo constante
con la presencia de un borde parcialmente reflejante en un extremo, que tiene la siguiente expresion:

(,b — A(eikx + Re?2ikl . e—ikx) (3725)

Donde A es la amplitud de la onda incidente, en este caso vale la unidad, y I la longitud del dominio, que
vale 200 m.
3.5.1 Discretizacion del modelo

Para la discretizacion del modelo contamos de nuevo con la herramienta ANSYS. La discretizacion elegida
para resolver este problema ha sido la siguiente:

ELEMENTS ANSYS
R19.2
MAT NUM ——
Academic

Figura 3-5. Discretizacion de ANSY'S

El tamafio de malla se ha hecho para un paso de 1m, suficiente para representar de buena forma los resultados
que obtengamos (recordemos que para obtener soluciones con una buena discretizacion se deben usar de 10 a
20 elementos por longitud de onda). Nota: En la discretizacion se ha considerado el origen de coordenadas en
la esquina superior izquierda del modelo, con el eje y paralelo a la direccion de propagacion de la onda.

La distincion entre colores se ha hecho para distinguir las dos zonas de nuestro dominio, el interior y la PML.
Para ello se ha asignado un nimero de material a los elementos, para aplicar las ecuaciones correspondientes y
calcular los valores de P, sy y s,, correspondientes, dados en (3-4) y (3-5).

Incluimos ahora un detalle de la discretizacion:
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ELEMENTS ANSYS
R19.2

MAT NUM
Academic

Figura 3-6. Detalle discretizacion de ANSY'S

En este caso, se han utilizado los numeros 1 y 3 debido a que el 1 corresponde a elementos pertenecientes al
dominio interior y 3 a elementos pertenecientes a Qf,’ m1- Se incluye aqui una lista con las zonas existentes en
un modelo con PML y sus nimeros de material asignados (también llamado parametro de situacion):

- Zona Q1.

- Zona QF%,: 2.

- Zona Q% ML 3

- Zona Qﬁﬁ derecha: 4.
- Zona QL% : 5.

- Zona QﬁﬁL izquierda: 6.
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En la siguiente parte del codigo empleado podemos observar como se asigna el nimero de material (puede
consultarse el cddigo completo en el CD anexo a este trabajo):

!MATRIZ TOPOLOGICA

*get,elemt,elem,,count
*dim,elista,,elemt
*dim,matt, ,elemt, 6
el _ant=0 !elemento
*do,indice, 1,elemt

elemento=elnext (el_ant)
elista(indice)=elemento

*do,pos, 1,4

matt (indice,pos)=nelem(elemento,pos)

*enddo

! obtiene el niumero de elementos del dominio
! monta una array para la lista de elementos

! matriz de dimensiones
anterior

(elemt x 6) para almacenar los nodos de los elementos y el parametro de situacidn

!Nimero del siguiente elemento seleccionado cuyo nimero sea mayor que el _ant
'Almacenamos el nuimero del elemento en el array elista

'almacenamos el ntmero del nodo del elemento

*get,mn,elem, indice, attr, mat !obtenemos el parametro de situacidn

matt (indice, 5)
el _ant=elemento
*enddo

mn

!Imprimimos la lista de elementos en un fichero de texto "matriz topowPML.txt"
/input,escribir elem fullwPML,mac

Figura 3-7. Obtencion de la matriz topologica

Como en el ejemplo del capitulo anterior, se disefian el vector y la matriz para contener los resultados
necesarios para montar la matriz topologica y se va elemento a elemento obteniendo los nodos que la forman.
Sin embargo, en este caso obtenemos un resultado mas que es el nimero de material del elemento (gracias a la
funcién *get con el comando attr, mat). Estos valores se incluiran en una columna mas de la matriz topologica
y se recurrira a ella mas adelante cuando se calculen la matriz P, s, y s,, por MATLAB.

Otro aspecto para tener en cuenta es que necesitamos obtener los nodos del contorno 'y, i, presentes en la
Figura 3-6, para aplicar la condicion de contorno (3-13). Recordemos que MATLAB aplica las ecuaciones de
la MSE o MSE con PML sobre los elementos, y estos nodos se encuentran entre dos dominios distintos, por lo
que se deben seleccionar y aplicar su correspondiente condicion de contorno. Para ello utilizamos las
siguientes lineas de codigo:

!LINEAS INTERIORES
il =7
1sel, s, line,,il
nsll,s, 0

!seleccicnar la linea il
!seleccionar los nodos interiores de la linea

!Creamos un vector con la lista de nudos seleccionados, y una matriz con tantas filas como
'nodos hay seleccionados y con tres columnas (con las coordenadas X, Y y Z de los nudos)
!Después, se imprime en un fichero de texto
*get,nnode,node, ,count ! get number of selected INTERIOR nodes
*dim,nlista,,nnode+2 ! monta una array para la lista de nodos seleccionados

*dim, coords, ,nnode+2,3 ! matriz de dimensiones (nnode+2 x 3) para almacenar las posiciones

nlista(l)=kplista(3

coords (1,1)=nx(kplista(
coords (1,2)=ny(kplista(
coords (1,3)=nz(kplista(

nlista(nnode+2)=kplista(6)
coords (nnode+2, 1) =nx (kplista(
coords (nnode+2, 2) =ny (kplista(
coords (nnode+2, 3)=nz (kplista(
! Colocamos los nodos interiores

nodo_ant=0
*do, indice, 1, nnode

nodo=ndnext (nodo_ant)

!Almacenamos
3)) 'almacenamos
3)) falmacenamos
3)) falmacenamos

!Almace:
lalmace:
lalmace:
lalmace:
(ya ordenado

6))
6))
6))

!Nimero del

nodales

el
la
la
la

numero del primer nudo (correspondiente al
coordenada x del nudo en la matriz. Se usa
coordenada v del nudo en la matriz. Se usa
coordenada z del nudo en la matriz. Se usa

keypoint) en el
la funcidén nx()
la funcidn ny()
la funcién nz(

array nlista
de ansys
de ansys
de ansys

el
la

nimero del
coordenada
namos la coordenada
namos la coordenada
s numéricamente)

namos
namos

el
de
de
de

nudo (correspondiente al
x del nudo en la matriz.
y del nudo en la matriz. Se usa la funcidn ny()
z del nudo en la matriz. Se usa la funcidn nz()
dentro de la array ya dimensionada

keypoint posterior) en
Se usa la funcidén nx()

array nlista
ansys
ansys
ansys

siguiente nodo seleccionado cuyo nimero sea mayor que nodo_ant

nlista(indice+l)=nodo !Almacenamos el numero del nudo en sl array nlista

coords (indice+l, 1)=nx (nodo) lalmacenamos la coordenada x del nudo en la matriz. Se usa la funcidn nx() de ansys
coords (indice+1, 2) =ny (nodo) lalmacenamos la coordenada v del nudo en la matriz. Se usa la funcidn ny() de ansys
coords (indice+l, 3)=nz (nodo) 'almacenamos la coordenada z del nudo en la matriz. Se usa la funcidn nz() de ansys

nodo_ant=nodo
*enddo

Figura 3-8. Obtencion de los nodos del contorno de la linea interior

En ellas procedemos de manera similar a como hicimos para los nodos de los contornos del ejemplo del
capitulo anterior. En este caso, la linea interior corresponde a la 7, y tiene como nodos extremos el vértice 3 y
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6, que se colocan al principio y al final de la lista creada. Entre medio, se incluye los nodos interiores
previamente seleccionados.

3.5.2 Resoluciéon numérica del problema

Pasamos ahora a resolver el problema por elementos finitos. Se ha tomado un valor de 1 para gy, la longitud
de onda para Lpy,; v un valor de 2 para el exponente n para las expresiones (3-4) y (3-5). Resolviendo por
MATLARB para un periodo de 10s se obtiene (se pueden consultar los codigos empleados en el CD anexo a
este trabajo):

- Borde totalmente absorbente (R=0):

200

Figura 3-9. Parte real del potencial para R=0

Figura 3-10. Parte absoluta del potencial para R=0
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Figura 3-11. Comparacion de la parte real del potencial para R=0

Parte absoluta de ¢
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Figura 3-12. Comparacion de la parte absoluta del potencial para R=0

Observamos como la onda no se siente afectada por la presencia de 1a PML, al no ser reflejada. También cabe

destacar como se ajusta a la solucion analitica.
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- Borde totalmente reflejante (R=0):

200

Figura 3-13. Parte real del potencial para R=1

200

Figura 3-14. Parte absoluta del potencial para R=1
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Parte real de ¢

2 T T T T T
Solucion numeérica
15F Solucion tedrica { / |
— — — PML ' f 1
i { |

Real{)

0 20 40 &0 80 100 120 140 180 180 200

Figura 3-15. Comparacion de la parte real del potencial para R=1

Parte absoluta de ¢

25 T T

Solucion numérica
— — — Solucion teorica
— — = PML

Abs()

Figura 3-16. Comparacion de la parte absoluta del potencial para R=1

Aqui si podemos observar como la PML actlia en el problema. La onda entrante tiene amplitud unidad y se
propaga libremente por la PML y el dominio interior hasta encontrarse con el borde totalmente reflejante, a
partir de lo cual se forma la onda estacionaria. La reflexion creada por el borde cerrado entra de nuevo en la
PML, sin embargo, esta se atentia y la hace desaparecer, quedando tinicamente como potencial el entrante. En
cuanto a la comparacion con la solucion analitica, vemos como se ajusta de manera adecuada en el dominio
interior, que es donde se forma la onda estacionaria.
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3.6 Ejemplo de comprobacion II: Difraccion de una onda ante la presencia de
bocana estrecha
En este ejemplo vamos a comprobar que la implementacion de la PML sobre distintos problemas puede llegar

a mejorar de manera clara los resultados de los modelos. En este caso, vamos a trabajar sobre un problema de
difraccion que tiene una bocana estrecha de apertura igual a 2 veces la longitud de onda.

Este problema ya viene resuelto en forma de grafico por la referencia [7], en forma de abaco
adimensionalizado:

ight

|
S
|_Wave He
Incident Wave Height

T
o Diffrocied

froclion coelfitient
H L,
| |
! S
|
5
L

- 2\i'rllutl of ﬁl‘j\-n ;

|
|

-4.0

o
R

Figura 3-17. Abaco adimensionalizado con los coeficientes de difraccion

Los valores que nos ofrece son los coeficientes de difraccion K', que se definen de la siguiente manera:

Hgif

K' =
H,

(3-25)

Donde Hy;f es la altura de ola difractada y H,, es la altura de ola correspondiente al potencial incidente. En
este problema sélo vamos a contar con el fenémeno de la difraccion ya que trabajaremos sobre fondo
constante, luego la altura de ola total o propagada serd igual a la difractada.

Por lo tanto, el modelo a resolver seria el siguiente (medidas en [m]):

4
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Figura 3-18. Esquema del problema a resolver

Observando el modelo parece razonable aplicar simetria en el eje OY, para trabajar con un problema de
dimensién menor. Por lo tanto, queda:
(0,336,-4) R=0 (168,336,-4)
]

1

W\

ALY

(48,0,-4)
x 7 UUURILRERRNRNRRNR (168,0,-4)
®, = 1 R=1

|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
R=1 . R=0
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|

ANN

Figura 3-19. Modelo simplificado por simetria
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La condicion de simetria se sustituye por una condicion de borde cerrado totalmente reflejante, que es lo
mismo que la velocidad de flujo normal al contorno sea igual al cero. Las dimensiones son las establecidas
debido a que tenemos que adimensionalizarlas con respecto a la longitud de onda, que para nuestro caso (T=8s
y h=-4m) es igual a 48m utilizando la ecuacion de dispersion.

El modelo con PML, por otra parte, quedaria de la siguiente manera:

(0,408,-4)  pyLext omLext (240,408,-4)
ATT T T T T T T T T T T T T =~~~
¢ | |
] 02 | Ot | FomL ext
7 PML,int |
s M o
g (168,336,-4), |
A ! |
; | FIMNL,Int |
= | |
Z | |
] I |
Z | l
Z P
R=1 ; : QE&L : rF’I\z’lL.@):t
?‘ | |
’ | |
“ |
] |
1 ! |
7 |
A |
1 | |
“ |
~ |
/; | |
- [
A, | I
2 (48,0,-4) | |
T NNIRRRNRRRNRNNNNN 7T 7(240,0,-4)
A PML,ext
®p = 1 R=1

Figura 3-20. Modelo con PML

Donde ya se ha diferenciado en las distintas zonas para poder discretizar de manera correcta segun explicamos
en el ejemplo anterior. Recordemos que para I'pyp oy s€ debe aplicar la condicion de contorno de borde
abierto de primer orden, que, en este caso, al no haber potencial entrante en la PML (similitud con el modelo
presentado en la figura 3-3), es equivalente a la condicion de borde totalmente absorbente de primer orden.

3.6.1 Discretizacion del modelo

Los modelos discretizados por ANSY'S quedarian de la siguiente manera:

44
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ANSYS
ELEMENTS R192
Academic
IZ:ZZ:ﬂ

Figura 3-21. Discretizacion de ANSYS del modelo sin PML

ANSYS

ELEMENTS R10.2
MAT NUM —
Academic

Figura 3-22. Discretizacion de ANSYS del modelo con PML
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Para obtener todos los datos que necesitamos se procede como en ejemplos anteriores (Puede consultarse el
procedimiento de obtencion de la malla en el codigo agregado al CD anexo a este trabajo).

3.6.2 Resoluciéon numérica del problema

Una vez tenemos los datos de la discretizacion exportados por ANSYS pasamos a resolver el problema (puede
consultarse el procedimiento de resolucion del problema en MATLAB en el codigo agregado al CD anexo a
este trabajo).

- Modelo sin presencia de PML:

(OO 0
XX X X
RN R R RS
Lot & RN
RSN RSN NS
RS
R AT
W RN AR
AR TR SR
O RO N N S R
RSO X

SR
TSRS
RO ERRSS
SIS
I
e
R
S

o
W
RS

|- = =k=1 k=1.2 k=08 = = =k=0.86 k=04 k=02 = = =k=0.1
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Figura 3-24. Comparacion de coeficientes de difraccion

En cuanto a la segunda figura, que muestra un mapa de contornos de la amplitud de onda, nos da los
valores obtenidos numéricamente de K’ ya que la amplitud entrante es de valor 1 (los coeficientes
analiticos vienen representados por las lineas discontinuas, que han sido exportados de la referencia
[7] a través del recurso web https://automeris.io/WebPlotDigitizer/). Podemos observar que para
valores cercanos al origen la solucion numérica se ajusta de buena manera a la analitica. Sin embargo,
a medida que nos vamos acercando a los contornos exteriores, la solucion presenta una serie de
ondulaciones que la hacen diferir de la solucion analitica. Este fendmeno, como bien anunciabamos al
principio de este capitulo, es debido, principalmente, a que la condicién de contorno de segundo orden
no aproxima de forma correcta dngulos elevados, y, por lo tanto, genera reflexiones esplireas que
genera este “ruido” en nuestra solucion.

- Modelo con presencia de la PML. Se ha tomado un valor de 1 para g, 1.5 veces la longitud de onda
para Lpyy;, y un valor de 2 para el exponente n para las expresiones (3-4) y (3-5):
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Figura 3-25. Esquema de valores de la elevacion de lamina de agua. La linea roja representa la PML

Figura 3-26. Elevacion de lamina de agua. Vista 1


https://automeris.io/WebPlotDigitizer/
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Figura 3-27. Elevacion de lamina de agua. Vista 2
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Figura 3-28. Comparacion de coeficientes de difraccion.
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En este caso, al utilizar la PML, vemos como las ondulaciones desaparecen, y la solucion numérica se
aproxima de mejor manera que en el caso anterior.

Se incluye a continuacion una grafica para observar como la PML atentia la onda a medida que va saliendo del
dominio interior:

Propagacion de onda
2 T T T T T T

Solucion numeérica
15F | —— —PML

0.5 T

Real{»)
Qa

_2 i i i i A i
0 50 100 150 200 250 300 350 400

X

Figura 3-29. Mecanismo de atenuacion de la onda saliente.
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3.7 Ejemplo de aplicacion I: Darsena portuaria |
Para finalizar este capitulo vamos a realizar un par de ejemplos para aplicar todo lo explicado en este trabajo.

Para el primer ejemplo se va a modelar la siguiente darsena (extraida de un ejercicio de la referencia [1]) a la
que aplicaremos la técnica PML. Se incluye un esquema del modelado de esta (cotas en [m]):

7/ %
r
rF’ML.B.‘d R rPF.-"\L,EXt
y ; ’ L 1
I I I 1 -
I I I 1
I I I 1
I I I 1
I I I 1
! r ! ' oML int !
, PNL,int | | |
I I I 1
I I I 1
o
I I I l i)
| e | | QRx I -
S = VTR S
rPML ext : : : : r o
1 1 1 1 PML,ext —
| I I 1 N
I I I 1
| I I 1
! ! Q.. i I
1 1 iy 1 | P
o - - L T T T R T T R 1
I I I
[ | Fomint [ }
I I
/\ I ] |
X,y X,y 1
PIL \ Qb \ PML !
y | ! :
] ] )
% - L et eieie - oo __ il
@ X PML,ext
\ 236 \
) A
\ 356 N
N

Figura 3-30. Esquema del problema a resolver

Donde las condiciones de contorno a imponer son las explicadas en el apartado 3.4 de este capitulo. Los
coeficientes de reflexion R impuestos sobre el contorno fisico I, pueden consultarse en el codigo empleado
para la resolucion del problema. La profundidad del modelo se considera constante a la cota -11.

3.7.1 Discretizacion del modelo

De nuevo, la discretizacion del modelo se ha realizado por ANSYS, quedando de la siguiente forma:

50
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ELEMENTS ANSYS

R19.2

MAT NUM —
Academic
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Figura 3-31. Discretizacion de ANSYS

El mallado se ha modelado en este ejercicio de tal manera que el tamafio de paso vaya disminuyendo
conforme nos vamos acercando a la darsena, para asi apreciar de mejor manera los fenémenos de propagacion
existentes. Este tamafio gradual de malla esta optimizado para que no haya errores por limite de forma
(angulos muy agudos en los elementos) ni existan elementos triangulares dentro del dominio.

La discretizacion por colores sigue las mismas reglas que 3.5.1 (puede consultarse el codigo completo de
ANSYS en el CD adjunto a este trabajo).

3.7.2 Resolucion numérica del problema

A continuacion, se presentan los resultados numéricos en forma de grafica de la solucion obtenida al introducir
la discretizacion. El periodo de onda es de 5s y se ha tomado un valor de 1.5 para g, 1.5 veces la longitud de
onda para Lpy; v un valor de 2 para el exponente n. El angulo del potencial entrante es de 45° con respecto a
la normal del contorno (puede consultarse el procedimiento de resolucion del problema en MATLAB en el
codigo agregado al CD anexo a este trabajo).
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Figura 3-32. Grafica de valores interpolados de la elevacion de lamina de agua. La linea negra representa la
PML

150

100

50

Figura 3-33. Grafica de valores discretos de la elevacion de lamina de agua. La linea negra representa la PML
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Figura 3-34. Elevacion de lamina de agua

Figura 3-35. Mapa de valores del coeficiente de propagacion.

Vemos como la solucion numérica es coherente y podemos apreciar los fenomenos de propagacion existentes.



>4 La Técnica de Empleo de Esponjas Numéricas “Perfectly Matched Layer” en Modelos 2-D

3.8 Ejemplo de aplicacion Il: Darsena portuaria Il

Como segundo ejemplo de aplicacion, vamos a disefiar un modelo de darsena sencillo aplicado a un caso real.
Se ha elegido para ello el Puerto de Barbate:

Figura 3-36. Vista exterior del puerto de Barbate

Gracias a la herramienta de AUTOCAD podemos llevarnos imagenes importadas en planta y escalar nuestro
modelo. A continuacion, se presenta un esquema del modelo del puerto a implementar:

7/ Mk FomLext
rPMLe)d : :
r—-——-=—=-==° ] I
{ ) i l
i ] ' PML int ‘
| |_F’ML,int 1 1 " |
: : I Rx l
: i | Qe D TomL et
ComLext | O ] | 1
i ! : | 8
i 1 Ot | }
R R e e e e e e e e e e S |- === === == 4+
: : rF'!\/-’IL,lnt : :
N | ) l
y o1/} ' Qb ' Qfih }
1 1 |
%- _ il o ___ I
(D}/* X ‘> FomL ext I
245
I N
365

Figura 3-37. Esquema del modelo del puerto de Barbate
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Donde ya se ha incluido la capa PML y se ha distinguido por zonas para la correcta implementacion del
modelo.

En este ejemplo vamos a incorporar una batimetria recta y paralela (satisfaciendo la hipdtesis de Rayleigh
explicada al principio de este trabajo) seglin el siguiente esquema:

4 E i
I 1 -8 2
: : -10
i : 0
1 | (8]
' ; -12
Batimétrica . 14
A 1
y : :
~ ! f
‘-Dg X -
245
N
365 \{

Figura 3-38. Batimetria del modelo

Esta batimetria se incluye en el modelo a través de los datos alojados en el fichero “Batimetria2 XYZ.txt”,
que puede consultarse en el CD adjunto a este trabajo. Estos datos se incorporan en el modelo de elementos
finitos a través de una malla de puntos que crea MATLAB a través de la funcion ScatteredInterpolant y de la
que interpola para obtener la profundidad de todos los nodos del dominio.

3.8.1 Discretizacion del modelo

Como en el ejemplo anterior, la malla discretizada de este modelo esta optimizada, de manera que no presente
errores:
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El tamafio de malla va disminuyendo conforme nos vamos acercando al puerto y va decreciendo la
profundidad, para asi ajustarse de mejor manera a la longitud de onda, que va variando (puede consultarse el
codigo completo de ANSYS en el CD adjunto a este trabajo).

3.8.2 Resoluciéon numérica del problema

A continuacion, se presentan los resultados numéricos en forma de grafica de la solucion obtenida al introducir
la discretizacion. De nuevo, el periodo de onda es de S5s y se ha tomado un valor de 1.5 para gy, 1.5 veces la
longitud de onda para Lp,,; y un valor de 2 para el exponente n. El angulo del potencial entrante es de 45° con
respecto a la normal del contorno (puede consultarse el procedimiento de resolucion del problema en
MATLARB en el codigo agregado al CD anexo a este trabajo).
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Figura 3-39. Grafica de valores interpolados de la elevacion de lamina de agua. La linea negra representa la
PML
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Figura 3-40. Grafica de valores discretos de la elevacion de lamina de agua. La linea negra representa la PML
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Figura 3-41. Elevacion de lamina de agua

Figura 3-42. Mapa de valores del coeficiente de propagacion.
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Podemos observar como dentro de la darsena la agitacion es minima. Por lo tanto, a priori (ya que trabajamos
sobre un modelo sencillo), la darsena esta bien disefiada para el potencial entrante disefnado.
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4 CONCLUSION

Tras quedar explicados y aplicados todos los conceptos que aparecen en este trabajo, podemos concluir que la
aplicacion de la técnica PML sobre la ecuacion de pendiente suave ha arrojado resultados bastante
satisfactorios. Pasamos a repasar lo que se ha conseguido en cada capitulo.

En el segundo capitulo, hemos obtenido la forma de introducir el elemento rectangular en nuestro modelo de
elementos finitos, siendo la configuracion del elemento totalmente arbitraria. Como mallador hemos usado un
programa comercial de gran uso en esta escuela, ANSY'S, desarrollando un codigo de implementacion que nos
permite obtener, en un formato apropiado, los resultados que necesitamos. Ademas, hemos comprobado como
su ajuste y el empleo de métodos de aproximacion numéricos (Cuadratura de Gauss) no impiden obtener
resultados numéricos que no difieren en gran medida con los analiticos.

En el tercer capitulo, hemos introducido la técnica PML a través de una modificacion (paso al campo
complejo) de la ecuacion MSE y hemos obtenido la formulacion de elementos finitos para aplicarla a nuestro
modelo. También se ha modificado el cddigo de ANSYS antes implementado para tener en cuenta la capa
PML y poder distinguirla del dominio interior, al aplicarse ecuaciones distintas. Hemos comprobado la
formulacion de la PML a través de una serie de ejercicios y se ha demostrado como la incorporacion de esta
capa mejora los resultados visiblemente con respecto a la aplicacion de la MSE original. Por ultimo, todos los
conceptos se han aplicado para resolver un problema de darsena portuaria y obtener los fenomenos de
propagacion que puede presentar.

Cabe destacar que como posible implementacion en el futuro se opte por introducir elementos rectangulares de
mayor orden, como el elemento rectangular de 9 o 16 nodos. Esto es debido a que la hora de discretizar, el
elemento rectangular cuenta con contornos lineales y esto produce que no pueda ajustarse a geometrias mas
complicadas mas alla de la poligonal, como la curva o la presencia de angulos agudos. También es de menla
potencia de los ordenadores es limitada, por lo que con mayor capacidad podrian resolverse problemas con
mallas mucho mas discretizadas y poner detalle a elementos de interés dentro del dominio. Otro factor a tener
en cuenta es la linealidad del problema, ya que al aplicarse la hipotesis de fondo suave las batimetrias a poder
implantar deben ser sencillas y sin demasiada variabilidad en la pendiente. Es por ello que el tener en cuenta el
el factor de no linealidad del problema podria acercarnos a poder resolver problemas mas reales, donde las
batimetrias son bastante complejas.
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