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Resumen

En este trabajo estudiamos dos situaciones distintas, pero a la vez muy parecidas.

En el primer problema nos encontraremos con tres satélites que deben alcanzar seis zonas diferentes. Todos
los satélites son analogos en costes y beneficios, pero saturan la capacidad de satélites que caben en una
Orbita. Creamos por tanto un grafo de colores, un color por cada satélite, que se une a las distintas zonas
gue son capaces de alcanzar. Creamos a su vez un valor basado en Myerson y en los grafos de colores para
medir la importancia de cada satélite en funcién de las zonas que alcanza en el grafo de colores.

En este caso no hay resultados sorprendentes ya que eliminamos una satélite que alcanza menos zonas que
los otros dos. Debemos saber que el valor de Myerson también depende de la distribucién de las zonas en
el grafo.

En el segundo problema nos encontraremos en una galeria de arte la cual debe ser vigilada durante las
veinticuatro horas que tiene el dia. Para ello dispondremos de tres sistemas de camaras de seguridad
distintos. Todos los sistemas, como en el caso anterior, los consideraremos analogos en costes y beneficios.
La galeria dispone de un presupuesto limitado, con el cual solo se pueden adquirir dos de los tres sistemas
que se disponen. Creamos por tanto un grafo de colores, un color por cada sistema, que se une a las paredes
que vigilan. Nuevamente se define un valor basado en Myerson y en los grafos de colores para medir la
importancia de cada sistema de cdmara de seguridad en funcion de las paredes que vigila en el grafo de
colores.

Aungue de nuevo los resultados no son sorprendentes, ya que eliminamos el sistema azul, el sistema que
menos paredes es capaz de vigilar, debemos saber que el valor de Myerson también depende de la
distribucion de las paredes en la habitacion, es decir, en el grafo.



Abstract

In this thesis we study two different situations, but at the same time they are quite similar. In the first case,
we will find the next problem, three satellites which must reach six different areas. All satellites are
analogous in costs and benefits, but they saturate the capacity of the orbit. We create a graph of colors, a
color for each satellite, which links the different areas they can reach. We also create a value based on
Myerson and the color graphs to measure the importance of each satellite based on the number of areas that
they can reach in the color graph.

In our case there are no surprising results since we eliminate a satellite that reaches the least number of
areas. We must know that the value also depends on the position of the areas in the color graph.

In the second case we face the art gallery problem, where all the walls must be secure, for this we will
dispose of three security camera systems, all of them are analogous in costs and benefits, but the art gallery
has limited budget, the main reason why they must choose two of the three different systems. We create a
graph of colors, a color for each camera system, which secure the different walls of art gallery. We also
create a value based on Myerson and the color graphs to measure the importance of each security camera
system based on the number of walls that they can secure in the color graph

Again, the result is not surprising due to the system that is eliminated is the blue one which secure the
least number of walls. We must know that the Myerson’s value apart of the number of walls it secures, it
also depends of the position of the walls in the graph
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1 INTRODUCCION

El grafo de colores es uno de los conceptos mas importantes en la teoria de grafos y ha sido
utilizado en muchas aplicaciones reales en la ingenieria y en la ciencia. El coloreado apropiado
de un grafo es el coloreado de los vértices y de las aristas con el minimo nimero de colores de
modo que no haya dos vértices adyacentes con el mismo color. EI minimo nimero de colores es
conocido como numero cromatico y la grafica denominada como grafo de colores.

El origen de la teoria de grafos comenzo con el problema del puente de Koinsberg, en 1735. Este
problema condujo al concepto del grafo Euleriano. Euler estudio el problema del puente de
Koinsberg y construy6 una estructura para resolver el problema llamado el grafo Euleriano. En
1840, A.F Mobius dio con la idea de un grafo completo y un grafo bipartito y Kuratowski
demostrd que son planas por medio de problemas recreativos. EI concepto de arbol (un grafo
conectado sin ciclos) fue implementado por Gustav Kirchoff en 1845, y emple6 ideas tedricas de
grafos en el calculo de corrientes en redes o circuitos eléctricos. En 1852 Thomas Gutherie se
encontré con el famoso problema de los cuatro colores. Después en 1856, Thomas. P. Kirkman y
William R.Hamilton estudiaron los ciclos de polihidra e invent6 el concepto llamado grafo
Hamiltoniano para estudiar los trayectos los cuales se visitan una sola vez. En 1913, H.Dudeney
menciono un problema cercano, el del rompecabezas. Kenneth Apple y Wolfgang Haken lograran
resolver el problema de los cuatro colores un siglo después de plantearse. Es cuando se considera
el nacimiento de la teoria de grafos. Caley estudi6 formas analiticas particulares de calculo
diferencial para estudiar los arboles. Esto tuvo muchas implicaciones en la quimica tedrica,
condujo a la invencién de la teoria de grafos enumerativos. De todos modos, el término “Grafo
“no fue introducido hasta 1878 cuando Sylvester dibuj6 una analogia entre invariantes de algebra
y diagramas moleculares. En 1941, Ramsey trabajo en coloraciones las cuales condujeron a la
identificacion de otra rama de la teoria de grafos llamada teoria de grafos extrema. En 1969,
Heinrich resolvio el problema de los cuatro colores usando computadoras. El estudio de la
conectividad de grafos asintoticos dio lugar a la teoria de grafos aleatorios. Hasta aqui una breve
introduccion de la historia de la teoria de grafos.

Pasamos a exponer el uso de la coloracion de grafos. La coloracion de grafos se utiliza
especialmente en diversas areas de investigacion de la informatica, como la extraccion de datos,
la segmentacidn de imagenes, la agrupacién de imagenes, la captura de imagenes, la creacion de
redes, etc. bordes De manera similar, el modelado de las topologias de red se puede hacer usando
conceptos grafos. Las aplicaciones mas importantes de la coloracion de grafos son la asignacion
de recursos o la programacion. Ademas, las rutas, los paseos y los circuitos en la teoria de grafos
se utilizan en numerosas aplicaciones, como el problema de los vendedores ambulantes, el disefio
de bases de datos y las redes de recursos. Esto lleva al desarrollo de nuevos algoritmos y teoremas
que se pueden usar en muchas otras aplicaciones. Existen varios métodos de coloracion
disponibles y se pueden utilizar segln los requisitos. La coloracion adecuada de un grafo es la
coloracion de los vértices y aristas adyacentes con un nimero minimo de colores, de modo que
no haya dos vértices adyacentes que tengan el mismo color. El nimero minimo de colores se
denomina nimero cromatico y el grafo se denomina grafo de color adecuado.

Hay otros ejemplos que podrian ser estudiados como los siguientes.



1. El problema de horarios:

En un colegio donde hay m profesores y n clases. Un profesor cualquiera mi es requerido
para ensefiar en cada clase nj durante un periodo pij determinado. Organizar un horario
completo con el minimo nimero de periodos posibles. Esto es conocido como el
problema de los horarios. Sabemos que, en cada periodo, cada profesor puede ensefiar en
una sola clase, y que en cada clase solo puede haber un solo profesor. Por lo tanto, un
horario de ensefianza para un periodo corresponde a una coincidencia en el grafo y, por
el contrario, cada coincidencia corresponde a una posible asignacién de profesores a las
clases durante un periodo.

2. Programacion del trabajo:

Aqui los trabajos son representados como vértices del grafo y habrd una ventaja entre
dos trabajos si estos no pueden ser realizados al mismo tiempo. Ya que existe una
correspondencia 1-1 entre una programacion factible de los trabajos y el grafo de colores.

3. Programacion de aeronaves:

Suponiendo que hay k aeronaves y que deben asignarse n vuelos. El i-esimo vuelo debe
ser durante el intervalo de tiempo (a;, b;)Si se superponen dos vuelos, no Se puede
asignar el mismo avién a ambos vuelos. Este problema se modela como un grafo de la
siguiente manera. Los vértices del grafico corresponden a los vuelos. Se conectaran dos
vértices, si los intervalos de tiempo correspondientes se superponen. Por lo tanto, el
grafo es un grafo de intervalo que puede colorearse de manera éptima en el tiempo
polinomial. Asi podemos decidir qué vuelo es mas importante en ese momento.

4. Tareade un biprocesador: Suponga que hay un conjunto de procesadores y un conjunto
de tareas. Cada tarea debe ejecutarse en dos procesadores simultaneamente y estos dos
procesadores deben asignarse previamente a la tarea. Un procesador no puede trabajar
en dos trabajos simultaneamente. Este tipo de tareas surgiran en la programacion de
transferencia de archivos entre procesadores. Considere el grafo cuyos vértices
corresponden a los procesadores, y si hay una tarea que debe ejecutarse en los
procesadores i y j, entonces agregamos un borde entre los dos vértices correspondientes.
Ahora, el problema de programacion se puede modelar como una coloracion de bordes
de este grafo: no podemos tener dos bordes del mismo color incidente en el mismo
vértice. De esta forma ser capaz de discernir los procesadores mas importantes.

5. Coloracion de mapas y Redes de telefonia movil GSM:

GSM es una red de telefonia movil donde el area geografica de la red se divide en regiones
o0 células hexagonales. Cada célula tiene una torre de comunicacion que se conecta con
los teléfonos moviles dentro de la célula. Todos los teléfonos méviles se conectan a la
red GSM buscando células en los vecinos. Dado que GSM funciona solo en cuatro rangos
de frecuencia diferentes, esta claro por la teoria de grafos que solo se

pueden usar cuatro colores para colorear las regiones celulares. Estos cuatro colores
diferentes se utilizan para colorear adecuadamente las regiones. Por lo tanto, el algoritmo
de coloracion de vértices puede usarse para asignar como maximo cuatro frecuencias
diferentes para cualquier red de telefonia mévil GSM.

El objetivo de esta breve introduccion ha sido presentar la importancia de las ideas tedricas de
grafos en diversas areas de aplicaciones informaticas para investigaciones que pueden usar
conceptos tedricos graficos. Se presenta una vision general especialmente para proyectar la idea
de la teoria de grafos.



Respecto al trabajo, en el Capitulo 1 haremos una introduccion de la teoria de grafos seguidamente
pasaremos al Capitulo 2 donde introducimos la Teoria de juegos y grafos de colores como
herramienta de modelizacion y solucién de este tipo de problemas. Después, en el Capitulo 3, se
mostrara una breve introduccion al GPS, ademas motivamos y planteamos un caso que es real, el
de los satélites, que conectan diferentes zonas con la finalidad de garantizar un funcionamiento
correcto del GPS. En el Capitulo 4 aplicamos estas herramientas a nuestro problema en concreto
dando una solucién plausible a la situacion planteada. En el Capitulo 5 volvemos a empezar y
desarrollaremos un nuevo caso, el de las cAmaras de seguridad, la estructura a seguir sera la misma
que la acometida anteriormente. Por tanto, en el Capitulo 5, haremos una introduccion a las
camaras, ademas de motivar y plantear el caso. En el 6 aplicaremos las herramientas necesarias
para encontrar una solucion que resuelva la situacion planteada. Por ultimo, en el Capitulo 7
establecemos las conclusiones de ambos casos.



2 TEORIA DE JUEGOS Y GRAFOS DE
COLORES

problema, Para ello desarrollaremos las ideas basicas de juegos cooperativos y las estructuras
de comunicacion. Terminaremos con una descripcion teérica del valor que aplicaremos al
problema.

n Continuacion desarrollaremos brevemente la teoria que mas adelante aplicaremos a nuestro

2.1 Juegos cooperativos.

Un juego cooperativo con utilidad transferible, juego desde ahora, es un par (N,v) donde N =
{1,n} es un conjunto de elementos finito y es una aplicacion en las partes de N que satisfacen
v (@) = 0. Los elementos de N se denominan jugadores, los subconjuntos de jugadores se
denominan coaliciones y la aplicacion v es la funcion caracteristica del juego. Si (N,v) es un
juegoy S < N, entonces (S, v) es un juego nuevo donde v ahora es la restriccién de la funcion
caracteristica a 25

Un valor para juegos es una funcién sobre juegos que determina para cada (N, v) un vector
¢:(N,v) - RVN.El vector asignado a cada juego generalmente se interpreta como un vector de
pago, una asignacion de los beneficios de cooperacion entre todos los jugadores.

El valor Shapley es el valor mas conocido para juegos. Esta definido para todo el juego (N, v) y
todo jugador i como

snvn =y () @) - v\ @)

S
{SCN:ieS}

2.2 Estructuras de comunicacion.

Sea N un conjunto finito de jugadoresy LN = {{i,j} € N X N:i # j}el conjunto de pares de
elementos no ordenados s en N. Usamos ij = {i,j} de ahora en adelante. Una estructura de
comunicacioén para N es un grafo (N, L) donde el conjunto de nodos es N y el conjunto de aristas
L c LN es el conjunto de enlaces factibles (comunicaciones) entre los jugadores en N. Por lo
tanto, identificamos una estructura de comunicacion para un conjunto fijo N con el conjunto de
enlaces L. Si L = @, obtenemos un grafo solo con nodos aislados (sin enlaces).



Un juego con estructura de comunicacion es una tripleta (N, v, L) donde (N, v) es un juego
cooperativo y L es una estructura de comunicacion para N. Un juego cooperativo habitual (N, v)
se identifica con el juego con comunicacion estructura (N, v, LN).

Sea (N, v, L) un juego con estructura de comunicacion. Dos jugadores i,j € N estan conectados
por L si hay un camino en L desde i hasta j, es decir, existe {iy,... , iy} € N coni,=ie i,=j.

Una coalicion S < N cuyos nodos estan conectados por las aristas de L se llama conexa. Las
coaliciones conexas maximales corresponden a los conjuntos de nodos de las componentes
conectadas del grafo (N, L) y los denominamos N / L. Esta familia N / L es en realidad una
particion de N.

Si § SN es una coalicién, entonces LS = {ij € L:i,j € S} es una nueva estructura de
comunicacién sobre N que usa solo las aristas de L entre jugadores de S En particular (S,v,LS)
representa la restriccion a S del juego y la estructura de comunicacion tomando solo los nodos en
S. Usaremos la notacion S /L = S/ LS.

El modelo de Myerson [9] asume que las coaliciones conectadas son las Unicas coaliciones
factibles en el juego en el sentido de que las otras cambian sus ganancias dependiendo de las
coaliciones conectadas que contienen. Por lo tanto, un valor para juegos con estructuras de
comunicacioén es una aplicacion sobre esta familia de juegos que obtiene un vector de pago para
cada juego con estructura de comunicacion. El valor de Myerson es un valor para juegos con
estructura de comunicacion basada en el valor de Shapley.

Dado (N,v,L), Myerson [9] define un nuevo juego (N, v%), el juego grafo, que incorpora la
informacion de la estructura de comunicacion, v=(S) = Yres/. v(T) paratodo S € N. Entonces,
el valor de Myerson es

uw(N,v,L) = Sh(N,vb).

Las propiedades més interesantes del valor de Myerson, que maximizan este valor, son la
eficiencia por componentes, y la justicia, para cada ij € L tenemos:

W, v, L) — (N, v, L\ {ij}) = w(N,v,L) —j(N, v, L\ {ij D).

2.3 Juegos en estructuras de comunicacion coloreadas.

En esta seccion presentamos la notacion sobre gréficos de colores que necesitaremos para
describir nuestro problema general para juegos en estructuras de comunicacion de colores.



Un grafo de colores (por enlaces) sobre N es un conjunto finito L = {L,,...., L,,} de grafos sobre
N. ldentificamos cada gréfica L, con un color k. Por lo tanto, diremosque M = {1,...,m}la
paleta del grafo de colores.

Seal = {Ly,....,Ly} ungrafodecolorsobre Ny M = {1,...,m}. SiA < M definimos L 4
como L, ={Lp}pea, €sdecir, un nuevo grafo de colores que reduce la paleta a A.

Denotamos
L A :UpEA Lp

que es la union de todos los gréaficos pintados con colores en A.

A continuacidn, se muestra un ejemplo para aclarar el concepto de suma de grafos. El ejemplo
tiene un grafo de tres colores, uno azul, otro rojo y otro verde. M={r,b,g}. Los grafos son:

Ilustracion 1 . Grafo rojo



Tlustracion 2. Grafo azul

Tlustracion 3. Grafo verde



Ilustracion 4. Suma grafo azul y verde

[lustracion 5. Suma grafo rojo y azul



Ilustracion 6. Suma grafo rojo y verde

[lustracion 7. Suma grafo rojo, verde y azul

Podemos considerarlo como otro grafo de un nuevo color.

Decimos que un grafico de color L esta conectado a nivel k, si al eliminar los enlaces de
cualesquiera k colores de la paleta, la suma de los n — k colores restantes esta conectada, y si
eliminamos k + 1 colores, el gréafico restante no esta siempre conectado.

Por lo tanto, si L estd conectado a k, entonces k es el nimero maximo de colores que podemos
eliminar de la paleta para que la suma de todos los gréficos de colores restantes permanezca
conectada. Particularmente, L estd conectado a nivel O si L es conexo, pero L \ {p} no esta
conectado para todas lasp € M. El nUmero k se denomina nivel de conexion de L.



2.4 Descripcion del valor y solucion a nuestro problema

Para describir nuestro problema, seleccionamos un conjunto de agentes N. Tenemos un juego
sobre N con una funcion caracteristica que establece el valor de cada grupo de agentes segun
nuestros criterios.

Un grafo de color L sobre N representa diferentes sistemas de comunicacidn cuya suma garantiza
la conexion, aungue hasta cierto nimero k (el nivel de conexidn) a partir del cual la conexion de
los sistemas falla.

Finalmente, definimos una distribucion de probabilidad decreciente o sobre {0, 1, ..., k}, es decir,
cono (0) = o (1)...= o (k) que muestra la robustez del sistema. Obviamente suponemos que
o (r) = 0o insignificante para todor > k.

Definimos un juego sobre una estructura de comunicacion coloreada como una quintupla
(N,v,L,k,o) donde (N,v) esun juego, L = {L4,....,Ly} €sun grafo de con nivel de conexion
k <m—1 y siendo o es una distribucion de probabilidad decreciente sobre {0, ..., k}.

Denotamos como g a la familia de juegos en una estructura de comunicacion de color.

Un valor para juegos en una estructura de comunicacion coloreada es una aplicacion sobre g en
RN.Este valor permite conseguir un vector de pago para los agentes en N para cada
(N,v,L,k,0) € ¢

Definicion del valor: Sea (N,v,L,k,0) € g un juego en una estructura de comunicacion de
colores. El valor de Myerson en la estructura de colores se define para un jugador i como:

k
1
ui(N,v,L,k,0) = C(m—ka)z a(r) 2 wi(N, v, Ly 4)
r=0 {AcM;|Al=T}

donde C(m ko) =3k_oo(r) (T)

Observar que el reciproco de la ultima expresion es la probabilidad de que, borrando cualquier
conjunto de colores de la suma, el resto de los colores formen un grafo conexo.

10



3 EL PROBLEMA GPS

3.1 Introduccion GPS.

El Sistema de posicionamiento global (GPS; Global Positioning System), es un sistema que
permite determinar con alta precision la posicién de un objeto cualquiera, ya sea una persona, un
vehiculo, etc. Dicho sistema fue desarrollado, instalado e implementado por el Departamento de
Defensa de los EE. UU, con la finalidad de ser capaz determinar la posicién a tiempo real en el
globo. Es una utilidad propiedad de los EE. UU, que permite a los usuarios servicios de
posicionamiento, navegacion y sincronizacion (PNT).

La composicion del sistema GPS consta de tres partes principales:

El segmento espacial, el segmento de control y el segmento de usuario. La Fuerza Aérea de los
Estados Unidos desarrolla, mantiene y opera los segmentos de espacio y control. Para determinar
las posiciones, el sistema se sirve de tres o mas satélites y utiliza la trilateracion
(método matematico para determinar las posiciones relativas de objetos usando
la geometria de triangulos de forma analoga a la triangulacion.) para determinar la posicion con
cierta exactitud. En la practica se suelen utilizar 4 o mas satélites.

llustraciéon 8.  Trilateracion. (método matematico para determinar las posiciones relativas de
objetos usando la geometria de triangulos de forma analoga a la triangulacion)

El segmento espacial del GPS consiste en una constelacion de satélites que transmiten sefiales de
radio a los usuarios, estas sefiales son emitidas gracias a la disponibilidad de 24 satélites GPS que
estan operativos el 95% del tiempo. Para ser capaz de garantizar esta disponibilidad, los Estados
Unidos, han estado volando en los ultimos afios unos 31 satélites GPS.
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Tlustracion 9. Satélite de la U.S Air Force

Los satélites GPS vuelan en Orbita terrestre media (MEO por el inglés Medium Earth orbit) a una
altitud de aproximadamente 20,200 km (12,550 millas). Cada satélite rodea la Tierra dos veces al
dia. Los satélites estan organizados en seis planos orbitales los cuales estan igualmente espaciados
y rodean la Tierra. Cada plano contiene cuatro “ranuras” ocupadas por satélites de linea de base.
Esta disposicion de 24 ranuras (6 planos por 4 ranuras que tiene cada una) garantiza que los
usuarios puedan ver como minimo cuatro satélites desde practicamente cualquier localizacion del
planeta.

©AF

llustracion 10. Seis planos orbitales equiespaciados que rodean la tierra

La Fuerza Aérea normalmente vuela con mas de 24 satélites GPS para mantener la
cobertura cada vez que los satélites de linea de base reciben servicio o se retiran del servicio. Los
satélites adicionales pueden aumentar el rendimiento del GPS, pero no se consideran parte de la
constelacion central. En junio de 2011, la Fuerza Aérea completd con éxito una expansion de la
constelacion de GPS conocida como la configuracién "Expandible 24". Tres de las 24 ranuras se
expandieron y seis satélites se reposicionaron, de modo que tres de los satélites adicionales se
convirtieron en parte de la linea de base de la constelacion. Como resultado, el GPS ahora
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funciona efectivamente como una constelacion de 27 ranuras con cobertura mejorada en la mayor
parte del mundo.

3.2 Motivacion del problema GPS

En lo que sigue vamos a desarrollar los fundamentos que han motivado la realizacion de este
trabajo de fin de grado y los argumentos que avalan el tema escogido de investigacion. En la
actualidad el GPS es una realidad con la que convivimos diariamente, hoy en dia es indispensable
imaginarse un mundo en el cual no existiese este sistema. Enumeramos algunos de eso
fundamentos.

1. EIGPSesun elemento esencial de la infraestructura de informacion global. La naturaleza
libre, abierta y confiable del GPS ha llevado al desarrollo de cientos de aplicaciones que
afectan directamente todos los aspectos de la vida moderna. La tecnologia GPS se
encuentra ahora en todo, desde teléfonos maviles, relojes de pulsera, coches hasta
contenedores de envio y cajeros automaticos.

El GPS ha conseguido aumentar la productividad en una amplia franja de la economia,
donde se incluyen la agricultura, la construccidn, la mineria, la topografia, la entrega de
paquetes y la gestion logistica de la cadena de suministro. Las principales redes de
comunicaciones, los sistemas bancarios, los mercados financieros y las redes eléctricas
dependen en gran medida del GPS para la sincronizacion precisa del tiempo. Algunos
servicios inalambricos no pueden funcionar sin él.

Ilustracion 11.Agricultor utilizando el GPS para sembrar.
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3. EIl GPS salva vidas al prevenir accidentes de transporte, ayudando a los esfuerzos de
blusqueda y rescate, y acelerando la prestacion de servicios de emergencia y socorro en
casos de desastre. Ademas, es vital para el Sistema de Transporte Aéreo de Nueva
Generacion (NextGen) que mejorara la seguridad del vuelo al tiempo que aumenta la
capacidad del espacio aéreo. También permite mejorar objetivos cientificos tales como el
prondstico del tiempo, el monitoreo de terremotos y la proteccion ambiental.

4. Gracias al GPS se han conseguido hacer rutas aéreas nuevas y mas eficientes, se realizan
grandes ahorros en tiempo, gasoil y por tanto en dinero, también permite reducir la
separacion entre aeronaves, manteniendo una separacion idonea, lo que permite mayor
afluencia de aviones viajando al mismo tiempo sin que haya el menor riesgo de accidente.
Al mismo tiempo, en los aeropuertos, aumenta significativamente los beneficios
operativos y de seguridad, permite aterrizajes en condiciones meteoroldgicas de poca
visibilidad. En el Sistema de Advertencia de Proximidad a Tierra Mejorada (EGPWS) ha
demostrado ser exitoso en la reduccion del riesgo de vuelo controlado en terreno, una
causa importante de muchos accidentes de aviacion.

Tlustracion 12.Avion aterrizando en condiciones de poca visibilidad

Ademas de los beneficios ya mencionados anteriormente el GPS ayuda a pronosticar cambios en
el entorno. Al integrar el GPS en métodos operacionales utilizados por meteorélogos se puede
determinar el contenido de agua en atmosfera, o que mejora la precisién de los pronésticos
meteoroldgicos. Ademas, la proliferacion de sitios de rastreo y mareas por GPS junto a la mejora
en la estimacion de componente vertical de la posicion de un sitio a partir de las mediciones por
GPS, brindan una oportunidad Unica de observar directamente los efectos de las mareas oceénicas.
Sin ir més lejos, en el desastre del derrame de petréleo de 2010 en el Golfo de México, el GPS
jugo un papel decisivo en el cual todos los equipos de limpieza se apoyaron.
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Tlustracion 13.El derrame del Golfo de México en 2010.

Los nuevos usos del GPS se inventan todos los dias y estan limitados Unicamente por la
imaginacion humana.

3.3 Descripcion del problema GPS

El objetivo de nuestro estudio es la resolucion mediante las matematicas de un problema
muy actual. Mas concretamente, estudiaremos este problema y trataremos de resolverlo
desde la rama de la matematica que es la teoria de juegos. Abordaremos una problematica
de carécter general. Dicha problematica, consiste en poder diferenciar el orden de
importancia que debemos de seguir para la toma de decisiones en funcién de multitud de
factores, donde a priori no hay ningun orden claro. Para resolverlo, crearemos un modelo
basado en grafos de color siguiendo el anterior capitulo, que nos permitira a través de la
generalizacion del valor de Myerson determinar una medida de la importancia de las
diferentes posibilidades que se nos presentan y asi decidir de cual podemos prescindir.

El Departamento de Defensa de los EE. UU, con la finalidad de ser capaz determinar la
posicion a tiempo real en el globo lanzara tres satélites diferentes que se colocaran en tres
orbitas distintas, por tanto, cada satélite tendra unas coordenadas diferentes, en funcion de
las coordenadas que tenga el satélite, es decir, donde esté colocado, el satélite sera capaz de
alcanzar ciertas zonas geograficas o no. Lo mas conveniente es que alcance el mayor
namero de zonas para asi garantizar el funcionamiento a la perfeccion del sistema GPS. De
esta forma el Departamento de Defensa de los EE. UU estudia que satélites debe enviar,
teniendo en cuenta que el satélite que mas zonas alcanza serd mas costoso y por tanto

15



reducird los beneficios del proyecto. Una vez realizados los estudios y propuestas, el
Departamento de Defensa debe acometer una decision final, y decidir que tres satélites
enviaran teniendo en cuenta el siguiente requisito, si se prescinde de uno de los tres satélites,
ya colocados en sus orbitas, los otros dos deben garantizar el funcionamiento del GPS, es
decir, deben alcanzar todas las zonas.

Ante esta situacion los altos directivos del Departamento de Defensa de los EE. UU se
retnen para simplificar la situacion. Llegan a la conclusion de que solo se pueden costear
dos de los tres satélites, esto no sera un problema ya que dos satélites pueden garantizar el
funcionamiento del GPS, porgue son capaces de alcanzar todas las zonas.

La pregunta que les queda por resolver a los altos directivos es decidir qué satélites de los
3 dejan fuera, a priori no hay diferencia entre los 3 satélites. Por tanto, la problematica es
cémo decidir esto. Ante esta situacion daremos prioridad a los satélites que son capaces de
alcanzar mas zonas. Es entonces donde entra en juego el modelo que crearemos basado en
los grafos coloreados que como hemos mencionado anteriormente, a través de la
generalizacion del valor de Myerson nos permitira discernir cual es el menos importante y
por tanto el satélite del cual prescindiremos.

Procedemos a exponer el ejemplo mas detallado en el que podamos ver esta situacion de
una forma mas clara.

En este ejemplo analizaremos la situacion de 3 satélites
o Satélite 1(S1)
e Satélite 2 (S2)
e Satélite 3 (S3)
Y 6 posibles destinos:
e Zonal(Z1)
e Zona?2(Z2)
e Zona 3 (Z3)
e Zona 4 (Z4)
e Zona 5 (Z5)
e Zona 6 (26)

De las 6 posibles zonas:

e Slalcanzard 71, 72,73, Z5 y Z6.
e S2alcanzard 71, 72 y Z4.
e S3alcanzard 72, 73,274,725y 76

Para visualizar mejor esto, se expone a continuacion un grafico con las zonas que
alcanza cada satélite.
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Tlustracion 14.Grafo con satélites y las zonas que alcanzan.
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4 RESOLUCION DEL PROBLEMA GPS

Dividiremos el problema planteado en la seccion anterior en dos partes. En primer lugar,
calcularemos el valor para grafos de colores en cada zona que en la primera fase estas actian de
nodos.

Normalmente un juego suele expresar el coste o el beneficio de la cooperacidn de un conjunto de
jugadores. Como el comité de expertos han llegado a la conclusion de que en este caso estos no
son factores determinantes hemos decidido tomar un juego donde el valor de una coalicién de
zonas, es decir v(s), es igual al nimero de zonas alcanzadas por los satélites segun el grafo. Aqui
una arista de una zona a otra se cuenta solo una vez.

En segundo lugar, calcularemos el valor de Myerson, una vez hecho esto, Calculamos el valor
asignado a los satélites como la suma de los valores en colores de las zonas y decidimos que
sistemas eliminar.

4.1 Tablas

El juego seria en nuestro caso: v(S)

Tabla 1. Calculo de v (S) para el grafo general L

S v(S)
? 0
Z6 2
Z5 3
75-26 3
Z4 4
74-76 7
Z4-75 6
Z4-75-26 8
Z3 5
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Z3-76 8
Z3-75 7
Z23-75-76 8
73-74 8
Z23-74-76 11
Z3-74-75 9
73-74-75-76 11
72 6
72-76 8
Z22-75 9
72-75-76 10
72-74 9
712-74-76 11
Z2-74-75 11
72-74-75-76 12
Z22-73 9
22-73-76 11
22-73-75 11
72-73-75-76 12
22-73-74 11
72-73-74-76 13
72-73-74-75 12
22-73-74-75-76 13
Z1 4
71-76 7
Z1-75 6
71-75-76 9
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71-74 7
21-74-76 10
21-74-75 9

Z1-74-75-76 11

71-73 8
21-73-76 11
21-73-75 10

21-73-75-76 12
721-73-74 10
21-73-74-76 13
721-73-74-75 11
71-73-74-75-76 13

721-72 8
71-72-76 10
21-72-75 11

Z1-72 -75-76 12
71-72-74 10
21-72-74-76 12
21-72-74-75 12
21-72 -74-75-76 13
21-72-73 10
71-72-73-76 12
21-72-73-725 12
71-72-73-75-76 13
21-72-73-74 11
21-72-73-74-76 13
71-72-73-74-75 12
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71-72-73-74-75-76 13

Nuestro grafo de colores puede ser representado como:

[lustracion 15.Grafo de colores de nuestro problema general L

En esta representacion el grafo azul indica las zonas que son alcanzadas por el satélite 1, el verde
el satélite 2 y el rojo el 3. Hemos representado el grafo por bloques completos de color indicando
que zonas estan relacionas por un satélite si este es capaz de alcanzar ambas

Nuestra paleta entonceses L = {L,,L,, L3} de donde M = {1,2,3}

Eliminacion del color azul: Grafo L,
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[lustracion 16.Grafo de colores L3

El juego vt23 sera: el juego grafo de Myerson asociado al grafo L,5.

Por ejemplo v23(Z1-26-Z5) = v(Z1)+V(Z5-26) debido a que Z5 y Z6 estan conectados en el grafo
yZ1no.

Tabla 2. Calculo de vtz3

S v(s)
) 0
26 )
75 5
75-26 3
74 6
24-26 v(Z4)+v(Z6) 6
74-75 s
74-75-76 6
Z3 5
23-26 v(Z3)+v(Z6) 4
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73-75

v(Z3)+v(Z5)

Z3-75-76

v(Z3)+v(25-26)

723-74

Z3-74-76

v(Z3-Z4)+v(Z6)

73-74-75

73-74-75-76

Z2

722-76

722-75

v(Z2)+v(Z5)

22-75-76

72-74

72-74-76

22-74-75

22-74-75-76

22-73

22-73-76

22-73-75

v(Z2-723)+v(Z5)

22-73-75-76

22-73-74

22-73-74-76

72-73-74-75

22-73-74-75-76

71
Z1-26 v(Z1)+v(Z6)
21-25 v(Z1)+v(Z5)

21-25-26 v(Z1)+v(Z5-26)
71-74
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71-74-76

v(Z1-24)+v(z6)

71-24-75
71-24-75-26
71-73 v(Z1)+v(Z3)
71-23-76 v(Z1)+v(Z3)+v(Z6)
71-23-25 v(Z1)+v(Z3)+v(Z5)
71-23-25-26 v(Z1)+v(Z3)+v(Z5-26)
71-73-24
71-73-74-26 v(21-23-24)+v(Z6)
71-23-24-75

71-73-74-75-26

71-72

21-72-76

Z21-72-75

v(Z1-22)+v(Z5)

Z1-72 -75-76

21-72-74

71-22-74-76

21-72-74-75

7172 -74-75-26

21-72-73

21-72-73-76

21-72-73-75

v(Z1-22-Z3)+v(25)

21-72-73-75-76

721-72-73-74

71-72-73-74-76

21-72-73-74-75

71-22-73-74-75-76
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Eliminacion del color verde: Grafo L;3

Ilustracion 17.Grafo de colores Lq3

El juego vl13 sera: el juego grafo de Myerson asociado al grafo L, 5.

Por ejemplo v13(24-26) = v(Z4)+V(Z6) debido a que Z4 y Z6 no estan conectados en el grafo.

Tabla 3. Calculo de vl

S v(s)
) 0
6 3
Z5 3
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75-76 3
74 2
74-76 v(Z4) + v(Z6) 5
74-75 4
74-75-26 6
Z3 5
73-76 v(Z3)+v(Z6) 8
73-75 7
73-75-26 9
73-74 6
73-74-26 v(Z3-Z4)+v(Z6) 9
73-74-75 7
73-74-75-26 9

72 4

72-26 6

72-75 v(Z2)+v(Z5) 7

72-75-76 8

72-74 v(Z2)+v(Z4) 6

72-74-76 v(Z2-26)+v(Z4) 8

72-74-75 v(Z2)+v(Z4-25) 8

72-74-75-76 9

72-73 7

72-73-26 9

72-73-75 9

72-73-75-26 10

72-73-74 8

72-73-24-76 10
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72-73-74-75 9
72-73-74-75-76 10
yAl 2
71-26 v(Z1)+v(Z6) 5
71-75 v(Z1)+v(2Z5) 5
71-75-26 v(Z1)+v(Z5-26) 7
71-74 v(Z1)+v(z4) 4
71-74-76 v(Z1)+v(Z4)+V(Z6) 7
71-74-75 v(Z1)+v(z4-Z5) 6
71-24-75-26 v(Z1)+v(Z4-Z5-26) 8
7173 6
71-73-6 v(Z1-23)+v(Z6) 9
71-73-75 8
71-73-75-26 10
71-73-74 7
71-73-74-76 v(Z1-23-Z4)+v(Z6) 10
71-73-74-75 9
71-73-74-75-26 10
7122 5
71-22-76 7
71-72-75 v(Z1-22)+v(Z5) 8
71-72 -75-26 9
71-22-74 v(Z1-22)+v(Z4) 7
71-72-74-76 v(Z1-22-26)+v(Z4) 9
71-72-74-75 v(Z1-22)+v(Z4-Z5) 9
71-72 -74-75-76 10
71-72-73 7
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21-72-73-76 9
21-72-73-725 9
21-72-73-75-76 10
21-72-73-74 8
21-72-73-74-76 10
21-72-73-74-75 9
21-72-73-74-75-76 10

Por otro lado, la eliminacién del color rojo:

Ilustracion 18.Grafo de colores L4,

El juego vl12 sera: el juego grafo de Myerson asociado al grafo Ly,.

Por ejemplo v12(Z4-75-76) = v(Z4)+v(Z5-Z6) debido a que Z5 Y Z6 estan conectados en el grafo
y Z4 no.
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Tabla 4. Calculo de vk12

S v(s)
@
Z6
Z5
75-76 v(Z5-26)
Z4
74-76 v(Z4)+v(Z6)
Z4-75 v(Z4)+v(Z5)
Z4-75-26 v(Z4)+v(Z5-26)
Z3
Z3-76 v(Z3)+v(Z6)
Z3-Z5
73-75-26 v(Z3-Z5-26)
Z3-Z4 v(Z3)+v(Z4)
73-24-26 v(Z3)+v(Z4)+v(Z6)
73-74-75 v(Z3-Z5)+v(Z4)
73-74-75-26 v(Z3-25-26)+v(Z4)
Z2
72-76 v(Z2)+v(Z6)
22-75 v(Z2)+v(Z5)
72-75-26 v(Z2)+v(Z5-26)
72-74
22-24-26 v(Z2-24)+v(Z6)
72-74-75 v(Z2-24)+v(Z5)
22-74-75-26 v(Z2-24)+v(Z5-26)
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72-73

72-73-26 v(Z2-23)+v(26)
72-73-25

72-73-75-26 v(22-23-24)+v(Z6)
72-73-74 v(Z2-23)+v(24)
72-73-74-26 V(Z2-Z3)+v(Z4)+v(Z6)
72-73-74-75 v(22-23-25)+v(Z4)

22-73-74-75-76

v(Z2-73-25-26)+v(Z4)

1
7126 v(Z1)+v(z6)

71-75 v(Z1)+v(Z5)
71-75-26 v(Z1)+v(Z5-26)
71-74

71-74-76 v(Z1-24)+v(26)
71-74-75 v(Z1-24)+v(Z5)
71-74-75-76 v(Z1-24)+v(Z5-26)
7173

71-73-26 v(Z1-23)+v(26)
71-73-25

71-73-75-26 v(Z1-23)+v(Z5-26)
71-73-74

71-73-74-76 v(Z1-23-24)+v(Z6)
71-73-74-75

71-73-74-75-76

v(Z1-73-24-75-76)

7122
71-22-76 v(Z1-22)+v(Z6)
71-22-75 v(Z1-22)+v(Z5)
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71-72 -75-26 v(Z1-22)+v(Z5-26) 8
71-22-74 6
71-22-74-76 v(Z1-22-24)+v(Z6) 7
71-72-74-75 v(Z1-22-4)+v(Z5) 7
71-72 -74-75-76 v(Z1-22-Z4)+v(Z5-26) 8
71-22-73 7
71-72-73-26 v(Z1-22-Z3)+v(Z6) 8
71-72-73-75 7
71-72-73-75-26 v(Z1-22-73-75-26) 8
71-22-73-74 7
71-72-73-74-76 v(Z1-22-73-24)+v(Z6) 8
71-72-73-74-75 7
71-22-73-74-75-76 8

4.2 Calculos GPS

En este caso supondremos que la probabilidad de que funcionen todos los sistemas GPS es 0.93
y de que uno cualquiera falle es 0.07.

Estrategia

1. Calculamos el valor por colores de cada zona.
1.1 Los valores de Myerson en cada caso son

111

112

113

114

Para el grafo completo: MCZ1= 0.9833, MCZ2= 2.2833,
MCZz4= 2.4500, MCZ5=2.1000, MCZ6=1.6667
Quitando el grafo azul: MAZ1= 0.4833, MAZ2= 1.2167,
MAZ4=0.9333, MAZ5= 2.2000, MAZ6=1.7167
Quitando el grafo verde: MVZ1= 0.200, MVZ2= 0.8500,
MVZ4=1.7333, MVVZ5=0.9000, MVZ6=1.5333
Quitando el grafo rojo: MRZ1= 0.7667, MVVZ2= 1.8833,
MVZ4=1.2000, MVVZ5= 1.0500, MVZ6=1.1667.

1.2 El valor sobre el grafo de colores es para cada zona
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MVZ3=1.7833,
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121 1Z1=1[0.93 0.9833+0.07(0.4833+0.2000 +0.7667)] / [0.93+3 0.07] = 0.8912
122 1Z2=[0.932.2833+0.07(1.2167+0.8500 +1.8833)] /[0.93+3 0.07] = 2.1052
123 1Z3=[0.93 2.5167+0.07(1.4500+1.7833 +1.4333)] /[0.93+3 0.07] = 2.3396
124  1Z4=1[0.93 2.4500+0.07(0.9333+1.7333 +1.2000)] / [0.93+3 0.07] = 2.2361
125  125=[0.93 2.1000+0.07(2.2000+0.9000 + 1.0500)] / [0.93+3 0.07] = 1.9680
126 126=[0.93 1.6667+0.07(1.7167+1.5333 +1.1677)] /[0.93+30.07] = 1.6309

2. Calculamos el valor asignado a los satélites como la suma de los valores en colores de
las zonas.
2.1 vz(S)

SATELITES VALOR FINAL
Sl 0.8912+2.1052+2.2361+1.9680= 7.2005
S2 0.8912+2.3396+2.2361=5.4669
S3 2.3396+2.2361+1.9680+1.6309= 8.1746

Nuestro método asigna el menor valor, de forma significativa al satélite niamero 2. Luego este es
el que eliminamos.

32



5 EL PROBLEMA DE LAS CAMARAS

5.1 Introduccion camaras.

El uso de las camaras de seguridad comenzé como un elemento de seguridad de la
preparacion militar. EI primer documento de circuito cerrado de television CCTV tuvo
lugar en 1942 por parte del ejército aleman. Estas primeras grabaciones, eran en blanco y
negro y estaban conectadas a monitores y fueron muy importantes para la observacion de
ensayos de misiles V2 en la preparacion de ataques militares a larga distancia.

Tlustracion 19.Primeras Camaras CCTV

Maés adelante, aparecieron generadores de cuadrantes con el fin de ser capaces de poder visualizar
al mismo tiempo varias camaras en un solo monitor. A los primer grabaciones en cinta le siguieron
las grabaciones en discos digitales. A la misma vez, las camaras también evolucionar dejando
atras las de b/w y centrandose en las de color, mejorando sensiblemente la su resolucion.

Respecto a los sistemas de visionado, la realidad que conocemos hoy dista mucho de los primeros
sistemas instalados. En sus inicios estos sistemas se conocian como CCTV como sus propias
siglas indican, se trataban de circuitos cerrados de television, sin posibilidad de poder acceder
desde ningin monitor ni dispositivo fuera de dicho dispositivo. Con los avances tecnologicos
producidos afios mas tarde, empezaron a aparecer los primeros grabadores con tarjeta red, los
cuales permitian a través de ciertas aplicaciones visualizar las camaras desde ordenadores
externos a la instalacion.
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5.2 Motivacion del problema camaras

Vamos a desarrollar los fundamentos que han motivado la realizacién de este trabajo de fin de
grado y los argumentos que avalan el tema escogido de investigacion.

Todos conocemos a alguien que tiene cdmaras de seguridad en su casa, pero ;jpor qué? Es
realmente eficiente, evita ¢robos?, la respuesta es no, desgraciadamente no los evita, pero si es
verdad que reducen la probabilidad del delito y gamberrismo por su efecto disuasorio. Cémo es
I6gico, el delincuente nunca querré ser reconocido, ni identificado.

[lustracion 20.Camara cualquiera instalada en el jardin de una casa.

Entonces cual es la ventaja de tener camaras de vigilancia en casa, si segin los expertos no nos
ayudan a evitar robos. Desde luego todo suma y nada resta, pero, si de verdad queremos evitar
un robo lo que realmente se necesita es vigilancia activa, es decir, puertas de seguridad, vigilancia
las 24 horas del dia, entonces y solo entonces las camaras de seguridad tendran sentido. El sistema
de camaras de vigilancia genera una vigilancia pasiva y por tanto necesitara de vigilancia activa
(vigilantes de seguridad) para que realmente sean Utiles. De poco sirve tener camaras instaladas,
si nadie actda en caso de urgencia. Aunque lo contado anteriormente, no diga mucho a favor de
las camaras, esté claro que juegan un papel importante a la hora de prevenir o alertar, es tan asi,
que las cdmaras de seguridad se multiplican cada afio por todo el mundo. Segun el periddico “El
Mundo”, Reino Unido es el lugar méas vigilado del mundo, aunque nadie sabe con exactitud la
cifra de camaras exactas, la mas repetida es la 4.2 millones de camaras de circuito cerrado (datos
de 2010), por tanto, en la actualidad es seguro que la cifra ha crecido con creces.

5.3 Descripcion del problema camaras.
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Sabido esto, para este trabajo de fin de grado, las camaras seran instaladas en una galeria de arte
la cual debe proteger sus colecciones con cuidado. Durante el dia, los asistentes pueden vigilar,
pero por la noche esto debe hacerse con camaras de video. Estas camaras generalmente se cuelgan
del techo y giran alrededor de un eje vertical. Las imagenes de las cAmaras se envian a las pantallas
de television en la oficina de la guardia nocturna. Porque es mas sencillo vigilar pocas pantallas
en lugar de muchas, la cantidad de cAmaras debe ser la menor posible. Una ventaja adicional de
una pequefia cantidad de camaras es que el costo del sistema de seguridad que sera menor. Por
otro lado, no podemos tener muy pocas camaras, porque cada parte de la galeria debe ser visible
al menos para una de ellas. Por lo tanto, debemos colocar las cAmaras en posiciones estratégicas,
de modo que con total seguridad el sistema de camaras de vigilancia sea capaz de controlar toda
la galeria.

Ilustracion 21. Ejemplo de varias camaras vigilando las paredes de una galeria.

Si queremos definir el problema de la galeria de arte con mayor precision, primero debemos
formalizar la nocion de galeria. Una galeria es, por supuesto, un espacio tridimensional, ademas
sabemos que un plano de planta nos da suficiente informacion para colocar las camaras. Por lo
tanto, modelamos una galeria como una region poligonal en el plano. Nos restringimos ain mas
a regiones que son poligonos simples, es decir, regiones encerradas por una sola cadena poligonal
cerrada que no se intersecta. Por lo tanto, no permitimos regiones con agujeros. La posicion de
una camara en la galeria corresponde a un punto en el poligono. Una cdmara ve esos puntos en el
poligono a los que se puede conectar con un segmento abierto que se encuentra en el interior del
poligono.
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[lustracion 22. Ejemplo de Poligono

Un poligono simple triangulado siempre puede ser de 3 colores. Como resultado, cualquier
poligono simple puede protegerse con camaras [n/3]. Pero quizas podamos hacerlo ain mejor.
Después de todo, una cdmara colocada en un vértice puede proteger mas que solo los triangulos
incidentes. Desafortunadamente, para cualquier n hay poligonos simples que requieren cAmaras
[n/3].

[lustracion 23. Triangulacion de Poligono

Para un poligono simple con n vértices, ocasionalmente [n/3]. cAmaras son ocasionalmente
necesarias y siempre suficientes para tener todos los puntos del poligono visibles desde al menos
una de las camaras.
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[lustracion 24. Coloracion del poligono triangulado

Ahora sabemos que [n/3] camaras son siempre suficientes. Pero todavia no tenemos un algoritmo
eficiente para calcular las posiciones de las camaras. Lo que necesitamos es un algoritmo rapido
para triangular un poligono simple. El algoritmo debe entregar una representacion adecuada de la
triangulacion en una lista de bordes doblemente conectada, por ejemplo, para que podamos pasar
en un tiempo constante de un triangulo a sus vecinos. Dada tal representacion, podemos calcular
un conjunto de a lo sumo [n/3] posiciones de cdmara en tiempo lineal con el método descrito
anteriormente: use la busqueda en profundidad primero en el grafico dual para calcular un color
3 y tome la clase de color mas pequefia para colocar las cAmaras. En las siguientes secciones
describimos cdmo calcular una triangulacion en el tiempo O (nlogn). Anticipando esto, ya
declaramos el resultado final sobre la proteccion de un poligono.

Nuestra idea es a partir de la figura ver si hay algin sistema de cdmaras que pueda ser eliminado
usando el valor sobre grafo de colores.

Consideremos el siguiente sistema de camaras
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Walls@ontrolledibyzl®heBystem@Bf@ameras
andibyznyRwoBystem@®fameras.AValls?
controllediby@amerafl@®nFellow.B

Tlustracion 25. Sistema de camaras del museo.

A continuacion, mostramos las paredes del museo cubiertas por cada sistema de camaras

Walls@ontrollediby@blue@ameras

[lustracion 26. Paredes controladas por camaras azules
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Walls@ontrolledby@ed@ameras?

Ilustracion 27. Paredes controladas por camaras rojas

Walls®ontrolledby@Ereen@amerasi

Ilustracion 28. Paredes controladas por camaras verdes

Este problema es 1-conexo ya que podemos eliminar cualquier sistema de camaras y todas las
paredes seguirian cubiertas, sin embargo, si eliminamos 2 quedarian paredes sin cubrir.

En primer lugar, numeramos las camaras sea cual sea su color en orden consecutivo. Tenemos un
total de 19 camaras.
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Asi, definimos v(S)=nUmero de camaras que cubre las paredes de S, es decir, la suma por
paredes de las cAmaras que apuntan a ella

Debido a la gran cantidad de camaras vamos a resolver el problema en un museo con 6 cdmaras.

Tlustracion 29. Problema a resolver

Nos encontraremos en el siguiente ejemplo.

El Museo Del Prado (Madrid), con la finalidad de garantizar la seguridad que requieren sus
cuadros, concretamente los de la habitacion 057, donde se encuentra “La Crucifixion” (dibujado
por Juan de Flandes), uno de los cuadros mas destacados del museo, se colocaran 3 distintos
sistemas de cAmaras de seguridad distribuidas por toda la habitacion.

Asi el Museo estudia todas sus propuestas asegurandose de que todas las paredes de la habitacion
057 estén bien vigiladas.

Una vez que el Museo ha elaborado todas sus propuestas, las envian al departamento de
organizacion que trabaja para el Museo. El departamento de organizacion debe asegurarse de
obtener la propuesta mas eficiente, es decir, aquella propuesta que, siendo capaz de vigilar todas
las paredes con total seguridad, consiga al mismo tiempo abaratar la instalacién y mantenimiento
de dichos sistemas de camaras.

Ademas, a la hora de escoger la propuesta deben de tener en cuenta que, si se prescinde de uno
de los tres sistemas, tienen que asegurar que los dos sistemas restantes sean capaces de vigilar el
museo a la perfeccion.
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Ante dicha problemaética, aparece de por medio el departamento de contabilidad y finanzas,
quienes comunican al departamento de organizacion la inesperada noticia que, ante la actual
crisis, el Museo no puede hacer frente a la instalacion de 3 sistemas de camaras de seguridad
distintos, por tanto, deberan conformarse solo con dos.

He ahi el problema, el departamento de organizacién ya habia elegido una propuesta, pero esta
contaba con la instalacion de 3 sistemas de camaras distintos. Pero ahora, debian ser capaces de
dentro de la propuesta escogida, deshacerse de uno de los 3 sistemas.

El problema es como decidir esto. Ante esta circunstancia vamos a dar una medida de la
importancia de los distintos sistemas en funcion de cuantas camaras son capaces de vigilar una
sola pared, es decir estudiaremos las distintas combinaciones de paredes y responderemos a la
pregunta de cuantas paredes son capaces de vigilar las cAmaras que quedan funcionando.

Es entonces cuando crearemos el modelo basado en grafos de colores que como hemos dicho
nos permitiré a través de la generalizacion del valor de Myerson determinar una medida de la
importancia, en este caso, de las cAmaras de seguridad, asi sabremos de cual eliminar.

Expongo ahora un ejemplo mas extenso, para ver esto con mas claridad.
En este ejemplo analizaremos la situacion de 3 sistemas de camaras de seguridad:

e Sistema azul (Az)
e Sistema rojo (Ro)
e Sistema verde (Ve)

Y 6 paredes distintas a vigilar

e Paredl (A)
e Pared2 (B)
e Pared 3 (C)
e Pared4 (D)
e Pared5 (E)
e Pared6 (F)

De las 6 paredes:

e AzvigilardB,D,EY F
e RovigilaraA B,D,E, F
e Ve vigilara TODAS

Para mejor visualizacion, muestro a continuacion una ilustracion con los distintos sistemas y las
paredes que cubren.
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[lustracion 30. Grafo con sistemas de camaras y las
paredes que vigilan.
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6 RESOLUCION DEL PROBLEMA CAMARAS

Al igual que en el caso anterior, dividiremos este problema planteado en la seccion anterior en
dos partes. En primer lugar, calcularemos el valor para grafos de colores para cada coalicion de
paredes, de aqui saldran cuatro tablas. Una con todos los sistemas funcionando a la vez, y las
otras tres quitando uno de los sistemas y dejando los otros dos funcionando.

En segundo lugar, calcularemos el valor de Myerson, una vez hecho esto, calculamos el valor
asignado a los sistemas de camaras como la suma de los valores en colores de las paredes que
alcanzan y decidimos gue sistemas eliminar.

Consideremos el siguiente sistema de camaras, donde hay seis paredes y tres sistemas de
camaras de seguridad distintos, para facilitar los calculos supondremos que la pared 6 por la
parte de abajo, tiene bancos pegados a él, por lo que no serd necesario vigilar dicha pared.

Tlustracion 31. Problema a resolver.
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6.1 Tablas

[lustracion 32. Grafo de colores de nuestro problema general L.

Fijémonos que elimine el sistema que elimine, siempre que haya dos de ellos funcionando sea la
combinacion que sea, estaran todas las paredes bajo control, es decir, estaran siendo vigiladas y
la galeria no correra ningun peligro.

En esta representacion el grafo azul indica las paredes que son vigiladas por el sistema de camaras
azules que llamaremos también sistema 1, el rojo el sistema de camaras 2 y el verde el 3. Hemos
representado el grafo por bloques completos de color indicando que paredes son vigiladas por
cada sistema.

Nuestra paleta entonceses L = {L,,L,, L3} de donde M = {1,2,3}
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Si consideramos que los tres sistemas de camaras estan funcionando a la vez, la tabla resultante
seria:

El juego seria en nuestro caso: v(S) es el nimero de cdmaras que cubre alguna pared de S.

Tabla 5. Calculo de v (S) para el grafo general L

s v(s)
0 0
; 2
. 3
56 >
A 3
46 >
45 >
456 8
R 2
36 4
35 >
356 7
34 3
346 7
345 8
3456 10
R 3
26 >
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25
256 7
24 6
246 8
245 3
2456 11
23 >
236 7
235 8
2356 10
234 8
2346 10
2345 11
23456 13
. 2
16 4
15 >
156 7
14 3
146 7
145 8
1456 10
13 >
136 7
135 8
1356 10
134 7

46




1346 ?
1345 10
13456 12
12 3
126 7
125 8
1256 10
124 7
1246 d
1245 10
12456 12
123 7
1236 3
1235 10
12356 12
1234 10
12346 12
12345 13
123456 15

Ademas, sabemos que el sistema de camaras azules controlaria las siguientes paredes
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Tlustracion 33. Paredes controladas por sistema de camaras azules nuestro problema.

Entonces si el sistema a eliminar fuese el de camaras azules, es decir, estarian funcionado a la
vez el sistema rojo y verde, la tabla correspondiente seria:

Eliminacion del color azul: Grafo L,

llustracion 34. Grafo de colores L,

48



El juego vtz serd”:

Tabla 6. Célculo de vtz3

S v(S)
@ (]
6 2
5 2
56 4
4 2
46 4
45 4
456 6
3 1
36 3
35 3
356 5
34 3
346 5
345 5
3456 7
2 2
26 4
25 4
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256

24

246

245

2456

23

236

235

2356

234

2346

2345

23456

16

15

156

14

146

145

1456

13

136

135

1356

134

1346
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1345 7
13456 9

12 q
126 6
125 6
1256 8
124 6
1246 8
1245 8
12456 10
123 5
1236 7
1235 7
12356 9
1234 7
12346 9
12345 9
123456 11

Por otro lado, sabemos las paredes que controla el sistema rojo.

51



Ilustracion 35. Paredes controladas por sistema de camaras rojas. en nuestro problema

Por tanto, si eliminamos el sistema rojo, es decir, estarian funcionando verde y azul, la tabla
seria:

llustracién 36. Grafo de colores L3

El juego v'13 serd”:
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Tabla 7. Calculo de vl13

S V(S)
9 0
6 1
5 2
56 3
4 2
46 3
45 a
456 5
3 2
36 3
35 4
356 5
34 a
346 5
345 6
3456 7
2 2
26 3
25 4
256 5
24 4
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246

245

2456

23

236

235

2356

234

2346

2345

23456

16

15

156

14

146

145

1456

13

136

135

1356

134

1346

1345
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13456 8
12 3
126 4
125 5
1256 4
124 5
1246 6
1245 7

12456 8
123 5
1236 6
1235 7

12356 8
1234 7

12346 8

12345 9

123456 10

Por ultimo, sabemos que el sistema verde controlaria todas las paredes.
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[lustracion 37. Paredes controladas por sistema de camaras verdes en nuestro problema.

Por tanto, si eliminamos el sistema verde, estarian funcionando sistema rojo y azul, la tabla
seria:

Tlustracion 38. Grafo de colores L'2.
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El juego vz serd”:

Tabla 8. Calculo de vk12

S Vv(S)
9 0
6 1
5 2
56 3
4 2
46 3
45 a
456 5
3 1
36 2
35 3
356 4
34 3
346 4
345 5
3456 6
2 2
26 )
25 4
256 5
24 4
246 5
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245

2456

23

236

235

2356

234

2346

2345

23456

16

15

156

14

146

145

1456

13

136

135

1356

134

1346

1345

13456

12
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126 q
125 5
1256 6
124 5
1246 6
1245 7
12456 8
123 q
1236 5
1235 6
12356 7
1234 6
12346 7
12345 8
123456 9

6.2 Calculo camaras

En este caso supondremos que la probabilidad de que funcionen todos sistemas de cdmaras es
0.97 y de que uno cualquiera falle es 0.03.

Estrategia
0.5333 1.0333 1.1167 1.6833 1.6000 2.0333

1. Calculamos el valor por colores de cada zona.
1.1 Los valores de Myerson en cada caso son
1.1.1 Para el grafo completo: MCZ1= 1.6633, MCZ2= 2.1633, MCZ3=2.2800,
MCZ4=2.9997, MCZ5=2.6666, MCZ6=3.5166
1.1.2 Quitando el grafo azul: MAZ1= 0.7499, MAZ2= 1.6167, MAZ3=1.6167,
MAZ4=2.3333, MAZ5= 2.066, MAZ6=2.699
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1.1.3

114

Quitando el grafo verde: MVVZ1= 0.9833, MVZ2= 1.2167, MVZ3=1.2500
, MVVZ4=1.7500 MVZ5= 1.6167, MVVZ6=2.1833
Quitando el grafo rojo: MRZ1= 0.6333, MVZ2= 1.1333, MVZ3=1.7167,
MVZ4=1.7833, MVZ5=1.700, MVVZ6=2.1333.

1.2 El valor sobre el grafo de colores es para cada zona

121
122
1.2.3
124
125
1.2.6

1Z1=[0.97 1.6633+0.03(0.7499+0.9833+0.6333)]/[0.97+3 0.03] =1.5891
122=[0.97 2.1633+0.03(L.6167+1.2167+1.1333)]/[0.97+3 0.03] = 2.0919
1Z3=[0.97 2.2800+0.03(1.6167+1.2500 +1.7167)]/[0.97+3 0.03] =2.2161
1Z4=[0.97 2.9997+0.03(2.3333+1.2750 + 1.7833)]/[0.97+3 0.03] =2.8976
1Z5=[0.97 2.6666+0.03(2.066+1.6167+ 1.7000)]/[0.97+3 0.03] = 2.5925
126=[0.97 3.5166+0.03(2.699+2.1833 + 2.1333)]/[0.97+3 0.03] =3.4166

2. Calculamos el valor asignado a los sistemas de camaras como la suma de los valores en
colores de las paredes que vigilan.

2.1 V(S)

CAMARAS VALOR FINAL

AZUL 11.8-5=6.8

ROJA 11.8-2.25=8.83

VERDE 11.8

Luego hemos de eliminar las camaras azules.
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7 CONCLUSIONES

En este trabajo hemos expuesto un problema relacionado con el exceso de informacion repetida
y supuesta la existencia de varios canales de informacion similares como eliminar uno de ellos
sin perjuicio de que la informacion llegue a los demas agentes.

El modelo usado en este trabajo para distinguir los diversos canales es el de los grafos de colores,
cada color es un agente. Situados en los vértices de dichos grafos los ejes han servido como
receptores de la informacion. La condicion impuesta es que sean 1-conexos, es decir, que si un
sistema falla los otros dos siguen cubriendo a todos los receptores. Suponemos también que los
costos derivados de la implantacion de los sistemas es el mismo.

Hemos concretado el trabajo en dos problemas. Uno ha sido el de determinar qué sistema de GPS
eliminamos, supuesto que hay tres que cubren un conjunto de 6 zonas. Para ello hemos supuesto
gue tenemos un sistema de colores rojo, azul y verde, uno por cada sistema. Al final decidimos
eliminar el azul, debido a que su valor en comparacién con los otros dos es el menor.

Un problema similar tratado es el de un museo vigilado por camaras de seguridad. Cada sistema
de camaras vigila las paredes del museo y si uno falla las demas cubren las paredes totalmente.
Al igual que con los GPS cada sistema de camaras tiene asignado un color, también rojo, azul y
verde y ha resultado que el que debemos eliminar es el azul, por la misma razén que en el caso
anterior.

Aungue los sistemas tratados son pequefios, no los hemos tratado mayores por temas de célculo,
si pueden extenderse a sistemas mayores usando algin programa como Matlab, que ha sido usado
en este trabajo. Los cddigos estan incluidos en el texto.

Al principio, en la introduccién hemos expuesto algunos problemas tratables con estos métodos
que son interesantes para un trabajo futuro.
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8 ANEXO

8.1 Programas para el calculo de combinaciones

Ha sido utilizado para ambos problemas, el del satélite y el de las cAmaras.

% Programa Combinaciones satélite.
Variables = ['1','2"','3"',"'4",'5",'6"'];
V_bin = [0,1];
cont=1;
for i=1:2

for j=1:2

for k=1:2
for 1=1:2
for m=1:2
for n=1:2

Mat (cont, :)
[V bin(i);V_bin(j);V_bin(k);V bin(l);V bin(m);V bin(n)];

cont = cont+l;
end
end
end
end
end
end
indice = zeros(cont-1,length (Variables));
Mat comb = zeros(cont-1,length(Variables));
for i=l:length (Mat(:,1))
if i~=1
[indice 1] = find(Mat (i, :)==1);
no_nulo = length(indice 1);
for p=1:no _nulo
indice(i,indice 1(p)) = indice 1(p);
cont comb = 1;
for h=l:length (Variables)
if Mat (i, h)==1
Mat comb (i, cont comb) = num2str(Variables(h));
end
cont comb = cont comb+1;
end
end
end
end
Mat comb = char (Mat comb);

Una vez me saca todas las combinaciones le afiado la letra Z a cada nimero para hacer
referencia a la zonas ( Z1=zona 1)
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Programas en Matlab para el calculo de las combinaciones de paredes, es el mismo que anterior.

s Programa Combinaciones paredes.
Variables = ['1','2",'3"',"4",'5",'6"];
V bin = [0,1];
cont=1;
for i=1:2
for j=1:2
for k=1:2
for 1=1:2
for m=1:2
for n=1:2

Mat (cont, :) =
[V_bin(i);v_bin(j);V_bin(k);v_bin(l);V_bin(m);v_bin(n)};

cont = cont+l;
end
end
end
end
end
end
indice = zeros(cont-1,length (Variables));
Mat comb = zeros(cont-1,length(Variables));
for i=l:length (Mat(:,1))
if i~=1
[indice 1] = find(Mat (i, :)==1);
no nulo = length(indice 1);
for p=1l:no nulo
indice(i,indice 1(p)) = indice 1(p):;
cont comb = 1;
for h=1l:length (Variables)
if Mat (i, h)==1
Mat comb (i, cont comb) = num2str (Variables(h));
end
cont comb = cont comb+1;
end
end
end
end

Mat comb = char (Mat comb) ;

8.2 PROGRAMAS PARA EL CALCULO DE LOS VALORES.

Ha sido utilizado para ambos problemas, el del satélite y el de las camaras.

Programas en Matlab para el calculo del valor de Myerson.
Function coalition

function Al=coalition (n);

for i=1:n-1
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k (i) =nchoosek (
end
A=zeros(2”"n-2,n);
Al=A;
kl=1:n;
nnl=1;
for i=l:n
x=nchoosek (k1,1);
[nl n2]=size (x);
A(nnl:nnl+nl-1,1:n
nnl=nnl+nl;
end

m=sum (k) ;
for i=1:m

for j=1l:n

kk=A(i,73);
if kk>0
Al (i, kk)=
else
end
end

end

funcién shap1

function S=shapl(n
m=2"n-1;

A=coalition (n);
ss=ones (1l,n);
A=[A' ss']"';
for k=
kl=zeros (
k2=k1;
A2=0%*A;
for i=1:m
if A(i
k1l
A2
e
end
end
A3=RA2;

A3(:,k)=0;

for i=1l:m

end
k3=k1-k2;
kd=sum (A2

r=zeros (1,

mm=factor
for i=1:m

nri);

2)=x;

1;

Y V) ;

l:n
1,m);

, k) >0
(1)=v(i);
(1, :)=A(1,
1se

’

\l .
. ’

m) ;
ial (n-1);

if k4 (1)>0

1)
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r (i)=mm./nchoosek (n-1,k4 (i)-1);

else
end
end
S(k)=sum(k3.*r) /sum(r);
end

funcion test

clear;

clc

n=5;

m=2"n-1;
A=coalition (n);
ss=ones (1l,n);
A=[A' ss']';
vli=[1l 2 3 4 5]"';
r=round(2*rand(m, 1)) ;
v=(A*vl)+r;
S=shapl (n,v)
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