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Abstract

The Invariant Subspace Problem is one of the most studied problems on Operator
Theory in the last decades. In fact, it is still open in the Hilbert space setting. The purpo-
se of this work is to present the most classic results concerning this problem and to study
the approach based on universal operators.

The text is organized as follows:

In the first chapter we introduce the theory Banach algebras, focusing on spectral theory
and Gelfand transform, two tools that will be fundamental in the development of the text.

In the second chapter we provide a classical view of the invariant subspace problem in
Hilbert spaces. We show two of the most important results on the existence of hyperin-
variant subspaces: Lomonosov theorem and spectral theorem for normal operators. In the
third chapter we study the tools to calculate invariant subspaces lattices for some classical
operators, emphasizing on the need to use models to characterize these lattices.

In chapter four we introduce the universal operators and we prove that the characte-
rization of the invariant subspaces lattice of the hyperbolic automorphism composition
operator in H? would solve the invariant subspace problem. Finally, in chapter five we
present the closest result to date: the characterization of the lattice of the parabolic non-
automorphism composition operator in H?2.






Resumen

El Problema del Subespacio Invariante es uno de los problemas mas estudiados en
Teoria de Operadores en las dltimas décadas. De hecho, sigue abierto para operadores
definidos en espacios de Hilbert. El objetivo de este trabajo es presentar los resultados
mas cldsicos en este problema y estudiar el enfoque basado en los operadores universales.

El trabajo estd organizado como sigue:

En el primer capitulo, introducimos la teoria de algebras de Banach, haciendo hinca-
pié en la teoria espectral y en la transformada de Gelfand, dos herramientas que seran dos
elementos fundamentales en el desarrollo del texto.

En el capitulo segundo proporcionamos una visién clasica del problema del subespacio
invariante en espacios de Hilbert. Demostramos dos de los resultados méas importantes de
existencia de subespacios hiperinvariantes: el teorema de Lomonosov y el teorema espec-
tral para operadores normales. En el tercer capitulo, estudiamos las herramientas para
calcular los reticulos de subespacios invariantes de algunos operadores clasicos, enfatizan-
do la necesidad del uso de modelos para caracterizar dichos reticulos.

En el capitulo cuarto introducimos los operadores universales y probamos que la carac-
terizacién del reticulo de subespacios invariantes del operador de composiciéon hiperbélico
automorfismo en H? resolverfa el problema del subespacio invariante. Finalmente, en el
quinto capitulo presentamos el resultado mas cercano hasta la fecha: la caracterizacién del
reticulo del operador de composicién parabélico no automorfismo en H?2.






Introduccion

Denotaremos por X a un espacio de Banach complejo y por B(X) al espacio de los

operadores lineales y acotados T': X — X. Cuando X sea un espacio de Hilbert, lo deno-
taremos por H. Ademés, llamaremos subespacio a cualquier variedad lineal cerrada en
X.
Antes de enunciar el problema del subespacio invariante, debemos introducir algunas de-
finiciones. Llamamos subespacio invariante a cualquier subespacio M C X tal que
T(M) C M. Diremos ademés que es no trivial si M # {0}, H. El problema se enuncia
como sigue:

. Tiene todo operador T' € B(H) un subespacio invariante no trivial?

A pesar de su aparente sencillez, el problema del subespacio invariante lleva abierto desde
que fue propuesto por John von Neumann en la década de los anos 30.

Una Introduccion Histérica al Problema del Subespacio In-
variante

Presentamos ahora una exposicién histérica documentada gracias a [24]. A principios de
los afios treinta, John von Neumann empezo6 a trabajar en lo que conocemos actualmente
como el problema del subespacio invariante. Von Neumann se preguntaba si todo
operador T' lineal y acotado en un espacio de Banach complejo X tenia un subespacio
invariante no trivial. Es decir, si para todo T' € B(X) existe M subespacio cerrado propio
y de dimensién no nula tal que (M) C M.

Antes de comentar el desarrollo histérico del problema, observemos que el problema es
trivial si nuestro espacio de Banach X tiene dimensién finita o es no separable. Si X es
de dimensién finita n € N es isomorfo a C™. Asi, todo operador T' € B(X) es semejante a
una matriz cuadrada n x n. Ahora, esté claro por el teorema fundamental del dlgebra que
todas estas matrices tienen autovalores, y por tanto autovectores que generan subespacios
invariantes no triviales.

En el caso en el que X es no separable, basta tomar x € X no nulo y considerar la érbita

7
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de x por T. Es decir, el conjunto
span{1"x : n € N}.

Obtenemos un subespacio cerrado, invariante y propio, ya que es separable y por tanto no
puede coincidir con X.

Por tanto, podemos suponer que X es un espacio de Banach complejo y separable. El
primer resultado parcial positivo del problema fue probado por Aronszajn y Smith en [2]
en 1956, donde aseguraban que von Neumann les comunicé que probd la hipdtesis para
operadores compactos en espacios de Hilbert pero que nunca lo publicé. Los dos autores
prueban en dicho articulo este resultado para operadores compactos en espacios de Ba-
nach. Diez anios més tarde, Bernstein y Robinson consiguieron demostrar en [4] que todo
operador polinomialmente compacto (aquellos operadores T tales que existe p polinomio
con p(T') compacto) tiene un subespacio invariante no trivial, pero su prueba inclufa méto-
dos de analisis no-estandar. Inmediatamente después, Halmos probaba el mismo resultado
en [14] utilizando técnicas estandar.

Pocos afios més tarde, en 1973, Victor Lomonosov probaba en [19] su famoso teorema sobre
supespacios invariantes. Concretamente, Lomonosov demostraba que cualquier operador
no escalar que conmute con un operador compacto no nulo tiene un subespacio hiperin-
variante (es decir, invariante para todos los operadores que conmutan con él). Con este
resultado, probaba de una sola vez todos los resultados parciales que se habian obtenido
hasta entonces y ampliaba de forma espectacular la clase de operadores con subespacios
invariantes. Nosotros probaremos este resultado en su forma maéas general en el segundo
capitulo.

El primer resultado negativo no se hizo esperar demasiado. En un seminario de Maurey-
Schwarz en 1976, Per Enflo esbozé una idea para construir un operador en un espacio de
Banach que no tuviera subespacios invariantes. Once anos méas tarde, Enflo publicé su
resultado, demostrando que la hipdtesis de von Neumann es falsa para espacios de Ba-
nach en general. Con respecto a la idea de su construcciéon, Enflo construyé un espacio
de polinomios con una norma adecuada y encontré un operador de tipo ’shift’ que no
tenia subespacios invariantes. Podemos considerar que construyé un espacio de Banach
complicado pero un operador simple. Por otro lado, basandose en las ideas que Enflo co-
municé en su seminario, Read publicé dos anos antes, en 1985, un ejemplo de un operador
complicado sin subespacios invariantes en ¢; en [26]. Desde entonces se han proporcionado
muchos contraejemplos al problema, aunque siempre para operadores que no son adjuntos
de ningiin operador. Por tanto, la versiéon méas general del problema que continta abierto
es la conjetura de Lomonosov:

Dado un espacio de Banach complejo X y T' € B(X), tiene T un subespacio invariante
no trivial?

En consecuencia, el problema contintia abierto en espacios de Banach reflexivos y, en
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concreto, en espacios de Hilbert. Es muy remarcable también el resultado de Argyros y
Haydon en 2011 en [1] en el que construyen un espacio de Banach separable donde todo
operador es suma de un operador compacto y un miltiplo escalar de la identidad, por
tanto todo operador en este espacio tiene un subespacio invariante no trivial por una apli-
cacion directa del teorema de Lomonosov.

El enfoque que tomaremos es el estudio del problema del subespacio invariante en espacios
de Hilbert. Como el problema sigue abierto en espacios de Banach reflexivos, la mayor ri-
queza geométrica de los espacios de Hilbert proporciona herramientas méas potentes para
enfrentar al problema del subespacio invariante.

Enfoque del Problema

Es nuestro objetivo proporcionar una introduccién completa al problema del subespa-
cio invariante, y mostrar las técnicas desarrolladas en las iltimas décadas relacionadas con
los operadores universales. Exponemos a continuacién las ideas y resultados principales
que estudiaremos en cada capitulo.

En el capitulo 1, introducimos las nociones generales de algebras de Banach, centrandonos
especialmente en la teoria espectral y la transformada de Gelfand. Un algebra de Ba-
nach es un espacio de Banach A con una multiplicacién (z,y) — xy que es continua en la
topologia de la norma. Es trivial probar que B(X) es un élgebra de Banach para cualquier
espacio de Banach X. Desde este enfoque abstracto obtendremos una gran cantidad de
resultados para B(X) que también podremos aplicar para otras dlgebras de Banach que
manejaremos en el texto, como el algebra de Sobolev W12[0, co).

Si A tiene unidad (es decir, existe 1 € A tal que al = la = a) diremos que a € A es
invertible si existe b € A con ab = ba = 1. Esto nos lleva a la definicion de espectro de
un elemento a € A, que se define como

o(a) ={A € C:a— Al no es invertible}.

El estudio del espectro de los operadores y sus propiedades es una herramienta completa-
mente indispensable en el estudio de subespacios invariantes. Estudiaremos su descomposi-
cién para el caso particular de los operadores y veremos sus propiedades mas importantes.
Finalmente, introduciremos el espectro de A y la transformada de Gelfand. Dada un
4lgebra conmutativa A definimos

Q(A) ={s: A— C:3(ab) = #(a)»(b) Ya,b € A, # 0}.

Veremos que el espectro €2(A) es un subconjunto de A* que es localmente compacto y
Hausdorft (7%) con la topologia débil*. Asi, definiremos la transformada de Gelfand
como

A — Co(22(A))

a— a,
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donde a(s) = »(a). Esta aplicacién definird un homomorfismo de dlgebras que nos permi-
tira entender cada elemento de un algebra de Banach como una funcién continua definida
sobre el espectro. Finalmente, utilizaremos la transformada de Gelfand para estudiar cier-
tas propiedades de los ideales maximales regulares de las dlgebras conmutativas, que seran
imprescindibles en el capitulo 5.

En el capitulo 2 comenzamos el estudio propiamente dicho del problema del subespacio
invariante. Empezamos con la definiciones basicas necesarias para enunciar el problema,
centrandonos principalmente en el reticulo de subespacios invariantes de un operador
T € B(H), que se define como sigue:

Lat T ={M C H : M es invariante por T'}.

Veremos que podemos dotar a Lat T de una estructura de orden que efectivamente lo
convierte en reticulo. Este concepto es uno de los mas importantes en este trabajo, pues
los capitulos 3 y 5 estdn completamente dedicados a obtener caracterizaciones explicitas
de los reticulos de ciertos operadores.

A continuacién, definimos el concepto de semejanza. Dos operadores T € B(Hy),S €
B(Hs2) son semejantes si existe un isomorfismo ® : H; — Hs tal que

T=30"1590.

Veremos que establecer una semejanza entre dos operadores es muy tutil para estudiar sus
subespacios invariantes, pues podemos ponerlos en correspondencia biyectiva.
Finalizamos el capitulo presentando dos de los teoremas méas importantes de existencia de
subespacios hiperinvariantes. Diremos que un subespacio M es hiperinvariante por 7T si es
invariante para todos los operadores S que conmutan con 7T'. El teorema de Lomonosov
([19]) afirma lo siguiente:

Teorema de Lomonosov: Sea X un espacio de Banach complejo yT € B(X) un opera-
dor no escalar. Supongamos que T conmuta con un operador compacto no nulo K € B(X).
Entonces T tiene un subespacio hiperinvariante.

Como comentamos en la introduccién histérica, este teorema nos proporciona una cla-
se amplisima de operadores con subespacios invariantes y resuelve de un solo golpe una
gran cantidad de problemas parciales. Nosotros presentaremos la prueba original basada
en un argumento de punto fijo. También probaremos el siguiente teorema:

Teorema: Sea H un espacio de Hilbert complejo y T € B(H) un operador normal no
escalar. Entonces T tiene un subespacio hiperinvariante.

Con este resultado ampliamos atin méas el conjunto de operadores con subespacios in-
variantes. Para la demostracién de este teorema nos valdremos del teorema espectral para
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operadores normales, que nos permitira representar todo operador normal como una inte-
gral respecto a una medida espectral.

Una vez establecidas las nociones béasicas del problema y probada la existencia de una
amplia variedad de operadores con subespacios invariantes, en el capitulo 3 nuestro interés
se dirige a a caracterizar los reticulos de algunos operadores cldsicos. Ante la imposibilidad
de un calculo directo, nuestra estrategia consistird en encontrar un modelo para nuestro
operador. Es decir, hallar un operador semejante en otro espacio de Hilbert cuyo reticulo
pueda caracterizarse mas facilmente, y asi obtener el reticulo del operador inicial.
Primero, estudiamos el reticulo del operador shift en ¢2, definido como

S(CLl,(IQ,CLg,"') - (O,CLl,QQ,Qg,‘ : )

Este operador tiene una representacién muy sencilla en el espacio de Hardy H?, que es el es-
pacio de funciones analiticas en el disco f(z) = Y.°%, f(n)z" tales que Y2 | f(n)[? < cc.
Veremos que H? es un espacio de Hilbert y estudiaremos sus propiedades més bésicas.
Tendremos de forma trivial que S es unitariamente equivalente al operador de multiplica-
cion M, € B(H?), definido como M, f(z) = zf(z). Entonces, caracterizaremos el reticulo
de M,. Para ello, introduciremos los productos de Blaschke y las funciones interiores, y
probaremos el teorema de Beurling:

Teorema de Beurling: Un subespacio cerrado Y de H? es invariante para M, si y
solo si existe ¢ funcion interior tal que Y = ¢H?.

Finalmente, estudiaremos algunas propiedades de orden del reticulo de M, estudiando
las funciones interiores que caracterizan a los subespacios invariantes.

Acto seguido, caracterizamos el reticulo del operador de Volterra V € B(L?(0, 1)), definido
como

Vi@ = [
En este caso, el reticulo de V vendra dado por

Lat V = {L%*(a,1) : a € (0,1)}.

El modelo que consideramos en este caso es algo més complejo. Si ¢(z) = exp (;ﬂ),

Y = (pH?)* y P es la proyeccién ortogonal sobre Y, definimos T' = P o Sy € B(Y).
Probaremos entonces que W = (I — V)(I +V)~! es semejante a T. Con ayuda de algunos
resultados tedricos sobre calculo funcional analitico, veremos que Lat W = Lat V, asi que
la caracterizacién del reticulo de T' nos dard el reticulo de V. Finalmente, aplicaremos los
resultados obtenidos para el shift para deducir el reticulo de T.

Para finalizar este capitulo caracterizamos el reticulo del algebra de traslaciones en L?(R).
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Es decir, caracterizamos los subespacios de L?(R) que son invariantes por todas las tras-
laciones T, € B(L?(R)) definidas como

Tof(t) = f(t =)

para todo a € R. Para ello, nos valdremos de la transformada de Fourier F y de la pro-
piedad FT, = MyF, donde M, f(t) = e f(t). Asi, convertiremos nuestras traslaciones
en operadores de multiplicacién para probar que

ﬂ Lat T, = {{f € L*(R) : Ff = 0 en casi todo E} : E es medible Lebesgue}.
a€cR

En el capitulo 4, presentamos el concepto de operador universal, introducido por Rota en
[28]. Diremos que un operador U € B(H) es universal si dado T' € B(H) existe A € C y
M € Lat U de forma que AT es semejante a U)y;. Mostraremos el primer ejemplo dado por
el propio Rota para probar la existencia de estos operadores. El interés de los operadores
universales radica en el siguiente teorema:

Teorema: Un operador universal U € B(H) tiene todos sus subespacios invariantes mini-
males de dimension 1 si y solo si todo operador T € B(H) tiene un subespacio invariante
no trivial.

Es decir, la caracterizacion completa del reticulo de cualquier operador universal resolveria
el problema del subespacio invariante en espacios de Hilbert. Acto seguido, demostramos
el teorema de Caradus ([6]), que afirma que todo operador sobreyectivo y con ntcleo de
dimension infinita es universal, y probamos que la universalidad se conserva bajo semejan-
zas. Con estas herramientas, dedicamos el resto del capitulo a proporcionar un operador
universal en H? (]22]):

Teorema: Sea ¢ una transformacion de Mébius hiperbdlica automorfismo, sea C, €
B(H?) el operador de composicion que induce y A € 0,(C,). Entonces C, — N es un
operador universal.

Inmediatamente deducimos que la caracterizacién del reticulo de Cy, resolveria el pro-
blema del subespacio invariante.

Para poder comprender la definicién de C,,, introducimos el concepto de operador de com-
posicién. Dado ¢ € H(D) con p(D) C D se define Cy, : H?> — H? como C,f = f o .
Veremos que estos operadores son siempre acotados. Nosotros estamos interesados en los
operadores de composicién inducidos por las transformaciones de Mobius ¢(z) = gzzis,
donde ¢ : D — D. Veremos entonces una clasificacién completa de estas transformaciones
en funcién de sus puntos fijos (parabdlicas, hiperbdlicas, elipticas y loxodrémicas) y dare-
mos los modelos canénicos de cada uno de los tipos.

Finalmente, probaremos que C, — Al es universal estableciendo una semejanza con un
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operador de multiplicacién en H? y probando la universalidad de este gracias al teorema
de Caradus.

Finalizaremos el texto presentando un resultado que nos puede ayudar a entender la
estructura del reticulo del operador universal anteriormente descrito. En el capitulo 5,
cacaterizaremos el reticulo de un operador de composicién inducido por una transforma-
cién de Mobius, pero inducido por una transformacién parabélica no automorfismo ([20]).
Para ello, construiremos un isomorfismo de H? en el dlgebra de Sobolev W12[0,00) y
veremos que Cg, es semejante al operador de multiplicacién My, donde ¢ es un elemento
ciclico en el dlgebra W12[0, 00) bajo este isomorfismo.

A continuacién, gracias a las herramientas que introducimos en el capitulo 1 con la trans-
formada de Gelfand, veremos que los subespacios invariantes de M, vienen dados por
la interseccién de ker s, donde s € Q(WH2[0,00)). Asi, caracterizando el espectro de
W12[0, 00), obtenemos que

Lat C, = {span{e; : t € F'} : F es cerrado en [0,00)},

donde e;(z) = exp (t jﬂ) son autofunciones de C,,.
Finalizamos este capitulo mostrando una aplicacién de la semejanza de Cg y My,. Utiliza-
remos este resultado para probar que el conmutante de C,, es minimal ([17]), en el sentido
de que coincide con la clausura en la topologia débil de operadores del adlgebra generada

por Co.






Capitulo 1

Teoria Espectral

Este capitulo estd basado en la presentacion que puede encontrarse en [21], aunque
anadiremos algunos elementos de [3] por completitud.

1.1. Algebras de Banach

De ahora en adelante todos los espacios vectoriales que consideraremos seran complejos.
Comenzamos exponiendo las definiciones bésicas:

Definiciéon 1.1.1. Un algebra es un espacio vectorial A equipado con una aplicacién
bilineal

AxA— A
(a,b) — ab,

que ademas es asociativa. Es decir,
(ab)c = a(bc), para todo a,b,c € A.

Llamaremos multiplicacién a esta aplicacion. Una subédlgebra B es un subespacio vec-
torial B de A de forma que bb' € B para todo b,V € B.

Esta claro que toda subdlgebra es un dlgebra con la multiplicacién inducida. Es muy
usual que las algebras tengan definidas una norma. Introducimos ahora las definiciones
sobre algebras que involucran esta situacién:

Definiciéon 1.1.2. Una norma en un algebra A se dice submultiplicativa si
|lab|| < |la|| ||b]] para todo a,b € A.

En ese caso, diremos que el par (A, ||-||) es un algebra normada. Si ademds A admite
una unidad 1, es decir, un elemento 1 € A tal que al = la = a para todo a € A y tal que
|I1]| = 1, diremos que A es un algebra normada unitaria.

15



16 CAPITULO 1. TEORIA ESPECTRAL

Ya podemos presentar la definicién de dlgebra de Banach:

Definiciéon 1.1.3. Un algebra de Banach es un algebra normada y completa. Si este
algebra tiene unidad lo llamaremos algebra de Banach unitaria.

De nuevo, esta claro que cualquier subédlgebra de un algebra normada es también un
algebra normada. Ademas, cualquier subdlgebra cerrada en un algebra de Banach es, a su
vez, un algebra de Banach.

Nota 1.1.4. Es importante remarcar que la multiplicacién en un algebra normada A es
compatible con la topologia inducida por la norma, en el sentido de que es una aplicaciéon
continua. Para probarlo, basta tomar a,a’,b, b’ € A y estudiar la siguiente desigualdad:

lab — a't'|| = [|ab — a'¥' + ab’ — ab/|| < [lal|[|b = ¥'|| + [[V']| [la — o'[|.

Es primordial proporcionar algunos ejemplos sobre algebras de Banach para mostrar
el interés de este concepto:

Ejemplos 1.1.5. (a) Si (€2, u) es un espacio de medida, entonces el conjunto de clases
de funciones esencialmente acotadas L> (€2, 1) equipada con la norma esencial ||-||
es un algebra de Banach unitaria con la suma, producto por escalar y multiplicacién
puntual, donde la funcién constante 1 es la unidad.

(b) Si © es un espacio topologico de Hausdorff compacto, entonces el conjunto de fun-
ciones continuas complejas definidas sobre C(2) es una algebra de Banach unitaria.

(c) Si X es un espacio normado y denotamos por B(X) al conjunto de endomorfismos
acotados de X, entonces B(X) es un dlgebra unitaria con la suma y producto por
escalar habituales, con la composicién como multiplicaciéon y el operador identidad
como unidad. Si ademés X es completo, B(X) es un algebra de Banach. Por tanto,
en particular B(H) es un dlgebra de Banach unitaria, que serd principalmente el
algebra que estudiemos en este trabajo.

Merece la pena resaltar que en los ejemplos (a) y (b) las dos élgebras presentadas son
conmutativas, cuando el dlgebra B(X) no es conmutativa en general.

Consideremos ahora un &lgebra A, y sea (B))xep una familia de subdlgebras de A. Es

N 5

AEA
es también una subdlgebra. Por tanto, dado cualquier subconjunto .S de A, existe la minima
subélgebra B que contiene a S, que es la interseccién de todas las subdlgebras que contienen
a S, que denominaremos subalgebra generada por S. Si S es un subconjunto unitario
{a}, entonces B es el subespacio engendrado por todas las potencias a”, n € N. Ademads,
si A es un &algebra normada, el subdlgebra cerrada generada por S es la minima
subalgebra cerrada que contiene a S, que coincide con B.

rutinario comprobar que
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Definicién 1.1.6. Un homomorfismo de un algebra A a un dlgebra B es una aplicacién
lineal
p:A— B

tal que p(ab) = p(a)p(b) para todo a,b € A. Diremos que ¢ es unitario si ¢(1) = 1.

1.2. Teoria Espectral Elemental

Denotemos por Clz] al 4lgebra de todos los polinomios con coeficientes complejos en
la indeterminada z. Si p € Clz] es el polinomio

p(z) = Xo+ Az + -+ Ap2"

entonces definimos
pla) = Aol + Aa+ -+ Aya”

para todo a € A.

Proposicién 1.2.1. Dada un dlgebra A y a € A, la aplicacion

0 :Clz] - A
p — pla)
es un homomorfismo unitario.
Demostracion.
Esta claro que ¢ es homomorfismo. Basta entonces notar que la unidad en C[z] es el poli-
nomio constante p(z) = 1, entonces estéd claro que p(1) = 1. O

Definiciéon 1.2.2. Dada un algebra A, diremos que a € A es invertible si existe b € A

tal que ab = ba = 1. En este caso, b es tinico y lo denotamos por a~!.

Denotaremos
Inv A ={a € A: a es invertible}.

Es trivial ver que Inv A es un grupo multiplicativo.
Definicién 1.2.3. Dado un algebra A y a € A, definimos su espectro o(a) como
oa(a) =0(a)={Ae€C:a— Al ¢Inv A}.

Llamaremos conjunto resolvente a p(a) := C \ o(a). A partir de ahora y cuando no
haya lugar a confusién, escribiremos A en lugar de Al.
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Veamos un par de ejemplos de cédlculo de espectro:

Ejemplos 1.2.4. (a) Consideremos ) un espacio topolégico de Hausdorff compacto, y
sea f € C(Q). Tenemos que f — A no serd invertible si se anula en algin punto, es
decir, si A € f(2). Por tanto, se tiene que o(f) = f(9).

(b) Consideremos ahora M, (C), el espacio de matrices cuadradas de dimensiéon n con
coeficientes complejos. Esté claro que este espacio conforma un dlgebra unitaria no
conmutitativa con la suma, producto por escalar y multiplicacién usuales y con la
matriz identidad como unidad.

Dada A € M, (C) es bien conocido que A — Al es no invertible si y solo si A es un
autovalor de A. Por tanto, o(A) es el conjunto de autovalores de A.

Podemos entender por tanto el espectro de un elemento a de un algebra como una ge-

neralizacién del concepto de autovalor de una matriz cuadrada o de rango de una funcién
continua.
En el caso del dlgebra de Banach B(X) donde X es un espacio de Banach, se suele des-
componer el espectro en subconjuntos mas pequenos que muestran la causa de la no inver-
tibilidad del operador T'— AI. Nosotros presentamos aqui los casos que seran interesantes
en este trabajo, aunque obviamente no es una descripcion exhaustiva de la descomposicion
total del espectro.

Definicién 1.2.5. Se llama espectro puntual del operador 7' € B(X) al conjunto de
autovalores de T' y lo denotamos por o, (7).

Observemos que todo autovalor esta en el espectro, ya que T'— Al no sera un operador
inyectivo y por tanto, no sera invertible.

Definicién 1.2.6. Se llama espectro puntual aproximado al conjunto de A € C tales
que T — Al no esta acotado inferiormente. Es decir, al conjunto de A € C tales que no
existe C' > 0 tal que ||T'z — Az|| > C'||z|| . Denotamos a este conjunto por og,(T).

De nuevo, esté claro que oq,(T") C o(T'), ya que la acotacién inferior es una condicién
necesaria para la invertibilidad de cualquier operador definido entre espacios de Banach.

Definicién 1.2.7. Dado un operador T' € B(H) se llama espectro de compresién y lo
denotamos por I'(T') al conjunto de A € C tales que el rango de T'— AI no es denso.

Estos dos tltimos subconjuntos del espectro cubren completamente al espectro:
Proposicién 1.2.8. Si T € B(X), entonces o(T) = 0qp(T) UT(T').

Demostracion.
Veamos que si A ¢ 04,(T) y A ¢ I'(T) entonces A ¢ o(7T'). Observemos que si A ¢
0ap(T') entonces T' — X esta acotado inferiormente. Es decir, existe C' > 0 de forma que
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(T — A)z|| > C'||z|| para todo = € X. Veamos que Im (T — AI) es cerrado. Para ello, sea
(T — M)xp), sucesion en Im(T — M) convergiendo a y € X. Veamos que (z,,) es una
sucesion convergente. Su limite z € X cumplird que (T'— AI)x = y, lo que probara lo que
queremos. Para ello, basta ver que es de Cauchy, ya que

1
lzn = zmll < (T = M) (@n = 2m) | = (T = Al)an — (T = M)zm]|.

Como ((T'—AI)x,,) es convergente es de Cauchy, y por tanto también (x,,), como queriamos.
Asi, Im(T — M) es cerrado. Ademds, sabemos que es denso, ya que A ¢ I'(T). Por tanto,
T — A\ es sobreyectivo. Ademaés, como estd acotado inferiormente se tiene que es inyectivo
y por tanto invertible. Asi, A ¢ o(T). O

Proposicién 1.2.9. Si T € B(X), entonces 0o(T') C oqp(T).

Demostracion.

Primero, como o(T) es cerrado, se tiene que do(T) = o(T) N p(T). Supongamos que
A€ 0o(T) y A ¢ 0gp(T). Tomemos (N,) C p(T') convergiendo a A. Veamos que existen
k,N € N tales que si n > N entonces |[(T' — \,)z|| > (1/k)||z| para todo z € X.
Razonamos por reducciéon al absurdo. Para todo m, N € N existe n > N y un vector z,,
de norma 1 con [[(T' = Nzl < [[(A = Ap)zm|l + [[(A = An)zm| < L +|X = Ay, lo que
implica que A € 04, (T), que es contradicciéon. Por tanto, existen dichos k, N € N.

Vamos a probar que A ¢ I'(A4). Este hecho, junto con el resultado anterior, probara lo que
queremos. Dado = € X, para cada n € N existe y, € X de forma que (T — \,)y, = .
Como ||(T'— A\p)ynll = (1/k) ||yn]|, se deduce que ||yn|| < k ||z|| para n > N. Por tanto,

1T = Nyn = 2| < (T = An)yn — zll + |(An = Nyl = 0+ [An = Al [yn]]
<Kzl A = Al

Si n — oo entonces k ||z|| [\, — A] = 0, lo que implica que A ¢ I'(T"), como queriamos.
g

Serda también til hablar del espectro total:

Definicién 1.2.10. Llamamos espectro total de un operador T' € B(X) y lo denotamos
por n(o(T)) a la unién de o(T') con las componentes conexas acotadas de p(T). Es decir,
n(o(T)) es el menor conjunto simplemente conexo que contiene a o (7).

Nota 1.2.11. Si A es un &lgebra unitaria y a,b € A, entonces 1 — ab es invertible si y
solo si lo es 1 — ba, ya que si 1 — ab tiene inversa c, entonces 1 — ba tiene inversa 1 + bca.
Como consecuencia se deduce que o4(ab) ~ {0} = g4(ba) ~ {0}.

Veamos ahora algunos de los resultados méas importantes y conocidos de la teoria
espectral:
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Teorema 1.2.12. [Teorema de la Aplicacion Espectral] Sea A un dlgebra unitaria, y sea
a € A. Sio(a) es no vacio y p € C[z], entonces

a(p(a)) = plo(a)) = {p(A) : A € o(a)}.

Demostracion.
Si p = « constante, entonces estd claro que o(p(a)) = a = p(o(a)), asi que podemos
suponer que p es no constante. Tomemos p € C. Estéd claro que

p(z) —p=Az—=X1)- (2= M),
asi que
pla) —p=XAa— A1) (a—An).

Esta claro que p(a) — p es invertible si y solo si (a — Ag) lo son para todo k = 1,...,n.
Por tanto, se tiene que p € o(p(a)) si y solo si p = p(A\) para algin A € o(a), asi que
o(p(a)) = p(o(a)), como querfamos probar. O

Teorema 1.2.13. Sea A un dlgebra de Banach unitaria y sea a € A tal que ||a| < 1.
Entonces (1 —a) € Inv A y

(1—a) =3 a"

Demostracion.

Tenemos que

(e.) o 1

Yol <> Nal™ = - < o0,
n=0 n=0 1- ”CLH

por lo que la serie > »° ,a™ es absolutamente convergente y, por tanto, convergente, ya
que A es completo. Llamemos b = >~ ;a™. Ahora, observemos que

(Zn:ak> (1—a)= (l—a)zn:ak: 1—a"!
k=0 k=0

y si tomamos limite cuando n — oo en la triple igualdad obtenemos que (1 — a)b =
b(1 —a) =1, como queriamos. O

Teorema 1.2.14. Si A es un dlgebra de Banach unitaria, entonces Inv A es abierto en
A y la aplicacion

p: IntA— A

ara !

es diferenciable en el sentido de Fréchet.
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Demostracion.
Sea a € Inv Ay sea b € A de forma que ||b—a| < Ha‘1||_1. Entonces [ba™! —1|| <
|6 —al||la~|| < 1, asi que por el teorema anterior ba~! € Inv A y por tanto b € Inv A.
Para ver la diferenciabilidad, tomemos b € A tal que ||b|| < 1. Entonces (1 +b) € Inv Ay

[ +0)" = 14+b] =D (=1)"" = 1+b] = [ > (=1)""|
n=0 n=2

S L

Tomemos ahora a € Inv A y elijamos ¢ € A de forma que ||c|| < ﬁ Entonces esta

claro que Haich < 1/2 < 1, asf que escribiendo b = a~ !¢ tenemos
H(l ) I aich < Hofch2 /(11— Haich) <2 Ha’ch2 ,

ya que 1 — [la=tc|| > 1/2. Ahora definimos el operador U : A — A como U(b) = a 'ba~1.
Entonces

H(a +eo)t—at - U(C)H = H(l +ate) e —at 4 a_lca_IH

<Jasato = reate] ot < 2 (o el?)

Por tanto,
lim H(a + C)_l — a_l B U(C)H =0
=0 el ’
lo que prueba que ¢ es diferenciable con derivada Dy(a) = U. ]

Lema 1.2.15. Sea A un dlgebra de Banach unitaria y sea a € A. El espectro o(a) de a
es un subconjunto cerrado del disco cerrado de centro el origen y radio ||a||, y ademds la
aplicacion

p:pla) > A
A= (a—N)7t
es diferenciable (en el sentido de Fréchet).

Demostracion.
Comencemos observando que la diferenciabilidad de ¢ se sigue inmediatamente del teo-
rema (1.2.14). Si A > |la||, entonces [|[A7tal| < 1y (1 — A™!a) es invertible, y por tanto,
también lo es A —a. Por tanto, A € p(a), lo que prueba que si A € o(a), entonces |\ < [|a]|.
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Finalmente, para ver que el espectro o(a) es cerrado basta probar que p(a) es abierto.
Para ello, observemos que p(a) = ¢~ !(Inv A). Como Inv A es un conjunto abierto y ¢ es
diferenciable por ser continua, se sigue el resultado. ]

El siguiente resultado puede entenderse como una generalizacién del teorema fundamental
del algebra para algebras de Banach.

Teorema 1.2.16 (Teorema de Gelfand). Sea A un dlgebra de Banach unitaria y sea
a € A. Entonces, el espectro o(a) es no vacio.

Demostracion.
Razonamos por reduccién al absurdo. Supongamos que o(a) = 0. Si [A\| > 2||al|, entonces
[A7ta|| < 3 y por tanto, 1 — ||[A"tal| > 3. Asi,

~ _ HA a

<2 HA— aH <1

En consecuencia, [|(1 —A7ta)7!| <[[(1 = A7ta)™! — 1| + ||1]| < 2, y por tanto
[@=271 =[x =27t < 2/10 < flal ™

ya que a # 0 porque o(a) = (). Es mas, como la aplicacién A + (a — A\)~! es continua,
estd acotada en el compacto 2 ||a|| D. Por tanto, hemos probado que esta aplicacién esta
acotada en todo el plano complejo; es decir, existe M > 0 de forma que H(a - )t H <M
para todo A € C.

Si 7 € A*(donde A* denota el dual de A), la aplicacién A +— 7((a — A\)71) es entera y
acotada por M |||, asi que gracias al teorema de Liouville, es constante. En particular,
7(a™!) = 7((a — 1)71). Como esto es cierto para todo 7 € A*, deducimos que a = a — 1,
lo cual es una contradiccién. n

Teorema 1.2.17 (Teorema de Gelfand-Mazur). Si A es un dlgebra de Banach unitaria
donde todo elemento no nulo es invertible, entonces A = 1C. Es decir, A es isométrica-
mente isomorfo a C.

Demostracion.
Definimos 6 : C — A con §(\) = Al. Claramente, 6 un isomorfismo de C en la subalgebra
C1. Vamos a probar que € es sobreyectivo en A, lo que terminard la prueba. Dado a € A,
tenemos por el teorema de Gelfand que existe A € o(a) de forma que a— X no es invertible,
asi que  — A = 0 por hipétesis. Esto prueba que a = #(\), como queriamos. O

Definiciéon 1.2.18. Si A es un algebra de Banach unitaria y a € A, definimos su radio
espectral como

r(a) = sup |\
A€o (a)
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Esta claro por la nota 1.2.11 que r(ab) = r(ba) para todo a,b € A.
El siguiente teorema nos proporciona una sencilla férmula para calcular el radio espectral
de cualquier elemento de un algebra de Banach unitaria:

Teorema 1.2.19 (Teorema de Beurling). Sea A un dlgebra de Banach unitaria y a € A.

Entonces
r(a) = inf ||la”[|"/™ = lim_[la"]|"/".
eN n—o0
Demostracion.
Sea A € o(a). Entonces, por el teorema de la aplicacion espectral 1.2.12, se tiene que

A" € o(a™). Por tanto, tenemos que |A|" < ||a"|| y se sigue que
IA| < fnf [la™|*™ < liminf ||a™| /™.
neN n—00

Veamos que efectivamente el limite existe y que se tiene la igualdad. Para ello, llamamos
A al disco abierto en C centrado en 0 y con radio 1/r(a) (tomamos el convenio 1/0 = co.)
Si tomamos A € A, entonces 1 — Aa € Inv A. Si 7 € A*, entonces la aplicacién

f:A—=C
A 7((1=Aa)™h)

es analitica, asi que existe una sucesién de ntimeros complejos { A, }nen de forma que
o
FO) =D A"
n=0

para todo A € A. Ademas, si |A| < 1/|a||, como ||a|| > r(a), se sigue que || < 1/r(a) y

por tanto ||Aal| < 1, asi que
oo

(1—Xa)~t= Z A"a",
n=0

y por tanto
FO) =D A"r(a").
n=0

Ahora, por la unicidad de coeficientes de series de potencias, se sigue que A, = 7(a™) para
todo n € N. Asi, la sucesion \"7(a™) converge a 0 para cada A\ € A, y en concreto la
sucesion esta acotada. Como esto es cierto para todo 7 € A*, se tiene por el principio de
acotacion uniforme que la sucesion (A"a™),cn esté acotada. Por tanto, existe una constante
M > 0 que depende de X tal que ||[\"a"| < M para todo n € N y, en consecuencia,
l[a™[|*™ < M7 /|| si A # 0. Por tanto, limsup,, ., [[a”||*™ < 1/|A| para todo A € A tal
que 7(a) < 1/|A|. Por tanto, deducimos que

lim sup |[a”||Y™ < r(a),
n—oo
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y recordando que r(a) < liminf ||a”\|1/"7 se sigue que
n—oo

r(a) = lim fa"|"/",

como queriamos probar. ]

Vamos a finalizar esta seccién estudiando cémo podemos afiadir una unidad a un algebra
no unitaria. Aunque es una herramienta muy 1til, esto no reduce la teoria de las dlgebras
a las unitarias, ya que puede haber casos en el que esta unidad anadida sea demasiado
artificiosa.

Tomemos un algebra A y tomemos

A=A@C
como espacio vectorial. Ahora, definimos la multiplicacién en A como
(@, A)(b, ) = (ab + Ab+ pa, Ap).

Esta multiplicacién esté bien definida y convierte a A enun algebra unitaria, donde (0, 1)
es la unidad. Llamaremos al dlgebra A unitizacién de A. La aplicacién

A— A
a — (a,0)

es un homomorfismo claramente inyectivo, que usaremos para identificar A como un ideal
de A.

A partir de ahora, escribiremos (a, \) € A como a + A cuando no haya lugar a confusién.
La aplicacién

A=cC
a+A— A

es un homomorfismo unitario con nicleo A, y lo llamaremos homomorfismo canénico.
Es facil ver que si A es abeliana, entonces A también lo es.
Si A es un algebra normada, A también lo serd con la norma

lla+All = {lall + Al

Observemos que si A es dlgebra de Banach, entonces también lo es A. Ademads, A es una
subdlgebra cerrada de A. Finalmente, si A es un dlgebra no-unitaria, definimos para a € A

oa(a) =04(a) y r(a) = sup [|Al.
Xeo(a)
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1.3. La Representacion de Gelfand

En esta seccién vamos a desarrollar las ideas basicas sobre ideales en un algebra de
Banach, y vamos a estudiar las ideas necesarias para introducir la transformada de
Gelfand, una herramienta muy potente que nos permitira representar cualquier algebra de
Banach conmutativa como un algebra de funciones continuas sobre un espacio de Hausdorff
localmente compacto.

Definicién 1.3.1. Un ideal por la derecha (respectivamente, por la izquierda) en un
algebra A es un subespacio vectorial I de forma que ab € I, para todo a € A,b € I (res-
pectivamente, ba € I.) Un ideal en A es un subespacio vectorial que es simultdneamente
ideal por la derecha y por la izquierda.

Obviamente, {0} y A son ideales, que llamaremos ideales triviales de A.

Definicién 1.3.2. Diremos que un ideal propio I es maximal si no estd contenido en otro
ideal propio de A. Los ideales maximales por la derecha se definen de manera equivalente.

Por las caracteristicas de los ideales, son los conjuntos idoneos para construir espacios
cociente, ya que la propiedad de ’absorciéon’ de la multiplicacion es indispensable para que
las operaciones estén bien definidas.

Proposicién 1.3.3. Sea I un ideal en el dlgebra A. Entonces A/l es un dlgebra con la
multiplicacion
(a+I1)b+1I)=ab+1 (a,be A).

Demostracion.
Estd claro que A/I es un espacio vectorial con las operaciones habituales de cociente
de espacios vectoriales. Ademads, como A es un anillo con la suma y la multiplicacion, se
sigue que la multiplicacién en A/I esté bien definida. Esto prueba que A/I es un algebra. [

Serd importante en el desarrollo de este trabajo el concepto de ideal regular:
Definicién 1.3.4. Un ideal I de un algebra A es regular si A/l es un élgebra unitaria.

Proposiciéon 1.3.5. Un ideal I es reqular si y solo si existe u € A de forma que a — au
y a — ua pertenecen a I para todo a € A.

Demostracion.
Supongamos que A/ es unitario, sea u+ I la unidad. Entonces, se tiene que (a—au)+1 =
(a+I)—(a+I)(u+1I)=0+1I, por lo que a — au € I. De la misma forma se prueba
que a — ua € I. Reciprocamente, si u € A es tal que a — au y a — ua pertenecen a I, se
comprueba de la misma forma que u + I es unidad en A/I. ]

Puede probarse usando el lema de Zorn que todo ideal regular esta contenido en un ideal
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maximal. Este resultado puede encontrarse en [15], Corolario 2.6. Por tanto, si A es uni-
tario, estd claro que todas las dlgebras A/I son unitarias y por tanto todos sus ideales
regulares, asi que todas las dlgebras unitarias tienen ideales maximales.

Consideremos ahora un algebra A y (I))xcp una familia de ideales de A. Como en el caso
de las subdlgebras que ya estudiamos, se tiene que

N

AEA

constituye también un ideal. Por tanto, dado cualquier subconjunto S C A, existe el
minimo ideal I conteniendo a S, dado por la interseccién de todos los ideales que contienen
a S. Llamaremos a este ideal el ideal generado por S.

Consideremos ahora A un algebra normada. Es trivial comprobar que dado cualquier ideal
I, su clausura I es también un ideal. Dado cualquier subconjunto S, existe el minimo ideal
cerrado conteniendo a S, que viene dado por la clausura del ideal generado por S.

Proposicién 1.3.6. Sea A un dlgebra normada y sea I un ideal. Entonces A/I es un
dlgebra normada con la norma dada por

la+ I|| = inf|la—20|.
bel

Demostracion.
Esté claro que es una norma para A/I, ya que es la norma definida en el espacio vectorial
cociente, Falta ver que es submultiplicativa. Tomemos ¢ > 0 y sean a,b € A. Entonces
existen o’,b' € I de forma que ||[a+I||+¢& > |la+d|, |b+I]|+e > ||b+ V| . Por tanto,
si tomamos ¢ = a’b+ ab’ + '’ € I se tiene

(la I+ )b+ 11| + ) > a+ /| o+ ]| = llab+ e
Entonces (|la + I|| +¢)(||b+ I|| +¢€) > ||ab+ I]|. Finalmente, tomando € — 0, se sigue que
la+ I[H[b+ I} = flab + I1],

es decir, la norma es submultiplicativa, como queriamos. O

Antes de continuar estudiando propiedades, vamos a ver un sencillo ejemplo de ideal.
Tomemos A y B dos algebras y sea ¢ : A — B un homomorfismo. Entonces ker ¢ es cla-
ramente un ideal, ya que dado a € ker ¢, b € A se tiene que ¢p(ab) = p(a)p(b) = 0, asi que
ab € I. El manejo de los nicleos de homomorfismos como ideales serdn una herramienta
importante en algunas secciones de este trabajo.

Teorema 1.3.7. Sea I un ideal reqular en un dlgebra de Banach A. Si I es propio, también
lo es I. Si ademds I es mazimal, I es cerrado.
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Demostracion.
Como I es regular, entonces existe u € A tal que a — au,a — ua € I para todo a € A.
Ahora, si b € T es tal que |ju — b|| < 1, entonces el elemento v = 1 — u + b es invertible
en A. Si a € A, entonces av = a —au + ab € I, por tanto A = A = Av C I, lo cual es
imposible ya que I es propio. Por tanto, se sigue que ||[u — b|| > 1 para todo b € I, por lo
tanto u ¢ I, lo que demuestra que es propio.
Finalmente, si I es maximal, se tiene que I = I, por tanto es cerrado. ]

Lema 1.3.8. Sea I un ideal reqular mazximal en un dlgebra unitaria y conmutativa A.
Entonces A/I es un cuerpo.

Demostracion.
Tenemos que el algebra A/I es conmutativa y unitaria, con unidad w+ I. Si J es un ideal
en A/I,y 7 es la aplicacién de paso al cociente de A a A/I, entonces esté claro que m1(.J)
es un ideal en A que contiene a I. Entonces, como I es un ideal maximal, se sigue que
71(J) es Ao I. Por tanto, A/I solo tiene los ideales triviales. Ahora supongamos que 7(a)
es un elemento no nulo de A/I. Entonces, J = m(a)(A/I) es un ideal no nulo en A/I, por
lo tanto J = A/I. Por tanto, existe un elemento b € A de forma que (a+1)(b+1) =u+1,
asi que a + I es invertible. Eso prueba que A/I es un cuerpo. O

Ahora introducimos el concepto de cardcter, que seran los elementos sobre los que cons-
truiremos la transformada de Gelfand.

Definicién 1.3.9. Un caricter en un algebra A es un homomorfismo s : A — C no nulo.
El conjunto de caracteres se denota por Q(A).

Antes de enunciar las principales caracteristicas del espectro de un dlgebra, merece la
pena detenernos en dos detalles:

Nota 1.3.10. 1. Si ¢ : A — B es un homomorfismo de algebras y B es unitaria,
entonces existe un tnico homomorfismo unitario

$:A—> B
a+ A pa) + A1
que extiende a .
2. Si ¢ : A — B es un homomorfismo unitario entre dlgebras unitarias, entonces

¢(Inv A) C Inv B,

por tanto o(p(a)) C o(a) para todo a € A.
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Teorema 1.3.11. Sea A un dlgebra de Banach abeliana y unitaria. Se tiene:

(a) Sisx € Q(A), entonces 3 € A* y ||| = 1.

(b) Q(A) es no vacio, y la aplicacion

» — ker »

define una biyeccion de Q(A) al conjunto de ideales maximales de A.

Demostracion.

(a)

Sea s € (A). Observemos que » es un homomorfismo unitario, ya que (1) =
»#(1)? = 1. Entonces, por el apartado (2) de la nota anterior, se sigue que o((a)) C
o(a). Ahora, esta claro que »(a) € o(s¢(a)), por lo tanto »(a) € o(a). De aqui
deducimos por tanto que |(a)| < r(a) < |la||. Asi, se tiene que s es acotado y
||| < 1. Finalmente, como (1) = 1, se sigue que ||»|| = 1.

Llamemos I al ideal cerrado ker »z. Es un ideal propio, ya que » # 0 y ademés
I +C1 = A, pues a — »(a) € I para todo a € A, de donde se sigue claramente que
I es maximal. Ahora, si s, 200 € Q(A) y ker 311 = ker 59, entonces para cada a € A
tenemos s1(a —s2(a)) = 0, asi que s (a) = s2(a) y 21 = s, por tanto la aplicacién
es inyectiva.

Veamos ahora que es sobre. Tomemos I un ideal maximal cualquiera de A. Entonces,
por el teorema 1.3.7, sabemos que I es cerrado. Como A es unitario, I es regular y
por tanto A/I es un cuerpo por el lema 1.3.8. Entonces, por el teorema de Gelfand-
Mazur, se tiene que A/I = C(1 4 I), de donde deducimos que A = I @ C1. Ahora,
definimos » : A — C como »(a+ A\) = A\, con a € I y A € C. Entonces, s es un
caracter y ker z = I, lo que prueba que la aplicacién define una biyeccién entre Q(A)
y los ideales maximales de A.

Finalmente, como ya hemos visto, A admite ideales maximales porque es unitario,

asi que Q(A) # 0. O

En ciertos momentos del trabajo tendremos que trabajar con dlgebras de Banach no uni-
tarias, asi que vamos a presentar una versién algo més débil del teorema anterior, en el
que el concepto de ideal regular juega un papel determinante.

Teorema 1.3.12. Sea A un dlgebra de Banach abeliana. Se tiene:

(a) Sisxe Q(A), entonces s € A* y ||| < 1.

(b) La aplicacion

2 — ker

define una biyeccion de Q(A) sobre conjunto de ideales mazximales requlares de A,
que denotaremos por IN.
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Demostracion.

(a) Sea » € Q(A), y denotemos por M a ker s. Entonces, por el primer teorema de
isomorfia, A/M = C, de donde deducimos que M es regular. De nuevo, M es también
maximal porque tiene codimension 1, y por tanto es cerrado. Denotemos ahora por
|-|" a la norma inducida en C por A/M. Se tiene claramente que ||A|" = ||1]" )|
para todo A € C. Como |[1]|" > 1, se sigue que |A\| < ||A||" para todo A € C, y por
tanto deducimos que para cualquier a € A, |»(a)| < |2(a)|| < |lal|, lo que prueba
el enunciado.

(b) Tomemos s € Q(A). Observemos que s estd completamente determinado por su
nicleo M = ker s, que es un ideal regular maximal, pues si a € M entonces »(a) = 0
y si a ¢ M entonces »(a) es el tinico niimero complejo tal que a? — »(a)a € M. Esto
prueba que la aplicacién es inyectiva.
Por otro lado, si M es un ideal maximal regular de A, el cociente A/M es un cuerpo.
Como M es cerrado, entonces A/M es también un algebra de Banach, y por tanto
A/M = C. Por tanto, la aplicaciéon de paso al cociente 7 : A — M es un caracter, lo
que prueba que la aplicacién sz — ker ¢ es una biyeccién. [l

Teorema 1.3.13. Sea A un dlgebra de Banach conmutativa.

(a) Si A es unitaria, entonces

o(a) ={x(a) : € QA)} (a € A).

(b) Si A es no unitaria, entonces

o(a) ={x(a) : x € Q(A)} U{0} (a€ A).

Demostracion.

(a) Supongamos que A es unitaria y sea a € A. Entonces, si A € o(a), se sigue que el
ideal I = (a — A\)A es propio, asi que I esta contenido en un ideal maximal ker(sc).
Asi, »(a — X\) =0 y por tanto »(a) = A. Hemos probado entonces que

o(a) C{x(a): € Q(A)}.
Para la otra inclusién, supongamos que a — »(a) es invertible. Entonces tenemos
1= »(1) = »(a — »(a))x(a — x(a))™?,

pero x(a — »(a)) = 0, y llegamos a contradiccién. Por lo tanto, s(a) € o(a).
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(b) Ahora supongamos que A es un &lgebra no unitaria y tomemos s : A — Cel

homomorfismo candnico. Entonces Q(A) = {3 : »x € Q(A)} U {5}, donde 3 es el
unico cardcter que extiende > a A. Entonces, tenemos por (a) que

o(a) = o 4(a) = {x(a) : 5 € QA)} = {5(a) : 5 € UA)} U{0},
lo que prueba el resultado. O

Notemos que si A es un algebra de Banach abeliana, entonces por el teorema 1.3.12
deducimos que Q(A) esta contenida en la bola unidad cerrada de A*. Dotaremos por tanto
a 2(A) de la topologia débil* relativa, y llamaremos al espacio topolédgico Q2(A) espacio
de caracteres o espectro de A.

Teorema 1.3.14. Si A es un dlgebra de Banach abeliana, entonces Q2(A) es un espacio
Ty localmente compacto. Es mas, si A es unitaria, (A) es compacto.

Demostracion.
Veamos primero que ©(A) U {0} es débil cerrado en la bola unidad cerrada Ba« de A*.
Tomemos entonces una red (s,) en Q(A)U{0} convergiendo a 3 € By». Tomemos a,b € A.
Tenemos que

»(ab) = lién 7o (ab) = licryn o (a)7q(b) = s(a)(b),

lo que prueba que » es un homomorfismo y por tanto pertenece a Q(A) U {0}. Ahora,
como By- es débil* compacto por el teorema de Banach-Alaoglu, se sigue que Q(A) U {0}
es débil* compacta y, por tanto, Q2(A) es localmente compacto. En el caso en el que A es
unitaria, se sigue que Q(A) es débil* cerrado, y por tanto es compacto. ]

Dado un espacio topolégico Ts €2, diremos que una funcién continua f :  — C se desva-
nece en el infinito si para cada € > 0 el conjunto {x € Q: |f(x)| > €} es compacto en €.
El &lgebra constituida por estas funciones se denota por Cy(€2), y es un algebra de Banach
abeliana y unitaria con la norma infinito.

Podemos entonces presentar la idea central de esta seccién, la transformada de Gelfand,
que nos permitird entender cada elemento de un &algebra de Banach como una funcién
continua que se desvanece en el infinito definida sobre su espectro:

Definicién 1.3.15. Sea A un dlgebra de Banach abeliana con ©(A) no vacio. Dado a € A,
definimos la funcién @ como

a:QA) —C
n— x(a).

Llamamos transformada de Gelfand de a a la funcién a.
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Teorema 1.3.16 (Teorema de Representacién de Gelfand). Sea A un dlgebra de Banach
abeliana con Q(A) no vacio. Entonces la aplicacion

A — Cp(R2(A))

a— a,

llamada representacion de Gelfand, es un homomorfismo decreciente en norma, y
r(a) = [lafl -

Ademds, si A es unitario, o(a) = a(2(A)), y si A es no unitario, o(a) = a(Q(A)) U {0},
para todo a € A.

Demostracion.

Veamos primero que la aplicacién estd bien definida. Es decir, que a € Cy(€2(A)) para todo
a € A. Observemos que la topologia débil* es la topologia menos fina que hace continuas a
todas las funciones @, lo que en cierta manera justifica la eleccién de la topologia. Ademas,
para cada € > 0, el conjunto {5 € Q(A) : |»(a)| > e} es débil* cerrado en la bola unidad
cerrada de A*, y de nuevo por Banach-Alaoglu se sigue que son conjuntos compactos para
todo a € A. Esto prueba que a € Cp(2(A)).

Ahora, por el teorema 1.3.11 se tiene que o(A) es el rango de a si A es unitario (o(a)U{0} si
es no unitario). Por tanto, (a) = ||a||.,, lo que implica que la aplicacién es decreciente en
norma. Finalmente, el hecho de que la aplicaciéon es homomorfismo se sigue inmediatamente
de la definicién de la transformada de Gelfand. O

Definicién 1.3.17. Sea A un algebra de Banach abeliana con (A) no vacio. Llamaremos
radical de A al nicleo de la representacion de Gelfand. Si el radical de A es {0}, diremos
que A es semisimple.

Es trivial ver que los elementos del radical de A son aquellos tales que r(a) = 0. Por
tanto, el radical contiene a todos los elementos nilpotentes.

Proposicién 1.3.18. Sea A un dlgebra de Banach abeliana con espectro no wvacio. Son
equivalentes:

(a) A es semisimple.
(b) Q(A) separa puntos.

(¢) Nieqqa) ker s = {0}.

Demostracion.
Sea A es semisimple, y razonemos por reduccién al absurdo. Supongamos que Q(A) no
separa puntos. Es decir, existe a € A no nulo tal que s(a) = 0 para todo » € Q(A). Es
decir, a(s) = 0 para todo » € Q(A), lo que implica que @ = 0, que contradice el hecho de
que A es semisimple.
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Supongamos ahora que 2(A) separa puntos. Entonces, estd claro que dado s € Q(A), y
x € ker 311 no nulo, existe s tal que »a(x) # 0, por lo tanto = ¢ ker 3. Ademads, esta
claro que 0 € ker s para todo » € Q(A), lo que prueba que

ﬂ ker sz = {0}.

»€Q(A)

Finalmente, supongamos que la interseccién de todos los niicleos de los caracteres es cero.
Supongamos que A no es semisimple: existe a € A no nulo de forma que a = 0, es decir,
0 = a(») = »(a) para todo » € Q(A). Es decir, a € (,.cq(a) ker », y obtenemos de nuevo
una contradiccién. O

Como vimos en el teorema 1.3.12, los ideales maximales regulares de cualquier algebra
de Banach abeliana son precisamente los ntcleos de los caracteres definidos en A, asi
que tenemos una biyeccion Q(A) — 9. Identificaremos por tanto Q(A) con M. Es mas,
podemos ver entonces a 9 como un espacio topoldgico, ya que Q(A) estd equipado con
la topologia débil* relativa a la bola unidad cerrada de A*. Asi, podemos entender la
transformada de Gelfand como

a:M—C
M — a(M),

donde definimos (M) = »(a), donde M = ker s, y podemos entonces definir la represen-
tacién de Gelfand como la aplicacién

A: — Co(m)

a— a.

Lidiaremos con ambas definiciones, entendiendo que en realidad estamos trabajando exac-
tamente con las mismas ideas en ambos casos.

Finalizamos la seccion introduciendo el concepto de algebra de Banach regular, que sera
una idea crucial en ciertos momentos del trabajo. Para ello, debemos hablar primero de
ciertas ideas que de nuevo pondran en juego a los ideales maximales regulares.

Definicién 1.3.19. Sea A un algebra de Banach abeliana. Dado un ideal I de A, definimos
su cierre h(I) como el conjunto de todos los ideales maximales regulares que contienen a
1.

Es facil ver entonces, gracias a nuestra definicién alternativa de la transformada de
Gelfand que

Proposicién 1.3.20. Dado un ideal I en un dlgebra de Banach abeliana A, h(I) es el
conjunto de M € M tales que a(M) = 0 para todo a € I. En consecuencia, h(I) es cerrado.
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Demostracion.

Llamemos B ={M € M : a(M) =0 Va € I}, y veamos que h(I) = B.

Sea M € h(I). Entonces M es un ideal maximal regular con I C M. Es decir, M = ker s
con » € (A) con I C ker ». Entonces, para todo a € I, se tiene que s(a) = 0, es decir,
a(M) =0, por lo tanto M € B.

Tomemos ahora M = ker s € B. Se tiene por tanto que a(M) = 0 para todo a € I, es
decir, s»(a) = 0 para todo a € I. Por tanto, I C M, que por definicién quiere decir que
M € h(I). O

Definiciéon 1.3.21. Dada un algebra de Banach abeliana A, definimos el ntcleo de un
conjunto £ C 91 como el ideal

k(E)= () M.

MeE

De nuevo, podemos relacionar esta definicién con la transformada de Gelfand:

Proposiciéon 1.3.22. Dada un dlgebra de Banach abeliana A, se tiene que
E(E)={ac€A:a(M)=0V M € E}.
En consecuencia, k(E) es cerrado.

Demostracion.
Llamemos C ={a € A:a(M) =0V M € E} y veamos que k(E) = C.
Sea a € k(F). Entonces a € M para todo M € E. Es decir, si kerc = M € E, entonces
#(a) = 0. Es decir, a(M) = 0 para todo M € E, por lo tanto a € C.
Por otro lado, sea a € C. Si M = ker », entonces »(a) = 0, asi que a € M para todo
M € E, es decir, a € k(E). O

Definiciéon 1.3.23. Diremos que un &lgebra de Banach abeliana A es regular si todo
punto M € 9 tiene un entorno U de forma que k(U) es un ideal regular.

Dado un conjunto cerrado F' en 9, definimos J(F,00) como la unién de los idea-
les k(U), donde U es cualquier conjunto abierto tal que F' C U y con complementario
compacto. Se tiene

Proposicién 1.3.24. Dada A un dlgebra abeliana y F cerrado en M, se tiene J(F,o0)
es el menor ideal con cierre igual a F'.

La demostracion de este resultado es bastante técnica y las herramientas presentadas
en este capitulo no son suficientes para poder plantearla. Dicha prueba puede encontrarse
en ([27], p. 91).

Gracias a este resultado, tenemos para cualquier ideal cerrado I que

J(h(I),00) € I C k(h(I)).
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Finalmente, damos una condicién necesaria y suficiente para poder expresar todo ideal
cerrado I de un algebra de Banach abeliana A semisimple y regular como la interseccién
de ideales regulares maximales:

Lema 1.3.25. Sea A un dlgebra de Banach abeliana, semisimple y regular. Entonces los
conjuntos cerrados de M son exactamente los cierres de los ideales cerrados. Ademds, todo
ideal cerrado I de A es interseccion de ideales maximales requlares si y solo si

Jh(I), 00) = k(h(I)).

En ese caso, se tiene que
J(h(I),00) =1 = k(h(I)).

De nuevo, la prueba es bastante arida, pero el lector interesado puede encontrarla en
(27), p- 92).



Capitulo 2

El Problema del Subespacio
Invariante

En este capitulo ofrecemos el planteamiento general del problema del subespacio in-
variante, enfocandonos en la estructura del reticulo de los subespacios invariantes de un
operador, y proporcionando algunas herramientas bésicas tales como la semejanza. A con-
tinuacién, enunciamos y demostramos el teorema de Lomonosov y el teorema espectral
para operadores normales, los dos resultados mas importantes que prueban la existencia
de subespacios invariantes para una gran clase de operadores.

2.1. El Problema del Subespacio Invariante en Espacios de
Hilbert

Durante el resto del texto consideraremos espacios de Hilbert H complejos, separables
y de dimensién infinita.
El problema del subespacio invariante en espacios de Hilbert tiene un sencillo enunciado:

Jtiene todo operador T' € B(H) un subespacio invariante no trivial?

Vamos a comenzar presentando las definiciones bésicas necesarias para comprender el
problema.

Definicién 2.1.1. Dado un operador T' € B(H), diremos que un subespacio M C H es
invariante por T si

Txr e M paratodoz € M.

Esté claro que todo operador acotado tiene siempre dos subespacios invariantes: {0} y
H, que llamaremos subespacios invariantes triviales.

35
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Definicién 2.1.2. Dado un operador 7' € B(H), llamamos reticulo de subespacios
invariantes o reticulo de 7" al conjunto de subespacios invariantes por Ty lo denotamos
por Lat T. Ademés, si S es una familia de operadores acotados, definimos

Lat S = () Lat T.
TeS

Usar el término reticulo para referirnos al conjunto de subespacios invariantes de un
operador no es casual. La coleccién de estos subespacios cumple ciertas propiedades de
orden que hacen que constituyan un reticulo en el lenguaje de la teoria algebraica de orden.
Vamos a comentar ciertos aspectos de este punto de vista de estudio de los reticulos para
deducir propiedades sobre subespacios invariantes.

Definiciéon 2.1.3. Una relacion binaria definida en un conjunto A < es una relacién
parcial de orden en A si cumple para todo a,b,c € A:

(i) a <a (Reflexividad)
(ii) Sia<byb<a,entonces a =b. (Antisimetria)
(iii) Sia <by b < centonces a < c.
Si ademaés se cumple que para todo a,b € A
1.a<bdbéb<a,

diremos que es una relacién de orden total. A cualquier conjunto con una relacién
parcial de orden lo llamaremos conjunto parcialmente ordenado y si esta relacién es
total lo llamaremos conjunto totalmente ordenado. Ademés, si a < b pero a # b, lo
denotaremos por a < b.

Podemos generalizar muchos de los conceptos de orden que aplicamos a los nimeros
reales a los conjuntos parcialmente ordenados:

Definiciéon 2.1.4. Sea A un subconjunto de un conjunto parcialmente ordenado P. Un
elemento p € P es una cota superior para A si a < p para todo a € A. Un elemento
p € P es el supremo de A (sup A) si p es cota superior de A y p < p’ para todo p’ € P
cota superior de A. Si a,b € A, definimos el intervalo cerrado [a,b] como el conjunto de
los elementos ¢ € P tales que a < ¢ < b, y el intervalo abierto (a,b) como los elementos
c € P tales que a < ¢ < b.

De igual manera, podemos definir los conceptos de cota inferior e infimo.
Introducimos entonces el concepto algebraico de reticulo:
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Definicién 2.1.5. Dado un conjunto parcialmente ordenado A diremos que es un reticulo
si para todo a,b € A los elementos sup{a, b} e inf{a, b} existen y pertenecen a A. Ademas
se definen las operaciones:

V:AxA— A
(a,b) — sup{a, b}.

N:AxA— A
(a,b) — inf{a, b}.

Puede ser interesante considerar aplicaciones entre conjuntos parcialmente ordenados
que conserven el orden definido:

Definiciéon 2.1.6. Sean dos conjuntos parcialmente ordenados A1 y As y o : A1 — Ao
una aplicacién. Diremos que « preserva el orden si para todos a,b € A; tales que a < b
se cumple que a(a) < a(b). En cambio, si a(b) < a(a) para todo a < b, diremos que «
invierte el orden.

Finalmente, también podemos hablar de isomorfismo en el sentido de la teoria de orden:

Definicién 2.1.7. Dos reticulos A1 y Ay son isomorfos si existe una aplicacion biyectiva,
a: Ay — Ay de forma que a y o~ ! preservan el orden. A esta aplicacién se le denomina
isomorfismo. Si o es una aplicacién biyectiva tal que o y o~ ! invierten el orden, diremos
que « es un anti-isomorfismo.

Una vez sentadas las bases tedricas del concepto de reticulo, veamos que dado un
operador T' € B(H) el conjunto de sus subespacios invariantes Lat T' conforma un reticulo:

Proposicién 2.1.8. Dado T € B(H) se tiene que Lat T es un reticulo, donde A < B si
ACB.

Demostracion.
Esta claro que la inclusién de conjuntos es una relacién parcial de orden. Ahora, basta
observar que AANB = ANDB,y que AV B =58pan AU B. Veamos que AA B € Lat T.
Para ello, sea x € AN B. Tenemos que Tx € Ay Tx € B, yaque A, B € Lat T, por lo que
Tx € AN B, y entonces A N B es invariante por 1. Ahora, sea = € spanA U B. Entonces,
xr=ar;+ Bxy, conxy € A, x5 € By «,f € C. Ahora, como A, B € Lat T, se sigue que
Txy € Ay Txo € B, por lo tanto aT'xq + 8Txy € spanA U B, asi que spanA U B también
es invariante por T, y por la continuidad de T también lo es Spand U B. ]

Definicién 2.1.9. Dado T € B(H), diremos que M € Lat T es minimal si para todo
N < M se tiene que N = M o N = {0}.

Nota 2.1.10. De la misma forma, dada una familia de operadores S C B(H) se tiene que
Lat S es un reticulo, donde A < B si A C B y donde las aplicaciones V y A se definen de
manera andloga. La misma definicion es valida ademés para los subespacios minimales.
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Es natural preguntarse por propiedades adicionales de invariancia de subespacios por
accién de operadores de B(H). Una de las méas estudiadas es la hiperinvariancia, relacio-
nada con el conmutante de un operador, que pasamos a definir.

Definicién 2.1.11. Dados dos operadores T, .S € B(H) definimos su conmutador como
[T,S] = TS — ST. Diremos que Ty S conmutan si [T,S] = 0, es decir, si T'S = ST.
Llamamos conmutante de 7' al conjunto de los operadores que conmutan con 7', y lo
denotamos por {T'}":

{TY :={SeB(H): TS =ST}.

Esté claro que {T'} es una subélgebra de B(H).

Definicién 2.1.12. Dado T € B(H), diremos que un subespacio M C H es hiperinva-
riante por T'si M € Lat S para todo S € {T'}.

El problema de decidir si todos los operadores de B(H) que no son un miltiplo escalar
de la identidad son hiperinvariantes es un problema que contintia abierto, aunque ha
recibido algunas respuestas parciales, como el teorema de Lomonosov (que probaremos
en la siguiente seccién), que asegura que todo operador no escalar que conmuta con un
operador compacto posee subespacios hiperinvariantes no triviales.

Definicién 2.1.13. Dados T' € B(H) y M subespacio de H, diremos que M reduce a T’
si M y M~ pertenecen a Lat T. También llamaremos a M espacio reductor.

Veamos algunos resultados de caracter general que nos ayudaran a decidir qué subes-
pacios son invariantes para un operador concreto:

Proposicién 2.1.14. SiT € B(H) y P es una proyeccion sobre M, entonces M € Lat T
si y solo si TP = PTP.

Demostracion.
Sique M € Lat T'y x € H, entonces T Px esta contenido en M, y como TM C M,
se sigue que P(T'Px) = T Px. Para la otra implicacién, observemos que si TP = PTP y
x € M, entonces Pr = x y Tx = PTxz. Como P(Tz) = Tz, se sigue que Tx € M, y por
tanto M € Lat T. ([l

Proposicién 2.1.15. Dado T € B(H), se tiene que Lat T* = {M : M+ € Lat T}.

Demostracion.
Vamos a probar la doble inclusién. Tomemos primero M € Lat T%*. Tomemos = € M* .
Se tiene para todo y € M que 0 = (x,T*y) = (Tx,y), por lo que Tx € M~. Asi,
M~ € Lat T. Ahora, si M+ € Lat T, como M es cerrado se tiene que (M1)+ = M, por
tanto M € Lat T™. O

Podemos deducir entonces que:



2.1. EL PROBLEMA DEL SUBESPACIO INVARIANTE EN ESPACIOS DE HILBERT 39

Corolario 2.1.16. FEIl subespacio M reduce a T siy solo si M € (Lat T') N (Lat T*).
También serd muy importante el concepto de semejanza:

Definiciéon 2.1.17. Sean H,, H, espacios de Hilbert complejos. Diremos que dos opera-
dores T' € B(Hy) y S € B(H3) son semejantes si existe un isomorfismo ® : H; — Hs de
forma que

T=2%o"'5%.

Cuando queramos enfatizar el isomorfismo ® diremos que son semejantes bajo .
Ademas, si ¢ es unitario, diremos que T' y S son unitariamente equivalentes.

La relacién ’ser semejantes’ es una relaciéon de equivalencia sobre los operadores aco-
tados. Esta propiedad va a ser fundamental en nuestro trabajo, pues la semejanza entre
operadores conserva muchas propiedades que juegan un papel crucial en la teoria de los
subespacios invariantes. Por ejemplo, si conocemos el reticulo de un operador, conoceremos
también el reticulo de todos los operadores semejantes a él:

Proposicién 2.1.18. Sean T € B(H,) y S € B(H3y) dos operadores semejantes bajo
®: Hy — Hy. Entonces M € Lat T si y solo si ®(M) € Lat S. Es decir:

Lat S ={®(M): M € Lat T'}.

Demostracion.
Veremos solo una de las implicaciones, la otra es andloga. Supongamos que M € Lat T'. Por
tanto, para todo & € M, se tiene que Tx € M. Es decir, ®~'S®x € M, o sea, @~ 1Sy € M
para todo y € ®(M). Ahora, ®~(Sy) € M si y solo si Sy € ®(M), por lo que deducimos
que Sy € ®(M) para todo y € ®(M), es decir, (M) € Lat S. O

Proposicién 2.1.19. Sean T € B(Hy) y S € B(H3y) dos operadores semejantes bajo
¢ : Hy — Hy. Entonces o(T) = o(S) y op(T) = 0p(95).

Demostracion.
Sea A € o(T). Entonces, T — Al no es invertible. Entonces, est4 claro que ®~1(T — \I)®
tampoco es invertible. Ademéas tenemos que

O NT - AD® =S -\

asi que S — AI no es invertible y A € 0(5). La otra contencién es andloga.

Consideremos ahora A € 0,(T). Es decir, existe © € H; de forma que Tx = Az. Entonces,
se tiene que ®~1S®x = Az. Si despejamos obtenemos S(®x) = A(®x). Como P es isomor-
fismo se sigue que ®z # 0y por tanto A € g,(5). De nuevo, la otra contencién es analoga.
O
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2.2. El Teorema de Lomonosov

El objetivo de esta seccién es probar el teorema de Lomonosov, (ver [19]) uno de
los resultados mas potentes en la teoria de subespacios invariantes:

Teorema 2.2.1 (Teorema de Lomonosov). Sea X un espacio de Banach complejo, sea
T € B(X), y supongamos que no es un miltiplo escalar de la identidad. Entonces, si T
conmuta con un operador compacto no nulo, T tiene un subespacio hiperinvariante no
trivial.

Como comentamos en la anterior seccién, nuestro objetivo es estudiar el problema del

subespacio invariante en espacios de Hilbert por su mayor riqueza geométrica. A pesar de
ello, la demostracién para el teorema de Lomonosov es un resultado relativamente sencillo
de probar en el marco general de un espacio de Banach complejo X, aunque es necesa-
rio aplicar herramientas propias del Analisis Funcional no Lineal. Ademads, responde a
varias preguntas clésicas sobre el problema del subespacio invariante, que veremos como
corolarios directos. Por este motivo, enunciamos y probamos el resultado para espacios de
Banach.
Como hemos comentado, necesitaremos utilizar dos resultados clasicos de Analisis Funcio-
nal: el teorema de Mazur sobre el cierre convexo de un compacto en un espacio de Banach
y el teorema de punto fijo de Schauder. Por completitud, vamos a ofrecer la prueba de
ambos.

Teorema 2.2.2 (Teorema de Punto Fijo de Schauder). Sea X un espacio de Banach y sea
K C X un compacto, convexo no vacio. Entonces, dada f : K — K aplicacion continua,
existe x € K de forma que f(x) = x.

Demostracion.
La idea de la prueba esta basada en reducirnos al caso finito-dimensional y aplicar entonces
el teorema de punto fijo de Brower. Tomemos £ > 0. Entonces, la familia de bolas abiertas
{B(z,¢) : x € K} forma un recubrimiento abierto para K. Como K es compacto, podemos
seleccionar entonces 1, ..., z, € K de forma que

n
K c | B(wi,e).
i=1
Tomemos entonces K. C K el cierre convexo y cerrado de zi,...,x,. Veamos que es
compacto. Consideramos el simplice estandar en R" dado por

n

S={(t1, - tn) ER™ 1 t1, ...ty >0, t; =1}
=1

estd claro que S es compacto. Ahora, si definimos ¢ : S — X de forma que ¢(t1,...,t,) =
Yo tiwi, estd claro que ¢ es continua y que su imagen es K.. Entonces, como S es
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compacto, se sigue que K, también lo es.
Consideremos ahora V. un espacio afin de dimensién n — 1 conteniendo a K.. Ahora,
definimos F; : K — R como

pi(z) = max{0,1 — [z — = /e}

para 1 < i < n. Observemos que estdn bien definidas y son continuas, y > i*; @;(x) > 0
para todo x € K. Ponemos ahora Il : K — K. como

— zipi(v)
M) =2 s oy
De nuevo, Il estd bien definido y ademas, para todo x € K se tiene que
|H(z) — x| <e. (2.1)
Definimos entonces
fe: Ko — K.
z = me(f(2)).

Es una funciéon continua definida en un convexo compacto K. contenido en un espacio
vectorial finito dimensional V.. Entonces podemos aplicar el teorema del punto fijo de
Brouwer y se sigue que existe un punto fijo z. € K. para f.. Es decir,

fe(l') = Z.

Ahora, como K es compacto, podemos encontrar una sucesion € — 0 tal que z := x,,
converge a cierto punto T € K. Veamos que T es el punto fijo que buscamos para f. Es
decir, vamos a probar que f(Z) = 7.

Claramente se tiene que f;, (zr) = =, — T. Basta entonces ver que f;, (zr) = f(T). Es
decir, que || f;, (xx) — f(T)|| — 0. Tenemos

[fer(2x) = F@ = N7y, (f (22) = F@ < ey, (F (22) = Szl + [[f (2r) — F(@)]]
<er +|1f(xk) = fF(@)] — 0.
Falta justificar que existe kg > 0 de forma que |7, (f(zx)) — f(z)|| < er para todo

k > ko. Para ello, basta recordar la propiedad (2.1) para deducir lo que queremos. Esto
prueba por tanto que f tiene un punto fijo y acaba la demostracién. O

Antes de ver el teorema de Magzur, recordemos que dado A C X un subconjunto de-
notamos por co(A) al cierre convexo de A.

Teorema 2.2.3 (Teorema de Mazur). Sea X un espacio de Banach y sea A C X un
compacto. Entonces, co(A) es compacto.
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Demostracion.
Observemos que como X es completo, se sigue que ¢6(A) es completo, ya que es cerrado.
Por tanto, para probar que es compacto bastara ver que es totalmente acotado. Es decir,
que para todo € > 0 existen 1, ...,x, € ¢o(A) de forma que

co(K) C U B(zi, ).
i=1

Tomemos entonces ¢ > 0. Como A es compacto, se sigue que existen z1,...,2, € A de
forma que A C ", B(zi,e/4). Tomemos K = co({z1, ..., zn}), que es compacto usando el
mismo razonamiento que en la prueba anterior. Ahora,

co(A) € |J Bly,e/4).

y€Eco(A)

Pero si y € co(A), entonces y = i, a;y;, donde y; € A, a; > 0y > a; = 1. Definimos

’33‘ - zv(a:)
A C Ui, B(zi,e/4). Si z estuviera contenida en més de una bola, seleccionamos v(z) de
forma que sea el minimo indice. Se tiene que

ahora v : A — {1,...,n} de forma que < ¢/4. Esta bien definida porque

ly = aizyo)ll = 1D ai(yi — yo)ll < e/4,
=1 i=1

y por tanto

co(A) C U B(y,e/2).
yeK

Ahora, como K es compacto, podemos extraer un subrecubrimiento finito de bolas de
forma que K C Y | B(y;,¢/2) con y; € K. Por tanto, se sigue que

co(A) € {J B(yi,e),

-

1

(2

lo que prueba que es totalmente acotado, como queriamos. O

Vamos a usar estos dos teoremas para probar el Lema de Lomonosov, del cual deducire-
mos facilmente el teorema de Lomonosov como corolario. Llamamos algebra transitiva

a cualquier algebra A C B(X) tal que Lat A = {{0}, X }.

Teorema 2.2.4 (Lema de Lomonosov). Sea A una subdlgebra transitiva de B(X), y sea
K € K(X) un operador compacto no nulo. Entonces, existe A € A de forma que 1 es
autovalor para AK, es decir, 1 € o,(AK).
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Demostracion.
La idea de la prueba consiste en encontrar un operador compacto en un conjunto convexo
y compacto para aplicar el teorema de punto fijo de Schauder. Este punto fijo serd entonces
un autovector para AK, con A € A que iremos construyendo a lo largo de la prueba.
Comencemos suponiendo sin pérdida de generalidad que || K| = 1. Elijamos zy € X de
forma que ||Kzo| > 1, lo que implica que ||zo|| > 1. Llamemos B = B(xq, 1). Ahora, para
cada A € A definimos

u(A) = {y € X : ||Ay — xo|| < 1} = A~ Y(B(z0,1)).
Esta claro que cada u(A) es un conjunto abierto. Veamos que

X~ {0} = |J w(A).

AcA

Tomemos primero z € X no nulo. Entonces, como el dlgebra A es transitiva, se sigue que
todo vector no nulo es ciclico para el dlgebra. Es decir, el conjunto

{Az: A e A}

es denso para todo z € X \ {0}. Asi, como el conjunto es denso, existe A € A de
forma que ||Ax — zo|| < 1, asi que = € [Jc 4 u(A). Reciprocamente, tenemos que ver que
0¢ Ugcau(A). Si0 e u(A), se sigue que ||zg|| < 1, lo cual es absurdo.

Ahora, tenemos que K B C X~ {0}, ya que para todo x € B |[Kx — Kxo|| < ||z — 20| < 1.
Asf que si 0 € KB, se tendria de nuevo que ||zo]| < 1y volveriamos a llegar a contradiccién.
Asi se tiene

KB C U u(A).
AcA
Como K es compacto, podemos entonces tomar Ai,..., A4, € A de forma que KB C
", u(A;). Definimos ahora para cada i € {1,...,n} las aplicaciones «; : KB — R como

ai(y) = mdx{0,1 — [[Asy — zol|}.

Observemos que son aplicaciones continuas por ser el maximo de dos aplicaciones con-
tinuas. También es claro que para todo y € KB 0 < «;(y) < 1. Ademés, para cada y
siempre existe ¢ € {1,...,n} de forma que ||4;y — xo|| < 1, por tanto «;(y) > 0. Por tanto,
si definimos las aplicaciones W

ai\y

= S e

estan bien definidas y vuelven a ser aplicaciones continuas. Merece la pena senalar que
S, Bi(y) = 1 para todo y € KB. Con estos elementos a mano, podemos ya definir la
funcién continua que nos dara el punto fijo que buscamos. Se define

v:B— X
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como
n

Y(x) =) Bi(Kz) AiK (x).

i=1
Obviamente esta bien definida, ya que Kz € KB para todo x € B y es una aplicacién

continua por ser composicién y suma de continuas. Veamos primero que ¢(B) C B. Dado
x € B se tiene

I (x) = zoll = 1Y Bi(Kx) Ak (x) — zo|| = IIY_ Bi(K2) Ak (x) — ) Bi( K)ol

=1 =1 =1

= 1> Bi(Ka)(AiKx — xo)|| <) Bi(Ka) | AiKz — o]

i=1 =1

Ahora obervemos que si ||A;Kx — zg|| > 1 entonces por definicién §;(Kz) = 0, asi que
tenemos que

I (z) = zoll <) Bi(Kz) =1,
i=1

lo que prueba que ¥ (z) € B. No podemos aplicar atin el teorema de Schauder, porque
aunque B es un conjunto cerrado y convexo, no es compacto. Vamos a buscar algin com-
pacto que sea invariante por v dentro de la bola B. Observemos que como los operadores
compactos conforman un ideal, los operadores A; K es compactos. Por tanto, el conjunto

Lnj A,KB
=1

es compacto. Entonces, por el teorema de Mazur, se sigue que C := co(|Jr; A; K B) es
un conjunto compacto. Ahora, como B;(y) > 0y Y7, Bi(y) = 1 para todo y € KB,
se sigue que 1(y) es combinacién convexa de A;K(y) € KB. Por tanto, ¢(B) C CN B.
Asi, (CN B) € CN B. Ademas, C N B es un conjunto no vacio porque contiene a ¢ (B).
Finalmente, como es la interseccién de dos conjuntos compactos y convexos, podemos
aplicar el teorema de punto fijo de Schauder, y se sigue que existe x € C N B tal que
Y(x) = x, es decir,

Z Bi(Kz)A; K (z) = x.
1

i=
Entonces, llamando A = Y"1 | 5;(Kx)A; € A se tiene que AKx = x, asi que x es autovec-
tor de AK asociado al autovalor 1. Esto termina la demostracion. ]

Podemos entonces probar el teorema de Lomonosov:
Demostracion del teorema 2.2.1:
Razonamos por reduccién al absurdo. Supongamos que 7' € B(X) no tiene subespacios
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hiperinvariantes. Es decir, el dlgebra {T'}’ es un 4lgebra transitiva, pues solo tiene subes-
pacios invariantes triviales. Tomemos K un operador compacto que conmute con 1'. Asi,
por el lema de Lomonosov, existe A € {T'} de forma que 1 es autovalor para AK. Es
decir, el subespacio N := ker(AK — I) tiene dimensién mayor estricta que 0. Ademads,
como AK|y es la identidad y AK es compacto, se sigue que N tiene dimension finita, pues
la bola unidad en N es compacta por ser AK compacto. Ahora, como A y K conmutan
con T, se tiene que dado =z € N

AK(Tz) =T(AKzx) =Tz,

por tanto Tz € N para todo x € N, lo que prueba que N es invariante por 7. Como
N tiene dimensién finita, podemos extraer un autovalor A para T. Asi, el subespacio
M :=ker(T — \I) es un subespacio cerrado claramente invariante por 7', y dado cualquier
B € {TY} se tiene que M es invariante por B, ya que dado z € M

T(Bz) = B(Tz) = B(\z) = \Bx.

Asi, Bx € M y M es invariante por B, por lo tanto M es hiperinvariante para Ty llegamos
a contradiccién. O

Como corolarios inmediatos vamos a enunciar algunos resultados que se mantuvieron como
problemas abiertos durante decenas de anos desde que se postulé el problema del subespa-
cio invariante hasta que fueron resueltos por diferentes matematicos en la segunda mitad
del siglo XX:

Corolario 2.2.5. Todo operador compacto posee un subespacio hiperinvariante (en parti-
cular, invariante).

Demostracion.
Basta observar que todo operador compacto conmuta consigo mismo y aplicar el teorema
de Lomonosov. O

Definicién 2.2.6. Diremos que un operador T' € B(X) es polinomialmente compacto
si existe un polinomio p € C[z] de forma que p(T") es compacto.

Teorema 2.2.7. Todo operador polinomialmente compacto tiene un subespacio hiperin-
variante (en particular, invariante).

Demostracion.
Sea T' € B(X) con p(T') compacto. Entonces, p(T') es un operador compacto que conmuta
con Ty por el teorema de Lomonosov tiene un subespacio hiperinvariante. ]

Nota 2.2.8. Observemos que no hemos utilizado en ningin momento la hipdtesis de que
X sea un espacio reflexivo, asi que merece la pena remarcar que el teorema de Lomonosov
es valido en cualquier espacio de Banach complejo X.
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2.3. El Teorema Espectral para Operadores Normales

En esta seccién vamos a presentar el teorema espectral para operadores normales en
espacios de Hilbert y veremos como aplicacién que todo operador normal posee un subes-
pacio hiperinvariante no trivial. Las demostraciones de los resultados que no probaremos
pueden consultarse en [25].

Comencemos recordando la definicién de operador normal:

Definicién 2.3.1. Diremos que T € B(H) es normal si conmuta con su adjunto. Es
decir, si
TT" =T"T.

El resultado principal de esta seccién es el siguiente:

Teorema 2.3.2. Sea T € B(H) un operador normal no escalar. Entonces T tiene un
espacio hiperinvariante.

Como ya hemos comentado, obtendremos este resultado como consecuencia del teorema
espectral. Comencemos definiendo el concepto de medida espectral:

Definicién 2.3.3. Sea (€2,3) un espacio medible. Diremos que E : ¥ — B(H) es una
medida espectral si cumple las siguientes propiedades:

(a) E(0)=0, E(Q)=1.
(b) B

(A) es una proyeccién autoadjunta (ortogonal), para todo A € 3.

)

)

(¢) E(A1NAs) = E(A1) 0 E(As) = E(A2) 0 E(A;), para todos Ay, A; € 3.

(d) Si A1 N Az =0, entonces E(A1 U Az) = E(A1) + E(As).
)

(e) Para todos x,y € H, si denotamos E, ,(A) = (E(A)x,y) para todo A € 3, entonces
E, , es una medida compleja en X.

Es decir, una medida espectral es una aplicacién E que asocia a cada conjunto medible
una proyeccion ortogonal definida en H. Notemos que las propiedades exigidas a E recuer-
dan a las propiedades de una medida de probabilidad p. Podemos entender la propiedad
(a) como una equivalencia con la propiedad de p(0) = 0, u(2) = 1. Ademas, la propiedad
(d) puede entenderse como aditividad finita. Observemos que en esta analogia no es com-
pleta, pues no reclamamos la aditividad numerable para E. Finalmente, la propiedad (e)
nos permite generar medidas complejas E; , para cada x,y € H. Se cumplen las siguientes
propiedades adicionales:

Proposicién 2.3.4. Sea E medida espectral en B(H) definida en (2,%). Entonces:

(a) E; . es una medida positiva para todo x € H.
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(b) Para cada x € H, la aplicacion x — E(A)H es una medida vectorial numerablemente
aditiva.

(c) Si{A,} C ¥y E(A,) =0 para todo n € N, entonces E (U321 A,,) = 0.

Como ocurre con las medidas positivas y las medidas complejas, las medidas espectra-
les nos permiten construir una teoria de integracién. A nosotros nos bastara con definir
las integrales para funciones F-esencialmente acotadas, concepto que definimos a conti-
nuacién:

Definicién 2.3.5. Sea E una medida espectral definida en (€2, X). Definimos L*°(E) como
el espacio de funciones medibles f : Q — C tales que E({|f| > C}) = 0. Si f € L>®(E)
diremos que estd F- esencialmente acotada.

Notemos la analogia en la definicién de este espacio con los espacios L*(u), donde p
es una medida positiva o compleja cualquiera. Como en dichos casos, L>°(E) es un espacio
de Banach (tomando clases de equivalencia de funciones) con la siguiente norma:

£l e () = min{C > 0: E({[f] > C}) = 0}.

Observemos ademas que si f :  — C es acotada en el sentido usual (existe M > 0
tal que |f| < M) entonces f € L*(E), con [|f| gy < M. El siguiente resultado nos
abre la puerta para definir las integrales de funciones de L*°(FE) con respecto a la medida
espectral:

Proposicién 2.3.6. Sea E una medida espectral en B(H) definida en (2,%). Entonces,
dada f € L*°(E) existe un unico operador T € B(H) de forma que

<T$7y> = /Qdex,y

para todo x,y € H.

Definicién 2.3.7. Sea E una medida espectral en B(H) definida en (€2,3), y sea f €
L*°(E). Definimos la integral de f con respecto a E

/Q fdE

como el tnico operador T' € B(H) que cumple que

<T£L‘,y> = /Qdex,y

para todo x,y € H.
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Es decir, la integral de una funcién en L*°(€2) nos definird un operador acotado T' €
B(H). Como veremos més adelante, esta definicién nos permitira representar todo operador
normal 7' como la integral de la funcién identidad z — z definida sobre su espectro o (7).
Esta representacion es una herramienta muy potente gracias a las siguientes propiedades:

Proposicién 2.3.8. Sea E una medida espectral en B(H) definida en (Q,%), f,g €
L*(E) yT = [ fdE, g = [ gdE. Se tiene:

(a) T* = [ fdE.
(b) ToS=SoT = [ fgdE.
() 1Tl =111l oo (ze) -

(d) o(T) es el E-rango esencial de f. Es decir, C~ o(T) es el abierto mds grande G tal
que E(f~(G)) =0.

(e) Si A€ X entonces E(A) = [ xadE.
Enunciamos ahora el teorema espectral:

Teorema 2.3.9 (Teorema espectral para operadores normales). Sea T' € B(H) un ope-
rador normal. Entonces existe una unica medida espectral E definida en la o—dlgebra de

Borel de o(T) tal que
/ zdE(z) =T.
o(T)

Es mds, T conmuta con todas las proyecciones E(A), para todo Borel A € o(T).

Esta representacién nos permitird extender el célculo funcional analitico para opera-
dores normales. Es decir, nos permitird definir f(7") para cualquier funcién f : o(T) — C
acotada, lo cual amplia enormemente la clase de las funciones disponibles para el cdlculo
analitico.

Definicién 2.3.10. Sea T' € B(H) un operador normal y E la medida espectral que lo
representa. Sea f : 0(T') — C medible Borel y acotada. Definimos entonces

(1) = / oy TEBC)

Se tienen las siguientes propiedades:

Proposicién 2.3.11. Sea T € B(H) un operador normal, f,q, fn : 0(T) — C funciones
medibles y acotadas. Se tienen:

— ~

(a) f9(T) = F(T)eg(T) y [ +9(T) = J(T) +§(T).
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(b) Sig=Ff, entonces §(T) = (f(T))*.

(c) Si f es continua, entonces o(f(T)) ={f(A\) : A€ a(T)}.
(d) Si fn, — f uniformemente en o(T), entonces an(T) - f(T)H — 0.
(e) Si S e {T}, entonces S € {f(T)V.

Demostracion del teorema 2.3.2.
Veamos que como 7" no es multiplo escalar de la identidad, o(7T') tiene al menos 2 puntos
distintos. Razonamos por reducciéon al absurdo. Supongamos que el espectro se reduce
a un punto. Es decir, existe A\g € C tal que o(T) = {A\o}. Entonces se tiene para todo
x,y € H que

(T, y) — /{ e (2) = /U iy M) = X0y (0(T)
= X (E(o(T))x,y) = (AT, ¥) -

Asi, se tiene que T' = A, lo cual es absurdo.

Tomemos entonces a,b € o(T") con a # b. Entonces, existe ¢ > 0 de forma que B(a,s) N
B(b,e) = (). Definamos entonces A = B(a, e)No(T). Se tiene por tanto que Ay B = o(T)~
A son conjuntos de Borel. Observemos que ambos son no vacios, y al menos uno de ellos es
abierto. Por tanto, se sigue que E(A) y E(B) son proyecciones no triviales. Ademds, como
AUB =0(T)y ANB =0, se tiene que E(A)+E(B) =1y E(A)E(B) = E(B)E(A) =0,
de donde se sigue que P = E(A) # [y E(B) =1 — P. Ahora, definimos

M = P(H).

Observemos que M es un subespacio cerrado y no trivial de H. Veamos que es hiperin-
variante para T'. Para ello, observemos que P = E(A) = fU(T) xA(2)dE(z) = xa(T). Por
tanto, gracias a la propiedad (e) de la proposicién 2.3.11 se sigue que si S conmuta con
T, entonces S conmuta con P. Tomemos entonces S € {T'}'. Asi, PS = SP. Tomemos
x € M,y veamos que Sz € M. Tenemos que Pz = x, asi que

Sz = SPx = PSx = P(Sx) € M,
lo que prueba que M € Lat S, y por tanto M es hiperinvariante por 7' O

Si observamos detenidamente la prueba, realmente hemos probado un resultado mas fuer-
te, que resumimos en el siguiente corolario:

Corolario 2.3.12. Sea T' € B(H) un operador normal no escalar. Entonces existe un
subespacio cerrado M que reduce a todo operador S € {T}'.
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Demostracion.
Retomemos la notacién de la prueba anterior. El subespacio M es invariante para todo
operador S € {T}. Ahora, el mismo razonamiento utilizado es vélido para el espacio
M+t = (I -P)(H) = E(B)(H). Entonces, M es invariante para todo operador S € {T'},
por lo tanto M reduce a todos los operadores S que conmutan con 7T', como queriamos. [



Capitulo 3

Calculo de Reticulos Clasicos

En este capitulo vamos a presentar el calculo explicito del reticulo de subespacios in-

variantes de dos operadores clésicos (el shift y el operador de Volterra) y el reticulo de
la familia de las traslaciones en L?(R). Es decir, vamos a proporcionar una descripcién
explicita de sus subespacios invariantes y trataremos de estudiar las propiedades de orden
de estos reticulos.
Es de vital importancia notar que las pruebas que vamos a presentar en los dos prime-
ros casos se basan fuertemente en la utilizacién de modelos que representen a nuestros
operadores. La caracterizaciéon de los reticulos de muchos operadores puede resultar una
tarea inabarcable sin el uso de modelos. La estrategia a seguir serd tratar de encontrar
un espacio de Hilbert separable en el que podamos representar por semejanza al operador
que queremos estudiar de forma mas sencilla y caracterizar sus subespacios invariantes en
este nuevo espacio.

3.1. El Reticulo del Operador Shift

Vamos a comenzar ofreciendo una caracterizacion completa del reticulo de subespacios
invariantes del operador shift, gracias al teorema de Beurling. Vamos a seguir las ideas
que se exponen sobre este tema en el libro de Rudin [29]. El operador shift se define de la
siguiente forma:

S 52 — 52
(ao,al, ) — (O,CLo,al, )

Claramente es un operador acotado y es, de hecho, una isometria. Observamos rapidamente
que los subespacios

My = {(an)n>0 € l2 : a, = 0 para todo n =0, ..., k.} (3.1)

son claramente invariantes por S, pero cuesta mucho decidir si estos son sus tinicos subes-
pacios invariantes. Por ello, vamos a presentar un modelo de nuestro operador en el

51
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espacio de Hardy H?, que es un espacio de Hilbert separable (que recordemos es siempre
isométricamente isomorfo a ¢). Estudiaremos entonces el operador shift en este espacio,
que tomard una forma maés sencilla de manejar como operador de multiplicacién. Para
ello, vamos a recordar los conceptos mas béasicos del espacio de Hardy.

3.1.1. El Espacio de Hardy H*

Las pruebas de los resultados que vamos a exponer en esta seccion pueden encontrarse
con todo detalle en [12].
Definimos el espacio de Hardy H? como el espacio de las funciones analiticas definidas
en el disco unidad D del plano complejo C cuyos sucesién de coeficientes de la serie de
potencias centrada en el 0 estdn en ¢5. Es decir:

H?:={f(z) =) f(n)z" € H(D): Y_ |f(n)] < oo}.
n=0 n=0

Podemos dotar a H? del producto escalar definido como sigue. Si f(z) = 32°°, f(n)z" y
g(z) = 3.5°, §(n)2" son funciones de H?, entonces

Gog) =S Fm)am). (3.2)
n=0

Claramente este producto escalar induce una norma en H? definida como

S 1/2
11l 2 = (Z !f(n)l2> :
n=0

Como ya hemos comentado, se tiene que

Teorema 3.1.1. El espacio H? es un espacio de Hilbert separable con el producto escalar

definido en (3.2).

Por tanto, H? es isométricamente isomorfo a 5, donde este isomorfismo viene dado por
T : ly — H? donde T(ag, a1, as,...) = 3022 s anz". Como los elementos de £ son sucesiones
acotadas, entonces la serie de potencias que engendra tiene radio de convergencia al menos
1, asi que T estd bien definida. Ademads, por definicién la sucesién de coeficientes de
cualquier funcién de H? estd en /5. Estos hechos, junto con la unicidad de series de
potencias, prueban que esta identificacién es un isomorfismo isométrico.
Es muy 1til, e imprescindible en muchos casos, la siguiente caracterizaciéon de la norma en
H?:

Teorema 3.1.2. Sea f € H?. Se tiene que

P i L i
112 = tim o= [ IpGen)Pas = swp o [ |p(re)de.

-7 0<r<1 4T J—m
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Se deduce facilmente de este resultado que el espacio de funciones holomorfas acotadas
en el disco, que se denota por H™, estd contenido en el espacio de Hardy.
Es también primordial hablar del limite radial de una funcién del espacio de H?. Dada
f € H? definimos la familia de funciones f, como

fr(€?) = f(re®) para todo € € T,

con 0 < r < 1, donde T es el toro, es decir, la frontera del disco unidad. Se sigue que
fr € LQ(T) para todo 0 < r < 1. Definimos también el valor frontera de f como la
funciéon f* cuya serie de Fourier viene dada por

Z f(n)eie.
n=0

Se tiene

Teorema 3.1.3. [Teorema del limite radial]. Sea f € H?. Entonces
(a) £ € LA(T) y £l 2(zy = I fll g2 -
() I1fr = fllp2ery > 0 sir =17,
(c) fr — f* en casi todo T.

Gracias a este teorema, tenemos que el valor frontera de f coincide con su limite radial.
Cuando no haya lugar a confusién, usaremos ambos términos indistintamente.
Este teorema nos permite entonces identificar H? con el subespacio de L?(T) de funciones
con coeficientes de Fourier de indices negativos nulos.
Como consecuencia del teorema, podemos recuperar cualquier funcién del espacio de Hardy
mediante la integral de Poisson de su funcién radial:

Corolario 3.1.4. Sea f € H?. Entonces
[ = P[f*]v
donde P|[f*] denota la integral de Poisson de f*.

En cierta manera, el limite radial f* recoge el comportamiento de f en la frontera del
disco en la que no tiene por qué estar definida. De ahora en adelante y cuando no haya
lugar a confusién, tomaremos el convenio de escribir f en vez de f*.

Una vez expuestos los resultados més bésicos sobre H?2, retomamos el estudio del operador
)

shift S. Recordemos que se define como S(ag,ay,...) = (0,ap,a1,...). Por el isomorfismo
isométrico que hemos descrito, el shift en el espacio de Hardy vendra definido como

S (Z f(n)z”) = Zf(n— 1)z".
n=0 n=1
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Es decir, Sf(z) = zf(z) para todo z € D. Como ya hemos comentado, el operador shift se
convierte en un operador de multiplicacién en H?. Recordemos cuél es su definicién:

Definiciéon 3.1.5. Dada b € H*°, definimos el operador de multiplicacién
M, : H> — H?
como My f = bf para todo f € H?.

Proposiciéon 3.1.6. Dada b € H*, el operador de multiplicacion My estd bien definido,
es acotado y [ My]] < bl

Asi, tenemos que si T es el isomorfismo isométrico de ¢5 — H? se sigue que S =
T-'M.T. Es decir, S es unitariamente equivalente al operador de multiplicacién M,.
Cuando no haya lugar a confusion, llamaremos indistintamente S al shift en ¢ y al shift
M, en H?.

Entonces, si logramos caracterizar los subespacios invariantes asociados al operador M,
obtendremos la descripciéon completa para el shift definido en ¢5. Para ello, serd necesario
estudiar las funciones interiores del espacio H?.

3.1.2. Productos de Blaschke y Funciones Interiores

Como ya hemos visto, los subespacios M}, que definimos en 3.1 son invariantes para S.
Si traducimos estos espacios al lenguaje de los espacios de Hardy, tenemos que

My, = {i f(n)z" e HQ}.
n==k

Es decir, los subespacios de funciones de H? con un cero de orden k en el origen. Obser-
vemos que gracias a la expresion del shift como operador de multiplicacién M,, si f tiene
ceros en {ajq, ...,an} C D, entonces Sf también se anulard en estos puntos. Por tanto, las
variedades formadas por estas funciones también seran invariantes por S. Vamos entonces
a estudiar la construccién de funciones con unos ceros determinados en el disco unidad:

Teorema 3.1.7. Si {ay, }nen es una sucesion en D de forma que oy, # 0 para todo n € N
Y

o)
Z 1-— ’an’ 0,
n=1

si k € NU{0} y definimos

’fH —2 ol o (3.3)

1 —Qnz OQp

entonces B € H>® y solo se anula en los puntos a,.
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A la funcién B la llamamos producto de Blaschke. Cabe destacar que si alguno de
los v, se repite, entonces B tendrd un cero multiple en ese punto. Ademas, cada factor del
producto que define a B tiene modulo 1 en T. Para poder realizar la prueba, necesitamos
recordar el siguiente resultado:

Proposiciéon 3.1.8. Sea §2 una region en C, y sean f, € H(Q) no idénticamente nulas.

Si -
> 11— ful2)
n=1

converge uniformemente en compactos de €2, entonces el producto

z) = H fn(2)
n=1

converge uniformemente en compactos de (2, y en consecuencia f € H(Q2).
FEs mds, tenemos

Z f’Vh
donde m(f;z) es la multiplicidad del cero de f en z (Si f(z) # 0, entonces m(f;z) =0).

Demostracion.

Ver [29].

Probamos entonces el resultado:
Demostracion del teorema 3.1.7.
Vamos a aplicar la proposicion anterior para probar el teorema. Consideramos la serie

oo
’an’

1 — Qpz O

Su n-ésimo término viene dado por

1+7r
(1= fanb| < 721~ .

‘ ay + o |z
(1 —an2)an,

si |z| < r. Por tanto, se sigue que B € ‘H(ID) y que solo tiene los ceros prescritos. Ademaés,
como cada factor del producto tiene médulo menor que 1, se sigue que |B(z)| < 1 para
todo z € D, por lo que B € H*®. O

Cabe destacar que como B € H™, entonces B € H?, por lo que podemos hablar de
su limite radial B*. El siguiente resultado muestra que podemos manejar bien el compor-
tamiento de los productos de Blashcke en la frontera:



56 CAPITULO 3. CALCULO DE RETICULOS CLASICOS

Proposicién 3.1.9. Si B es un producto de Blashcke, entonces |B*| =1 en casi todo T.

Demostracion.
Observemos primero que como |B| < 1 en DD se sigue que |B*| < 1 en casi todo T. Usamos
el hecho de que las cantidades

17 :
M) =5 [ |Bee)ds
2m J_r
son finitas para todo f € H>, y son no decrecientes respecto r (consultar [10], teorema
1.5). Entonces, aplicando el teorema de la convergencia dominada de Lebesgue y que f,
converge en casi todo a f* que

1 [/ i
%/_\( do < / ()6,

Ahora, aplicamos esta desigualdad a la funcién f = B/B,, donde B estd definida como
en 3.1.7 y B, se define como

Ahora, observemos que cada B, estd bien definida en el disco cerrado, y se tiene para cada

factor que
i0

Qp — e’ ’an’ Qn — € ‘ _ |e—i9’

“‘zl

L—ane? an | |eif(e — o)

para todo e € T, por lo tanto |Bn| =1 en T. Asi, obtenemos que

1 ™

5/
pero ademas B, converge uniformemente a B en cada compacto del disco, por tanto
también lo hace en rT para todo 0 < r < 1, asi que se sigue que

1 ™ }
1< o [,

B(re'?)

1 7 .
T ldp < — B*()|do
By (ret?) o /_W’ (e™)1d0,

A
que junto al hecho de que |B*| < 1 en casi todo prueba que |B*| =1 en casi todo T. O

Recordemos que la variedad Y de funciones con ceros en {aj, ..., ax} C D era una variedad
invariante por S. Vamos a formalizar esta idea usando productos finitos de Blaschke. Si
B es el producto asociado a los ceros {ar, ..., a3}, entonces f € Y siy solo si f/B € H?,
ya que f y B tienen el mismo niimero de ceros. Por tanto, f € Y si y solo si f € MpH?.
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Es decir, las variedades lineales MpH? son invariantes por S, donde Mp denota el ope-
rador de multiplicacion por B. Cabe preguntarse entonces ahora si este razonamiento
puede ampliarse a los productos de Blaschke infinitos. Veremos més atn: vamos a intro-
ducir el concepto de funcién interior, que podemos entender como una generalizacion
de productos de Blaschke. Vamos a probar que si ¢ es una funcién interior, entonces las
variedades My H 2 son variedades cerradas y por tanto subespacios y que ademés son los
unicos subespacios invariantes de S, lo que caracterizard su reticulo, como queriamos.

Definicién 3.1.10. Una funcién interior es una funciéon ¢ € H*™ tal que |[¢*| = 1 en
casi todo T.

Gracias al resultado anterior, sabemos que todos los productos de Blaschke son funcio-
nes interiores, asi que en efecto podemos entender a estas funciones como generalizaciones
de los productos de Blaschke.

Con el siguiente resultado vamos a ofrecer una caracterizacién de las funciones interiores
en funcién de sus ceros y de las medidas singulares respecto a la medida de Lebesgue, cuya
definicién recordamos a continuacion.

Definicién 3.1.11. Dado un espacio de medida (X, %, pu) y A € X, diremos que A es
soporte de la medida p si u(M) = p(AN M) para todo M € X. Ademads, decimos que dos
medidas pu, v definidas sobre el mismo espacio medible son singulares si tienen soportes
disjuntos.

Se tiene:

Teorema 3.1.12. Sea 6 € R, B un producto de Blaschke, u una medida de Borel finita y
positiva en T que es singular con respecto a la medida de Lebesgue, y

T et 4 o

6(2) = " B(z) exp (— | S

—Z

du(t)> (z € D). (3.4)

Entonces ¢ es una funcion interior, y toda funcion interior es de esta forma.

Necesitaremos algunos resultados previos para la prueba. Las demostraciones pueden
ser consultadas en [29]. Primero, definimos la integral de Poisson de una medida de Borel
positiva p en T como

Pldpl(2) = [ P(.)du(e®)  (z € D),

j 1-|2[? . .
donde P(z,e') = ﬁ es el ntcleo de Poisson.

Proposiciéon 3.1.13. Si p una medida de Borel positiva en T y la derivada de Radon-

Nykodim de p respecto a la medida de Lebesque es 0 en € € T, entonces la integral de

Poisson de la medida w = Pldy] tiene limite no tangencial 0 en e®.
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Proposicién 3.1.14. Sea u una funcion arménica en D y sea u,(e?) = u(re??) para
0 < r < 1. Supongamos que

sup ||ur|l; < oc.

0<r<1
Entonces existe una unica medida de Borel compleja p en T tal que w = Pldu]. Ademds,
toda funcion armonica positiva en D es la integral de Poisson de una unica medida de
Borel positiva en T.

Demostracion del teorema 3.1.12.
Si (3.4) se cumple y g = ¢/B, entonces log |g| es la integral de Poisson de la medida real
—pu, por lo tanto log|g| < 0, asi que g € H*® y se sigue entonces que ¢ € H>®. Ademés, la
derivada de Radon-Nykodim de p con respecto a la medida de Lebesgue m es 0 porque p
es singular con respecto a m, asi que los limites radiales de log |g| son 0 en casi todo por
la proposicién 3.1.13. Como |B*| =1 en casi todo, se sigue por tanto que |¢*| = 1 en casi
todo, asi que es una funcién interior.
Ahora, supongamos que B es el producto de Blaschke formado por los ceros de la funcién
¢y sea g = ¢/B. Entonces log|g| es arménica en U. Se sigue entonces que |g| < 1len Dy
lg*| = 1 en casi todo T, asi que log |g| < 0. Concluimos entonces por la proposicién 3.1.14
que log |g| es la integral de Poisson de —du, donde p es una medida positiva en T. Como
log |g*| = 0 en casi todo T, se sigue que la derivada de Radon-Nykodim de p con respecto
a la medida de Lebesgue es 0 en casi todo T, asi que p es singular. Finalmente, log|g| es

la parte real de
et + 2
h(z) = | ———du(t
()= [ S dute),

y esto implica que g = cexp(h) para alguna constante ¢ con ¢ € T. Por tanto, ¢ es de la
forma (3.4), como querfamos. O

Ejemplo 3.1.15. Podemos entonces definir de forma sencilla funciones interiores que no
sean productos de Blaschke. Por ejemplo, bastaria con tomar ¢ = 1 y p la medida delta
de Dirac en 1. Entonces obtendriamos

o) =exp (7).

Esta funcién interior sera de gran importancia cuando estudiemos el reticulo del operador
de Volterra.

3.1.3. El Teorema de Beurling

Podemos entonces caracterizar el reticulo del operador S gracias al teorema de Beur-
ling:

Teorema 3.1.16 (Teorema de Beurling). Se tiene:
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(i) Para cada funcién interior ¢ el espacio MyH? es un subespacio invariante de S en

H2.

(ii) Cada subespacio invariante Y de H? diferente de {0} contiene una funcién interior

¢ de forma que Y = M¢H2.

Demostracion.

(i)

Tomemos ¢ funcién interior. Por definicién, sabemos que |¢*| = 1 en casi todo T.
Ahora, recordemos que para toda f € H? tenemos que su norma en H? coincide con
la norma en L?(T) de su limite radial. Es decir,

171 = 5= [ 187 () P

Gracias a esta propiedad, se sigue que el operador de multiplicacién Mg es una
isometria, ya que

1 T 2 2 (1
Mo f13 = o [ 16" PLE () Pds = 5 [ 157 s = 171

Veamos entonces gracias a que My es isometria que MyH 2 es cerrado. Para ello,
tomamos una sucesion (¢ - f,)nen vy digamos que converge a g € H?. Entonces, la
sucesion (- fr)nen €s una sucesion de Cauchy, y por tanto también lo es (fy, )nen. Por
completitued, f, — f € H?, y asi se tiene que ¢- f, = ¢- f € M¢H2, lo que prueba
que es cerrado. Ahora basta ver que MyH 2 es invariante por S, que recordemos que
se expresa como el operador de multiplicacién M. Esto es muy sencillo, ya que My
y M. conmutan por ser operadores de multiplicacién. Entonces, dada My f se tiene

M. Myf = My(M.f) € MyH?,
lo que prueba que MyH 2 es un subespacio invariante, como querfamos.

Consideremos ahora Y un subespacio invariante por S no trivial. Entonces, existe
un minimo k£ € NU {0} de forma que Y contiene a una funcién f de la forma

o0

= Z f(n)z" zeD
n=k

tal que f (k) = 1. Por la construccién de f, esté claro entonces que f ¢ M,Y . Se sigue
ademés que M.Y es un subespacio cerrado y propio de Y, asi que el complemento
ortogonal de M.Y en Y no se reduce solo al 0, por lo que existe ¢ € Y con ||@]| 2 =1
y tal que ¢ L M,Y. En particular, se tiene que ¢ | z"¢ para todo n € N. Ahora, por
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polarizacién y por el teorema 3.1.3, tenemos que el producto escalar en H? puede
ser escrito como

L™ o0y oo (a0
(.9)= 5= | 15 ()
para todo f,g € H?. Asi, se sigue que
1 /7 , .
0= (0"0) = 5 [ Io"(e)Pe " ay
2 J_x
para todo n € N. Si conjugamos en la igualdad anterior obtenemos que

™

1/ ‘¢*(ei9)|26in6d9 -0
2m J_»

para todo n € N. Es decir, todos los coeficientes de Fourier de la funcién |¢*|? son
nulos excepto si n = 0, que es igual a 1. Como los coeficientes de Fourier determinan
completamente a las funciones integrables, se sigue que [¢*|> = 1 en casi todo T,
asi que deducimos lo mismo para |¢*|. Ademds, recordemos que ¢ € H? y ¢ es la
integral de Poisson de ¢*, por lo que |¢p| < 1 en D. Por tanto, ¢ € H® y ¢ es una
funcién interior.
Ahora, recordemos que Y es invariante por S, asi que tenemos que z"¢ € Y para
todo n > 0, asi que pp € Y para cualquier polinomio p. Como los polinomios son
densos en H?,Y es cerrado y ¢ € H®, se sigue que MyH 2 C Y. Tenemos que probar
que la inclusién no es propia, es decir, que MyH 2 =Y. Como MyH 2 es cerrado,
basta entonces probar que para cualquier i € Y tal que h L MyH 2 se tiene que
h =0.
Tomemos entonces h € Y de forma que h L MyH 2. Se tiene entonces que h L 2"¢
para todo n > 0, es decir:

1 (7 g
/ h* () g* (eif)e =m0 dh = 0.

2w Jx

Ahora, como h € Y, tenemos por invariancia sobre S que z"h € Y para todon € N,
y por nuestra eleccion de ¢ se tiene que z"h L ¢, o lo que es lo mismo

S / B ()¢ 3l ®)df = 0
2m J_r

para todo n > 0. Asi, tenemos que todos los coeficientes de Fourier de la funcién
h*¢* son nulos, por lo tanto h*¢* = 0 en casi todo T. Finalmente, como sabemos
que |¢*| =1 en casi todo, se sigue que h* = 0 en casi todo T, y por tanto

1Az = I 2y = O,

lo que prueba que h = 0, como queriamos. O
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(i)

Este teorema proporciona explicitamente la caracterizacion del reticulo del operador
shift en H?, como queriamos. Observemos no obstante que nuestro problema inicial
era caracterizar el reticulo del operador shift en f5. Sabemos que si T : fo — H? es
el isomorfismo isométrico que presentamos anteriormente, entonces los subespacios
invariantes de S en ¢y vienen dador por

Lat S = {T~(¢H?) : ¢ es interior}.

Esta descripcién puede no resultar del todo satisfactoria, pero por el momento no es
conocida ninguna caracterizacién de los coeficientes de Taylor de las funciones del
subespacio ¢H? cuando ¢ es una funcién interior, por tanto la descripciéon obtenida
es la mejor que podemos proporcionar.

Finalicemos esta seccién mostrando algunas propiedades de orden de los reticulos:

Corolario 3.1.17. Sean ¢1 y ¢o funciones interiores.

(i) My, H?> C My, H? siy solo si ¢1/d2 es interior.

(ii) M%H2 = M¢2H2 sty solo si ¢1/pa es constante. Es decir, cualquier subespacio
M € Lat S viene representado univocamente por una funcion interior salvo
producto por un numero complejo de médulo 1.

Demostracion.

Si M¢1H2 C M¢2H2, entonces ¢ € M¢2H2, es decir, existe f € H? de forma que
¢1 = ¢ - f, por lo que ¢1/¢o € H?. Ademés, como ¢1 y ¢2 son acotadas en D y
estdn en H, se sigue que ¢1/¢2 estd acotada, como querfamos.

Supongamos ahora que ¢3 = ¢1/¢2 es interior. Entonces ¢1f = ¢a2(¢3f) para todo
f € H?, y por tanto ¢1 H? C ¢poH?.

Supongamos que M¢>1H2 = M¢2H2. Entonces, ¢, € M¢2H2, es decir, existe f € H?
de forma que ¢; = ¢ - f, por lo que ¢1/¢po € H?. De igual forma, se sigue que
#2/¢p1 € H?. Veamos que cualquiera de estos dos cocientes es constante. Llamemos
¢ = ¢1/d2 y sea h = ¢ + 1/¢. Entonces tenemos que h € H?, y como |¢*| = 1 en
casi todo T, se sigue que h es real en casi todo T, ya que se tiene que

W= 1/ = 6"+ 5

que claramente es real en casi todo el toro. Ahora, recordemos que por el corolario
3.1.4 se tiene que h es la integral de Poisson de h*, asi que deducimos que h es una
funcién real en D, por tanto h es constante. Esto implica que ¢ es constante. Ademads,
como |¢*| = 1, se sigue que ¢ € T, como queriamos.
Supongamos ahora que ¢1/¢2 es constante. Entonces ¢2/¢1 también lo es. Basta
aplicar el apartado (i) para obtener ¢1 H2 = ¢y H2.
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0

Gracias al teorema 3.1.12 podemos caracterizar estas propiedades de orden en funcién
de los ceros de las funciones interiores y de las medidas que las representan:

Corolario 3.1.18. Sean ¢1 y ¢2 dos funciones interiores, y denotemos por uy y pa las
dos medidas que representan a estas funciones respectivamente como en (3.4). Entonces:

(a) M¢1H2 - M¢2H2 st y solo si todos los ceros de ¢ son ceros de ¢1 y p1 — 2 €s una
medida positiva.

(b) M¢1H2 = My, siy solo si ¢1 y @2 tienen los mismos ceros y pui = pa.
Demostracion.

(a) Sabemos que My, H? C My, H? si y solo si ¢1/¢2 es una funcién interior. Si ponemos

T eit 2
61(2) = ¢ By (2) exp (— |5 d/u(t))

_r et —z

—Z

T it
92(2) = €% By(2) exp (— | S dew) ,

donde By y Bs son los productos de Blaschke con los ceros de ¢ y ¢o respectiva-
mente. Entonces,

z;gz = ei(61—92)g;8 exp (— /7; Z;%jd(,ul — N2)(75)>

serd interior si y solo si B;/Bsy es un producto de Blaschke y p11 — po es una medida
positiva finita singular respecto a la medida de Lebesgue. Esta claro que B;/Bj serd
un producto de Blaschke si y solo si los ceros de ¢o son todos ceros de ¢1, y la medida
11 — ua es claramente finita y singular respecto a la medida de Lebesgue. Entonces,
solo necesitamos exigir que p; — pao sea positiva, lo que prueba el resultado.

(a) Sabemos que My, H?> = My, H? si y solo si ¢1/¢2 es constante. Con la notacién de
la demostracion del apartado anterior, se tiene

$1(2) _ ei(91—92)317(z) exp <— /7r &CK,UI - M2)(t)> )

$2(2) Bs(z2) e et — 2

que sera constante si y solo si u1 = ps y By = Ba, lo que prueba que ¢; y ¢2 tienen
exactamente los mismo ceros.

0
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3.2. El Reticulo del Operador de Volterra

En esta seccién caracterizaremos el reticulo del operador de Volterra en L2(0,1) y
probaremos es un operador con reticulo totalmente ordenado, que denominamos operador
unicelular. Es decir, el reticulo del operador de Volterra es pequefio en el sentido del
orden.

La caracterizacion de su reticulo utilizando las técnicas que nosotros vamos a mostrar la
realizé Donald Sarason en [30].
Se define el operador de Volterra V' € B(L?(0,1)) como

Vi@ = | " byt

Esta claro que este operador estd bien definido y es lineal. Para ver que es acotado, basta

ver que:
W= [ || soar

. 1
ASI: HVH < %
El resultado principal de esta seccion es el siguiente:

2 1 1
do <1 [ 1S3 ade = 5171

Teorema 3.2.1. Si definimos M, = {f € L*(0,1) : f = 0 en casi todo [0,a]} para
a € [0,1] se tiene que
Lat V ={M, : a € [0,1]}.

Ahora, consideramos la funcién interior

P(2) = exp(—).

z—1
Sabemos que es interior gracias al ejemplo 3.1.15. Ahora, denotamos por Y = (¢ H?)*
y por P : H> = Y a la proyeccién ortogonal. Entonces, definimos T = P o S|y, donde
S € B(H?) es el operador shift. La estrategia de la prueba consiste en:

1—2z
1+z"

(1) Probaremos que T es unitariamente equivalente a W = f(V'), donde f(z) =

(2) A continuacién, demostraremos un resultado general que nos permitird deducir que
Lat W = Lat V.

(3) Finalmente, valiéndonos del teorema de Beurling, caracterizaremos el reticulo de T
Asi, obtendremos el reticulo de W y por tanto el de V', como queremos.

Empecemos por tanto con nuestra construccién. Se tiene:

Teorema 3.2.2. El operador W = (I — V)(V +I)~! es unitariamente equivalente a T.
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Debemos presentar el espacio de Hardy en el semiplano superior para poder realizar
la prueba. Consideramos el semiplano superior

I:={zeC:3J(z) > 0}.
Entonces, se define el espacio de Hardy en el semiplano superior como

H*(I1) = {f € H) = || fll oy < 00}

donde
ey = sup [ 1fGo+ iy Pda.
y>0 JR

Se tiene que H2(II) es un espacio de Hilbert con la norma definida anteriormente y el
producto escalar asociado, como deduciremos de la siguiente proposicién:

Proposicién 3.2.3. La aplicacion

Uy : H* (M) — H?

FoUaf) = 25 (i)

es un isomorfismo isométrico.

Una demostracion de este resultado puede encontrarse en ([13], p. 106).
Sera imprescindible utilizar el siguiente resultado, que afirma que gracias la férmula de in-
versién de Fourier podemos encontrar un isomorfismo isométrico entre H2(II) y L?(0, +00):

Teorema 3.2.4 (Teorema de Paley Wiener). Sea f € H?(Il). Entonces eviste F €
L?(0,+00) de forma que

1 itz
f) = /R F(t)edt (= € T), (3.5)

donde . -
F(t) =" Ton /_Oo f(z 4 iy)e *dx.

Ademds, ||f||H2(H) = ||FHL2(0,+00)'

La prueba de este resultado puede encontrarse en ([29], p. 372). Ya podemos demostrar
el teorema anterior:
Demostracion del teorema 3.2.2.
Serd conveniente a lo largo de la prueba considerar L?(0,1) como subespacio de L?(0, o)
de L?. Consideramos Q : L?(0,00) — L?(0,1) la proyeccién ortogonal. Observemos que
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Q es el operador de multiplicacién en L?(0,00) con simbolo X[0,1]- Ahora, definimos el
operador K € B(L?(0,00))

(KP@) = [ st
Observemos que como ||V|| < 1/v/2, (V + I) es invertible. Probaremos primero que
(V+D)'=QU - K)12(0,1)-

Para ello, tomemos f € L?(0,1). Tenemos que ver que (I + V)Q(1 — K)f = f. Fijemos
s € [0,1]. Se tiene

QKNG =X [ SOt = [ fe)eat
y se sigue que

(T +V)QU — K f](s) = f(s) + /0 T F)dt — /0 T F(t)elrdt — /0 ’ /O " Ht)e T dtda.

Ahora, por el teorema de Fubini se tiene que

/OS /006 f(t)e dtdx = /OS £(t) (/ts et"”dx> di — /Os(f(t) — @)etdt.

(T +V)QU — K)[f](s) = f(s)

Asi,

I+V) "' =Q(1 - K)12(0,1)-
Se sigue entonces que
W=I-V)T+V) " =20+V)"' —T=Q( —2K)120,1)-

Basta entonces probar que (I — 2K) es unitariamente equivalente a S.
Vamos a contruir un isomorfismo isométrico de L?(0,00) a H?. Sabemos por el teorema
de Paley-Wiener que la aplicacién

Uy : L*(0,00) — H?(TI)

definida por (U f)(w) = \/% JoC f(t)e™tdt es un isomorfismo isométrico. Ahora, la aplica-
ciéon Uy dada en la proposicién anterior por

o) = 25 (i)

1
1—=2 1—2z
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también es un isomorfismo isométrico. Por tanto, la composicion UsU; es una isometria
de L?(0,00) a H?. En otras palabras, el operador U = UsUj : L?(0,00) — H? definido por

U f)(z / Flt)e T2t

1—z

es un isomorfismo isométrico.
Veamos que SU = U(I — 2K). Para ello, tomemos f € L?(0,00). Entonces,

U(I =2K)(f)(2) = (Uf)(2) = 2(UK f)(2),

(UK f)(2) = 1_2 (/ F(s)es tds> g 1—22' /OOO (/”e(i*zl)tdt) F(s)esds
VR e g L2 [ e o

11—z 2 0

Por tanto

Ul =2K)(f)(2) = (Uf)(z) - \/5/0%> f(s)e™=5ds = (UF)(2) — (1= 2)(Uf)(2)
= 2(Uf)(2) = (SUS)(2)-

Se sigue por tanto que SU = U(I — 2K), o lo que es lo mismo, U'SU = 1 — 2K, como
queriamos. O

El siguiente paso es probar un teorema que nos de condiciones suficientes para asegu-
rar que el reticulo de un operador coincide con el reticulo de una funcién analitica de
dicho operador. Para ello, recordemos que el espectro total (o (7)) de un operador es el
menor conjunto simplemente conexo conteniendo a o(T).

Teorema 3.2.5. Sea H un espacio de Hilbert complejo y separable y sea T € B(H). Si
[ es una funcién holomorfa y biyectiva en un conjunto abierto que contiene a n(o(T)),
entonces Lat T = Lat f(T).

Debemos presentar algunos resultados previos para realizar la prueba de este teorema.
Primero, veamos la relaciéon entre el espectro de un operador restringido a uno de sus
subespacios invariantes y el espectro total:

Proposicién 3.2.6. Si M € Lat T', entonces o(Tjpr) C n(o(T)).

Demostracion.
Primero, notemos que si A € 04,(7]ps) implica que existe una sucesion (z,,) de vectores
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unitarios tales que [[(7" — A)zy|| converge a 0. Entonces, 04,(Tjar) C 04p(T'). Ahora, por el
teorema 1.2.9,
9o (Tipr) C oap(Tiar) C o(T).

Ahora, si o(7}) contiene puntos de la componente no acotada de p(T'), entonces 9o (1|;)
corta a la componente no acotada de p(T) y eso es imposible por lo anterior. ([l

Proposicién 3.2.7. Sea T € B(H) y M € Lat T. Si f es analitica en un abierto conte-
niendo a o(T) U o (Tjy), entonces M € Lat f(T) y f(Tix) = f(T)m-

Demostracion.
Comencemos tomando una curva 7 : [a,b] — C en el abierto en el que f es holomorfa de
forma que vy rodee a o(T") U o(T]5r). Entonces se tiene que

(1) = = / (2 — ) f(2)d=.

" 2w
Ahora, veamos que como la imagen de v estd contenida en p(T) N p(T|5s), se tiene que
(z=Tn) ' =(2— T)D\} y M € Lat (z — T)~! para todo z € ¥([a, b]).
Para ello, observemos que si x € M, y ponemos (z — Tjy;)x = u, (z —T) "'z = v podemos
aplicar (z — T') para obtener x = (z — T)u = (z — T')v, de donde deducimos que u = v y
por tanto (z —Tjpy) ' = (z — T)l_]\/l[ Asi, dado x € M se tiene que

1

(z=T)e=(z~Tn) 'z =y,

de donde deducimos que x = zy — Tz, asi que zy = x — Tx € M, lo que prueba que
M e Llat (z—T) L

Esto prueba el resultado, ya que f(A) es limite uniforme de funciones simples simples de
la forma »77; aj(z; — T)~! con 2; € y([a, b]). O

Corolario 3.2.8. Si f es analitica en un abierto conteniendo a n(o(T)), entonces Lat T C

Lat f(T).

Demostracion.
Sea M € Lat T'. Por la proposicién 3.2.6 tenemos que o(7]5s) C n(o(T)). Por tanto, f es
analitica en un abierto que contiene a o(T) U o(Tjy) y M € Lat f(T) por el resultado
anterior. U

Ya podemos probar nuestro resultado:

Demostracion del teorema 3.2.5.

Primero, observemos que por el corolario anterior se tiene que Lat T C Lat f(T'). Deno-
temos por U un abierto que contenga a n(a(T)) y tal que U esté contenido en el abierto
en el que f es analitica. Entonces, f(U) es abierto, y f(U) contiene a o(f(7T)). Para ello,
basta aproximar f(7") uniformemente por polinomios y aplicar el teorema de la aplicacién



68 CAPITULO 3. CALCULO DE RETICULOS CLASICOS

espectral. Ahora, como f; es un homeomorfismo, se sigue que n(o(f(7))) C f (U). De-
notemos ahora por g a la inversa de f, que es una funcién analitica que lleva f(U) en U.
Entonces, g(f(T)) = T y por el corolario anterior se sigue que Lat f(T') C Lat T, lo que
concluye la prueba. O

Para poder aplicar el teorema 3.2.5 a nuestro operador W = f(V') debemos compro-
bar que se cumplen las hipétesis del teorema. Para ello vamos a demostrar que V es un
operador cuasinilpotente, que definimos a continuacién:

Definicién 3.2.9. Diremos que un operador T' € B(H) es cuasinilpotente si o(7T") = {0}.

Esta claro por tanto que si V' es cuasinilpotente se cumpliran las hipdtesis del teorema
3.2.5, ya que f es holomorfa y biyectiva en ID. Para probar que el espectro de V se reduce a
{0}, debemos valernos del siguiente teorema sobre el espectro de los operadores compactos:

Teorema 3.2.10. Sea T' € B(H) un operador compacto. Entonces, todo elemento no nulo
del espectro de T' es un autovalor para T. Es decir, op(T) D o(T) ~ {0}.

La prueba de este resultado puede consultarse en ([21], teorema 1.4.11). Se tiene:
Proposicién 3.2.11. FEl operador de Volterra V' es compacto y cuasinilpotente.

Demostracion.
Para probar que V es compacto, vamos a ver que es limite en la topologia de la norma
de operadores de una sucesién de operadores de rango finito. Tomemos n € N. Definimos

paracada 1 <k <n
k/n

ank(f) = A ft)at

para todo f € L?[0,1]. Ahora, definimos

n—1
Va(f) =D an kX[t /n,(k+1)/n)-

k=1
Observemos que Im(V},) = span{X(x/n,(k+1)/n] : ¥ = 1, ,n}. Por tanto, son operadores
de rango finito y acotados. Ahora tomemos f € L?(0,1) y k/n <z < (k+ 1)/n. Se tiene
que

z 1
Vaf(z) =V f(z)| = ‘/k/ fe)dt| < VT~ k/n HfHLQ(o,l) < % Hf”LQ(O,l) :

Ast, |V f =V f]| < ﬁ para todo f € L%(0,1), por lo que ||V,, — V|| < 1/y/n. Por tanto,

V. — V en la norma de operadores y V' es compacto por ser limite de operadores de rango
finito.
Ahora, por el teorema , sabemos que si A € o(V') es no nulo, entonces es autovalor para
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V. Vamos a probar que 0 € o(7") y que no tiene autovalores, lo que terminara la prueba
del teorema.

Observemos que por el teorema fundamental del calculo V f es continua para todo f €
L?(0,1), lo que prueba que V no es sobreyectivo, por lo que no es invertible. Asi, 0 € o(T).
Supongamos ahora que A # 0 es autovalor para V. Es decir, existe una autofuncién
f € L%*(0,1) tal que Vf = Af. Observemos que V f es continua, asi que también lo es
f- Ahora, por el primer teorema fundamental del calculo, V f es derivable y por tanto
también lo es f. Si derivamos, tenemos que f = Af’ y f(0) = 0. Por tanto, f es la unica
solucién de la edo

Ahora, la tinica solucién de esta ecuacion es y = 0, asi que deducimos que f = 0, lo que
contradice el hecho de que f es autofuncién. Asi, se sigue que V' no tiene autovalores no
nulos, por tanto o(T') = {0}, como queriamos. O

Finalmente, vamos a caracterizar el reticulo del operador T' = P o Sy. La equivalencia
unitaria de este operador con W = f(V') nos dara finalmente el reticulo buscado.

Teorema 3.2.12. Sean ¢(z) = exp (ZH), Y = (pH?)*, P : H> — Y la proyeccion

z—1

ortogonal y T = P o S, donde S es el operador shift en H?. Entonces

Lat T = {P(aH?) : d(2) = exp <az i D Lae[0,1]}).

Veamos un par de lemas que seran necesarios para la prueba:

Lema 3.2.13. Sea M un subespacio cerrado de un espacio de Hilbert complejo y separable
H, sea S € B(H) y supongamos que M € Lat S. Consideramos P : H — M+ la proyeccion
ortogonal y sea T' = PS|p;1. Entonces Y € Lat T siy solo siY & M € Lat S.

Demostracion.
Tomemos primero Y € Lat T' y tomemos f € Y, g € M. Entonces S(f + g) = Sf + Sg.
Ahora Sg € M,y Sf = PSf+ (I — P)Sf =Tf+ (I — P)Sf. Entonces se sigue que
(I — P)Sf € M,y por tanto S(f +g) € Y & M. Por tanto, Y & M € Lat S. Ahora, sea
YeMeLat Sy feY. Setiene que f € Y & M y por tanto Sf € Y & M. Finalmente,
PSf e M*, porlo que PSfeY. O

Lema 3.2.14. Sea ¢(z) = exp (ZJ“%) El cociente ¢/ es interior si y solo si

z—

U(z) = e exp <az i— 1)

cona€0,1 y 6 eR.
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Demostracion.
Sabemos por el teorema 3.1.12 que ¢/t es interior si y solo si todos los ceros de v son
ceros de ¢ y la diferencia de las medidas que las representan es una medida positiva. Ob-
Servemos que como ¢ no tiene ceros, se sigue que 1 tampoco los tiene. Ademas, la medida
que representa a ¢ es la medida que vale 1 en todos los conjuntos que contienen a 1 y 0 en
el resto. Por tanto, ¢/ serd interior si y solo si la medida que representa a 1 vale a € [0, 1]

en 1y 0 en el resto de T. Asi, se tiene que ¥(2) = e? exp (a ii‘i), como queriamos. O

Ya podemos completar la prueba del teorema 3.2.12.

Demostracion.

Sabemos por el lema 3.2.13 que M € Lat T siy solo si M@ (¢H?) € Lat S. Ahora, sabemos
por el teorema de Beurling que existe v interior de forma que M & (¢H?) = 1y H?. Ademas,
por el corolario 3.1.17 se sigue que M = H?, donde ¢/ es interior. Entonces, por el
lema 3.2.14 tenemos por tanto que Lat T' = {P()oH?) : 1y (2) = exp ( zﬁ) € [0,1]},
como queriamos. O

Podemos entonces probar la caracterizacion del reticulo de Volterra:

Demostracion.

Como V es un operador cuasinilpotente por la proposicién 3.2.11 podemos aplicar el teo-
rema 3.2.5 a W = f(V), donde f(z) = 1+Z Por tanto, Lat V' = Lat W. Ahora, sabemos
que T es unitariamente equivalente a W mediante el operador U construido en la prueba
de 3.2.2. Ademads, por la proposicién 2.1.18, se tiene que

Lat V = U~ (Lat T) = {U" (o H?) : ¥(2) = exp <az i 1) La € [0,1]}.

Basta entonces computar los subespacios U ! (¢, H?) para lograr nuestro resultado. Vamos
a probar que U(M,) = ,H?. Para ello, tomemos f € L?(0,00) de forma que f = 0 en
casi todo [0, a]. Entonces

=€

Va(2) 1—2
/ flt+a)e 1+zt dt.

(Uf)(2) —aztl \[ Oof( )ei tidzg 1_2/ £t)

1—2

Asi, se deduce que (U f /1)) pertenece a H?, y por lo tanto U f € 1,H?, lo que prueba que
UM, € ¢,H? para todo a € [0, 1]. Para la otra inclusién, tomemos .9 € 1, H?. Entonces
g = Uf para alguna f € L?(0,00). Es decir,

\/i oo _t1+z
t T—=dt.
s

9(z) =
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Se sigue por tanto que

Yal2)9() = /OO fo)e PO = L /°° flt— a)e_t%dt.
0 a

T1-2 1—-=2
Ahora, si definimos h(t) = f(t — a)X[q,00)(t) Para todo t > 0, se sigue que h € M, y

o9 = Uh, como queriamos. 0

Terminamos esta seccién demostrando que V' es unicelular, como enunciamos al comienzo
de nuestro estudio:

Corolario 3.2.15. V es un operador unicelular. Es mds, Lat V es anti-isomorfo a [0, 1]
en el sentido del orden.

Demostracion.
Como Lat V = {M, : a € [0, 1]}, es obvio que la aplicacién « : Lat V' — [0, 1] definida por
M, — a es una aplicacién biyectiva. Ahora, observemos que si a < b entonces My C M,,
por lo tanto « es un anti-isomorfismo, como queriamos probar. O

3.3. EIl Reticulo de las Traslaciones en L*(R)

En esta tltima secciéon no vamos a caracterizar el reticulo de un solo operador, sino
que caracterizaremos el reticulo de subespacios invariantes de la de operadores en L?(R)
constituida por las traslaciones T, definidas por

feTaf(z) = flz—a)
para a € R. Es decir, si
A={T, € B(L>(R)) : « € R} C B(L*(R))
vamos a ofrecer la caracterizacién completa de Lat A, que recordemos se define como

Lat A= () Lat T,.
a€R

La exposicion que vamos a presentar estd basada en la que se puede encontrar en [29].
Sera fundamental utilizar la transformada de Fourier en nuestro estudio. Nosotros
utilizaremos la siguiente definicién de la transformada de Fourier F. Para cada funciéon

f € L'(R), definimos
_ L —ixt
ff(t)‘m/ﬂ{f(‘””)e e

para todo t € R. Como es habitual, denotaremos F f = f .
Extenderemos la transformada de Fourier de la forma usual a L?(R), obteniendo asi la
identidad de Plancherel:
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Teorema 3.3.1 (Identidad de Plancherel). Si f € L?(R) se tiene que
IF Flly = 1£1ls-

Necesitaremos recordar ademas la siguiente propiedad, que nos permite transformar
las traslaciones en multiplicaciones:

Proposicién 3.3.2. Dada f € L*(R) y a € R se tiene que
F(Taf)(t) = e " Ff (1),

Es decir, si M, denota al operador de multiplicacion por ey (t) = e~

, se cumple
FTo = M,F.

Necesitaremos introducir algo de notacién antes de enunciar el teorema que describe
Lat A. Dado cualquier conjunto medible Lebesgue £ C R denotamos por el subespacio

Mg como
Mpg = {f € L*(R) : Ff =0 en casi todo E}.

Estd claro que Mg es un subespacio cerrado de L%(R), ya que Mg = ker(M,,F), donde
M, es el operador de multiplicacién en L? por xg. Tenemos entonces:

Teorema 3.3.3. El reticulo de A es
Lat A= {Mg C L*(R) : E es medible Lebesgue}.

Demostracion.

Comencemos tomando £ C R medible, y veamos que Mg es invariante para todas las
traslaciones. Es decir, tomemos a € R y veamos que para todo f € Mg se tiene que
Tof € Mg. Tenemos que ver que F(T,f) = 0 en casi todo E. Ahora, sabemos por la
proposicién 3.3.2 que F(Tof) = Mo F(f). Como f € Mg, se tiene que F(f) = 0 en casi
todo E, de donde se sigue entonces que M, F(f) = 0 en casi todo E. Esto prueba que
Mpg € Lat T, para todo a € R, como queriamos.

Tomemos ahora M € Lat A. Vamos a contruir £ medible Lebesgue de forma que M = Mg.
Para ello, consideremos M = F (M), que claramente es un subespacio cerrado por ser F
una isometria. Consideremos P : L%(R) — M la proyeccién ortogonal. Se tiene entonces
que para todo f,g € L?(R)

f—Pf L Pg.

Ademads, como M es invariante por M,, tenemos igualmente que
f - Pf 1 (P.g)ea

para todo a € R. Es decir, se tiene por la definicién de producto escalar en L?(R) que

A(f—Pf)-E-e_adm:O
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para todo f,g € L?(R), a € R. Observemos que lo obtenido en la ecuacién anterior muestra
precisamente que la transformada de Fourier de (f — Pf) - Pg en a es 0 para todo o € R.
Notemos también que el producto (f — Pf)- Pg es una multiplicacién de dos funciones en
L?(R). Por tanto, (f — Pf) - Pg pertenece a L'(R) por la desigualdad de Hélder. Ahora,
gracias al teorema de inversiéon en L'(R) podemos deducir que el producto (f — Pf) - Pg
es 0 en casi todo R. Observemos que la conjugacién de la segunda funcién no juega ningin
papel, asi que deducimos que (f — Pf)Pg = 0 en casi todo. Por tanto,

fPg = (Pf)(Pg)

en casi todo. De igual forma, obtenemos que gPf = (Pf)(Pg). Combinando ambas igual-
dades, obtenemos que

fPg=gPf (3.6)

para todo f,g € L*(R).
Ahora, tomemos g una funcién positiva cualquiera en L?(R). Para fijar ideas, definamos
g(t) = e~ y definamos

(Pg)(t)
p(t) = .
=00
Con esta eleccion de g, la igualdad (3.6) nos da
Pf=¢-f

para todo f € L?(R). Ahora, si f € M tenemos que Pf = f, por lo tanto f = p-f.
Ademés, tenemos que ¢? = @, ya que

p?g=¢-Pg=Pg=Pg=p-g
Por tanto, deducimos que ¢ =0 6 ¢ =1 en casi todo. Definamos entonces
E:={teR:p(t) =0}
Entonces, f € M si ysolosi f =Pf = - f. Es decir, si y solo si f =0 en casi todo E.

Basta aplicar la transformada de Fourier de nuevo para obtener que f € M si y solo si
f =0 en casi todo F, lo que termina la demostracion. O






Capitulo 4

Operadores Universales

4.1. El Operador Universal de Rota

En este capitulo presentaremos el concepto de operador universal, que fue introducido
por G.C. Rota en [28], y proporcionaremos un primer ejemplo expuesto en el mismo
articulo. Después demostraremos una condicién suficiente dada por S.R. Caradus para la
universalidad de operadores en [6], que nos ayudara a probar algunos ejemplos mas.

Definicién 4.1.1. Diremos que un operador U € B(H) es universal si para cada operador
T € B(H) existe un subespacio invariante M de U (M € LatU) tal que T' es semejante a
un miltiplo escalar de Ujy,. Es decir, si existe un isomorfismo X € B(H,M) y A € C de
forma que

T =XX""UpnX.

Es decir, si encontramos un operador universal U podemos estudiar todas las pro-
piedades que se conservan bajo semejanza para los operadores de B(H), tales como la
existencia de subespacios invariantes, limitdndonos al estudio de las restricciones de U a
sus subespacios invariantes.

Podemos entender en cierta forma que los operadores universales 'contienen’ toda la in-
formacion sobre la existencia de subespacios invariantes para los operadores de B(H).
Eso si, es imprescindible primero aportar al menos un ejemplo de operador universal en
un espacio de Hilbert complejo y separable en dimensién infinita. Como bien es sabido,
todos estos espacios son isométricamente isomorfos, por lo que existe un tinico espacio de
este tipo salvo relacién de equivalencia. Asi, si conseguimos construir un ejemplo en un
espacio de Hilbert concreto deduciremos que este tipo de operadores existen en todos los
espacios de Hilbert con los que vayamos a trabajar.

Vamos a presentar el ejemplo que dio Rota en el ya mencionado articulo [28]. Prime-
ro, consideremos H un espacio de Hilbert complejo, separable y de dimensién infinita y

75
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definamos el siguiente espacio:

lo(H) := {(xn)nen : Tn € H para todo n € N, Z |zx)? < oo}

n=1

Observemos que si consideramos la sucesion de espacios de Hilbert (H,,),en donde H, = H
para todo n € N, se tiene que
= @ Hna
12

asi que gracias al Teorema 3.3.2. de [12] se tiene que f2(H) es un espacio de Hilbert con
el producto escalar

S
<($n)n6Na yn nEN Z xmyn
n=1

y la norma inducida
oo

2 2
I(@n)nenll® = D llzall®

n=1

Una vez que sabemos que ¢5(H) es un espacio de Hilbert complejo, separable y de dimen-
sién infinita podemos ya enunciar el resultado:

Teorema 4.1.2. Consideremos el espacio lo(H) y definamos el "backward shift’ U : H —
H como

U(l‘l,iﬂz,xg, ) == (.%‘Q,I‘g, )

Entonces, U es un operador universal.

Demostracion.

Notemos para empezar que U es acotado y, que de hecho, es una contraccién. Es decir,
|U|| < 1. Tomemos ahora T' € B(¢2(H)) cualquiera. Como H y ¢2(H) son isométricamente
isomorfos, consideramos V' : fo(H) — H un isomorfimo isométrico, y definimos A :=
VTV~1 € B(H). Sabemos por el teorema de Gelfland 1.2.16 que el espectro de A es no
vacio y por el lema 1.2.15 que el espectro de A es un conjunto cerrado y acotado en el disco
de radio [|A|| y centrado en el origen. Ahora, consideremos S = ” 7- Estd claro entonces
que el espectro de S estd contenido en . Sabemos también por el teorema de Beurling
1.2.19 que

lim ||S7(|Y"™ = r(S) < 1,

n—oo

donde 7(S) denota el radio espectral de S. Ahora definimos la funcién

oo
= Is™=",
n=0
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que es holomorfa en la regién |z| < 7(S)~!, que contiene estrictamente al disco ya que
7(S)~! > 1. Por lo tanto, f es holomorfa y acotada en el disco, asi que f € H? y por lo
tanto

> IS™M7 = /132 < oo

n=0

Ahora, consideramos el conjunto
M(S) ={y=(S"2)n>0: x € H}.

Primero, observemos que esté contenido en ¢5(H), ya que dado x € H se tiene que

1(S" %) nen]|* = ZHS%II < Jel? ZIIS"H = [lz|* 1 7= < oo (4.1)

Ademas, estd claro que M(.S) constituye un subespacio vectorial de ¢5(H). Veamos que
es cerrado. Para ello, consideramos una sucesién de Cauchy (yn)nen en fo(H). Ahora,
tenemos que para cada n € N existe x,, € H de forma que y, = (Skxn)kzo. La sucesién
(Zn)nen también es de Cauchy, ya que

o0
2
lon = @mll® < Y || 50 = S*am||” = llyn — yull*-
k=0

Por tanto, la sucesion (x,)nen es convergente, digamos a © € H. Veamos finalmente que
(Yn)nen converge a y = (S¥x),>0. Basta observar que

o
lyn — yll* = ZHS%n—s’f |* < lham — 21 - l15%12
k=0

< 1f e lln — 2,

lo que prueba que M (S) es completo y por tanto cerrado. Finalmente, esté claro que M (S)
es un subespacio invariante por U, ya que dado (S™z),>0 € M(S) se tiene que

U(S"x)n>0 = (S"x)n>1 = (S"(57))nz0 € M(S).

Ahora, definimos el operador Is : H — M (S) como Isxz = (S"x),>0, que claramente esta
bien definido. Ademas, es acotado por (4.1) e inyectivo. Es més, si x,, es una sucesién en
H que converge a 0, entonces Igx también converge a 0, por tanto gracias al teorema del
grafo cerrado Is es invertible y I4 L es también acotado.

Finalmente, tenemos que dado x € H

Ig'UTsz = IGMU (8 2)ns0 = 15 (Sn@)n>1 = Sz,
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por lo que se tiene que Ig'UIs = S. Por tanto, 2 ||A|| Ig'UIs = A y si componemos con
el isomorfismo isométrico V' y con su inversa obtenemos

2|A| VT IGIUIsV = VAV =T,

asi que tomando X = IgV se tiene 2 ||A|| X "'UX =T, lo que prueba que U es universal.
U

Por tanto, hemos probado que los operadores universales existen. Como ya hemos comen-
tado, la importancia de esta clase de operadores radica en que basta estudiar la restricciéon
de estos operadores a sus subespacios invariantes para poder estudiar propiedades que se
conservan por semejanza. Obviamente, la propiedad que nos interesa a nosotros es tener
subespacios invariantes no triviales. El siguiente resultado nos muestra la potencia de los
operadores universales, pues caracterizar su reticulo o al menos sus subespacios invariantes
minimales resolveria el problema del subespacio invariante.

Teorema 4.1.3. Sea U € B(H) un operador universal. Las siguientes condiciones son
equivalentes:

(i) Todos los subespacios invariantes minimales de U son de dimension 1.
(ii) Todo operador T € B(H) tiene subespacios invariantes no triviales.

Demostracion.

Supongamos primero que U tiene todos sus subespacios invariantes minimales de dimen-
sién 1. Tomemos T' € B(H) y supongamos que no tiene subespacios invariantes no triviales.
Tenemos que T es semejante a un miltiplo escalar de Ujys, con M € Lat T. Ahora, como
H es de dimensién infinita, M debe tener también dimensién infinita. Como 71" no tiene
subespacios invariantes no triviales, obtenemos que M es un subespacio invariante mini-
mal, lo cual es absurdo.

Supongamos ahora que todo operador T € B(H) tiene subespacios invariantes no triviales.
Tomemos M € Lat U un subespacio invariante minimal para U. Ahora, si M es minimal
y tiene dimensién mayor o igual que 2, el operador Ujy; tiene un subespacio invariante
no trivial N con N C M, lo que contradice el hecho de que M es minimal. Por tanto,
dim(M) = 1, como queriamos. O

4.2. FEl Teorema de Caradus

El objetivo de esta seccién es enunciar y demostrar el teorema de Caradus ([6]), que
nos proporciona una condicién suficiente para probar que un operador es universal. Como
yva hemos expuesto, podemos reducir el problema del subespacio invariante a estudiar
este tipo de operadores, por lo que tener una amplia familia de operadores universales en
diferentes espacios de Hilbert nos abre la puerta a poder abordar dicho problema desde
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varias perspectivas muy diferentes. La capacidad de obtener operadores universales en
diversos espacios de Hilbert nos permite afrontar el problema del subespacio invariante
con una amplia gama de herramientas, como puede ser la teoria de la medida o la variable
compleja en espacios de funciones analiticas, y es aqui donde radica la importancia de este
resultado.

Teorema 4.2.1 (Teorema de Caradus). Sea U € B(H) y supongamos que satisface las
siguientes condiciones:

(i) U es sobreyectivo.
(ii) ker U tiene dimension infinita.
Entonces, U es universal.

Demostracion.

Comenzaremos la prueba construyendo sendos operadores V, W € B(H) tales que UV = I,
UW =0, ker(W) = 0, Im(W) es cerrada y Im(WW) L Im(V). Para ello, denotamos por
U= Ulker(y+ - Veamos que U es invertible. Estd claro que es inyectivo, ya que ker(U) =
{0}. Para probar que es sobreyectivo, tomemos y € H. Como U es sobre, existe z € H
tal que Uz = y. Ahora, si P es la proyeccién ortogonal sobre ker(U) y @ sobre ker(U)*
tenemos que x = Px+Qu, por lo tanto y = Uz = U(Qx) = U(Qxz), lo que prueba que U es
sobreyectivo. Denotemos entonces V = U . Ahora tomemos (e,,),cn una base ortonormal
de H y f, una base ortonormal de ker(U). Definimos entonces We,, = f, y extendemos
la definicién por linealidad y continuidad y todo H. Es obvio que V' y W cumplen las
propiedades deseadas. Ahora tomemos 7' € B(H) cualquiera, y elijamos A € C de forma
que A [|V|||IT]| < 1. Entonces definimos

=" NVIWT*,
k=0

Para ver que ® esta bien definida, basta obervar que ||W|| = 1 por ser isometria, y tenemos

S VT < SSOA VI T
k=0 k=0

Entonces, gracias a la eleccion de A y a la serie geométrica, la serie es absolutamente
convergente y ® estda bien definido. Si recordamos que UV = I, UW = 0, se deduce
facilmente que

Ud = \oT (4.2)

= \VOT + W. (4.3)
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Ahora, si conseguimos probar que ¢ es un homeomorfismo sobre su imagen podremos
escribir por (4.2)
T = A" Ujma)®.

Si ademés demostramos que Im(®) es cerrado y que es invariante por U, se seguird que U
es universal. Comencemos probando que ® es inyectivo. Para ello, sea x € ker . Entonces,
gracias a la expresién (4.3) y al hecho de que Im(V') L Im(W), se sique que V®Tz = Wz =
0, pero como W es isometria deducimos que z = 0, por lo tanto ® es homeomorfismo
sobre su imagen. Veamos ahora que Im(®) es cerrada. Tomemos la sucesién (P (zy,))nen
y supongamos que converge a y € H. De nuevo gracias a (4.3), se sigue que \V®T'z,, +
Wz, — y. Por tanto, usando que Im(V') L Im(W) se sigue que Wx,, — Py, donde P es
la proyeccién ortogonal sobre Im(W). Ahora, como Im(W) es cerrada, existe z € Im(®)
de forma que Wz, — Wx y por tanto x, — x gracias a que W es isometria. Asi,
O(x,) = ®(x) =y € Im(P), lo que prueba que Im(P) es un subespacio vectorial cerrado.
Finalmente, para ver que es invariante por U, basta remitirnos a la igualdad (4.2). Dada
x € H se tiene que U(Px) € Im(P), ya que

U(®z) = A0(Tx) € Im(®P),
por tanto Im(®) es invariante por U, lo que prueba que U es universal. [l

La combinacién del teorema de Caradus, con la siguiente proposicién, nos otorga una
herramienta potentisima para encontrar diferentes modelos de operadores universales en
diversos espacios de Hilbert, lo que nos permite transformar el problema del subespacio
invariante en un problema de cédlculo explicito de reticulos gracias al teorema 4.1.3.

Proposicién 4.2.2. Sean Uy € B(H;), Us € B(H2) dos operadores semejantes. Entonces
U1 es universal si y solo si lo es Us.

Demostracion.
Esta claro que basta probar una de las implicaciones, la otra es analoga. Supongamos que
U es universal. Veamos que Us también lo es. Para ello, tomemos T' € B(Hz). Como U; y
Us son semejantes, existe ® € B(Hy, Hs) isomorfismo tal que Us = ®U;® 1. Consideremos
entonces el operador S = ®~1T® € B(H;). Como U; es universal, existe A € C, M €
Lat Uy y un isomorfismo X € B(Hj, M) de forma que

S =AX"UuX.

Por tanto, se tiene que ®~'T® = /\X*1U1|MX. Observemos que ®(M) es un subespacio
invariante para U;. Si llamamos ¥ = <I>|_<D1( M) Se tiene que ¥ es un isomorfismo de (M)

a Hy. Ademads, tenemos que Uz|p(rr) = \If_lUl‘M\I/. Asi, se sigue que

TP = AX WUy 900 ¥ X.
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Asi, obtenemos que
T = A0X " WUy 9000 ' X7,

lo que prueba que Us es universal. ]

4.3. Un Operador de Composicién Universal en H?>

El objetivo de esta seccién es probar el siguiente resultado, que fue probado en [22]
por Nordgren, Rosenthal y Wintrobe:

Teorema 4.3.1 (Nordgren, Rosenthal y Wintrobe). Sea ¢ una transformacion de Mébius
hiperbélica automorfismo, y consideremos el operador de composicion inducido Cy, en H?.
Sea \ € 0,(Cy). Entonces el operador Cy, — N € B(H?) es universal.

Se sigue inmediatamente el siguiente resultado:

Corolario 4.3.2. El operador de composicién C, € B(H?) tiene todos sus subespacios in-
variantes minimales de dimension 1 st y solo si todo operador tiene subespacios invariantes
no triviales.

Demostracion.
Observemos que dado A € o(Cy) el operador C,, tiene el mismo reticulo de subespacios
invariantes que el operador C, — AI. Entonces basta remitirse al teorema 4.1.3 para obte-
ner el resultado. g

Obtenemos asi un modelo muy potente para estudiar el problema del subespacio inva-
riante, pues tenemos a nuestra disposicion toda la maquinaria del anélisis complejo y la
teoria de funciones holomorfas para tratar de caracterizar el reticulo de subespacios inva-
riantes de C,, lo que resolveria el problema del subespacio invariante gracias al corolario
anterior.

Antes de probar el resultado, introduciremos el concepto de operador de composicién en
H? y estudiando sus propiedades més elementales. A continuacién, hablaremos sobre las
transformaciones de Md&bius del disco unidad D, para poder definir la transformacién hi-
perbdlica automorfismo que inducira el operador de composicién universal.

Finalmente, probaremos el resultado. No seguiremos la prueba original de [22], si no que
seguiremos una demostracién alternativa que recientemente publicaron C. Cowen y E.
Gallardo-Gutiérrez en [18].

4.3.1. Operadores de Composicién en H>

Vamos a introducir en este apartado el concepto de operador de composicion, una
clase de operadores crucial para el estudio de la teoria de subespacios invariantes, como
ya podemos deducir del teorema 4.3.1. Las pruebas omitidas de esta presentaciéon pueden
consultarse en [12].
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Definicién 4.3.3. Sea ¢ € H(D) tal que p(D) C D. Definimos el operador de compo-
sicién de simbolo ¢ como

C,:H?> — H?
f=foe

Veamos que estos operadores son acotados. Para ello, comencemos enunciando el prin-
cipio de subordinacion de Littlewood que nos proporcionard la acotaciéon del operador
cuando fije el 0:

Teorema 4.3.4 (Principio de Subordinacién de Littlewood). Sea ¢ € H(D) con (D) C D
y tal que p(0) = 0. Entonces C, € B(H?) y ||Cy| = 1.

Gracias a esta primera propiedad podemos obtener la continuidad de cualquier ope-
rador de composicién, pues podemos expresar cualquier operador de composicién como
Cyp = C¢C%(O), donde 9 lleva el disco en si mismo y fija el cero y ay,(g) es el automorfismo
del disco que intercambia el cero con el punto ¢(0). Estudiando la acotacién de C, e

obtiene

00 S

Teorema 4.3.5 (Teorema de Littlewood). Sea ¢ € H(D) tal que p(D) C D. Entonces
Cp € B(H?) y
1+ |p(0)]
1 —e(0)]

Seran muy importantes los nicleos reproductores, unas funciones que nos ayudaran a
tratar con los adjuntos de los operadores de composicién:

ICel <

Definiciéon 4.3.6. Para cada p € D, llamamos nicleo reproductor para p a la funciéon

kp(2) = 1 1p2 = ni_:oﬁnzn'
Proposiciéon 4.3.7. Sea p € D. Se tiene
(i) k, € H.
(ii) Para cada f € H? tenemos
(fskp) = f(p)
(iii) Sea p € H(D) con (D) C D. Entonces
Cokp = Kop)-

Veamos ahora que podemos conseguir una amplia clase de operadores universales usan-
do los operadores de composicién. El resultado es el siguiente:
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Teorema 4.3.8. Sea C, € B(H?) un operador inducido por una funcién interior no
automorfismo tal que p(0) = 0. Entonces, C7, es universal.

Necesitaremos un par de resultados técnicos para probar este teorema.

Proposiciéon 4.3.9. Sea ¢ € H(D) con (D) C D. Supongamos ademds que ¢ es una
funcién interior con ¢(0) = 0. Entonces, el operador de composicién C, € B(H?) es una
isometria.

Demostracion.
Si ¢ es una funcién interior con ¢(0) = 0, entonces su sucesiéon de potencias 1, ¢, @2, ...
forma una sucesién ortonormal, pues gracias al hecho de que |p| = 1 en casi todo T
tenemos

(", ™) ZAT@”@mdmzAwn_mdmz ("™, 1)

Por tanto, junto al hecho de que ¢(0) = 0 se sigue que (", ™) = 0y para n > m. Por

tanto, dada f(z) = 3%, f(n)2" tenemos que
o0 2 (e.)
2 a a 2
ICFIIF =D f)e™|| =D 1Fm)P = If]",
n=0 n=0
asi que C, es una isometria. ]

Proposiciéon 4.3.10. Sea ¢ € H(D) con (D) C D, y supongamos que es una funcion
interior no automorfismo con p(0) = 0. Entonces ¢ no es inyectiva.

Demostracion.
Razonamos por reduccién al absurdo. Supongamos que ¢ es inyectiva. Como ¢ no es
automorfismo no puede ser sobreyectiva, asi que existe a € D\ ¢(ID). Consideramos ahora
o el automorfismo del disco que lleva a en 0, y definimos

g = Pa°p.

Entonces, estd claro que g es inyectiva por composicién de inyectivas, g(z) # 0 para todo
z € D por construccién, g € H*(D) y ademés |¢g*| = 1 en casi todo T, por lo que g también
es interior.

Observemos que como g es no nulo en D y el disco es simplemente conexo podemos definir
su raiz cuadrada. Es decir, existe f € H(D) de forma que f2 = g. Inmediatamente se
sigue que f es también inyectiva, acotada e interior. Observemos ademas que, como f es
abierta, existen b € Dy 0 < e < |b] tales que B(—b,e) C f(D). Ademds, observemos que
si f(z1) = ay f(z2) = —a se sigue que g(z1) = g(z2). Como ¢ es inyectiva, se tiene que
21 = zo. Asi, deducimos que

B(b,e) N f(D) = 0.



84 CAPITULO 4. OPERADORES UNIVERSALES

Si consideramos ahora ¢y el automorfismo del disco que lleva b en 0, podemos definir

u(z) = —log @y (f(2))]

Observemos primero que de nuevo ¢po f es interior. Ademés, como u es la parte real de una
funcién holomorfa, u es arménica y u(z) > 0 por construccién. Es més, como |f(z) —b| > ¢
para todo z € D, se sigue que existe § > 0 de forma que |py(f(2))| > 0 para todo z € D,
de donde deducimos por tanto que u(z) > 0 para todo z € D, ya que ¢ < |¢p(f(2))] < 1.
Ahora, como u es armonica, sabemos por el teorema del valor medio que

u(0) ! /0271’ u(re®)do

T 2r

para todo 0 < r < 1. Finalmente, podemos aplicar el teorema de la convergencia dominada
a las funciones u,(¢?) = u(re?), pues son funciones uniformemente acotadas. Ademaés,
como el limite radial de ¢ o f tiene modulo 1 en casi todo, se sigue que u, — 0 en casi
todo cuando r — 17. Por tanto, se sigue que u(0) — 0 cuando » — 17, lo que contradice
el hecho de que u(z) > 0 para todo z € D.

Por tanto, deducimos que ¢ no es inyectiva, lo que prueba el resultado. ]

Ya podemos entonces probar el teorema 4.3.8
Demostracion del teorema 4.5.8.
Veamos que C, cumple las hipétesis del teorema de Caradus. Primero, veamos que como
Cy es isometria se tiene que C;; es sobreyectivo. Para ello, tomemos f € H 2. Observemos
que como C, es isometria, entonces es un isomorfismo sobre su imagen y podemos definir
Co, 1. Co(H 2) — H? que es un operador acotado por ser C, isometria. Ahora, definimos

el operador A : C,(H?) — C como A(g) = <f, C’;lg>. Este operador es claramente
acotado por ser composicién de operadores acotados. Por tanto, podemos extenderlo a un
operador definido en todo H? por el teorema de Hahn-Banach. Ademas, por el teorema de
representacion de Riesz, existe h € H? que representa a A. Veamos que Cih = f. Tenemos
para todo g € H?

(Cihyg) = (h,Cog) = (£,C,'Cg) = (f,9)

ast que Czh = f, como queriamos.

Ahora, veamos que ker C7 tiene dimension infinita, que es equivalente a probar que Im(C,)
tiene codimensién infinita. Fijemos N € N. Observemos que como ¢ no es automorfismo del
disco podemos aplicar la proposicion 4.3.10 para deducir que ¢ no es inyectiva. Por tanto,
podemos encontrar 2N puntos en D wy,...,wy y wi, ..., wy de forma que p(w;) = cp(w})
para todo j = 1, ..., N. Entonces, consideramos las funciones h; = ky, —kw; que claramente

son linealmente independientes. Tenemos que para todo f € H?

(Cof s} = flo(w;)) = flpw))) =0,
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por lo que todas las h;j son ortogonales a Cy,. Finalmente, como N € N es arbitrario, se
sigue que Im(C,,) tiene dimensién infinita y por tanto C;; es universal. O

Con este resultado tenemos un buen ejemplo de una clase muy amplia de operadores uni-
versales que estan definidos en un espacio més natural, como puede ser H2. Caracterizar
el reticulo de subespacios invariantes (o al menos los subespacios minimales) de alguno de
estos operadores resolveria el problema del subespacio invariante gracias al teorema 4.1.3.

4.3.2. Las Transformaciones de Mobius de D

Definicion 4.3.11. Vamos a comenzar estudiando las transformaciones de M&bius del
disco, enfatizando el estudio de sus puntos fijos, para poder introducir las transformaciones
hiperbdlicas. Esta presentacién puede consultarse en el capitulo 0 de [31].

Una transformacién de Mdobius o transformacion fraccional lineal es una aplicacién

az+b
p(z) =

cz+d’
donde a,b,c,d € C, ad — bec # 0 y que lleva la esfera de Riemann C en sf misma.

Es bien sabido que estas transformaciones son biyecciones de C en C y que forman un

A

grupo con la composicién, que denotaremos por LET(C).
Cada matriz no singular
a b
A =
<C d) ’

donde a,b,c,d € C define claramente una transformacion de Mobius ¢4 dada por la
definicién anterior. Esta claro ademas que ¢4 = x4 para cualquier A € C diferente
de 0, por lo tanto varias matrices diferentes pueden darnos la misma transformacién.
Por ello, normalizaremos todas las matrices para que tengan determinante +1, y diremos
entonces que ¢ estd en forma estdndar. De ahora en adelante, salvo que se especifique
explicitamente lo contrario, consideraremos que todas nuestras transformaciones estan en
forma estandar. Observemos que aunque nuestra transformacién esté en forma estandar,
esto no determina de manera tunica nuestros coeficientes a,b,c,d, ya que puede haber
cambios de signo entre ellos que permitan nuestra condiciéon ad — be = 1.

Puntos Fijos

Vamos a centrar nuestra atencion en el estudio de los puntos fijos de estas transfor-
maciones. Comencemos notando que ¢ fija el 0o si y solo si ¢ = 0, por tanto, si ¢ esta en
forma estdndar, el punto oo serd el dnico punto fijo de ¢ si y solosia =dy b # 0. Si
c# 0,y z € C es un punto fijo para una transformacién ¢, se tiene que

az+b
cz+d

=z = —c*+(a—d)z+b=0.
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Es decir, en el caso en el que ¢ no es la aplicacién identidad (todos los puntos son fijos)
los puntos fijos «, 8 de ¢ vienen determinados por una ecuacion cuadratica, por lo que ¢
tendra uno o dos puntos fijos, dados por la siguiente igualdad:

(a —d) + [(a — d) + 4bc]'/?

o, = 50

Vamos a caracterizar la ecuacién anterior en términos de la traza de ¢, que viene dada
por
x(p) = £(a+d).

Observemos que la traza de ¢ es precisamente la traza de la matriz que define la transfor-
macion . Si nuestra transformacién esta en forma estandar, sus puntos fijos seran

(a—d) £ [x(v)* — 4]/

a, = 50 . (4.4)

Notemos entonces que ¢ tendrd un tnico punto fijo si y solo si |x(¢)| = 2. Podemos
resumir esta informacién en el siguiente resultado:

A

Proposicién 4.3.12. Sea ¢ € LFT(C) con ¢(z) = ‘Cfig Entonces ¢ tiene un unico
punto fijo si y solo si |x(p)| = 2.

Estudiar las derivadas de ¢ puede darnos también informacién ttil sobre los puntos
fijos. Se tiene el siguiente resultado:

Proposicion 4.3.13. Sea p € LFT(@). Las siguientes condiciones son equivalentes:

(a) [x(p)] = 2.
(b) ¢ =1 en un punto fijo de .

(¢c) T tiene un unico punto fijo en C. Si @ tiene dos puntos fijos distintos, entonces sus
derivadas en estos puntos son inversas y su suma es x(¢)? — 2.

Demostracion.
Como ¢ estd en forma estandar, se tiene que

ad — be 1

v'(z) = (cz + d)? - (cz+d)?’

Ademas, gracias a la expresion de 4.4, si «, § son los puntos fijos de ¢ se tiene que

#(0).¢/(8) = ; (x(9) % x(p)? — 42)".

Por tanto, deducimos que
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(@) +¢'(8) = x(p)* — 2.
En el caso no contemplado en el que ¢ tiene un punto fijo en oo y otro a € C, estd
claro que ¢(z) = z + b por estar en forma estdndar. Por tanto, se sigue trivialmente que
¢'(a) = 1/¢'(00) = 1. Observemos por tanto que se tienen automdticamente las tres
equivalencias y el resultado queda probado. ]

Clasificacién de Puntos Fijos

Nuestro préximo objetivo es clasificar las transformaciones de Mobius en funcién de su
nimero de puntos fijos y de sus caracteristicas. Dividiremos los elementos de LFT(C) en
transformaciones parabdlicas, hiperbdlicas, elipticas y loxodrémicas. Ya hemos estudiado

las propiedades de la primera, que definimos a continuacién:

Definicién 4.3.14. Diremos que una transformacién ¢ € LFT(C) es parabolica si tiene

un unico punto fijo.
Si el punto fijo de ¢ es oo, esté claro que ¢(z) = z + r, con r € C no nulo. Es decir,

¢ es una traslacién. Si a € C es su punto fijo, y tomamos S € LFT(C) que lleve a a oo,
entonces

V==S8o0poS e LFT(C)

fija solamente el co. Por tanto, V' (z) = z+7 con 7 un nimero complejo no nulo. Por tanto,
tenemos que

p=5"1oVoS,

por lo que deducimos que ¢ es conjugado a una traslacion.
Supongamos ahora que ¢ no es parabdlica, asi que tiene dos puntos fijos «, 5 € C. Tomemos
S € LFT(C) de forma que lleve a a 0 y 3 a oo. Entonces, la aplicacion V = Sopo S™1 €

LFT(C) tiene a 0 y a oo como puntos fijos, por lo tanto V(z) = Az para algiin A € C, que
llamaremos el multiplicador de ¢. Por tanto,

o(z) = STHAS(2)) vV zeC.

Ahora, si derivamos, obtenemos que
/ / 1
pla)=x vy ¢(B)=+.

Observemos que la igualdad anterior asegura que, si |A| # 1, uno de los puntos fijos de ¢
es atractivo. Por ejemplo, si |A| < 1 el punto fijo atractivo es «, y

P'(2) »a (zeCN{BY),

donde la convergencia se da uniformemente en compactos.
Notemos ahora que puede haber ambigiiedad en la definicién de multiplicador. Si cambia-
mos los papeles de a y 3, entonces obtendriamos que el multiplicador es 1/A. Es mucho
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més apropiado pensar en el par {A, 1/A} como el multiplicador de . La proposicién 4.3.2
nos muestra que

A+ % = x(T)% -2, (4.5)

que es una cantidad que elimina toda posible ambigiiedad para el multiplicador.
Ya podemos definir entonces el resto de tipos de transformaciones:

A

Definicién 4.3.15. Sea ¢ € LFT(C) una transformacién no parabélica diferente de la
identidad. Sea A # 1 el multiplicador de ¢. Entonces diremos que ¢ es:

(a) Eliptica si |\| = 1.
(b) Hiperbélica si A > 0.
(¢) Loxodrémica si no es eliptica ni parabdlica.

El siguiente resultado clasifica las transformaciones de Mobius segtin las propiedades
de conjugacién expuestas anteriormente:

Proposicién 4.3.16. Las transformaciones parabdlicas son conjugadas de traslaciones,
las elipticas a rotaciones, las hiperbolicas a dilataciones positivas y las loxodromicas a
dilataciones complejas.

Finalmente, podemos establecer una caracterizacién total en funcién de la traza gracias
a la igualdad 4.5:

A

Proposicién 4.3.17. Sea ¢ € LFT(C) diferente de la identidad. Entonces ¢ es lo-
zodromica si y solo si x() no es real. Si x(¢) es real, entonces:

(a) ¢ es hiperbdlica si y solo si |x(p)| > 2,

(b) ¢ es parabdlica si y solo si |x(p)| =2,

(c) ¢ es eliptica siy solo si |x(p)] < 2.

Transformaciones de Mo6bius en D

Queremos centrarnos en estudiar las transformaciones de Mobius que lleven el disco
D en si mismo. Es decir, nuestro objetivo es estudiar las transformaciones ¢ tales que
¢(D) C D. Denotaremos por LET (D) a este subgrupo de transformaciones de Mobius.
Podemos conseguir informacion extra sobre la distribucion de los puntos fijos en el espacio,
como vemos en el siguiente resultado:

Teorema 4.3.18. Sea ¢ € LFT (D) distinta de la identidad. Se tiene:

(a) Si ¢ es parabdlica, entonces su inico punto fijo estd en T.
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(b) Si ¢ es hiperbélica, entonces tiene uno de sus puntos fijos en D. Ademds, ambos

estan en T si y solo si ¢ es automorfismo.

(c) Si ¢ es loxodrémica o eliptica, entonces tienen un punto fijo en D y otro fuera de

D. Las transformaciones elipticas son precisamente los automorfismos de D con esta
configuracion de puntos fijos.

Demostracion.

(a)

Sea ¢ una transformacién parabdlica, y sea a su tnico punto fijo. Hemos visto
que ¢ = St oV oS, donde V es una traslacién y S(a) = oo. Ahora, S lleva el
disco D en otro disco o en un semiplano, que denotamos por A. Ademads, como
»(D) C D, se sigue que V(A) C A, y como A es una traslacion, estd claro que A es
un hiperplano. Finalmente, como oo es el punto fijo de V' y S~! lleva 0A en T, se
sigue que S~!(c0) = a € T, como queriamos.

Sea ¢ transformacién hiperbdlica y sean « y § sus puntos fijos. Entonces, ¢ =
S~1oV oS, donde S manda a a0y B a oo,y V es homotecia positiva. Sea V(2) = Az
con 0 < A < +o0. Podemos suponer sin pérdida de generalidad que A < 1 y que «
es el punto fijo atractivo. Si no fuera asi, bastaria conjugar con la transformacién
z + 1/z. En estas condiciones, 0 es punto fijo atractivo para V. Es este caso,
S(D) = A puede ser cualquier disco o semiplano que contenga a 0 en su clausura.
En el primer caso obtendriamos que o € D, mientras que 3 € C < D. Observemos
ademads que en este caso ¢ no puede ser automorfismo. En el caso del semiplano,
obtendriamos que a € Dy 8 € T, ya que 0o estd en la frontera del semiplano. En
este caso, tenemos que ¢ es automorfismo si y solo si 0 estd en la frontera de A, por
lo que se sigue que o € T si ¢ es automorfismo y a € D sino lo es.

Finalmente, sea ¢ transformacién eliptica o loxodrémica, y sean « y 8 sus puntos
fijos. Entonces, ¢ = S~1 oV 08, donde S manda a a 0y S a oo,y V = Az, con
|z| = 1 en el caso eliptico y z € C \ R en el caso loxodrémico. Distingamos ambos
€asos:

(i) Si ¢ es eliptico, esté claro que S(ID) = A es otro disco, pues V' es una rotacion.
Entonces, se tiene que V(A) = A. Los puntos fijos son 0 € Ay 0o € C~ A, por
lo que esta claroque a € Dy 3 € C\D. Ademas, gracias a los apartados (a) y
(b), se sigue que si ¢ es un automorfismo con esta configuracién de puntos fijos
debe ser eliptico.

(ii) Sea ¢ loxodrémico. Entonces, A = 7€, con r # 1, § # 0. Ahora, sea S(D) = A.
Se sigue entonces que A debe ser un disco y r < 1. Razonando como en el caso
anterior, se sigue que a« e Dy 8 € C~ D.

O
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Finalmente, vamos a estudiar las formas candnicas de estas transformaciones. Es de-
cir, daremos explicitamente las férmulas para cada uno de los tipos de transformaciéon de
Mobius asumiendo algunas hipdtesis extra de sobre los puntos fijos. Estas formas canénicas
seran esenciales para nosotros, pues las transformaciones de Mobius con las que trabaja-
raremos seran conjugadas de alguno de estos modelos. Esto es debido a que podemos
componer con traslaciones y rotaciones para obtener los puntos fijos deseados para el
simbolo, obteniendo asi que nuestro operador de composicion es semejante al operador
inducido por la transformacién canénica asociada.

Teorema 4.3.19. Sea ¢ € LFT'(D).
(a) Supongamos que ¢ es parabdlico y que 1 es su punto fijo. Entonces

(2—a)z+a

wlz) = 24a—az’

donde R(a) > 0. Ademds, ¢ es automorfismo si y solo si ®(a) = 0.

(b) Supongamos que ¢ es automorfismo hiperbdlico, y que —1 y 1 son sus puntos fijos.
Entonces

() r+z
z) = ,
v 1+7rz

con 0 <r<1.
(¢) Supongamos que ¢ es no-automorfismo hiperbolico. Distinguimos dos posibles casos:

(i) Sean 0 y 1 los puntos fijos de p. Entonces

rz

v(2) =10, a=r)

con 0 <r <1
(i) Sean 1 y oo los puntos fijos de ¢. Entonces
pl2) = vz (1-7)
con 0 <r <1.
(d) Supongamos que ¢ es eliptico y que fija a 0 y co. Entonces
p(z) = wz,
donde w € T\ {1}.

(e) Supongamos que ¢ es lozodrémico y que fija a 0. Entonces

donde |b] > 1 y |a|] < |b| — 1.
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Demostracion.

()

(c)

Sea ¢ parabdlica fijando al 1. Entonces, podemos mandar 1 a oo con la transfor-
macién S(z) = 12, Obtenemos entonces que S(D) = A es el semiplano R(z) > 0.
Sabemos ahora que S o o S~! =V es una traslacién que cumple que V(A) C A,
por lo tanto V(z) = z + a, donde R(a) > 0. Esté claro que V serd automorfismo si

y solo si R(a) = 0. Basta entonces despejar en nuestra formula para obtener

(2—a)z+a
wl2) = 2+a—az
Sea ¢ automorfismo hiperbdlico con —1 y 1 sus puntos fijos. Entonces, podemos
mandar —1 a 0 y 1 a oo con la aplicacién S(z) = % De nuevo, obtenemos que
S(D) = A es el semiplano R(z) > 0. Sabemos ademés que V = So o S~! es una
homotecia positiva, es decir, V(z) = Az con A > 0 y diferente de 1. Podemos suponer
sin pérdida de generalidad que A > 1. Despejando, obtenemos que

o ZA+FD)+ (A1)
G =TT o

Basta entonces poner r = :\\—j& € (0,1) y dividir en la ecuacién de ¢ por (A+ 1) para
obtener
(2) = T+ z
T T
como queriamos.
Sea ¢ no-automorfismo hiperbdélico.
(i) Con la transformacion S(z) = % dejamos fijo el 0 y llevamos el 1 a oo.

Entonces, S(D) = A es un semiplano y V = S o ¢ o S~! es una homotecia

positiva de pardmetro 0 < r < 1. Asi, Tenemos que ¢ = S~! oV 0 S. Como
Sl(z) = 15> obtenemos que

rz

P =T -ne

(ii) Ponemos S(z) = z — 1 para llevar 1 a 0 y dejar fijo co. Entonces S(D) es un
disco y entonces V = S o ¢ oS! es una homotecia V(z) = 7z con 0 < r < 1.
Basta despejar para obtener

oz)=rz+(1-r)

COImo queremos.
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(d) Esté claro que si ¢ es eliptico y fija 0 e oo, se tiene que ¢ es una rotaciéon. Como ¢
es distinto de la identidad, se sigue que p(z) = wz, con w € T diferente de 1.

(e) Finalmente, consideremos ¢ loxodrémico fijando el 0. Entonces esté claro que p(z) =
2275+ Veamos que condiciones tienen que cumplir a,b € C para que ¢ sea efectiva-
mente loxodrémico. Primero, como ¢(D) C D, se tiene que cumplir que |p(2)] < 1
para todo z € D. Entonces, |z| < |az+b| < |a|+|b| para todo z € D. Asi, |a| < |b]—1.
Ahora, por el lema de Schwarz, tenemos que |¢'(0)| < 1, de donde deducimos que
|b| > 1. Ahora, por la condicién anterior, |b| # 1, asi que |b| > 1. Finalmente, es una

mera comprobacién ver que estas condiciones son suficientes.

0

Nota 4.3.20. Hemos enunciado en el teorema anterior la forma canénica para la transfor-
macion hiperbdlica automorfismo mas conocida en la literatura. Sin embargo, para nuestro
desarrollo posterior serd mas 1util utilizar la expresién hallada en la prueba. Es decir,

o 2A+ D)+ (A1)
A s e

donde X\ > 0 es el multiplicador. Es més, nosotros pondremos A\ = e~! para t € R no nulo,
obteniendo asi que

zleTt+1)+ (et = 1)

zlet—=1)+ (et +1)°

Nota 4.3.21. A pesar de que la clasificacién anterior es estandar en la literatura, tenemos
algunas dudas sobre su exhaustividad para el caso del no-automorfismo hiperbdlico. De
todas formas, en esta memoria trabajaremos exclusivamente con los casos hiperbélico
automorfismo y parabdlico no automorfismo, asi que la clasificacion anterior basta para
cubrir el posterior desarrollo del texto.

pi(2) =

4.3.3. El Operador de Composicion Hiperbdélico Automorfismo

A lo largo de este apartado denotaremos por ¢ al automorfismo hiperbdlico del disco
en si mismo. Ademés, podemos suponer sin pérdida de generalidad que ¢ tiene la forma

2(e7t 4+ 1)+ (e7t = 1)
zle7t—1)+ (et + 1)’

donde ¢t € R no nulo, ya que todo operador de composicién hiperbdlico automorfismo es
semejante a uno de esta clase. Cuando no haya lugar a confusion escribiremos ¢ en lugar
de ;.

El objetivo de esta seccién es demostrar el teorema 4.3.1 construyendo un operador de
multiplicacién cuyo adjunto sea semejante a nuestro operador de composiciéon, y probando
a continuacién la universalidad.

Primero, caracterizaremos el espectro de Ci:

pi(z) =
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Teorema 4.3.22. Sea ¢i(2) = zgz:igigi:zﬁg el automorfismo hiperbolico de D que fija
—1 y 1. Entonces
U(Cﬂpt) = {)\ = (C : efltl/z S |A| S 6|t‘/2}

Ademds
op(Cyp,) ={A e C: e 1t/2 I\ < eltl/2}7

142 A

donde las funciones wy(z) = (kz son autofunciones asociadas al autovalor e~ para

todo —1/2 < Re(\) < 1/2. Es mds, todo automorfismo hiperbélico del disco es conjugado
con @t para algin t € R y por tanto C, y Cy,, comparten espectro y espectro puntual.

Antes de presentar la demostracién de este resultado, necesitamos exponer un par de
resultados que seran imprescindibles en la prueba.

Lema 4.3.23. Sea p € H(D) con (D) C D. Entonces, para todo f € H? se tiene que

1CoFllgr2 = 1 2o

donde my+ denota la medida imagen de la medida de Lebesgue normalizada en T respecto
a o*.
La prueba de este resultado puede consultarse en [12].

Proposicién 4.3.24. Sea p € H(D) con (D) C D funcién interior, y sea a = p(0).

Entonces, my+ coincide con la medida de densidad respecto de m del nicleo de Poisson

en a dado por

: 1 — |af?

ity
Demostracion.

Primero observemos que la medida imagen m« estd soportada en todo T porque ¢ es

una funcién interior. Para probar este resultado basta ver que los coeficientes de Fourier

de ambas medidas coinciden, pues tienen el mismo soporte. Tenemos, si m > 0, usando el

teorema de la media que
/ ZMdmys = /[gp(z)]mdm =(0)" =a™.
T T

Como ¢ es interior, basta observar que ¢(z)~" = @(z)" para obtener que

/zmdmw — g™
T

sim < 0.
Para la medida de densidad, observemos que integrando z™ contra el nicleo de Poisson
en el toro recuperamos la funcién holomorfa con 2z como funcién radial, por lo tanto
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obtenemos los mismos coeficientes de Fourier para la medida de densidad.
Como estos coeficientes determinan las medidas de manera tnica, se sigue que ambas me-
didas coinciden.

Ya podemos probar entonces la caracterizacion del espectro:
Demostracion del teorema 4.3.22.
Como vimos en el teorema de Littlewood, se tiene que

1+ | (0)]
l¢0)]
de donde se sigue que ||C,| < el'l/2. Asi, tenemos por tanto que o(C,) C B(0,el!/?).

'(Ze(iji)lﬁl(:i)t; se tiene que HQ;lH < eltl/2 Ahora, si A €

B(0,e711/2)y N o (C,), se sigue que 1/\ € a(C,1), pero 1/|X| > ell/2 1o cual es absurdo.
Asi, 0(C,) estd contenido en el anillo {z € C : e /2 < ||z|| < ell/2}. Para ver que
la anterior contencién es una igualdad, basta probar entonces que el espectro puntual
coincide con el interior de este anillo, como hemos enunciado. Observemos primero que

Ademés, como ¢ 1(2) =

{zeC:e M2 <z <ell2} = {e e C:—1/2 < Re(N) < 1/2}.

1+2
11—z

A
Comencemos viendo que las funciones wy(z) = ( ) son autofunciones asociadas al

autovalor e~ para —1/2 < Re(\) < 1/2. Tenemos

e e e A WA
Corlwn)(2) = wr(0(2)) = | — ey | = (172) ¢ = un(a)e™
1= z(e7t=1)+(e~t+1)

como queriamos. Esto prueba por tanto que
op(Cyp,) S{A€C: e M2 < )| < elt1/2,

Veamos que la contencién anterior es una igualdad. Para ello, Para ello, veamos que para
todo f € H? se tiene que

IC f1l < 25

Esto obviamente impide que existan autovectores asociados a autovalores con |A| = eltl/2,
Con el mismo argumento aplicado a C; 1 se obtiene que no puede haber autovalores con

Al = e 11/2 1o que cerrard la demostracién. Para ello, tenemos gracias a la proposicion
4.3.24 y al lema 4.3.23 que

ICof g2 = £l 2 :/T\f(@it)\ZPa(@it)dm</T\f(eit)\QHPaHoodm(e”)
= VU f 2y = €2 1l
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donde hemos usado que || P, = e/ y que solo se alcanza en un solo punto. Esto ter-
mina la demostracion. O

El conocimiento del espectro y en particular de las autofunciones descritas anteriormente
son cruciales para la construccién necesaria para la prueba.

Ahora, vamos a construir el operador de multiplicaciéon cuyo adjunto serd semejante a C,.
Para ello, definimos

ti

P (2) = exp (i:log (1;j>) = <1;i)ﬂ (z € D)

para todo t € R. Observemos que esta funcién estda bien definida, ya que la aplicacion
Z %jé lleva el disco D en el semiplano derecho Re(z) > 0. Asi, podemos tomar la rama
natural del logaritmo tal que log(1) = 0. Observemos entonces que 9 es holomorfa en

D. Veamos qué conjunto es 1;(D). Dado z € D, pongamos re = 122 donde r > 0y

1427
0 € (—m/2,7/2). Entonces, log (1_Z) = logr 4+ 16. Asi,

14z

P (z) = exp (i(logr + 20)) = exp (ti 1:53;7‘) exp <—tf> . (4.6)

Observemos que la primera exponencial tiene exponente imaginario puro, asi que es un
ntmero complejo de médulo 1. La segunda exponencial nos dara el médulo de ;(z). Como
0 € (—pi/2,m/2), observemos entonces que e It/2 < e=t0/m < ¢ltl/2 Por tanto, se tiene que

YD) ={zeC:e M2 < 2] <€ltl/?}),

Asi, 1y € H* para todo t € R, y el operador de multiplicacién estd bien definido. Obser-
vemos ademas que (D) coincide exactamente con el espectro puntual o,(Cy,) de nuestro
operador de composicion.

Con la siguiente proposicién vamos a estudiar de forma parcial el espectro puntual de Mlzt.
Ademés, vamos a dar una forma explicita de las autofunciones asociadas a los autovalores
A de la misma forma en la que las vimos para C,, lo que nos permitird comparar las
autofunciones de ambos operadores.

Proposiciéon 4.3.25. Dada t € R se tiene que
{zeC:e 2 < 2] < €ll} C (M),

. . isin(Ar/2) _\ 1 . .
donde las funciones vy(z) = (1 — Wz) son autofunciones asociadas al autovalor
e para —1/2 < Re(\) < 1/2.
Demostracion.

Comencemos tomando a € D y consideremos el niicleo reproductor en o dado por kq(2) =
L_ Dada f € H?, tenemos que

l—az"
(M5, s £) = (kv - £) = T Foa) = T @) = (Falalhis f).




96 CAPITULO 4. OPERADORES UNIVERSALES

Por tanto, para todo o € D, se tiene que k, es autofuncién para Mzzt asociada al autovalor
Yi(). Como 9y(D) = {z € C: e /2 < |z < €l/2}, se sigue entonces que
{zeC:e M2 < |z] < €ll2)y C op(My,).

Vamos ahora a expresar nuestro autovalor ¥(«) y la autofuncién k, asociada en funcién
de A con —1/2 < Re(\) < 1/2 para obtener la forma enunciada. Para ello, observemos que

_t

Yi(a) = (1;3) "

-t
e_)\t:(l—a> ™
1+«

y despejamos @ en funcién de A. Tenemos entonces que

Ahora, ponemos

e—i)xTr: l—a
1+«
Por tanto,
—iX i/ 2 —imA/2 s (T
a:1fel7r:e“r/fe”r/ _sin(7%5*)
s

Lt e idm  gimh/2Z 1 g imA/2 :lCOS(T)\)'

Asi, los autovalores e = 1);(a) estan asociados a las autofunciones kq(2) = (1—az)~! =

(1 — Mz)_l ara —1/2 < Re(\) < 1/2, como queriamos
cos(A7/2) p ) q .

O

Las autofunciones descritas para C,, y Mlzt tienen propiedades muy ttiles:

Proposicién 4.3.26. Definamos vy, wy € H? como anteriormente. Entonces, los subes-
pacios span{vy : —1/2 < X\ < 1/2} y span{wy : —1/2 < X\ < 1/2} son densos en H?>.

Demostracion.
Comencemos probando el resultado para las funciones vy. Tomemos f € H? tal que
f L span{vy : —1/2 < XA < 1/2}. Recordemos que las funciones vy son los nicleos
in( A
reproductores en o = —1 Slr;(( T?A). Por tanto, se tiene que
=

0={f ka) = f(a).

_sin(Z2)

Entonces, se sigue que f(—zcos(é)) = 0 para todo —1/2 < A < 1/2. Es decir, f es
2

idénticamente nula en la interseccién del eje imaginario con el disco unidad . Por tanto,
gracias al principio de prolongacién analitica, deducimos que f = 0, lo que prueba la
densidad de span{uvy : —1/2 < A < 1/2}.
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Para las funciones wy, estd claro que basta probar la densidad de span{w) : 0 < A\ < 1/2}.
Para ello, vamos a considerar el isomorfismo isométrico U : L?(0,00) — H? dado por

Uf)(z) = 1‘5 I f(ﬂ:)ef%xdx que introdujimos en la prueba de la proposicién 3.2.2.

Vamos a probar que span{U~!(w,) : 0 < A < 1/2} es denso en L%(0,c0), lo que probara
el resultado. Tomemos las funciones de L?(0, 00)

ex(x) :/0 e @EDat (x> 0).

Vamos a ver que U(ey) = v \wy para todo 0 < A < 1/2; donde v, € C es una constante
que dependerd de \. Entonces, bastara probar la densidad de span{w) : 0 < A < 1/2}.
Tenemos, aplicando el teorema de Fubini:

V2

(Uen)(z) = (/ P le= @D g e T2 gy
1—2Jo 0
2 o0 o0 1
= f t)\—let(/ exp < z(1 + + Z)> d)dt
1—2Jo ] —

V2 o1 © 1 1+2
=" | - t)dt
l—zl—i—ifj/o exp( 1—2)

2 [ 1
= \[/ t* Lexp (— + Zt) dt.
2 Jo 1—2z

Observemos que obtenemos una integral que puede transformarse en una funciéon I'. Si

ponemos %Zt = w, la integral queda:

(Uex)(z) = ﬁl —= /Oo (1 — Zw>)\_1 e “dw

2 1+ 2

1+ 2
1—
< Z) / w)xl—wdw
1+ 2

?(112) T

= nwx(2).

Como A > 0, T'(\) estéd bien definida y obtenemos que U(ey) = v w), como queriamos.
Veamos por tanto que span{ey : 0 < A < 1/2} es denso en L?(0,0). Para ello, tomemos
f € L?(0, 00) ortogonal a este subespacio. Es decir, supongamos que

para todo 0 < A < 1/2. Aplicando de nuevo el teorema de Fubini, obtenemos que

Tt ([T e e @ de ) de = 0. (4.7)
Lo )
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Definimos entonces la funcién continua F € L?(0, 00) dada por

Ft) = / T e @ mdr (¢ e (0,00)).

t

Observemos que la funcién F(\) = [7°t* L F(t)dt es una funcién analitica en la regién
0 < Re(\) < 1/2. Ahora, por la condicién obtenida en (4.7), tenemos que F(\) = 0 para
todo 0 < A < 1/2. Por tanto, deducimos por el principio de prolongacién analitica que
F =0, lo que implica por tanto que F = 0 en (0, 00). Asi, se sigue que f = 0 en casi todo
(0,00), lo que prueba por tanto la densidad de span{ey : 0 < A\ < 1/2} y en consecuencia
la de span{w) : 0 < A < 1/2}, como queriamos. O

La densidad de estas funciones nos permitird definir un isomorfismo de H? en si mis-
mo, que nos dard la semejanza buscada entre Cy, y M:;t, como vemos en el siguiente
teorema:

Teorema 4.3.27. Consideremos las funciones vy y wy para 0 < A < 1/2. Se tiene:
(a) Si definimos
S :span{vy: —1/2 < XA < 1/2} — spanf{wy : —1/2 < X\ < 1/2}

como S(vy) = %wb entonces S puede ser extendido a un operador en B(H?) con
inversa acotada.
(¢) Para todot € R se tiene que Cy, S = SMy;, . Es decir, Cp, y My, son semejantes.
Demostracion.

(a) Definimos el producto escalar ({-,-)) en H? como

[e.o]

({£.9)) = (f.9) — 5£(0)900) = 5 /{0)9(0) + 3 Fim)gm)

n=1

para todo f,g € H?. Ademds, denotaremos por ||||f|/|| a la norma inducida por el
producto escalar. Tenemos que

1 1S -
3 117 = 3 S ISP <A < £ g2 »
n=0

por lo que son normas equivalentes. Denotemos entonces por K? al espacio de Hilbert
de funciones analiticas en el disco con norma |||-|||| finita. Observemos que K? y
H? contienen exactamente a las mismas funciones, pero tienen productos escalares
diferentes. Consideremos ahora A : H? < K? la inyeccién canénica. Es decir, Af = f
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para todo f € H% Como % A< AL < |If]l, se sigue que A es un operador

acotado de H? a K? con inversa acotada.
Ahora, definimos

V :span{vy : —1/2 < A < 1/2} € K? — span{wy : —1/2 < A < 1/2} C H?

como V(vy) = %w » ¥ extendiendo por linealidad. Veamos que V' es una isometria.
Para ello, observemos que vy(0) = 1 para todo —1/2 < A < 1/2. Ademds, dados

—1/2 < A\, 1 < 1/2 se tiene que
2 (v, v,) = (W, wy) + 1.

Omitimos este cdlculo por ser bastante farragoso. Para el lector interesado, pueden
encontrarse en [18], colorario 2. Se tiene por tanto que

(Vox, Vo) = <\}§w)\, \}ﬁwu> = % (wx, wy,) = %(2 (ux,vp) — 1)
= (o) = 3020)5200) = {(0r,0).

Por tanto, S es isometria. Ahora, como span{vy : —1/2 < A < 1/2} y span{w) :
—1/2 < A < 1/2} son densos en H? (y en K?), podemos extender V a un isomorfismo
isométrico de K2 en H?. Finalmente, definimos S = Vo A : H? — H?. Asi, tenemos
S(vy) = %wh como querfamos.

e—/\t

Sea —1/2 < A\ < 1/2. Entonces S(My, v)) = S(e=Mvy) = 75 wa. Por otro lado,

Cop,(Svy) = C'%(%w,\). Como Cy,, S = SMy, coinciden sobre un conjunto total, se

sigue que los dos operadores son iguales.

O

Necesitamos introducir ahora los operadores de Toeplitz. Dada una funcién f € L*(T),
ésta induce un operador de multiplicacién My € B(L?(T)) definido como Mg = fg para
todo g € L?(T). Nuestro objetivo es convertir estos operadores de multiplicacién en L?(T)
en operadores acotados definidos en H?. Recordemos que podemos identificar H? con el
subespacio cerrado de L?(T) de funciones cuyos coeficientes de Fourier de indice negativo
son nulos. Por tanto, existe una proyeccién ortogonal P : L?(T) — H?.

Definicién 4.3.28. Se define el operador de Toeplitz de simbolo f T} como

Ty = Po My .

Observemos que es un operador bien definido y autométicamente acotado, pues ||T¢|| <
IPIIMEI] < Al oo gy -
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Observemos que para toda funcién f € H se tiene que su limite radial f* es una
funcién acotada en T, asi que f* induce un operador de Toeplitz T';. Veamos que en este
caso, el operador de Toeplitz inducido por f y el operador de multiplicaciéon usual My
coinciden.

Proposicién 4.3.29. Sea f € H*. Entonces, Ty = M.

Demostracion.
Sea g € H2. Observemos que Trg = P(f*g*). Ahora, como f € H*, se sigue que fg € H?,
por lo que su limite radial f*g* tiene sus coeficientes de Fourier de indices negativos nulos.
Asi, P(f*g*) = f*g*, y por tanto Tyg = fg = Myg, como queriamos. O

Ya podemos entonces probar la universalidad de C,, :

Demostracion del teorema 4.5.1:

Sea ¢ un automorfismo hiperbélico del disco, y sea A € 0,(C,). Ahora, Cy, es semejante
a Oy, para algin ¢ € R. Ademds, sabemos por el teorema 4.3.27 que C,, es semejante
a M:Zt. Entonces, gracias a la proposicion 4.2.2 basta probar que M;Zt — A es universal.
Para ello, nos valdremos del teorema de Caradus. Tenemos que probar que M;Zt — Al tiene
nucleo de dimensién infinita y que es sobreyectivo.

Comencemos estudiando la primera propiedad. Recordemos que (D) = 0,(Cy,). Vamos
a probar que vy toma cada valor en una cantidad infinita de puntos. Para ello, tomemos
z € D y pongamos re'? = L‘rz, conr>0y6 e (—n/2,7/2). Como vimos en la igualdad
4.6, se tiene que

010 = s (198 ) e (10).

Ahora, pongamos A = pe'®, donde e It/2 < p < eltl/2. Entonces, estd claro que existe

0o € (—m/2,7/2) tal que exp (—ﬁ) = p. Més ain, observemos que el argumento de ¢ (z)

™

viene dado por exp (@) Como r € (0,00), podemos elegir una cantidad infinita r,

(n € N) de forma que exp (”k’%) = ¢’ gracias a la periodicidad de ¢ — ¢*. Finalmente,

1—2
142 -
derecho, existe un numero infinito de z, € D tales que ¥(z,) = A. Ahora, consideramos

los nucleos reproductores k,,. Estd claro que son funciones linealmente independientes
para todo n € N. Tenemos entonces para todo n € N que

basta ver que como la transformacion z +— es una biyeccién del disco en el semiplano

M;Zt kZ" = wt(zn)kzn = )\an

Asi,
(M, — M)k, =0
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para todo n € N, lo que prueba que ker(M:[)t — M) tiene dimensién infinita.

Veamos la sobreyectividad. Notemos que v¢; — A es una funcién analitica acotada en el

disco. Ademas, se tiene que My, — A = My, _», asi que M;Zt — A = M;; X Observemos
—

ahora que como M@ es semejante a Cy,, su espectro y su espectro puntual coinciden. Por

tanto, se tiene que A € Jp(M:Zt). Veamos que existe £ > 0 de forma que

() = X| > ¢

en casi todo e € T. Para ello, observemos que v lleva la frontera de D en la frontera del

espectro
do(M)={reC: [\ =eyu{reC: |\ =7}

Entonces, como A\ estd en el interior del espectro, basta tomar ¢ su distancia a la frontera.

Asi, obtenemos que f; = % es una funcién acotada en L>°(T), y por lo tanto induce
t

Y
un operador de Toeplitz T';. Veamos que T es la inversa por la izquierda de M, e Sea

g € H?. Si P}(T) — H? es la proyeccién ortogonal, se tiene que
TyM,, 59 ="Ti((r = N) = P(f- (¥ = N)) = P(1) = L.

Entonces, se tiene que Ty M we—X = I. Basta tomar adjuntos para obtener que MJJﬁXT}F =
I. Por tanto, T]*J es la inversa por la derecha de M;‘) 1 bor lo que deducimos que es
L

sobreyectivo.
Asi, M:p‘t — Al verifica las hipétesis del teorema de Caradus y es un operador universal,
como queriamos demostrar. O






Capitulo 5

El Reticulo de Cierto Operador de
Composicion

5.1. Formulacion del Problema

En este ultimo capitulo vamos a presentar el reticulo de subespacios invariantes del

operador de composicién inducido por una transformaciéon parabdlica no automorfismo.
Mas alla del interés propio que tiene conocer el reticulo de este operador, el atractivo de
esta caracterizacion radica en que es el tnico reticulo no trivial conocido de un operador
de composicién inducido por una transformacion de Mdbius. Por tanto, su estudio puede
aportarnos ideas y métodos aprovechables para el estudio del operador de composicion
hiperbélico automorfismo, que resolveria el problema del subespacio invariante en espacios
de Hilbert.
Como ya comentamos en el capitulo anterior en la seccién de transformaciones de Mébius,
nosotros estamos interesados en aquellas transformaciones que llevan al disco unidad D
dentro de si mismo. Todas estas aplicaciones tienen uno o dos puntos fijos. Vamos a
estudiar el caso en el que  tiene solo un punto fijo, es decir, en el que ¢ es parabdlico.
Como ya comentamos, este punto fijo debe estar en el toro T. Por tanto, podemos suponer
sin pérdida de generalidad que este punto fijo es 1, ya que basta componer con un giro
para recuperar la aplicacién inicial. Vamos a proporcionar una forma candnica para las
transformaciones parabdlicas. Observemos que la aplicacion 7(z) = }’_Li transforma el
disco unidad en el semiplano H = {z € C : #(z) > 0} y manda al punto 1 a co. Por tanto,
la aplicacién ®(w) = T7opo7 ! es una traslaciéon de H en si mismo, asf que tiene la forma
®(w) = w + a, donde R(a) > 0. Por tanto, obtenemos que

(2—a)z+a

P = e—a 51)

103
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Observemos ademds que ¢ serd automorfismo si y solo si R(a) = 0, por lo tanto hemos
encontrado la forma canoénica para la transformaciéon parabdlica no automorfismo:
(2—a)z+a
z) = ——"F—"— R(a) > 0. 5.2
pul2) = ST ) (52)
El resultado general que probaremos en este capitulo fue publicado originalmente por
Montes-Rodriguez, Ponce-Escudero y Shkarin en [20]. Vamos a tratar de seguir su cons-
truccion en la medida de lo posible, intentando aclarar los detalles que sean necesarios.
Antes de enunciar el teorema, vamos a ver algunas caracteristicas del espectro de C,:

Proposiciéon 5.1.1. Sea ¢, la transfromacion parabdlica no automorfismo descrita ante-

riormente. Entonces
{e7® :t >0} C 0,(Cy,).

Ademds, las funciones interiores e; dadas por

1
ei(z) = exp <t2+ > t>0

z—1

son autofunciones asociadas al autovalor correspondiente e .

Demostracion.
Tomemos ¢ > 0 y comprobemos que Cy,e; = €0 @, = e %e,;. Sea z € D. Se tiene:

(2—a)z+a
2—a)z+a ra—az T1
erowa(z) = e (H) — Xp (t(gta)zm>

2+a—az 24+a—az -1
1-— -1 1
= exp tz+ alz ) = exp —at—{—tz+
z—1 z—1
1
=e %exp <tz * ) = e e,
z—1
como queriamos. ]

Nota 5.1.2. De hecho, Carl C. Cowen demostro6 en [7] que se tiene
0(Cy,) = {0} U {e " :t > 0}.

De todas formas, la prueba de este resultado involucra ciertos resultados técnicos que
no queremos desarrollar para no emborronar las ideas que nos parecen mas importantes
relacionadas con el resultado que queremos probar. Es mas, cuando hayamos probado el
teorema. central de este capitulo ofreceremos una prueba de este hecho como corolario.
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El resultado principal es el siguiente:

Teorema 5.1.3. [Montes-Rodriguez, Ponce-Escudero, Shkarin, 2010] Sea ¢ una transfro-
macion parabolica no automorfismo. Entonces

Lat C, = {Span{e; : t € F'} : F € F[0,00)},
donde F[0,00) denota a la familia de todos los conjuntos cerrados de [0, 00).

En particular, se tiene que todo subespacio invariante no trivial de C, contiene una
autofuncion de Cy,. Como consecuencia, también probaremos que

Teorema 5.1.4. Sea ¢ una transformacion parabélica no automorfismo. Entonces C, no
tiene espacios reductores no triviales.

El resto del trabajo de este capitulo estard dirigido a demostrar el teorema 5.1.3. La
idea principal consiste en proporcionar un isomorfismo de H? a W2[0, 00) tal que C7, sea
similar a un operador de multiplicacién por un vector ciclico My, bajo dicho isomorfismo, y
a continuacién caracterizar el reticulo de este operador. En realidad, veremos un resultado
mas general, pues caracterizaremos el reticulo de subespacios invariantes de cualquier
operador de multiplicaciéon por un elemento ciclico en un algebra de Banach, que estara
constituido exactamente por los ideales cerrados del dlgebra. Ademds, proporcionaremos
una condicién para expresar estos ideales como interseccién de ideales maximales regulares
cuando el algebra sea semisimple y regular. Finalmente, veremos que el espacio de Sobolev
Wh2[0,00) cumple las condicién anterior y asf obtendremos una caracterizaciéon de los
subespacios invariantes de C7, lo cual caracterizara completamente el reticulo de C,.

5.2. Algebras de Banach con un elemento ciclico.

Comenzaremos entonces mostrando la caracterizacion general enunciada. Para el tra-
bajo de esta seccién nos valdremos fuertemente de los resultados sobre ideales en dlgebras
de Banach presentados en el capitulo 1. De ahora en adelante, consideraremos A un algebra
de Banach compleja.

Definicién 5.2.1. Un elemento a € A es ciclico si la subalgebra generada por a es densa
en A. Es decir, si
A =span{a” : n > 1}.

Si A tiene un elemento ciclico, se desprende trivialmente de la definicion que A es
separable y conmutativa. Si a € A, el operador de multiplicacién por a se define como

Myx = ax, reA

. Esté claro que M, € B(A) para todo a € A. Esté claro que todo ideal cerrado es un subes-
pacio invariante para cualquier operador de multiplicacién. Veamos que si multiplicamos
por un elemento ciclico, el reciproco también es cierto:
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Teorema 5.2.2. Sea A un dlgebra de Banach y a € A un elemento ciclico. Entonces
Lat M, ={I C A: Ies un ideal cerrado}.

Demostracion.
Primero, observemos que como A tiene un elemento ciclico entonces es conmutativa. Sea
L un subespacio invariante de M,. Entonces, el conjunto

My :={be A:bx € L para todo x € L}.

es claramente una subélgebra cerrada de A. Ahora, como £ € Lat M,, se sigue que ax € L
para todo = € L, asi que a € M. Asi, M, contiene a la subdlgebra generada por A, y
como es cerrado y a ciclico, se sigue que M, = A. Es decir, £ es un ideal por la izquierda, y
como A es conmutativo, es un ideal de A. Finalmente, todo ideal cerrado es un subespacio
invariante para M,, asi que el teorema queda demostrado. O

Asi, hemos conseguido la caracterizacién anunciada para los operadores de multiplica-
cién por elementos ciclicos. Como ya hemos comentado, podemos dar una condicién para
expresar los ideales cerrados de un algebra semisimple y regular como intersecciéon de idea-
les maximales regulares de A.

Recordemos que el espectro 2(A) es el conjunto de homomorfismos complejos no nulos
definidos sobre A, y que existe una biyeccién entre 2(A) y el conjunto de ideales maxi-
males regulares 91. Es decir, todo ideal M € 9 es precisamente el nticleo de un caracter
» € Q(A). Recordemos ademas que se define la transformada de Gelfand a de cualquier
elemento a € A como la aplicacion

a :IM—=C
ker sc — x(a).

Ademas, dado = € A denotaremos por h(z) al cierre del ideal generado por x.
El resultado es

Teorema 5.2.3. Sea A un dlgebra de Banach semisimple y reqular con a € A elemento
ciclico. Entonces

Lat M, = { ﬂ ker sc : F' es cerrado en Q(A)}
»neF

sty solo si para cada x € A existe una sucesion (x,) convergiendo a x en A tal que %, se
anula en un entorno U, de h(x) con complementario compacto.

Demostracion.
La prueba de este teorema estd profundamente basada en el lema 1.3.25. Observemos que



5.3. UN ISOMORFISMO DE H? A W12]0, +0) 107

por la definicion de J(h(I),c0), la igualdad requerida en el lema es equivalente a que
para cada ideal cerrado I y cada = € k(h(I)) existan conjuntos abiertos U,, D h(I) con
complementario compacto y x,, € h(U,) tal que z,, — . Ademaés, es trivial comprobar que
h({z}) coincide con el cierre del ideal generado por z. Por tanto, la igualdad J(h(I),00) =
k(h(I)) es equivalente a la condicién de nuestro teorema.

Ahora, gracias al lema 1.3.25, sabemos que si I es un ideal cerrado, entonces I = k(h(I)).
Ademés, h(I) es un conjunto cerrado F' de M. Por tanto, I = k(h(I)) = Nyrer M. Asi,
tenemos gracias al teorema 5.2.2 que

Lat M, = { ﬂ M : F es cerrado en Dﬁ}
MeF

Finalmente, gracias a la identificaciéon de todo ideal maximal regular con los ntcleos de
los elementos del espectro de A, deducimos que

Lat M, = { ﬂ ker sc : F' es cerrado en Q(A)} ,
el

como queriamos. ]

5.3. Un isomorfismo de H? a W20, +00)

En esta seccién vamos a proporcionar un isomorfismo entre los espacios H? y W12 [0, +00),

el cual nos permitird representar el adjunto de nuestro operador C, como un operador
de multiplicacién por un vector ciclico. Comenzamos repasando las nociones bésicas de
espacios de Sobolev, las pruebas de los resultados pueden encontrarse en [5].
Se define el espacio de Sobolev W 12[0, o0) como el espacio de las funciones f € L?[0, +00)
tales que f es absolutamente continua en cada subintervalo acotado de [0,4+00) y [’ €
L?[0,+00), donde f’ denota la derivada débil de f. Este espacio conforma un espacio de
Hilbert con el producto escalar

+oo - -
(Fohai= [ f@g@) + £ (@) @z,

De igual forma, podemos definir equivalentemente los espacios W'2(—o0,0] y W12(R).
Ademads, denotaremos por Wol ’2[0, +00) al subespacio de funciones de W1?2[0, +00) que se
anulan en (—o0, 0].

Definamos entonces el isomorfismo buscado. Recordemos que denotamos e; = exp (t jﬂ)
Entonces, podemos definir

®: H> — W'?[0,+00)
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dado por
(@f)(t) =(f.et)p2 -
La clave para probar que ® es un isomorfismo es considerar el operador
U LX(T) — WH(R)
definido de nuevo por
(W) = (f e) p2(ry -

El resultado principal es

Teorema 5.3.1. El operador ¥ es un isomorfismo de L*(T) a W2(R) que cumple
1 fllwrzmy = 2171l L2 (m)
para todo f € L*(T). Ademds, ¥(zH?) = Wol’z[O, +00) y U(zH?) = W01’2(—oo,0].

En el enunciado anterior, H? es el espacio de funciones del espacio de Hardy conjugadas.
Aunque V¥ esté definido sobre L?(T), podemos entender a ¥ como un operador definido en
H?, identificando este espacio con el subespacio de L?(T) donde los coeficientes de Fourier
de indices negativos son nulos. De igual forma, identificamos H?2 con el subespacio de L2 (T)
de funciones con coeficientes de Fourier de indices positivos nulos. Estas identificaciones
son posibles gracias al teorema 3.1.3.

Veamos ahora los resultados que necesitaremos para probar el teorema anterior.
Primero, definiremos la transformada de Fourier F : L'(R) — L!(R) de una forma
ligeramente diferente a como hicimos en el capitulo 2:

F@) = [ f0e
Recordamos las siguientes propiedades, que utilizaremos en la prueba del teorema:
Proposicién 5.3.2. Sea f € L'(R). Se tiene:
(a) (F(Ff))(zx) =2nf(—=z) para todo x € R.
(b) Si f es derivable en x € R, se tiene que (Ff')(x) = ix(Ff)(z).
(b) (Teorema de Plancherel) Si f € L*(R), entonces 1l 2wy = \/#2—” IF N 2 -

Ademas necesitaremos el siguiente isomorfismo que pone en juego al espacio de Hardy
del plano superior:

Proposicién 5.3.3. La aplicacion

M : H*> - H*(IT)

f—Mf(z) = ﬁ(iJrz‘)f(j:Li)

es un isomorfismo isométrico.
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Demostracion.
Basta observer que M es la inversa del isomorfismo isométrico descrito en 3.2.3.
Ya tenemos todo lo necesario para presentar la prueba del teorema 5.3.1:
Demostracion.
Para cada f € H? tenemos que

1 2 ) 14 ei@
(\IJf)(t) = % ; f(eze) exp <t1—610> d@, teR.
Mediante el cambio de variable z = ’Li‘:zz la integral se transforma en
1 [o® x—1i\ e i
Uit =— dz, teR. 5.3
@nw == [ (i) e (53)

Por tanto, podemos expresar la aplicacion como ¥ = FMT, donde F es la transformada
de Fourier que definimos anteriormente,

1) gL 1 qe—i
o)) = AL v @ = 2omf (),

donde T : L*(T) — L?*(R) y M : L?(R) — L?(R).
Comencemos observando que 71" es un isomorfismo isémetrico, lo cual es trivial gracias al
cambio de variable que aplicamos anteriormente. En efecto, dada f € L?(T)

2 _1/27r i0y|2 _1/00’ <9U—Z>
ey = o [ 1i@Par =1 [~ |y (21

Esta igualdad prueba que T es isometria. Para ver que es sobreyectiva, observemos que la
transformacion x — {=: es una biyeccién de R a T, y su inversa es et? j Ltw

— i7=, . Entonces,
dada f € L%(R), se tiene que 6 +— f (z }jgﬁﬁ) es una funcién de L?(T). Por tanto, si

tomamos
. 2 .

. 1+ eif 1+ e

0 ) .
obtenemos que T'g(z) = f(x), lo que prueba que T es sobreyectiva y por tanto isomorfismo
isométrico.
Veamos ahora que FM es un isomorfismo de L?(R) a W12(R) que cumple la propiedad
enunciada para las normas, lo que probarda la primera afirmacién del teorema. Podemos
componer Fy M, ya que M f es el producto de dos funciones de L?(R), y por la desigualdad

de Holder se sigue que M f € L'(R). Comencemos viendo que si f € L?(R), entonces
FMf € WH(R). Para ello, recordemos que

21
14 22

dz = | T f|l72 ) -

2
lg1[Fy1.2 () = /R 9@)1* + 19 )17 dt = 191172y + ']l 8)
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Ahora, por el teorema de Plancherel (proposicién 5.3.2) tenemos para todo g € L?(R) que

2 _ 1 2
”gHLQ(]R) ~or ”}_(f)HLQ(R)'

Gracias ademas a que F(¢')(x) = iaF(g)(z) (proposicién 5.3.2), se tiene

2 1 2 1 .
Hg/HL2(R) ~or ||‘F(g/)HL2(]R) ~or HZJU‘F(Q)H%?(R)'

Asi, para toda g € L%(R), se sigue que
1
ol = 5= [0+ 22)(Fa) @) Pda.

Es decir, g € W12(R) si y solo si V1 + 22(Fg)(z) € L?*(R). Veamos entonces que
FMf :=gec WH(R).

Por lo razonado anteriormente, g € W12(R) si y solo si 1 + 22(Fg)(z) € L?>(R). Ahora,
gracias a la proposicién 5.3.2, se tiene que F(FMf)(x) = 2nM f(—z). Asi, FMf €
WH2(R) si y solo si

:j;ﬂ—meL%m,

lo que prueba que FM f € WH2(R). Veamos que, ademds, esta aplicacién es un isomorfismo
isométrico. En efecto, dada f € L?*(R) tenemos

2m\/ (1 + 22)M f(—x)

1 1
IFM oy = 5 [+ aIFEM @) e = 5 [ (1+a?ar M f(-a)Pde
1
= 2n [ ~if(a)Pde = 2| flFagey

lo que prueba en particular que FM es un operador continuo e inyectivo. Para ver que es so-
breyectivo, tomemos f € W12(R). Definimos entonces g(x) = /7V1 + 22(Ff)(—x). Ob-
servemos que g € L?(R), ya que como f(—z) € W2, se sigue que v'1 + 22(F f)(—x) perte-
nece a L?(R) por el razonamiento anterior. Ademas, estd claro que (Mg)(z) = (Ff)(-x),
asi que (FMg)(z) = f(z), lo que prueba la sobreyectividad. Asi, hemos probado que FM
es un isomorfismo que cumple que

IFM fllyromy = 2 1f | 2w

para todo f € L?(R). Por tanto, tenemos que ¥ = FMT es un isomorfismo que cumple
que

1Y Fllwromy = 21F 1l L2 (my
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para todo f € L?(T), como querfamos.
Probemos la segunda parte del teorema. Tomemos f € zH?, es decir, f(z) = zg(z), con

0
ifzzg tenemos

g € H?. Usando de nuevo el cambio de variable 2 = i

(‘I’f)(t)—l/oo (H> ﬂdw ara todo t € R
“r)\ewi) @rig™ P '

Veamos que gracias a la férmula anterior podemos deducir que ¥ f es la transformada de
Fourier de una funcién de H2(II). Es decir, tenemos que probar que

Z—1 1
I — e H*(I).
< Hg(z—i—i)(z%—i)?E ()

Ahora, observemos que gracias a la proposicién 5.3.3 se sigue que z € Il — ¢ (j—;;) ( Z_IH.) €
H?(II). Basta probar entonces que el operador de multiplicacién por (w4 i)~!, que deno-
taremos por M : H(II) — H?(II), es acotado en H2(II). Como ocurria con los operadores
de multiplicacién en H?, bastara conque la funcién de multiplicacién sea acotada, que es
justo lo que ocurre en nuestro caso. En efecto, dada w € II, tenemos que |w + i| > 1, por

lo tanto |(w 4 14)| ™' < 1. Asi,

1M 1| 2 ry) = SUP/ |f (2 + iy) < Sllp/ |f(z + iy)Pde = 11222 amy -
y>0 JR y>0 JR

%dm
|z + iy + i|?

lo que prueba que el operador estd bien definido y es acotado. Por tanto, deducimos que
Uf es la transformada de Fourier del valor frontera de una funciéon de H2(II), que en
concreto es una funcién continua, ya que es la transformada de una funcién integrable,
como vimos anteriormente. Por tanto, U f es una funcién continua (es la transformada de
Fourier de una funcién continua) se anula en el intervalo (—oo, 0], lo que prueba por tanto
que

U(zH?) € Wy72[0, +00).

Con el mismo razonamiento, se prueba que ¥(zH?2) C VVO1 2(—00,0].
Nos falta probar que estas contenciones son en realidad igualdades. Para ello, notemos que
podemos descomponer ortogonalmente W12(R) como

WH2(R) = Wy 2 (o0, 0] @ (™) @ Wy [0, 00),

donde <e_|t|> denota el subespacio de dimensién 1 generado por eI, Estd claro que

los tres subespacios son ortogonales entre si (basta realizar una sencilla integracién por
partes.) Ademas, dada f € WH2(R), se tiene que

F@) = (f(t) = £0)e X (a0 (t) + FO)e ™+ (£(£) = F(0)e™")X[0,00) (E),
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lo que prueba que la descomposicién enunciada es valida. Ademds, esta claro que
L (T)=zH? ® (1) ® zH>.

Observemos que el isomorfismo W conserva la ortogonalidad gracias a la identidad de
polarizacién: si f 1 g € L?(T) tenemos

(WY w, om) = 2(f59) 21y = 0-

Por tanto, ¥ conserva las descomposiciones ortogonales. Finalmente, gracias al hecho de
que U(1) = eI se sigue que W(zH?) = Wol’Q[O,oo) y V(zH?) = Wol’2(—oo,0}, como
queriamos probar. O

Ya podemos ver entonces que el operador ® que definimos al comienzo de la seccion
es un isomorfismo:

Corolario 5.3.4. El operador ® : H> — W2[0,00) es un isomorfimo.

Demostracion.
Gracias al teorema 5.3.1, los operadores ® y ¥ coinciden en el subespacio zH?, por lo
tanto @ define un isomorfismo de zH?2 a W, [0, 00) cumpliendo 1@ fllwrzam = 2 1fl 4

para todo f € zH? y, por polarizacién,
(@F, 2g)wrowy = 2 (/> 9) g2

para todo f,g € H?. Ahora, por el mismo razonamiento que en la prueba anterior, se sigue
que Wh2[0, 00) = <€_tX[0,oo)> B W,72[0,00) = (1) @ B(2H?) = B(H?), lo que prueba que
efectivamente ® es un isomorfismo. O

Gracias a este resultado, vamos a ver con la siguiente proposicién que el adjunto de nuestro
operador de composicion C,, puede ser estudiado como un operador de multiplicacién en
el espacio de Sobolev W12[0, c0) :

Proposicién 5.3.5. Sea ¢, definido como en (5.1) con R(a) > 0. Entonces C7, H? —
H? es semejante bajo ® al operador de multiplicacion My : WH2[0,00) — W20, 00),
donde (t) = e,

Demostracion.

Recordemos que la proposicién 5.1.1 aseguraba que e~%

son autovalores para Cy, sit > 0

asociados a los autovectores e; = exp (t iﬂ) . Tenemos, dada f € H?

((DC;“f)(t) - <C;af’ et>H2 =(f Cwa€t>H2 = <f, €_atet>
= (frep = (@A)
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para cada t > 0. Asi, C3, = <I>*1M¢<I>, como querfamos. Esto prueba el resultado. O

Para completar todo lo enunciado al comienzo de la seccién, solo nos falta probar que
My, es ciclico con 9 vector ciclico. Vamos a dar las definiciones formales de estos concep-
tos:

Definicién 5.3.6. Dado un espacio de Banach X, diremos que un operador 7' € B(X) es
ciclico si existe z € X tal que su dérbita bajo T es densa en H. Es decir, si

X =span{T"z : n > 0}.
En tal caso, diremos que z es un vector ciclico asociado a 7.

Observemos que un elemento a € A en un algebra de Banach es ciclico si y solo si el
operador de multiplicaciéon M, € B(A) es ciclico y a es vector ciclico para M,.

Ademés, necesitaremos poner en juego los nicleos reproductores del espacio H?:

Definiciéon 5.3.7. Para cada a € D, definimos el nicleo reproductor en a como la
funcion k, € H? dada por

1 oo
ko(z) = T, = ZE”Z".
n=0

Proposiciéon 5.3.8. Sea a € D. Se cumple:
(a) Para cada f € H? se tiene (f, ko) g2 = f(a).
(b) Sea p € H(D) con p(D) C D. Entonces Cika = ky(a)-
La prueba de este resultado puede encontrarse en ([12], p. 65). Se tiene:

Proposicién 5.3.9. El operador de multiplicacion My € B(W12[0,00)), donde 1(t) =
e~ y R(a) > 0, es ciclico con vector ciclico 1.

Demostracion.
Tomemos o = % € D, y sea k, el nucleo reproductor asociado a «. Tenemos que

(@ka)(t) = (kaser) 2 = et(a) = ¥(t) para todo t > 0. Asf, como C7, y ® son similares,
basta probar que C7, es ciclico con vector ciclico kq. Para ello, tomemos f € H 2y
supongamos que es ortogonal a la 6rbita de ko bajo CF, . Para todo n > 0, tenemos

0=((Cp)"kas f) 1y = (kas (Co)" gz = (kas Cpna /) g2
= (ka, f © Yna) = f(Pnal)).
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Si probamos que (¢nq()) no es una sucesion de Blaschke, entonces f = 0 y se seguird el
resultado.
Para ello, tenemos que probar que

(o]
Z 1 — [pna(a)| = oo.
n=0

a—1

Comencemos calculando @pq(a). Como o = &7,

tenemos que

(Q—na)g—ﬁ—i-na_a(n—i—l)—l
—na%+2+na_a(n—l—1)—|—l'

Pna(a) =

Esta claro que obtenemos una sucesiéon en D que converge a 1. Debemos afinar un poco
para probar que la serie que queremos estudiar diverge. Ahora, observemos que

(1= lena(@)) < (1 = lena(@))(1 + |ena(@)]) < 2(1 = @na(e)).

Por lo tanto, tenemos que

oo
1

> 1= lona(@)] 2 5 31~ onal@)P?.

n=0

asi que bastara con estudiar la segunda serie para obtener la divergencia. Tenemos

| (@) P =1 — a(n+1)—1 an+1)—-1 lal?(n +1)2 = 2(n + D)R(a) + 1
e an+1)+1 aln+1)+1 lal2(n +1)2 +2(n + 1)R(a) + 1
_ 4(n+ 1)R(a) o 4+ DR
laP(n+1)2+2(n+ DR(a) +1 = ([a2 + 2R(a))(n + 1)2
4R(a) 1

T e +2R(a) n+l

Observando que % es un numero real positivo, se sigue que
> 1 4R(a) =1
1— > = =
2 1= lenal @) 2 S 1n ony 2 g
n=0 n=0

como queriamos. Esto prueba que (¢nq()) no es sucesion de Blaschke, y por tanto f = 0.
Esto termina la demostracion. O

5.4. El Espacio de Sobolev IW'?[0, 00) como Algebra de Ba-

nach.

En esta seccién vamos a probar que el espacio de Sobolev W20, 00) es un 4lgebra de
Banach con el producto puntual como multiplicacién. Ademés, caracterizamos su espectro
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y veremos que es un algebra semisimple y regular. Finalmente, con la ayuda del teorema
5.2.3 lograremos una caracterizacion del reticulo de M, en funcién de los conjuntos cerra-
dos de [0, 00), ¥ en consecuencia, del reticulo de C:;, con lo que obtendremos la prueba del
teorema 5.1.3.

Comencemos viendo algunas propiedades bésicas del Espacio de Sobolev W12[0, c0). La
prueba del siguiente resultado esta extraida de [17].

Proposicién 5.4.1. Si f € W12[0,00), entonces f € L°°[0,00), con || f|l, < 1 lwr2p0,00)-

En particular, la convergencia en norma W12[0, 00) implica la convergencia uniforme.

Demostracion.
Sea tg > 0 y tomemos t > tg. Por definicién, f es absolutamente continua en el intervalo
[to, t], por lo tanto también lo es f2. Asi, para cada s € [tg,t] tenemos

ftof = £ == [ (1) (@)dor = =2 [ f(0)f'(0)do

to

Entonces, aplicando la desigualdad de Cauchy-Schwarz obtenemos

|f(t0)? = f(5)?| =2

t:f(a)f’(a)da

<2 £l £l
Por lo tanto, tenemos

F(to) < [£(t0)? — F(s)2[ + £ ()P < 2 Fl |1 N1, + ()

Tomando la media integral en el intervalo [tp,t] en ambos lados de esta desigualdad,
obtenemos

2
I1f115
t—to

t
£GP <20 F 17 s+ = [ 1f@)Pde <2151, 1, +

Por tanto, tomando limite con t — +oo, se sigue que |f(to)[> < 2| fll5 | f/|l5 . Como to >0
es arbitrario, obtenemos finalmente

A2 < 20 £l 11l < 113+ 1F15 = 1F 132,00

como queriamos. O

Como consecuencia de este resultado, obtenemos facilmente nuestro primer objetivo: el
espacio de Sobolev W20, 00) es un &lgebra de Banach.

Proposicién 5.4.2. El espacio W12[0,00) con la multiplicacion puntual es un dlgebra de
Banach conmutativa sin unidad.
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Demostracion.
Sean f,g € W2]0,00). Gracias a la proposicién 5.4.1, tenemos

1£9lly < 112 19000 < 112000y 1901 20.00)

1G9 lly = 1179 + 19"l < [1/'llz 9lloe + 19"lls 1 lloe < 215 llwr1:200,00) N9 Iwr.2(0,00) -

por lo tanto
1£9llwr20,00) < 3 1f lw.20,00) 19112000 »

lo que prueba que fg € W2[0, 00). d

Como es habitual cuando se trabaja con espacio tipo Sobolev, simplifica mucho algu-
nos razonamientos contar con un subespacio denso compuesto de funciones mucho més
regulares. Denotaremos por C2°[0, c0) al espacio de funciones infinitamente diferenciables
con soporte compacto en [0,00). Se tiene

Proposicién 5.4.3. El espacio C2°[0,00) es denso en WH2[0, 00).

Demostracion.
Tomemos f € W12[0,00) de forma que (f, 9)eop,00) = 0 para todo g € C2°[0,00). Es
decir, )

| swg@a+ [ r g Ba=o
0 0

para todo g € C2°[0,00). Veamos entonces que f = 0, lo que probard que C°[0,00) es
denso en W12[0, c0).

Como g tiene soporte compacto, si integramos por partes en la identidad anterior tenemos
que

Observemos ahora que como ¢’ tiene soporte compacto, la integral obtenida en realidad
es una integral sobre un intervalo de medida finita. Tomemos entonces a > 0. Como el
conjunto de funciones g’ con g € C°[0,a) es denso en L2[0,a), se tiene

f(z) - /0 f(t)dt =0, paracada 0<z <a.

Por tanto, se sigue que f(x) = c1e” 4+ cpe™® para 0 < z < a, donde ¢1,co € C. Como
a es arbitrario, se sigue que f(x) = c¢1e® + cee”® para todo z > 0. Finalmente, como
f € Wh2[0,00), se sigue que ¢; = 0, y como f’(0) = 0, se tiene ¢z = 0. Asi, obtenemos
que f es la funcién nula y se sigue el resultado. O
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El siguiente paso entonces es caracterizar el espectro Q(W12[0,00)). Para cada t > 0,
denotamos por §; € W2[0, 00) al niicleo reproductor en ¢, es decir,

f(@&) = ([, 00 w2000 -

Observemos que d; puede ser caracterizado mediante el isomorfismo que definimos en el
apartado anterior, ya que

(F: 0 wrappee) = F(0) = 2@ (W) = (@7 foer) -

Recordemos que el espectro Q(W12[0,00)) es el espacio de caracteres (homomorfismo
complejos no nulos) equipado con la topologia débil*. Notemos que como W12[0,00) es
un espacio de Hilbert, esta topologia coincide con la topologia débil. Tenemos

Proposicién 5.4.4. El espectro del dlgebra de Banach W12[0,00) es
QW210,00)) = {8; : t > 0}.
Es mds, la aplicacion t — & es un homeomorfismo de [0, +00) a Q(W12[0, 00)).

Para poder dar la prueba de este resultado, vamos a basarnos fuertemente en el es-
pectro del espacio C![0,1], con la norma [fllcio) = méx{[[fllo, I/ o} definida para
todo f € C![0,1]. Es trivial comprobar que este espacio constituye un &lgebra de Banach
conmutativa con el producto puntual.

Lema 5.4.5. Definimos para cada 0 < s < 1 las aplicaciones s : C*[0,1] — C como
#s(f) = f(s). Entonces
QCY0,1)) = {5,: 0< s < 1}

La prueba de este resultado puede encontrarse, en un enunciado mucho més general,
en ([16], p. 219).
Demostracion de la proposicion 5.4.4.
Claramente, para cada ¢t > 0, el funcional & es un caricter en W12[0,00), ya que es
claramente un homomorfismo complejo. Es decir, §; € Q(W2[0,0)) para todo ¢t > 0.
Hay que probar por tanto que todo caricter en W2[0,00) es de la forma d&; para algiin
t > 0. Consideramos entonces el dlgebra C1[0,1] descrita anteriormente y su subdlgebra
Ag :={f €C0,1] : f(1) = 0}. Definimos entonces el operador

T: Ay — W20, 00)
fH(Tf)(w)=f< v )

1+=x

Veamos que esta bien definido. Tenemos

17000 = [ 7 (1)

2

2
1
dx

Ty

f(lix)
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Con el cambio de variable {7 = y, la integral anterior queda como

1
/0 Z/Q_;Wlf(y)\z + (v — 2y + V)| f (y)]Pdy.

Ahora, basta observar, aplicando consecutivamente la regla de L’Hopital que

|f(y)I? i £ @ W) + ()" (y) < |17l tim )+ f(y)

y;1y2—2y+17yﬁl 2y — 2 y—=1 2y —2
2
= (1l R(FW) < 1 F]% -

Por tanto, la funcién m]f(y)P + (y? — 2y + 1)|f'(y)|? es una funcién acotada en el

intervalo [0, 1], por tanto su integral es finita y se sigue que 7'f € W'2[0,00). Ahora,
observamos que T es claramente es homomorfismo de algebras, y gracias al razonamiento
anterior, es un operador acotado. Ahora, si > es un cardcter en W12[0,00), es trivial
comprobar que el funcional 3 en C![0,1] definido como (f) = »(T(f — f(1))) + f(1)
es también un caracter. Ahora, sabemos por el lema 5.4.5 que todo caracter definido en
C]0,1] consiste en una evaluacién puntual, asi que existe 0 < s < 1 tal que 3(f) = f(s)
para todo f € C'[0,1]. Si s = 1, tenemos para cada f € Ay que

0=f(Q1)=2(f) =(T(f = f(1)) + f(1) = =(T)

de donde deducimos que »(T'f) = 0. Por lo tanto, » se anula en todo el rango de T,
que es denso porque contiene al espacio C2°[0,00), que como probamos en 5.4.3 es un
subespacio denso. Por tanto, se sigue que s es el funcional nulo. Ahora, si s # 1, tomamos
t=s/(1—s) >0y observamos que, si f € Ay tenemos

0(Tf) = (Tf)(t) = f(s) = 5(f) = >(T(f = (1)) + fF(1) = »(Tf).

Asi, tenemos que d; y > coinciden en T'(Ap), que como ya hemos comentado es un conjunto
denso, lo que implica que » = §;. Por tanto, hemos probado que Q(W2[0,00)) = {d; :
t > 0}, como queriamos.

Falta entonces probar que la aplicacién t +— §; es un homeomorfismo. Comencemos pro-
bando que es continua. Tomemos ¢, — tg. Tenemos que para cada f € W2[0, 00)

(£ 01,) = f(tn) = f(to) = (f, 01) »

por ser f continua. Esto prueba que d;, converge débilmente a d;,, por lo tanto ¢ — d; es
continua. Veamos ahora que la inversa §; — t también es una aplicacién continua. Para
ello, observemos que como W12[0, 00) es un espacio de Hilbert, su topologia débil coincide
con su topologia débil*. Ademds, como es separable, se sigue que su topologia débil es
metrizable en conjuntos acotados. Tenemos que para cada f € W12[0,00) y t > 0

[ (fr0e) [ = [FOI < [ flloo <C A2
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Asi, obtenemos que [[0¢[|yy 129 o) < 1 para todo ¢ > 0, por lo tanto QWL2[0,00)) estéd
acotado en norma en el espacio dual, y por lo tanto la topologia en Q(W12[0,00)) es
metrizable. Asi, deducimos que para probar que nuestra aplicacién es efectivamente ho-
meomorfismo basta probar que t, — t si d;, — ;. Razonemos por reduccién al absurdo.
Supongamos que existe € > 0 tal que |t,, — tg| > € para cada n € N. Consideramos ahora
f € Wh2[0, 00) definida como

f@#) = (e = [to — t)X[to—e,to+e]-

Entonces, tenemos que 0y, (f) = 0y 4, (f) = €, por lo que d;, no puede converger a dy,,
lo cual es una contradiccion. Por tanto, ¢t — J; es homeomorfismo y el resultado queda
probado. O

Con esta caracterizacién en mano, vamos a probar a continuacién que W12[0,00) es un
algebra semisimple y regular, y caracterizaremos los ideales cerrados del dlgebra en fun-
cién de los conjuntos cerrados de [0,00), que denotamos por F[0,c0). Recordemos que
el reticulo de M, coincide exactamente con los ideales cerrados de W12[0,00) gracias al
teorema 5.2.2, y asi caracterizaremos su reticulo en funcién de F[0, co). Con esto en mano,
probaremos finalmente el teorema 5.1.3.

Proposiciéon 5.4.6. El /flgebm de Banach W12[0,00) es semisimple y regular y la apli-
cacion
F— ﬂ ker 6,
teF

es una biyeccion de F[0,00) a Lat My, donde 1(t) = e .

Demostracion.

Comencemos notando que los caracteres §; separan puntos, asi que gracias a la proposicién
5.4.4, el espectro Q(W2]0, 00)) separa puntos. Ademés, gracias a la proposicién 1.3.18, se
sigue que W12[0, 00) es semisimple. Para ver que es regular, tomemos M = ker §; un ideal
regular maximal. Tenemos que encontrar un entorno abierto U de d; de forma que k(U)
sea ideal regular, es decir, tal que W12[0,00)/k(U) sea un lgebra unitaria. Supongamos
que t € [0,b) C [0,00) con 0 < b < ooy sea U la imagen de [0,b) por el homeomorfismo
dado por la proposicién anterior. Estd claro entonces que U es entorno abierto de ¢, ya
que [0,b) es abierto en la topologia relativa de [0, 00). Ahora, tenemos por definicién

k(U) = ﬂ ker&; = {f € W2[0,00) : f =0 en [0,b)},
0<t<bd

que como ya sabemos es un ideal cerrado. Basta entonces ver que W2[0, 00)/k(U) es un
algebra unitaria, lo que probard que k(U) es regular, como queremos. Ya sabemos que
Wh2[0,00)/k(U) es un 4lgebra de Banach. Vamos a buscar la unidad. Observemos que, si
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f € W2]0, 00), entonces la clase de equivalencia f+k(U) estd compuesta por las funciones
que coinciden con f en el intervalo [0,b). Tomemos entonces la funcién

1 si0<t<b
gt)=<b+1—-t sib<t<b+1
0 sib+1<t.

Esté claro que g € W12[0, 00), pues es una funcién absolutamente continua tal que tanto
ella como su derivada son acotadas y tienen soporte compacto, asi que son trivialmente
de cuadrado integrable. Tomemos g + k(U). Dada cualquier f € W20, 00) tenemos

(f +kU))(g +k(U)) = (fg+ k(U)) = f + k(U),

ya que fg(t) = f(t) para todo € [0,b), gracias a nuestra definicién de g. Asi, g + k(U) es
efectivamente unidad, como queriamos. Por tanto, k(U) es un ideal regular y deducimos
que W12[0, 00) es un &lgebra de Banach regular.

Para probar la ultima afirmacion de la proposicién, basta demostrar que se satisfacen las
hipétesis del teorema 5.2.3. Para ello, observemos que dada f € W2[0,00) y t > 0

A

f(60) = 6:(f) = f(D).

Es decir, la transformada de Gelfand de f se anulara en un subconjunto de Q(W2[0, o0))
si y solo si f se anula en la preimagen del subconjunto por el isomorfismo dado en la
proposicién anterior. Llamemos

E:={te[0,00): f(t) =0}.
Buscamos entonces una sucesion (fy,) que converja a f que cumpla que cada conjunto
E,={te€[0,00): fun(t) =0}

contenga un entorno abierto U, de E y tenga complemento compacto. Para ello, definimos
las funciones

on(x) = min{1, nd(z, (E U n, 00)) + [—%, %1)} (n € N).

Observemos que ¢,, es continua para cada n € N. Es mas, cada ¢,, es idénticamente nula

en el conjunto E U [n, +00) + [—_nl, %], es lineal con pendiente £n en el compacto
Ko = (B U [, +00) + [2, 2]) ~ (B U [, +00) + [, 1))
= n, +0o —, =~ n, +0o —_ =
n ) n 7n ) n 7n

y constantemente 1 en el resto de [0,00). Es importante remarcar que cada componente
conexa de K, tiene medida 1/n. Como K, C [0, n], se sigue que el ntimero de componentes
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conexas es finito. Ademads, se tiene que m(K,) — 0 cuando n — oco. Asi, se tiene que
cada ¢, es una funcién acotada con |¢n||,, = 1 con soporte compacto, por lo tanto
¢n € L?[0,00). Ademas, tenemos que |¢!,| = nxk,, por lo que de nuevo es una funcién
acotada de soporte compacto. Por lo tanto, ¢!, € L%[0,00) y ¢, € W12[0,00). Ahora, si
ponemos

Jni=on-f
tenemos que f, € W12[0,00), ya que es un 4lgebra. Observemos ademés que
-1 1
E,=FEU][n,+)+[—,—],
n’'n

que claramente tiene complementario compacto y contiene un entorno abierto U, de F.
Falta entonces demostrar que f, — f en W12[0,00). Tenemos que probar entonces que
onf — fen L2[0,00) v (pnf) — f en L%[0,00). Primero, observemos que |¢,f| < |f],
ya que |lpn|| < 1 para todo n € N. Ademads, ¢, — 1 puntualmente en [0,0), se sigue
que ¢, f — f puntualmente. Por tanto, como f € L?[0, 00), basta aplicar el teorema de la
convergencia dominada para obtener ¢, f — f en L]0, c0).

Para la convergencia de la derivada, observemos que (¢, f) = onf'+ ¢, f. Podemos aplicar
de nuevo el teorema de la convergencia dominada para obtener que ¢, f' — f en L?[0, ),
por lo basta probar que ¢/, f — 0 en L?[0,00). Es decir, tenemos que ver que

22
| wesE =0
Ahora, como |¢] | = nxk, , basta estudiar la integral

[ wisa
Kn

Ahora, observemos que si definimos

A

K, =(FEU]|n,+o00)+ [%2, %]) N~ (E U [n,+00))

se tiene que K, C K,. Al igual que K, estos conjuntos tienen un numero finito de

componentes conexas de medida 2/n y m(K,) — 0. Elegimos estos conjuntos porque si

ponemos
N

Ky = | lak, bi]
k=1
como la unién de sus componentes conexas, se tiene que ai 6 by estd en E. Asi, f se
anula en uno de los extremos de cada intervalo. Ademads, |by —ai| = 2/n. Tomemos [ay, bg]
uno de estos intervalos y supongamos sin pérdida de generalidad que f(ar) = 0. Vamos a
estudiar la integral

[ st

k
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Como f es absolutamente continua en cada subconjunto acotado de [0, 00), tenemos que

56 = f+ [ = [ foa

para todo t € [a, bg]. Entonces tenemos, usando Cauchy-Schwarz se tiene

o< [ 17 < via ([ rere) < 2 ( [ |f’<m>|2dx) .

Asi, tenemos que

[ ropa<ae [*2 ( [ @) an =il ([ 170Ra)
= 4/ z)|2dz.

Por tanto, tenemos que
o rora= 32 [*isopa < a3 [ o

_4/ (1)|2dt.

Ahora, como f’ € L%[0,00) y m(f(n) — 0 se sigue por la continuidad absoluta de la integral
de Lebesgue que

[ 1wk o
Kn

cuando n — oo. Asi, como K, C IA(n, se sigue que
[ 1o,

y por tanto ¢! f — 0 en L?[0,00). Asi, ¢, - f — f en W20, 00), como queriamos.

La existencia de esta sucesion, junto con el hecho de que W12[0,00) es semisimple y
regular, se satisfacen las hipétesis requeridas. Por tanto, como 1 es un elemento ciclico en
Wh2[0, 00) gracias a la proposicién 5.3.9, deducimos que

Lat My = {ﬂ kerd; : F' € F[O,oo)},
telr

por lo que la aplicacién F' +— (\,cpkerd; es sobreyectiva. Ahora, como (V;,cpkerd; #
Nieg ker 0; si F' # G, se sigue que la aplicacién es biyectiva, como queriamos. O
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Ya tenemos por tanto toda la maquinaria necesaria para probar el teorema 5.1.3:
Demostracion del teorema 5.1.5.

Tenemos gracias a la proposicién 5.4.6 que la aplicacion F' — (< ker d; es una biyeccién
de F[0, 00) a Lat My. Ahora, observemos que dado F' € [F[0, 00) se tiene que

ﬂ kerd; = {f € W'?[0,00) : f =0 en F},
teF

por lo que la aplicacién
F {feW"20,00): f=0en F}

es de nuevo una biyeccién de F[0, o) a Lat My,. Ahora, recordemos que por la proposicién
5.3.5, se tiene que My = CIDC;{L(I)_l. Gracias a la proposiciéon 2.1.18, tenemos que

Lat C, ={® (V) :Y € Lat My}.
Observemos ahora que, dado F' € F[0, 00),
O 1{feW'?0,00): f=0en F}) ={f € H*: (f,e) o = 0 para t € F'},
asi que la aplicacion
Fe Jp={fcH?: (f,et)y2 =0paratec F}

es una biyeccion de F[0, c0) a Lat C,- Finalmente, gracias a la proposicion 2.1.15, sabemos
que Lat C,, consiste exactamente en los complementos ortogonales de Lat Cy,, por lo
que la aplicacién

F Jp

es una biyeccién de F[0,00) a Lat Cy,. Notemos ahora que
{f e H?: (f,e) 2 =0paratc F} =span{e; : t € F},
por lo que obtenemos que
Lat Cy, = {span{e; : t € F'} : F € F[0,00)},

como queriamos probar. O

Podemos presentar inmediatamente el siguiente corolario:

Corolario 5.4.7. Todos los operadores de composicién inducidos por una transformacion
de Mébius parabdlica no automorfismo tienen exactamente el mismo reticulo de subespacios
tnvariantes salvo isomorfismo.
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Demostracion.
Basta observar que todo operador de composicién inducido por una transformaciéon pa-
rabdlica no automorfismo es semejante a C,,, para algin a € C con parte real positiva.
Ahora, por el teorema 5.1.3 sabemos que este reticulo es independiente de a, lo que prueba
el resultado. O

Como comentamos en la nota 5.1.2, podemos calcular el espectro puntual de C,, gra-
cias a nuestra caracterizacion:

Teorema 5.4.8. Se tiene que

op(Cp,) = {7 1t > 0}

at

Es mds, si f es una autofuncion asociada al autovalor e~ entonces f € (e).

Demostracion.
Sabemos por la proposicion 5.1.1 que las funciones e; son autovectores asociados a los au-
tovalores e~*. Veamos que son los tinicos. Supongamos que f € H? es una autofuncién no
nula para C,,. Por tanto, el subespacio unidimensional cerrado (f) es un subespacio inva-
riante por Cy,. Por tanto, es de la forma span{e; : t € F'}, donde F' es un conjunto cerrado
de [0,00). Como es un subespacio unidimensional, se sigue que existe t € [0,00) de for-
ma que (f) = (e), asi que f € (e;). Por tanto, C,, f = e~ f, lo que prueba el resultado. O

Ademsds, también tenemos las herramientas para probar el teorema 5.1.4:

Demostracion.

Sea @, una transformacién de Mobius no automorfismo y consideremos C,, el operador
de composicién inducido. Tomemos F' € F[0, 00) de forma que Np = span{e; : t € F'} sea
no trivial. Tenemos que probar que su complemento ortogonal N ﬁ no es invariante para
Cy. Necesitamos la siguiente féormula, que se verifica facilmente con un sencillo célculo:

(et €s) 2 = e_lt_s‘, t,s > 0.

Primero, supongamos que 0 ¢ F, y pongamos ¢ty = min F'. Definimos f;, = 1 — e %0¢y,.
Tomemos ahora t > 3. Se tiene que

(fro-er) = (1, er) — e~ to (€ty,€t) = er(0) — e toe(t=t0) — o=t o~ _

Es decir, fi, € N l{: Supongamos por reduccion al absurdo que N I% € Lat Cy,. Entonces,
tendriamos que fi, — Cy, fr, € Ni. Ahora, recordando que 1 y ey son autofunciones de
Cy,, tenemos que

—t —t —to ,—at
Coo(1 —e ep) =Cp 1 —e 0C,,e40 =1 —e e ey.

Por tanto, fi, — Cy, f1, = € (1 — e ")y, que observamos que pertenece también a Np.
Asi, deducimos que f;, — Cy, ft, = 0, es decir, fi, es un punto fijo para C,, lo cual es
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contradiccién, ya que por el teorema 5.4.8 sabemos que el tnico punto fijo de Cy, es la
funcién 1. Por tanto, deducimos que N }% no es invariante para C,, .

Supongamos ahora que 0 € F'. Tomemos s > 0 y consideremos el operador de multiplica-
cién por e, que denotamos por M,,. Tenemos

M., (Np) = esSpan{e; : t € F'} =8pan{es4¢:t € F} = Ngip.

Como eg es una funcién interior, se sigue que M., es una isometria, por lo tanto preserva
el producto escalar en H2. Por tanto,

Me,(Ng) = (Me,(Np))™

Volvemos a razonar por contradiccion: supongamos que N }% es invariante para Cy,,. En-
tonces
1 1
Mes (CSD(J, (NF)) g Mes <NF)

Ahora, para cada f € H2, tenemos que

Co, (Me, f) = Ccpa (esf) = eiasesctpaf =e M., (Ccpaf)a

por 10 que se Sigue que
C‘PCL (Mes (NfJT‘_)) g Mes (N}J?_)

Asi, tenemos que

Cou(Ngip) = Cpo (Me,(Np))H) = Cy, (Me, (NE))
- Mes(NI{; = (M., (Nr )J_ = NJJrFa

S
es decir, C%(NSiF) C NSJ;F, pero s + F' es un cerrado que no contiene a 0 y Ny es
invariante por Cy,, asi que el caso probado anteriormente nos da la contradiccién. Esto
prueba el resultado. ]

5.5. El Conmutante de (|,

Caracterizar el conmutante de un operador 7' € B(H) es una pregunta muy estudiada
en el campo de la teoria de operadores. Observemos por ejemplo que puede ayudarnos a
probar si dicho operador tiene subespacios invariantes, gracias a los resultados ya comen-
tados sobre hiperinvariancia de operadores compactos y normales.
Una de las preguntas clasicas sobre el conmutante es decidir si es minimal. Para poder
definir este concepto con claridad, necesitamos algunos resultados previos.
Comencemos definiendo dos de las topologias més usadas en el espacio B(X), donde X es
un espacio de Banach:
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Definicién 5.5.1. Dado un espacio de Banach X definimos la topologia débil de ope-
radores (WOT) en B(X) y la denotamos por o a la topologia inducida por los funcionales

T — z*(Tx)

para todo x € X, z* € X*. Es decir, una red (7,,) converge a T en o si y solo si 2*(Tpx) —
z*(Tx) para todo z € X, z* € X*.

Observemos que esta topologia estd bien definida, ya que efectivamente el conjunto de
funcionales definido anteriormente es un subconjunto del dual de B(X). De hecho, esta
topologia estd inducida por todos los operadores de rango 1 definidos sobre X.

Nosotros manejaremos principalmente esta topologia en espacios de Hilbert. Observemos
que si H es Hilbert, entonces los funcionales que dan lugar a la topologia débil de opera-
dores vienen dados por

T— (Tz,y)

para todo x,y € H.

Necesitaremos manejar también, aunque en menor medida, la topologia fuerte de ope-
radores.

Definicién 5.5.2. Dado un espacio de Banach X, llamamos topologia fuerte de ope-
radores (SOT) a la topologia localmente convexa en B(H ) inducida por las seminormas
T — ||Tz| para todo z € X.

Observemos que una red (T,,) converge a T € B(X) si y solo si T,z — Tz para todo
x € X en la topologia de la norma de X. Tenemos la siguiente relacién para las topologias
en B(X):

Proposicion 5.5.3. Denotemos por o, Tsor y T).| a las topologias débil de operadores,
fuerte de operadores y topologia uniforme en B(X). Se tiene:

o CTsor € 1)

Demostracion.
Tomemos una red (7,) convergiendo a T' € B(X) en la topologia inducida por la norma.
Es decir, lim,, |7, — T'|| = 0. Por tanto, para todo = € X se tiene que ||[Tpx — Tz| <
T — T ||x|| — 0, asi que T, — T en SOT.
Supongamos ahora que (T;,) converge a T € B(H) en SOT y veamos que también converge
en 0. Para ello, tomemos x € X y z* € X™. Se tiene:

lim ¥ (Thx) = :v*(licryn Tox) = 2" (Tx),

lo que prueba que T, converge a T en o. ]

Tenemos la siguiente propiedad para el conmutante:
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Proposicién 5.5.4. Dado T € B(X) se tiene que {T} es cerrado en la topologia débil de
operadores de operadores, y por tanto es cerrado tanto en la topologia fuerte de operadores
como en la topologia uniforme.

Demostracion.
Para ello, tomemos (S,) una red en {T'} convergiendo a S € B(H). Tenemos, para todo
x,y € H que

Por tanto, S € {T'}, como querfamos. g

Denotemos ahora por alg(T") al dlgebra generada por el operador T'. Es decir, al subédlgebra
alg(T) := {p(T) : p es un polinomio}.

Esté claro que alg(T) es un algebra conmutativa contenida en {T'}’. Por tanto, se tiene
que
alg(T)” C {TY.

Diremos entonces que un operador T € B(H) tiene conmutante minimal o que T tiene
la propiedad del minimo conmutante si

alg(T)” = {TY}"

El objetivo de esta seccién es probar que el operador de composiciéon Cy,, con ¢ un no-
automorfismo parabélico tiene la propiedad del minimo conmutante utilizando la seme-
janza del adjunto con el operador de multiplicacién ciclico en W12[0, c0) descrita en el
teorema 5.3.5. Este resultado fue probado en 2018 por M. Lacruz, F. Leén-Saavedra, S.
Petrovic y L. Rodriguez-Piazza en [17]. El resultado es el siguiente:

Teorema 5.5.5 (Lacruz, Leén-Saavedra, Petrovic y Rodriguez-Piazza). El operador de
composicion Cy, € H? inducido por un no-automorfismo parabdlico tiene conmutante mi-
nimal.

La prueba de este resultado radica en demostrar que la propiedad del minimo con-
mutante se conserva bajo semejanzas y bajo tomar adjunto y probar a continuaciéon que
esta propiedad se cumple para todos los operadores de multiplicacién ciclicos en toda
dlgebra que tenga aproximacién a la identidad. Finalmente, veremos que W12[0, o) tiene
en efecto una aproximacién a la identidad, lo que probara el resultado. En lo que sigue
consideraremos H, Hy y H, espacios de Hilbert complejos y separables, pues el operador
que queremos estudiar estd definido sobre espacios de Hilbert. No obstante, como ma-
nejaremos también dlgebras de Banach, ha sido necesario introducir la teoria topolégica
anterior sobre espacios de Banach cualesquiera.
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Lema 5.5.6. Sea T € B(H1) y S € B(Ha) dos operadores semejantes. Entonces T tiene
conmutante minimal si y solo si lo tiene S.

Demostracion.
Basta probar que si T' tiene conmutante minimal entonces también lo tiene S. Como son
semejantes, se tiene que existe un isomorfismo ® : H; — Hs de forma que T = ®~15.
Sea Y € {T}. Entonces Y = ®T®~! € {S}', y como S tiene conmutante minimal, existe
una red de polinomios (pg) tal que pg(A) — X en la topologia débil de operadores. Se
sigue entonces que pg(T) = Ppy(S)P converge en la topologia débil de operadores a Y,
como queriamos. O

Lema 5.5.7. Sea T € B(H). Entonces T tiene conmutante minimal si y solo si lo tiene
T*.

Demostracion.
Esta claro que basta probar que si T tiene conmutante minimal entonces lo tiene 1. Pri-
mero, veamos que tomar adjunto es continuo en la topologia débil de operadores. Tomemos
una red (X,) convergiendo a un operador X € B(H) en 0. Veamos que (X}) converge a
X* en esta topologia. Para ello, sean z,y € H. Tenemos

Hén <(X;)l’, y> = HOI‘II <vaocy> = l%n (Xa?J:ﬂf) - <Xy,.’l?>
= (z, Xy) = (X"2,y),

lo que prueba la continuidad enunciada. Ahora, probemos que 7™ tiene conmutante mi-
nimal. Para ello, tomemos S € {T*}. Entonces, se tiene que S* € {T'}. Como T tiene
conmutante minimal, existe una red de polinomios (p,) tal que p,T" converge a T cuando
a € A en la topologia débil de operadores. Ahora, para todo x,y € H se tiene, usando la
continuidad de tomar adjunto, que

(Sz,y) = (z,5%y) = (5*y,2) = Hm ((pa(T))y, ) = lim ((pa(T)) "z, y) -

Entonces, se sigue que (po(T))* — S en la topologia débil de operadores. Basta entonces
definir la red de polinomios (¢a(2)) = pa(Z). Esté claro que (po(T))* = qo(T™), asi que

@(T*) = S

en la topologia débil de operadores, asi que 1™ tiene la propiedad del minimo conmutante,
como queriamos. O

Gracias a estos dos lemas podemos deducir entonces que basta probar que C,, tiene con-
mutante minimal cuando ¢ estd en forma canénica. Ademds, como C7, es semejante al
operador de multiplicacién My, introducido en la proposicién 5.3.5, basta entonces probar
que My, tiene conmutante minimal para obtener nuestro resultado.
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Comencemos caracterizando la clausura en la topologia débil de operadores del algebra
generada por un operador de multiplicacion ciclico en un algebra de Banach no unitaria.
Como ya hemos visto, este es el caso del dlgebra W12[0, co):

Lema 5.5.8. Sea A un dlgebra de Banach mo unitaria y a € A un elemento ciclico.
Entonces

alg(M,)” = {My+ BI:be A,5eC} .

Demostracion.
Comencemos observando primero que el conjunto {M, + I : b € A, € C} es una
subélgebra de B(A). Ademés, contiene al operador M, y a la identidad, por lo tanto es
claro que contiene a la subalgebra alg(M,). Por tanto, la inclusién

alg(M,)” C{M,+BI:bec A, BeC}

es trivial. Veamos la otra inclusion. Para ello, tomemos b € A y § € C. Tomemos una
sucesién de polinomios (p,) de forma que p,(0) =0y ||b — pn(a)|| = 0 cuando n — oo.
Esto es posible gracias a que a es un elemento ciclico. Es decir, A = span{a” : n € N}.
Ahora, definimos ¢, (z) = pn(z) + B. Observemos ahora que ¢,(Ma) = M, (o) + B —
My + 81 en la topologia fuerte de operadores cuando n — oo, asi que también converge
en la topologia débil de operadores. Esto demuestra que

{My,+BI:be A BeC}Calg(M,)

lo que nos da automéaticamente la inclusiéon buscada. O

Como ya hemos comentado, el algebra W12[0,00) es no unitaria, pero podemos conse-
guir una estructura que haga las veces de unidad. Definimos el concepto a continuacién:

Definicién 5.5.9. Sea A un algebra de Banach. Llamaremos aproximacién a la iden-
tidad a cualquier sucesion (e,) tal que |le,b — b|| — 0 cuando n — oo para todo b € A.
Es decir, M., — I cuando n — oo en la topologia fuerte de operadores.

Veamos entonces que W12[0, c0) efectivamente cumple esta propiedad.

Lema 5.5.10. La sucesion de funciones (e,) definida como

() = 1, si0<o<n
“nl9) = e—(o=n), st o >n,

es una aprozimacion de la identidad en W12[0, 00).

Demostracion.

Comencemos observando que para todo n € N se tiene que e, € L?(0,00). Ademas,

e, = —e*("*")x[nyoo), que también estd claramente en L2(0,00). Por tanto, estd claro
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que e, son funciones de W12[0,00) que cumplen que |e,|,, < 1. Es mas, se tiene que
en(0) — 1y e, — 0 puntualmente en el intervalo [0,00). Tomemos f € W'2[0,00).
Tenemos que probar que |e, - f — fHWl,g[Opo) — 0 cuando n — oco. Ahora, se tiene

len - F = Flrep oy = len- £ = FI2 +ll(en - £ = 1|2

Observemos que, gracias al hecho de que ||e, ||, < 1, se tiene que |en(0) f(0) — f(o)[* <
41f(o)|?, y por tanto podemos aplicar el teorema de la convergencia dominada de Le-
besgue para deducir que |le, - f— f ||§ — 0 cuando n — oo. De igual forma, como
f' € L%*(0,00), podemos usar el mismo argumento para probar que ||e, - f' — f’Hg — 0.
Como (e, - f — f) =€.,- f+en-f — f, basta probar que e/, - f converge a 0 en L%(0, c0).
Ahora, como f es acotada y e}, — 0 puntualmente, se tiene que €}, f converge puntualmen-
te a 0. Como ||e] se tiene que |}, - f|* < || f|l 2, en casi todo, asi que basta aplicar de

’I’LHoo?
nuevo el teorema de la convergencia dominda. Esto termina la demostracién. O

Con el siguiente resultado probamos que basta exigir que un algebra de Banach conmuta-
tiva tenga aproximacién a la identidad para asegurar que los operadores de multiplicacion
ciclicos tengan conmutante minimal:

Teorema 5.5.11. Sea A un dlgebra de Banach conmutativa con aproximacion a la iden-
tidad y a € A un elemento ciclico. Entonces el operador de multiplicacion M, tiene con-
mutante minimal.

Demostracion.
Denotemos por (e;,) a la aproximacién a la identidad de A. Como a es ciclico, existe una
sucesion de polinomios que se anulan en cero tales que |le, — pp(a)|| — 0, cuando n — oo.
Ahora, tenemos para cada b € A que

1Pn(@)b = bl < [[pn(a)b — enbl + llenb — bll < [[0]] l[pn(a) — enll + llead — b]| = O,

asi que (pp(a)) es también una aproximacion a la identidad. Veamos ahora que, para todo
X € {M,}', tenemos X M, = M;, donde b = Xa. Tenemos para cada n € N que

XMga" = XMa=M;Xa=a"b=ba" = Mpa".

Como hemos probado la igualdad para todas las potencias de a que es un elemento ciclico,
se sigue por densidad que XM, = My. Ahora, como p,(0) = 0, tenemos que existe una
sucesién de polinomios ¢, de forma que p,(z) = z¢,(z) para todo z € C. Tomemos ahora
X € {M,}'. Tenemos

Xpn(Ma) = XMaQn(Ma) = Man(Ma)'

Ahora, si tomamos limite en la topologia fuerte de operadores en la igualdad anterior,
tenemos que Xp,(M,) — X, ya que py(a) es una aproximacién de la identidad. Asi,
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tenemos que Mg, (M,) converge a X en la topologia fuerte de operadores, y por tanto,
también converge en la topologia débil de operadores. Asi, se deduce que

(2

Xe{M.+~l:ce A~ eC}Y =alg(M,),
donde hemos usado en la dltima igualdad el lema 5.5.8. Esto termina la prueba. (|

Ya podemos entonces completar la prueba del teorema 5.5.5:

Demostracion.

Sabemos por los lemas 5.5.6 y 5.5.7 que C,, tiene la propiedad del minimo conmutante si
y solo si My, la tiene. Ahora, M, es un operador de multiplicacién por un elemento ciclico
en el dlgebra de Banach W12[0,c0), que es conmutativa y tiene una aproximacion a la
identidad por el lema 5.5.10. Finalmente, basta aplicar el teorema 5.5.11 para deducir que
alg(M,NU = {My}', asi que se sigue que alg(C’@U = {C,}, como queriamos. O
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