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Abstract

The main purpose of this paper is the construction and treatment of equations
that are useful in Continuum Mechanichs from both, physical and mathemati-
cal points of view. In particular, we will be considering the Advection Difussion
equation and the Elastisicy equation. We will work in Sobolev Spaces, which
are the natural enviroment for PDEs to be developed. Through the theorems of
Lax Milgram and Banach-Negas-Babuska, we will study under which conditions
a configuration setting is well posed. Once the existence and uniqueness of the
analytical solution is proven, we will approximate our problem using Galerkin
and Petrov Galerkin methods. The existence and uniqueness of the approxima-
te solution is studied with very similar results to the analytical ones, and its
covergence to the exact solution will be a result of having both, consistency
and stability properties. Next, the Elasticity and Advection-Diffusion equations
will be modeled. We will study the conformal approximation of Elasticity pro-
blems with different boundary conditions and the conformal and nonconformal
approximation of Advection-Difussion problems, also with different boundary
conditions. Finally, we will briefly present some implementations of the solu-
tions of these problems in FreeFem++.



Capitulo 1
Motivacion

En su deseo de conocer la Naturaleza, el ser humano como ente no solo ani-
mal, sino también racional ha buscado desde tiempos inmemorables la creacion
de modelos que permitan anteponerse al comportamiento de éste, nuestro Uni-
verso. Lo que como recién nacido fueron pruebas de error-acierto o copias de
comportamientos que resultaban efectivos, de la mano del proceso de madura-
cién natural de la mentalidad matemaética del hombre, se han ido traduciendo
en modelos analiticos. Dichos modelos, fieles a una Filosofia aristotélica, si bien
tienen origen en lo empirico, no anhelan, sino y como objetivo tultimo la trascen-
dencia a otro mundo mucho méas imperecedero y elegante en cuanto a su forma:
la l6gica matematica y su perpleja capacidad de adaptacion al mundo caduco.
Madre de cualquier disciplina natural actual (Medicina, Biologfa, Fisica...), pa-
dre del antropocéntrico estado de bienestar, e hijo de ese germen insaciable por
conocer y comprender que caracteriza a nuestra especie, el Andlisis Funcional
y Modelado de Ecuaciones en Derivadas Parciales (EDPs) constituye una de
las méas boyantes ramas de estudio del momento. En particular, este trabajo se
centra en la modelizacién matematica de dos aspectos bésicos de los que nace
la Arquitectura de nuestros dias: la conveccién difusién tratando los fluidos y la
elasticidad en los sélidos.

Ocurre que, generalmente, los modelos no tienen soluciones analiticas y tenemos
que recurrir a herramientas propias del Andlisis Numérico para poder aproxi-
marnos a dicho comportamiento. Entre estas herramientas se encuentra una
fundamental y que marca el sendero del trabajo que aqui se presenta: el Método
de los Elementos Finitos, cuyo nombre fue primeramente acuiiado por Ray. W.
Clough en 1952 en el marco del Boeing Summer Faculty Program. Si bien estos
métodos surgieron en el ambito de la ingenieria, poco a poco fueron sirviendo
para solventar una familia de problemas cada vez méas amplia y variada. Como
consecuencia, fue increscendo la necesidad de crear una teoria matematica que
sustentara de algiin modo la validez de estos métodos; produciéndose su salto
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intrahistérico al mundo académico. Todo esto, unido a la necesidad de dar una
base formal fuerte a la nueva ”funcién impulso o Delta de Dirac” tan necesaria
en las ramas de la Fisica (desde Teoria de Circuitos hasta la entonces recién
nacida Mecanica Cuéantica, pasando por conceptos de estadistica de particulas
y principios de incertidumbre), Laurent Schwartz en su deseo subversivo por
revolucionar el mundo de sus dias, desarrolla una teoria por la que fue galardo-
nado con la Medalla Fields: la Teoria de Distribuciones. El concepto de funcién
se relaja. Las nociones de derivabilidad también. Las distribuciones han nacido,
y con ellas la tierra prometida donde poder coexistir desde 1960 hasta nuestros
dias: Los espacios de Sobolev.

Es en estos espacios donde plantearemos nuestros problemas, haciéndolo con un
nuevo tipo de formulacién, la formulacién variacional o débil. Es aqui también
donde buscaremos las soluciones; chocidndonos contra el muro a priori infran-
queable de encontrar una solucion analitica y cerrada a nuestra inquietud vestida
de problema variacional. Veremos que gracias a herramientas muy potentes co-
mo son los teoremas de Lax-Milgram y de Banach-Necas-Babuska podremos
asegurar la existencia y unicidad de dicha solucién aunque nuestra maquinaria
analitica no esté capacitada para "localizarla”. Es aqui donde nace el mundo de
la discretizacion, y su ambicién de preparar nuestro problema para encontrar
una solucién numérica que, de algiin modo aproxime a la solucién analitica que
no podemos hallar. Aparecen los Métodos de Galerkin y de Petrov Galerkin
y querremos ver que de la misma forma que podemos asegurar la existencia y
unicidad de la solucién analitica, existe y es tinica la mejor aproximacién bajo
ciertas condiciones. Estudiaremos las distintas formas que existen de discretizar
un problema abstracto cuyo buen planteamiento estd asegurado. Veremos que
no es necesario aproximar los espacios por subespacios suyos: basta con otro tipo
de espacio de Banach que de alguna forma aproxime al original. Continuando
con nuestro deseo de crear modelos ttiles en la Mecanica del Medio Continuo vy,
en especial, en la Arquitectura, se trataran dos ecuaciones de vital importancia
en este mundo: la Ecuacién de la Elasticidad y la Ecuacién de Conveccién-
Difusién. No sélo estudiaremos éstas desde el punto de vista numérico, si no
que partiendo de ciertas leyes fisicas basadas en el empirismo propio que a esta
ciencia caracteriza, modelaremos las ecuaciones que rigen tanto el transporte de
temperaturas, como la elasticidad de los cuerpos. Finalmente, se analizaran de
forma muy breve varios ejemplos practicos cuya simulacién se ha realizado con
el potente software de EF de FreeFem++.

Como comentario final, he de decir que dado que para conseguir el objetivo
iltimo que motivé la eleccion de éste trabajo he tenido que realizar un largo
viaje en el sentido de tocar campos muy diversos, no he buscado mas que un
estudio horizontal y bdsico (que no vertical y concreto) en este nuevo universo
en el que comienzo a sumergirme: El Mundo del Modelado del Medio Continuo.



Capitulo 2

Planteamiento del problema
abstracto

Se presenta a continuacién la formulacion variacional de las EDPs y resultados
esenciales que nos aseguran el buen planteamiento del problema abstracto. Pa-
ra su redaccién, nos hemos centrado especialmente en las lecturas de [6] y de [16].

En concreto, comenzaremos ilustrando la importancia del Teorema de Lax-
Milgram clésico para asegurar el buen planteamiento de un probema formulado
en su modo variacional.

I Proposicion 2.1. Sean V y W espacios de Banach, con V espacio de Ba-
nach reflexivo. Sea a : W x V' — R una forma bilineal continua. Entonces existe
un operador A € LW, V') que verifica:

(Aw, v}y = a(w,v) Vv € B, we H.

Demostracion. Veamos que efectivamente A asi definido es un operador lineal,
continuo y acotado entre los espacios de Banach V' y V.

Consecuencia de la linealidad de a(w,-) en V se tiene que, Aw es un operador
lineal para cada w € W. Por otra parte y como consecuencia de la linealidad de
a(-,v) en W, se demuestra que A es lineal. Ademads, como a(-,-) es continuo se
tiene que existe ¢ > 0 con:

(Aw,v)y, = a(w,v) < c[|lw||wllvl]ly  YweW, veV.

Si ahora dividimos por ||v||y, se obtiene que cada Aw es continuo por estar
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acotado por c||w]||w:
Aw, v)y)
[lv[lv
lo que tomando supremo sobre los v € V' se obtiene que:

< cf|wl|w

[Awllv: < ef|wlw

Finalmente, se toma supremo sobre los v € V' y se obtiene que:

Al zowvry < e

Sea V espacio de Hilbert. Considérese el siguiente problema abstracto:

Hallar u € V
PVl { tal que a(u,v) = f(v), VYveV

donde a € L(V xV,R)y f € L(V,R).

Recuérdese que todo espacio de Hilbert es Banach reflexivo por ser espacio
normado con norma inducida por el producto escalar y por el Teorema de re-
presentacion de Riesz (Teorema A.1). Se recomienda consultar Anexo.

El siguiente teorema, extraido de [12], nace en la década de 1950 [16] y redne
las condiciones que aseguran el buen planteamiento del problema abstracto.
Posteriormente, fue reformulado para extenderse al &mbito de los EF.

| Teorema 2.1. (Lax-Milgram, LM) Sea a € L(V x V,R) una forma bili-
neal, contiinua y coercitiva y f € V' lineal y continua. Bajo estas condiciones,
el problema PV1 estd bien planteado.

Demostracion. Sea A € L(V,V’) el operador lineal asociado a a(-,-), que sa-
bemos que existe por la Proposicién 2.1.
Notemos por f, a Au. Por ser a eliptica, se tiene que:

allulli < alu,u) = || fullvllully = [|Aul[v||ullv
lo que en particular implica que:
= A estd acotado inferiormente:
ofully < |[Aully.
= A es inyectiva. Para verlo, recuérdese que un operador lineal es inyectivo
si y sélo si ker(A) = {0}. Sea v € ker(A), se tiene que:
0 < aflvfly < [[Av[lyr =0

luego, ||v|lv =0y v =0.
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Como antes se vio, el operador lineal Au es continuo y acotado, por lo que po-
demos tomar una cota superior M > 0y, juntando con la cota inferior anterior,
tenemos:

aflully < [[Aully: < M|[ulv. (2.1)

Sea ahora ¢ : V! — V la funcién inversa de la isometria dada por el Teorema
de Representacién de Riesz (A.1). Se tiene que ¢ o A es un operador de V a V.
Empleando la linealidad de A facil comprobar que ||ul|4 = ||¢ o Au||y es una
norma. Esto permite que podamos escribir las condiciones (2.1) como:

allullv < lulla < M|lullv

luego, las normas || - ||y ¥ || - ||a son equivalentes. Esto en particular hace que
Im(¢poA) es un espacio normado completo y, por ende, es un subespacio cerrado
de V. Basta probar que Im(¢ o A): = {0} para obtener que de acuerdo a la
Proposicién A.5 que Im(¢o A) = V. Para ello, sean v € Im(¢po A)r yu eV
tal que v = (¢ o A)(u). Se tiene que:

Vw e Vi 0= (v,w)y = ((¢poAu,w), = (Au,w)y,

implicando que Au es el operador idénticamente nulo 0 € V', por lo que v =
(po A)(u) =0y Im(¢po A)t = {0}. Finalmente, tomando ¢! tenemos que:

A(V) = ¢ H$(A(V)) = ¢~ (V) =V’

lo que en particular significa que para cada f € V', existe u € V tal que Au = I/
tal y como queria demostrarse en primer lugar.

Generalmente la demostracién del Teorema de Lax-Milgram que aparece en las
literaturas cientificas es otra basada en el Teorema del Punto Fijo de Banach.
Nosotros en este texto hemos preferido incluir la anterior puesto que ilustra
mejor la idea de que los espacios V' y V'’ son isomorfos en virtud del Teorema de
Representacion de Riesz para espacios de Hilbert (Teorema A.1), ademés de que
es mas préxima a la ofrecida por Peter Lax y Arthur Milgram en su publicacién
original. Fue extraida de [6].

El teorema anterior ofrece condiciones suficientes para que una determinada
formulacién variacional esté bien planteada. No obstante, no son necesarias. Es
por esto por lo que nos centramos ahora en una generalizacién del teorema de
Lax-Milgram [12]: el Teorema de Banach-Necas-Babuska (Teorema BNB), se-
gunda generalizacién en formularse en linea temporal y de esencial presentacion
ya que ofrece condiciones necesarias y suficientes para que el problema abstracto
esté bien formulado. Lo planted por primera vez Necas en 1962 [9] para luego
ser popularizado en el &mbito de los EF por el matemaético checo-americano Ivo
M.Babuska en 1972 [10]. Desde el punto de vista del Anélisis Funcional el Teo-
rema BNB se basa en dos resultados basicos de la teoria de Banach: el Teorema
del Rango Cerrado y el Teorema de la Aplicacion Abierta. Es por esto por lo
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que anadimos el nombre de Banach al teorema, enfatizando asi los cimientos
esenciales que éste planto.

| Teorema 2.2. (Del Rango Cerrado) Sean V y W espacios de Banach.
Dado A € L(V,W'), las siguientes afirmaciones son equivalentes:

1. Im(A) es cerrado.

2. Im(AT) es cerrado.
3. Im(A) = (Ker(AT))e.
4. Im(AT) = (Ker(A))°.
5. Jda > 0 tal que

Yw € Im(A), v, €V, Avy, = w y af|lvy||lv < ||w||lw

6. da > 0 tal que
Vo' € Im(AT), Jw, € W', ATwy =0 y allwy||lw < |||y

| Observacion 2.1. El simbolo ° se refiere al anulador de un conjunto, cuya
definicion viene dada en la Definicion A.14 del Anexo.

| Teorema 2.3. (De la Aplicacion Abierta 6 Banach-Schauder) Sean
V,W espacios normados. Si A € LW, V') es sobreyectivo y U es un conjunto
abierto de W, entonces A(U) es un conjunto abierto de V.

Dados W,V dos espacios vectoriales y normados no necesariamente iguales, en
particular W (espacio de soluciones) Banach y V' (espacio test) Banach reflexivo,
el problema sobre el que puede aplicarse el Teorema BNB es el que sigue:

Hallar uw € W tal que
PV2{ a(u,v) = f(v), WwevV

donde a € LW x V,R) y f € L(V,R).

| Definicién 2.1. (Hadamard) Se dice que el problema PV2 estd bien plan-
teado si admite una solucion y es unica, y ademds satisface la siguiente estima-
cion a priori:

Je>0,Vf eV, |lullw < |l fllv

| Observacién 2.2. La definicion anterior fue extraida de [17] y lo ahi dicho
para PV2, puede ser inmediatamente extrapolado para PV1.

Previo a enunciar y demostrar el Teorema BNB (Teorema 2.5), he de trabajar
con ciertos resultados anteriores extraidos de [16] que ayudaran a la hora de
construir la prueba y que guardan una estrecha relacién con el Teorema 2.2 y
el Teorema 2.3.
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| Teorema 2.4. Sean W yV dos espacios de Banach, con V. Banach reflexivo.
Sea, ademds A € LW,V). A es biyectiva si y solamente si AT : V' — W' es
inyectiva y existe a > 0 tal que:

YoeV, |Allw > aolv|v. (2.2)

Demostracion. Comenzamos probando la implicacién directa. Dado que A es
sobre, Ker(AT) = Im(A)T = {0}, es decir AT es inyectiva. Como Im(A) =V es
cerrado y A es inyectiva, deducimos por el Teorema de Rango Cerrado (Teorema
2.2) que existe a > 0 tal que || Aw|y > «f||w|lw.

Pruebo ahora la implicacién contraria. La inyectividad de AT implica que Im(A)
= (Ker(AT))t =V, i.e. Im(A) es denso en V. Probemos que Im(A) es cerrado.
Para ello sea {w;, } una sucesién en W tal que { Aw,, } es una sucesién de Cauchy
en V. La desigualdad ||Aw,|v > aljw,||w implica que {w,} es una sucesién
de Cauchy (Definicién A.2) en W. La desigualdad || Aw, |y > a||w, |y, implica
que {wy} es una sucesién de Cauchy en W. Sea w su limite. La continuidad de
A implica que Avw, — Avw, asi que, Im(A) es cerrada. Finalmente tenemos
que I'm(A) =V, es decir, A es sobreyectiva y A es inyectiva como consecuencia

directa de la desigualdad (2.2). |

| Observacion 2.3. El Teorema 2.4 lo que establece es que un operador entre
espacios de Banach es biyectivo si y solamente si es inyectivo, de rango cerrado
y su operador dual es inyectivo.

| Corolario 2.1. Sean V y W dos espacios de Banach. Sea también, el ope-
rador A € L(W, V). Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

= A es biyectivo.

= FExiste una constante o > 0 tal que:

Vwe W, [[Awllv = aflwllw (2.3)

vo' eV, (ATv' =0) = (v =0) (2.4)
= FExiste una constante o > 0 tal que:

v, Aw)y,
inf sup % >« (2.5)
weW ey [[V/ly lwliw

Yo' eV, ((v’,Aw}V/7V = 0,Vw € W) — (' =0). (26)

Demostracion. La condicién (2.4) es equivalente a decir que AT es inyectiva.
Por tanto, el Teorema (2.4) muestra que la biyectividad de A es equivalente a
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las condiciones del segundo punto, (2.3) y (2.4). Ademads, las afirmaciones del
segundo y tercer punto son claramente equivalentes ya que la condicién inf-
sup (2.5) es simplemente una reformulacién de (2.3) ya que (2.4) y (2.6) son
claremente equivalentes.

| Teorema 2.5. (Banach-Necas-Babuska, BNB) Sea W un espacio de
Banach y V' un espacio de Banach reflexivo, con a € LW x V,R), y f € V'.
En estas condiciones, el problema PV2 estd bien planteado si y solamente si:

» (BNB1)
Ja >0, inf sup _alw,v)_ Za (2.7)
weW yev ||wl|w[v||v

= (BNB2)
YoeVVweW, alwv)=0 = v=0. (2.8)

Demostracion. Gracias al Colorario 2.1, la biyectividad de A es consecuencia
de (2.3) y (2.4). Claramente, (2.3) es equivalente a sup,cy a”(:‘)l’”) > al|wlly,

\%4
que es (2.7). Finalmente, también se tiene que (2.6) es equivalente a (2.8) ya

que V es Banach reflexivo.

A continuacién vamos a ver que si tomamos W = V espacio de Hilbert ésta vez,
el lema de Lax Milgram constituye una restriccién mas fuerte en el sentido que
implica BNB1 y BNB2. Consecuencia de ésto es que efectivamente el problema
PV1 esta bien planteado. Veamoslo:

| Lema 2.1. Asumase W =V espacios de Hilbert, entonces el lema de Laz-
Milgram implica BNB1 y BNB2.

Demostracion. Sea w € V, la condicién BNBI1 se deduce de:

a(w,w) sup a(w,v)
vev [[vllv

of[wllv < ~

llwllv

Sea, ahora, v € V. Tomando w=v se tiene que:

sup a(w,v) > a(v,v) > aljo] 2
weWw

ie., el sup,ep a(w,v) = 0 lo que inmediatamente implica que v = 0 y queda
probado BNB2. |
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| Observacién 2.4. Dado el operador A € L(W; V') asociado a la forma bili-
neal a(w,v) y antes definido, se tiene que en dimension finita LM es equivalente
a que la matriz asociada a A sea definida positiva, y las condiciones (BNB1) y
(BNB2) son equivalentes a LM.

A continuaciéon se expone un resultado que serd 1util a la hora de demostrar
bajo qué condiciones el problema de Dirichlet no homogéneo (ver a conti-
nuacién) estd bien planteado. Veremos que éste puede ser traducido bajo ciertas
hipdtesis a un problema homogéneo tras realizar un "levantamiento"de las condi-
ciones de contorno y un cambio de variable. Para ello, sea B un espacio vectorial
de funciones definido en T', y astimase que existe vy € L(W; B), operador traza
que toma funciones en W y las lleva a su restriccién sobre I'. Sea, ademas, el
operador A € (W, V') asociado a la forma bililneal a(-,-). Bajo las condiciones
anteriores, el problema de Dirichlet no homogéneo puede escribirse de forma no
homogénea como:

Hallar uw € W tal que

A(u,v) = f(v), YwevVv
Y(u) =g YueB.

Tenemos el siguiente resultado:

| Proposicién 2.2. Sean W,V y B espacios de Banach (con V Banach re-
flezivo). Sean, ademds, vo € L(W;B) y A € LI(W;V’). Asdmase que 7o es
sobreyectiva y que alw,xv, con Wy = ker(yo) satisface las condiciones del teo-
rema BNB. Entonces, el problema (3.3) estd bien definido y 3¢ > 0 tal que
VfeV' ygeB,

lullw < c(llfllv +lgllB) -

Demostracion. Como consecuencia del Teorema de la Aplicacién Abierta, dado
que Yo es continua y sobreyectiva, 3¢ > 0 tal que, Vg € B, existe una u, €
W tal que satisface you, = g (por sobreyectividad) y ||ug|lw < ¢||g||s (por
continuidad).

Por otra parte, el problema es equivalente a escribirlo de forma:

Hallar ¢ € Wy con ¢ = u — ug,
tal que a(p,v) = f(v) —a(ug,v), YveV

de las desigualdades

|f (v) = alug, v)| < ([flly + llall lugllw) [[ollv < ([[f1ly+ + cllall lg]ls) llv]lv

se deduce que f — a(ug,-) es continua en V. Por otra parte, dado que Wy x V
cumple las condiciones del teorema BNB, el problema (3.4) tiene una solucién
unica. Por lo tanto, el problema (2.7) estd bien definido y la estimacién a priori
es consecuencia de las desigualdades anteriores.
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| Observaciéon 2.5. La funcion ug es conocida como levantamiento de las
condiciones de contorno.



Capitulo 3

Discretizacion

En general nos encontramos con la imposibilidad de resolver problemas EDPs
desde un punto de vista analitico, i.e., dar la forma de solucién cerrada y exacta
del problema, pese a que sea posible demostrar la existencia y unicidad de ésta
como ya se ha visto con los resultados anteriores. Es por esto por lo que es ne-
cesario recurrir a otros métodos, los métodos numéricos, que den una soluciéon
aproximada del problema en cuestién. La idea de éstos reside en la transfor-
maciéon del problema de su forma global con dimensién infinita a una forma
finita que sea resoluble mediante técnicas numéricas. Las incognitas resultan-
tes (llamadas grados de libertad) se trabajardn de una u otra manera segin la
técnica utilizada para construir una solucién aproximada. Este proceso se llama
discretizacion del problema.

En el caso concreto de los EF (elementos finitos), los grados de libertad son los
valores de la solucién en ciertos nodos (puntos) de €. Para construir la solucién
aproximada se usa interpolaciéon de esos valores nodales, para lo que es necesa-
ria la construccién de una malla que se apoye en los nodos. El resultado es que
podemos dar una solucion a costa de cometer un error, siendo el objetivo ultimo
la estimacién para el control de este error cometido.

Nuestro objetivo en este capitulo es el estudio de los aspectos tedricos de la
discretizacién del Problema abstracto, buscando en ultimo lugar dejar la con-
figuracion discreta preparada para poder aplicar posteriormente algin método
practico de aproximaciéon numérica.

Este capitulo fue extraido de [16].

3.1. Planteamiento del problema aproximado

La idea es aproximar los espacios W y V por espacios de dimensién finita W,
y Vi, donde el subindice h se refiere al pardmetro de la discretizaciéon. Como ya

15
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se ha dicho, dejaremos el problema preparado la para la aplicacién de métodos
préacticos de construccién de tales espacios, a los que asociaremos normas ||-||w,
v || - ||v;, . Considérese, ademés:

W(h) =W + W, (3.1)
en el que asumimos que podemos definir una norma tal que cumpla:
L wnllw @y = |lwallw,,, Ywn € Wh.
2. J|lwllwny < cl|lwllw, Ywe W.

| Observacién 3.1. La construccion del espacio W (h) tiene relevancia cuan-
do el espacio de soluciones W no se aprozima por un subespacio suyo, st no que
se busca otro espacio discreto que lo aproxime bajo ciertas condiciones y que
facilite de algun modo la construccion de la solucion discreta uy,.

El método de Petrov-Galerkin (MPG) constituye una aproximacién del proble-
ma (Pa2). Puede formularse como:

Hallar uy, € Wj, tal que

MPG
{ ah(uh,vh) = fh(vh), Yo, € Vi,

donde ap y fp son las formas aproximadas de a y f respectivamente.
Un caso més particular seria la construcciéon de una solucién sobre el problema
aproximado de (Pal), que quedaria como:

MG { Hallar uy, € Vj tal que
an(un,vn) = fu(vn),  Yop € Vi

Este es el conocido como Método de Galerkin (MG).

| Definicién 3.1. Se dird que el problema estd aproximado de forma confor-
me si verifica que Wy, CW y V, C V.

I Observacion 3.2. Tener una aprozimacion conforme permite no tener que
aproximar a y f definida en W x V y V', por la forma aproximada ap vy fr
definidas respectivamente en Wy X Vi, y Vy, .

| Definicién 3.2. Se dird que el problema aproximado tiene la propiedad de
proximidad en el caso que cumpla que Yw € W, Jwy, € Wy, tal que

lim ||w —w —0
Lim || wllwm — 0,
es decir, el espacio Wy, aproxima bien a W.

| Definicién 3.3.

» Se dird que MPG es consistente si ap, puede ser extendida a W (h)xVy, (es
decir, tiene sentido hablar de ap(u,vy)) y si la solucion exacta u verifica
el problema aproximado, i.e.:

ah(u,vh) = fh(’Uh) Yo, € Vi



CAPITULO 3. DISCRETIZACION 17

= Se dird que MPG es asintoticamente consistente si aj, estd acotado
de manera uniforme en Wy x Vp,, y I, : W — Wy un operador lineal y
acotado, tal que:

W, |11 - < inf —
Vw e W, |[Tlw wHW(h)wahHelWhHw wr||w(n)

Ssu
no0 Lo evy lTonllvi

lim { |fn(vn) — an(Ilpu, vp)| } —0

Esto implicard que la EDP estd bien aproximada de forma asintotica.

| Definicién 3.4. Se define el error de consistencia, Ry, como:

— 1I
Rh(u): sup \fh(vh) ah( hU,Uh)|
v €V, ||Uh||Vh

(3.2)

| Lema 3.1. El error de consistencia es independiente al operador 1, usado,
siempre que se verifique la propiedad de proximidad.

Demostracion. Sea II}, un operador segin la definicién anterior y II3 otro ope-
rador tal que satisface que Vw € W, [|[IIw—w||w ) < c¢infy, ew, [|w—ws|lw(n)-
Entonces, Vv,

| fr(on) = an(Mhu, on)| = | fa(vn) — an(MGu, vn) £ an(Iu, op)| <

| fr(on) — an (M}, vp)| + |an (Tju, v) — an (i u, vp)| = | fa(vn) — an (g u, vn) |+

|lan(Mu — i, vp)| = Ron < Rup + cllan]|w, v, o
h

f _
ow, |[u whHW(h)a

de donde tomando el limite h — 0 y usando la propiedad de proximidad, se
tiene que Ry, — 0y, por tanto, la consistencia asintética mediante el operador
2.

| Lema 3.2. (Ortogonalidad de Galerkin) Si el problema aprozimado es
consistente se tiene que:

Yoy, € Vi, ah(u — Up, Uh) =0. (3.3)

Demostracion. Dado que es consistente, ap(u,vy) = fr(vy). Por su parte la
solucién del problema aproximado verifica que ap(upn,vn) = fr(vn). Restando
ambas expresiones se tiene el resultado.
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3.2. Calculo efectivo de la solucion discreta

A continuacién, veremos que el problema aproximado es equivalente a un siste-
ma lineal mediante el método de Petrov-Galerkin. Para ello, denotamos M =
dim Wy, y N = dim V3, Bw = {41, ..., ¥ps } una base de Wi, y By = {¢1, ..., on}
una base de V. La solucién uy, puede, por tanto, escribirse como combinacién
de los elementos de By, i.e.:

M
up =y Uyt
j=1

siendo U = (U. j)lg j<Mm € RM ¢l vector de coordenadas de wuy, referidos a la base
By .
Por otra parte, considérese la matriz A € RV-M | definida por:

Aij = an(j,0)) 1<i<N 1<j<M, (3.4)
conocida como Matriz de Rigidez; y sea, F € R, tal que:
Fi=fu(¢:i), 1< i< N. (3.5)

Finalmente vemos que, efectivamente, el problema (MPG) es equivalente a un

problema lineal:
AU = F, (3.6)

donde las incognitas son las coordenadas de uy, en B)y.
| Observacion 3.3.
= Basta que a sea simétrica para que A también lo sea.

= 57 el problema aproximado es coercitivo, consistente y conforme, la matriz
de rigidez A es definida positiva.

3.3. Interpretaciéon geométrica del método de Ga-
lerkin

Cuando la forma bilineal a(-, -) es continua, simétrica y coercitiva, la solucién uy
del problema aproximado MG es la proyeccién ortogonal de w en V}, con respecto
al producto escalar inducido por a(-,-); producto escalar que es equivalente al
producto escalar canénico de V.

Dado u € V, su proyeccién ortogonal u, € Vj, esté caracterizada por las siguien-
tes propiedades equivalentes:

= Distancia minima entre u y up:

a(u — up,u —up) = vmelg a(u — vp,u — vp).
h h



CAPITULO 3. DISCRETIZACION 19

= Ortogonalidad:
alu—up,vp) =0 Yo, € V.

Gracias a esto puede comprenderse mejor la estimaciéon de error a prio-
ri que se realizard proximamente como consecuencia del Lema de Lax-
Milgram, en el sentido de que uy, es el elemento de Vj, més proximo a u
en la norma inducida por la forma bilineal a(-,-), y puede utilizarse en la
practica para obtener estimaciones del error que se comete en la aproxi-
maciéon y controlarlo de algin modo, ya que si se es capaz de construir
una aproximacion cémoda uy, tal que no minimice distancia, sabemos que
el error cometido al utilizar uy serda menor que el que se comete al usar la
aproximacion comoda Up.

3.4. Buen planteamiento del problema

El objetivo ahora es estudiar cuando tenemos un buen planteamiento del proble-
ma aproximado. El caso particular de tener una aproximacién conforme, coerci-
tiva y consistente es relativamente inmediato ya que teniendo en cuenta que V},
es un subespacio finito de V', V}, es cerrado. Por ser un subespacio cerrado de
un espacio de Hilbert, es, a su vez, espacio de Hilbert. Por tanto, consecuencia
inmediata del Lema de Lax-Milgram sobre V}, es la siguiente proposicion.

| Proposicion 3.1. Sea V espacio de Hilbert, a forma bilineal y continua. St
Vi, es un espacio finito-dimensional y se tiene que

= q es coercitiva en V
n V, CV.

Entonces el problema aprozimado MG estd bien planteado en el sentido de Ha-
damard, i.e. existe una unica solucion del sistema de ecuaciones y se puede
hacer una primera estimacion del error cometido en la aproximacion:

M
- < — inf — . .
lu—unlly < 2 ot flu— vy (37)

Estudiamos ahora el caso mas general, donde las condiciones del Teorema BNB
en el caso del Problema MPG pueden ser traducidas como:

= BNBI1(h) Jdap, > 0, infu,ew, SUPy,,evs, M > Qap
lwallw,lvnllv,
[ BNBQ(h) \V/Uh S Vh,th c Wh’ ah(whyvh) =0 — v = 0.

| Proposicion 3.2. Se tiene que:
1. BNB1(h) <= Ker(A) = {0} .
2. BNB2(h) <= rg(A) = dim V},.
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3. SidimV, = dim W), BNB1(h) <= BN B2(h).
Demostracion. 1. Veamos que
BNB1(h) = Ker(A)={0}.

Tomemos Para ello sea £ = Z;\il X;1; y comencemos obteniendo una
equivalencia a que X € Ker(A).

X € Ker(A) < (Vi€ {1,..., N}, Zj]\il A i X;=0) <=
(Vi,an(€, pi) = 0) <= sup,ey;, an(§,v) = 0.
Ahora bien, BNB1(h) hace que si se tiene que (sup,¢y, an(§,v) = 0) en-
tonces £ = 0y, por tanto, Ker(A) = {0}.
Por otra parte, veamos que
Ker(A) = {0} = BNBI(h).

Para realizar la demostracién vamos a razonar al absurdo.
Para ello, asumamos que Ker(A) = {0} y supongamos que, sin embargo,

Jwp,, € W), subsucesion, tal que ||wp, | = 1, lim wp, = wy, y que cumple:
n—oo
sup ah(whnav) S l
vEV], ”v”Vh, n

Dado que la esfera unidad es un subespacio compacto de W, existe una
subsucesién que seguiremos denotando como wy,, que converge a wy, cuan-
do n — oo. Dicho limite wy, ha de cumplir que ||wp|lw, =1y sup = 0.
vEVH
Esto implica que X € Ker(A) donde X es el vector de coordenadas de
wp,. Dado que Ker(A) = {0} se tiene que X = 0, lo que contradice que

[wn [lw,, = 1.
2. La prueba de 2 es similar a la de 1 sin més que aplicar lo mismo a A7.

3. Consecuencia directa de 1,2 y el Teorema del Rango (Teorema 3.1).

Finalmente, el siguiente teorema expresa las condiciones necesarias para asegu-
rar el buen planteamiento del problema.

I Teorema 3.1. (Teorema del Rango) Asimase que:
= ap, estd acotada en Wy X Vi, y fr es continua en V.
= Se cumple BN B1(h).

w Vp, y Wy tienen igual dimension.
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En tal caso, el problema aproximado estd bien planteado en el sentido de Hada-
mard y se verifica la estimacion a priori:

1
s, < == I1fullv

Siendo la demostracién inmediata a partir del tercer punto de la Proposicién
3.2 y el Teorema BNB (Teorema 2.5).

3.5. Andlisis de Error

Queremos ahora hallar el error uj, —u para diferentes configuraciones, donde uy,
resuelve el problema aproximado y u el problema exacto.

Caso General

A continuacién presentamos un teorema para estimar el error de la situaciéon
mas general. Se exigen las cuatro propiedades que se necesitan para probar la
convergencia de la solucién aproximada: estabilidad uniforme, acotacién unifor-
me, consistencia asintdtica y que se verifique la propiedad de proximidad. Existe
un principio, conocido como Principio de Laxr que establece que estabilidad y
consistencia implica convergencia. No obstante, dicho principio no implica ni
continuidad ni que se verifique la propiedad de proximidad.

| Teorema 3.2. Supdngase que se verifica lo siquiente:

1. La condicion BN B1(h) se satisface uniformemente con h, y dim(W3) =
dim(Vh).

2. La forma bilinear ay, estd uniformemente acotada en Wy X V.
3. El problema aproximado es asintoticamente consistente
4. Bl problema aproximado tiene la propiedad de proximidad.

Entonces, denotando como Ry, al error de consistencia, se verifica que:

1
— <—R inf — 3.8
|[u — unllwn) < an n(u) + . v —wn|lw @) (3.8)

Lim flu —uplw ) = 0. (3.9)



CAPITULO 3. DISCRETIZACION 292

Demostracion. Dado que ay, estd acotado en Wy, x Vj, utilizamos el operador
proyector II; : W — W}, previamente usado para la consistencia asintética. Por
linealidad tenemos que:

ah(uh — Hhu, ’Uh) = fh(’l)h) - ah(Hh, Uh) (310)

Por otra parte, aplicando la condicion BN B1(h) a uj, — IIpu (obsérvese que
up, — pu € Wy), implica que ap|lup, — Mpullw, < Rp(u). Y dado que las
normas || - ||w, ¥ || - [lwn) son iguales en W}, por la desigualdad triangular y
la consistencia asintdtica, se tiene que:

1
fun —ullw ) < ;th(U) + [Ju = Tyl <

1
—R nf [jw — ,
an h(u) + . [[w — wal|w(n)

quedando probado la estimacién (3.8). Finalmente, haciendo uso de la propiedad
de proximidad y de la consistencia asintética, se llega a (3.9):

11 — =0.
hlg{)Hu up|lwny =0

Casos particulares

Entre los casos particulares que vamos a estudiar, comencemos tratando el caso
de tener una aproximacién no consistente y no conforme. Asumimos que
la forma bilineal ap(-,-) puede ser extendida a W (h) x V4, tal que ap(w,vp,)
tenga sentido para w € W y v, € Vj,. El siguiente resultado se conoce como
Segqundo Lema de Strang [16].

| Lema 3.3. (Strang 2) Asimase lo siguiente:
1. Se cumple la condicion BNB1(h) y dim(Wp,) = dim(V3,).
2. La forma bilineal aprozimada ay, estd acotada en W(h) x Vj,.
Se tiene entonces la siguiente estimacion de error:
lanllw ny,v,,

= wnllypny < (14 2200 ) infy, e, = wnlly g
\fh,(vh)*ah,(u:vhﬂ'

1
Tan SWPuev T ionlly,
Demostracion. Sea wy, € W)y. Entonces,

ap (up, — wh,vp) = ap (up £ u — wp,vp) = ap (up, — u,vp) + ap (W — wp, vy)
= fn (vn) — ap (u,vp) + ap, (U — wp, vp).
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La condicién BNB1(h) implica que

|fn (vn) — an (u,vp)]
an [[un = whlly g < sup ol ’
EVh h

+ llanllw ) v, 1t = wrllyw -
Aplicamos la desigualdad triangular al primer miembro para obtener que:

anp llun = wally gy = o llun £ v —wally gy < anllu—unlly g Fom v —wallyg, -

Por ltimo, reagrupamos y obtenemos la estimacién de error para una aproxi-
macién no conforme y no consistente:

Hah Hw(h,),vh
ap

= unlyny < (1+

1
o SWPu,ev,

infwh,EVVh, ”u - whHW(h)

[frn(vn)—an (u,on)]
lonlly, ’

| Observacion 3.4. Recuérdese que cuando tenemos una configuracion con-
sistente la solucion real satisface la version aprorimada de la forma bilineal,
i.e. ap(u,vp) = fn(vn). Es por esto por lo que el dltimo término de la esti-
macion anterior se anula, quedando la expresion del error para el caso de la
aproximacion no conforme y consistente de la forma siguiente:

lanllwmyvi \ .
[ = unlly ) < (1 A w,}gifzvh v = wally ) -

Estudiamos ahora el caso de la aproximaciéon no consistente y conforme.
Por ser consistente, se tiene que W, C W y V;, C V. Como consecuencia, es
evidente que W = W (h). Esta vez, sin embargo, no asumimos que || - [[w ) v
Il - [lw sean iguales. Como diferencia de la seccién anterior, ax(+,-) no puede ser
extendida a W x V},. Tenemos el siguiente resultado [16]:

| Lema 3.4. (Strang 1) Asimase lo siguiente:
1. Wy CcWyW,CV.
2. Se cumple la condicion BNB1(h) y dim(Wy) = dim(V4,).

8. La forma bilineal ay, estd acotada en Wy, X Vi, y a estd acotada en W x Vj,
cuando W estd equipada con la norma | - ||lw, -

Se tiene entonces la siguiente estimacion de error:

|f(U’L)_fh(U’L)‘

1
HU_UhHW(h) < ThsupthVh thHVh

; llallw (ny,vi, 1 la(wn,vn)—an(Wh,va)]
+ infu, ew, [(1 RE— lu = wnllwy + & SUPv,evi, TonTly,
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Demostracion. Sea wy € W(h). La condicién BNB1(h) implica que:

ap (uh — Wp, Uh)
R e T
€V, 1V,

Obsérvese que:
a(u—wp,vp) — f(vn) + a(wp,vy) = 0.
Sumando la observacién anterior a ap, (up, — wp, vy) se llega a que:
ap (up — wp,vn) = fr(vn) — ap (Wn,vp) =
a(u—wp,vp) + a(wp,va) — an (Wh,vn) + fr (vn) — f (vn).
Obsérvese, ademés que aplicando la desigualdad triangular a [|un — whlly (), se
tiene que:

op lun — wallw gy < onllu = unllyy gy + anlle —wnlly g,

Finalmente, tenemos la estimacién que buscabamos:
|f ()= fn(vn)l

1
e = unllwny < 3 sPuev,

|a(wh7vh)_ah(whavh)|j| )

, llallwny,v,, 1
+infu,em, | (14+ ) fu— why ) + & S0Py, e, FonTly,

El dltimo caso que analizamos es el de la aproximacién consistente y con-
forme, con ap =ay fi = f, recordemos que el problema aproximado es:

{ Halla uj, € W}, tal que (3.11)

a (uh,vh) =f (Uh) , Yup eV,
El siguiente resultado se conoce como Lema de Cea y fue extraido de [20].

| Lema 3.5. (Lema de Céa) Asimanse las hipdtesis siguientes:
1. Se cumple la condicion BNB1(h) y dim(W},) = dim(V3,).
2. La forma bilineal aprozimada ay, estd acotada en W(h) x V},

con Vi, CVyW, CW,ap=ay fr=f. Sea up una solucion aproximada del
problema (3.11). Se tiene la siguiente estimacion de error:

lallw,v Y
- < (1 7 £ flu—wplly - 3.12
lu = unlly < < t ) itk =l (3.12)

Demostracion. Sea wy, € Wy. La ortogonalidad de Galerkin implica que:

Yo € Vi,  a(up — wp,vp) = a(u— wp,vp) .
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Usando la propiedad BNB1(h) y la continuidad de a, se tiene:

an lun —wallyy < sup LB ZCh ) _ g alu = Whn)

< llallwv [lu = wa|
v €V th”V vp €V th”V W

a lo que basta aplicar la desigualdad triangular para tener el resultado del
enunciado.

Por 1ltimo, nos centramos en el caso coercitivo. Para ello, asimase que W}, =
Vi, W =V, fr, = f y ap, = a. Astimase que a es coercitiva con constante de
coercitividad « y constante de continuidad ||a||. La ortogonalidad de Galerkin
implica que:

Yop, € Vi, a(u—up,u—up)=a(u—up,u—up). (3.13)

Usando que a es coercitiva y continua, se llega a la desigualdad del Lema de
lall o Tugar de 1+ H%“

[e3

Cea pero, esta vez, con constante

Hemos determinado, pues, condiciones muy generales bajo las cuales el método
de Petrov-Galerkin proporciona soluciones con precision arbitraria del problema
eliptico planteado. Observemos que la condicion dim(V},) = dim(W},) es inevi-
table, al garantizar que el nimero de incégnitas y de ecuaciones son iguales. Las
hipdtesis de proximidad y de consistencia asintética garantizan que los espacios
de soluciones y la ecuacién estan bien aproximados. Por tltimo la coercitividad
en el sentido BNB1(h) garantiza que los problemas discretos estdn bien plan-
teados.

En adelante trabajamos para construir aproximaciones que cumplan estas hipé-
tesis.



Capitulo 4

Ecuacion de Elasticidad

Con el objetivo de crear modelos matematicos ttiles en el mundo de la Arquitec-
tura y de la Ingenieria, nos centramos ahora en la ecuacién de la elasticidad. Esta
es un tipo de ecuacién 1til para justificar una determinada clase de las posibles
respuestas que dard un sélido frente a la accién de fuerzas externas (relacién
de tensién-deformacién). La ecuacién de la elasticidad emana de una familia
especial de ecuaciones, las llamadas ecuaciones constitutivas. Estas, descri-
ben el comportamiento macroscopico de un material deformable causado por
su propia composicién fisico-quimica interna. Debido a la enorme multitud de
variables que influyen en el tipo de respuesta (condiciones mecénicas, térmicas,
histéricas, ambientales...), no es posible dar un conjunto cerrado de ecuaciones
que justifiquen el tipo de comportamiento que va a tener un material, por lo que
en todo momento nos limitaremos a realizar una descripcion ideal del problema.
A nivel general, los tipos de respuestas ideales de un material frente a una ten-
sién pueden ser de tres tipos:

= Comportamiento Elastico:
Tipo de respuesta instantdnea del material, caracterizada por que la de-
formacion producida por una fuerza se recupera totalmente cuando ésta
cesa.

= Comportamiento Plastico:
Tipo de respuesta intantdnea del material, caracterizada por que la de-
formacion producida por una fuerza no se recupera cuando cesa la fuerza
que lo produjo. Es el comportamiento opuesto al elastico

= Comportamiento Viscoso:
Tipo de respuesta diferido en el que la deformacién aumenta en el tiempo
aun cuando la tensién aplicada se mantiene constante.

En este capitulo, nos centramos particularmente en la presentacion de la ecua-
ciéon que modela el comportamiento lineal-elastico que sufre un material, bus-

26
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cando probar la existencia y unicidad de solucién. Mediante el lema de J.L.Lions
podré establecerse la desigualdad fundamental de Korn que implicard que las
ecuaciones de la elasticidad lineal tegan una solucién lineal, estable y regular
siempre que los datos para el contexto del problema cumplan ciertas propiedades
de regularidad. Finalmente, aplicaremos los ya estudiados métodos de Galerkin
mediante aproximaciones conformes a las diferentes situaciones del problema
que pueden plantedrsenos y se estudiard un caso en 2D y otro en 3D con Free-
Fem-++.

Para el lector interesado en realizar una profundizacién mayor a la que aqui
se expone, recomendamos consultar [13].

4.1. Modelizacién del problema

El desplazamiento y el esfuerzo que aparecen en un cuerpo eldstico al ser so-
metidos a fuerzas, puede modelarse en términos de un sistema de ecuaciones
diferenciales con tres variables espaciales (las coordenadas del espacio fisico).
Este sistema se obtiene a partir de dos leyes fisicas que llevan a su vez asocia-
das dos conjuntos de ecuaciones: las ecuaciones de equilibrio y las ecuaciones
constitutivas. Las ecuaciones de elasticidad no lineal se obtienen anadiendo las
condiciones de contorno 6ptimas a estos conjuntos de ecuaciones. Por su par-
te, las de elasticidad lineal nacen de la linealizacién con respecto al campo de
desplazamiento de estas tltimas. Seran estos puntos los que se abordardn en la
seccién que sigue y construyan el modelo que tratemos.

4.1.1. Ecuaciones de Equilibrio

De forma preliminar se incluye el siguiente glosario para aclarar notacién:
= M": el conjunto de todas las matrices reales cuadradas.
= M : el conjunto de todas las matrices A € M™ con det A > 0.
= S™: el conjunto de todas las matrices simétricas.
» SU: el conjunto de todas las matrices simétricas definidas positivas.
= Q" el conjunto de todas las matrices ortogonales.

" : el conjunto de todas las matrices ortogonales & € O™ con det R = 1.

Los espacios M™ y S™ estan equipados con el producto escalar A : B y con la
norma espectral |A|, definidos por:

A:B::Zaijbij |A| :=sup {|Av|;v € R",|v| < 1}.
57
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En esta parte comenzamos nuestro estudio de la tensién y deformaciéon con la
que responde un cuerpo cuando se somete a una fuerza. Para ello supongamos
que el cuerpo ocupa la clausura de un dominio 2 C R?® cuando sobre él no
se aplican fuerzas externas, i.e. en su estado natural a la que nos referiremos
como configuracién de referencia. Cualquier otra configuracién que el cuerpo
pueda ocupar se verd como el resultado de haberlo sometido a fuerzas, es decir,
como una deformacién del estado natural. Para ello existe una aplicacién que

conecta ambos estados:
(4.1)

que ha de satisfacer:
= det V® > 0, es decir, ha de preservar la orientacién.

= Inyectiva en (). Diferentes elementos de la configuraciéon de referencia
permaneceran siendo diferentes en la deformacién, es decir, no hay inter-
penetracién de materia.

A la imagen de ® en Q (fb(ﬁ)) se la conoce como configuracién deformada
o deformacién de Q.
Se conoce como desplazamiento a la diferencia entre la deformacién y el estado

natural:
42

donde id : Q — Q es la aplicacién identidad. Cuando se espera que la deforma-
cién sea pequena con respecto a su estado natural, comportamiento caracteristi-
co de la elasticidad lineal, suele ser recomendable describir el estado deformado
mediante el desplazamiento u y no con la deformacion @ en si.

El objetivo principal de esta seccién es que podamos determinar de entre todas
las configuraciones posibles que proceden de la deformacién de un cuerpo, aque-
llas que estan en equilibrio estatico mientras se esté aplicando esa fuerza. Vamos
a considerar las densidades de fuerzas f y § que actian sobre la configuracion
deformada Q := ®(Q) como:

QR y g:ﬁHRS
donde I'; C 9 es un subconjunto abierto de la frontera de .

I Ejemplo 4.1. Supongamos que el cuerpo estd sometido a la fuerza gravi-
tatoria y a otra fuerza que ejerce una presion uniforme sobre su superficie I'y.
Las densidades de fuerzas volumétrica y superficial pueden escribirse respecti-
vamente como f(z) = —gp(Z)es y §(&) = —mi(E), donde g es la aceleracion de

la gravedad, p: 0 — R es la densidad de masa en la configuracion deformada,
T representa un punto genérico de {Q}_, n(Z) es el vector normal unitario ex-
terno de 052, es no es mds que el tercer vector de la base cartesiana y w es una
constante, llamémosla presion. Este ejemplo en particular nos muestra que las
densidades de fuerzas pueden, o no, depender de la deformacion.
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El objetivo ahora es establecer las ecuaciones tales que una determinada con-
figuracion deformada esté en equilibrio estatico con las fuerzas que se aplican.
Para este propdésito, trabajamos con las ecuaciones de equilibrio de un axioma
fundamental debido a Cauchy y a Fuler. Las ecuaciones de elastidicdad se ob-
tendran de la combinacién de estas ecuaciones con las ecuaciones constitutivas
que proximamente veremos.
Considérese

Sy 1= {UER3: \U|:1}
el conjunto de todos los vectores unitarios de R3. Se tiene entonces que debido
al Principio de Tensién de Euler y Cauchy, un cuerpo Q € R? sometido a fuerzas
con densidades f : @ - R3 yy g:I; — R3 estd en equilibrio si existe un
campo vectorial tal que:

t: {Q} X SQ — Rg

tal que satisfazca para todos los dominios A C €,

| faz+ /6 i i(&,(&))da = 0 (4.3a)
/~ EA fdE + / Z A&, 7(F))da =0 (4.3b)

A 0A
t(z,7(z)) = §(Z) en O ect & € DANT, (4.3¢)

donde 7(z) denota el vector normal exterior unitario en Z a la superficie 94,
que existe por ser A dominio.

En efecto, este axioma postula que el equilibrio de un cuerpo sometido a fuerzas
se refleja en la existencia de una densidad de fuerza £ que actiia en la frontera de
cualquier subdominio A y que depende tnicamente de las dos variables Z y n(z).

El siguiente teorema, que es debido a Cauchy, muestra que la dependencia de ¢
con respecto a su segunda variable ha de ser, necesariamente, lineal. Considérese

o:Q—{Q} [7].

| Teorema 4.1. Sii(-,7) : {Q}~ — R3 es de clase C para todo 7 € So,
t(-,) : So = R es continuo para todo & € {Q} , y f: {Q}~ — R3 es continuo,
entonces t: {Q}~ x Sy — R3 es lineal con repecto a su sequnda variable

Demostracion. La prueba, que por extensién no se incluye, se basa en aplicar
el principio de esfuerzo a subdominios particulares de {2} ~. Para méas detalle,

ver Ciarlet [13] o Gurtin y Martins [15]. |

El teorema anterior, en otras palabras establece que existe una matriz de clase
CL, T :{Q}~ — M? tal que:

#(#,7) = T(%)7 para todo & € {Q}~ y todo 7 € Ss.
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| Definicién 4.1. Dada A € M"™ con n € N, se define como matriz cofactor
de A, a Cof A= (detA)A~T.

Combinando ahora el Teorema de Cauchy (Teorema 4.1) con el Principio de
tensiones de Cauchy y Euler, mediante la féormula de Stokes, se obtienen las
siguientes ecuaciones de equilibrio de la configuracién deformada. La
matriz de tensiones T : {Q}~ — M satisface que:

—divT(&) = f(Z) para todo & € Q (4.4a)
T(z)n(&) = §(Z) para todo & € Ty (4.4b)
T(z) € S® para todo 7 € (4.4c)

El sistema anterior estd definido sobre la configuracion de la deformacién que
es, en principio, desconocida. Afortunadamente, puede ser reformulada en tér-
minos de funciones que actiien sobre la configuracién de referencia 2 del cuerpo,
que esta vez si es conocida. Con este propdsito, realizamos un cambio de va-
riables & = ®(x) definido por la aplicacién de la deformacién que recuérdese es
inyectiva. Ademads, aplicamos las siguientes relaciones:

w di = |det VO(x)|dz.
= 7(Z)da = Cof V@ (z)n(x)da.

Y como hipéteis [7] asumimos que los campos vectoriales f : 2 — R3 y g : '; —
R3 pueden definirse como:

f(@)dE = f(x)dz
g(%)da = g(z)da.

Para empezar, asumiendo que ® es lo suficientemente regular y usando el cambio

de variables ® : Q — {9}7 en la primera ecuacién del Teorema 4.1.1, se deduce
que para todos los subdominios A C €

/ f(z)dx + / T(®(x)) Cof V®(x)n(x)da = 0. (4.5)
A aA

La matriz T : Q — M?3, definida por:

T(z) := T(®(z)) Cof V& (2) (4.6)

para todo & € Q. Se conoce como Primer Tensor de tensiones de Piola-
Kirchoff.

En términos del Primer Tensor de Piola-Kirchoff, la Ecuacién (4.5) puede rees-
cribirse como:

/A f@)dz + / T(2)n(z)da = 0, (@.7)

0A
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implicando que el Primer Tensor de Piola-Kirchoff satisface la siguiente ecuacion
diferencial:
—divT(z) = f(x) para todo = € Q. (4.8)

Usando ahora la identidad:
Vo(z) ' T(x) = VO(x) [det VO (2)T(D(2))|VO(x) "

podemos deducir de la simetria de T'(#) que la matriz V®(z)~'T(x) es tam-
bién simétrica.

Es entonces claro ver que las ecuaciones establecidas en el Teorema 4.1.1 son
equivalentes a las siguientes ecuaciones definidas sobre la configuracién de refe-
rencia:

—divT(z) = f(z) para todo x € Q (4.9a)
T(z)n(x) = g(x) para todo z € Ty (4.9b)
V& (x)™'T(x) € S* para todo = € (4.9¢)

donde el subconjunto I'y de 9Q est4 definido por I'y = D(Ty). -
Finalmente, definimos como el Segundo Tensor de Piola-Kirchoff, ¥ : Q —
S3, a:

Y(z) := Vo(z) " 'T(2) (4.10)

para todo x € Q. Y podemos reescribir por tultima vez ecuaciones de equili-
brio en la configuracién de referencia en términos de ¥ como:

—div(V®(z)X(z)) = f(x) para todo = € Q (4.11a)
(VO(2)X(x))n(x) = g(z) para todo = € T'y. (4.11b)

Las incégnitas en cualquiera de los sistemas de ecuaciones de equilibrio obtenidos
son la deformacién del cuerpo y los tensores de Piola-Kirchoff. Con el objetivo de
determinar estas incégnitas, ambos sistemas hay que complementarlos con una
ecuacién que relacione los campos. Este es el objetivo de la siguiente seccion.

4.1.2. Relaciones constitutivas de materiales elasticos

Esté claro que el tensor de esfuerzo tiene que depender de la deformacién induci-
da en el cuerpo por las fuerzas que acttian sobre él. Esta dependencia se establece
mediante la ecuacion constitutiva del material, por medio de una funcién de res-
puesta especifica del material considerado. En lo que sigue, consideraremos un
tipo de estos materiales, los materiales eldsticos.

| Definicién 4.2. Se dice que un material es eldstico si existe una funcién
T#:Q x Mi — M2 tal que:

T(z) = T#(2,V®(z)) VzeQ.



CAPITULO 4. ECUACION DE ELASTICIDAD 32

0, de forma equivalente, si existe una funcion L# : Q x Mi — S? tal que :
Y(z) = X# (2, V®(x)) Ve Q.
Tanto X% como T# se conocen como funcion respuesta del material.

Una funcién respuesta no puede ser arbitraria. En Fisica, existe una axioma que
establece que un observable ha de ser invariante con respecto a transformacio-
nes ortogonales del sistema de referencia. En el caso particular de materiales
elasticos, el observable es el campo de tensiones ¢, que por lo explicado, ha de
ser invariante frente a transformaciones ortogonales de la base del sistema de
referencia utilizado para representarlo. Este es el conocido Axioma de la Inva-
rianza de marco de referencia para sistemas materiales. En el siguiente
teorema damos formalismo matemético en términos de la funcién de respuesta.

| Teorema 4.2. Un material eldastico satisface el Axioma de la Invarianza de
marco de referencia para sistemas materiales si y solamente si

T#(z,QF) = QT#(2,F) 2€QyQe0} yFeM:
o0, equivalentemente satisface que:
Y#(2,QF) =% (2,F) 2€QyQe0} yFeM.
Lo anterior indica que la funcion de respuesta % depende de F sélamente via

la matriz simétrica definida positiva U := (FTF)%. Para verlo, realizamos una
factorizacion polar F = RU, con R := FU~! ¢ @3_ y vemos que el Axioma de
la Invarianza de marco de referencia para % puede expresarse como:

>#(2,F) =X%(2,U) Vo eQyF=RU€cM,.

Lo anterior implica que el Sequndo Tensor de Piola 3 : Q:— S? depende del
campo de deformaciones ® : Q — R3 exclusivamente a través del tensor métrico

asociado C := VO®TV®, es decir:
Y(z) = X(x,C(x)) VreQ, (4.12)
y la funcién ¥ : Q x S3 — S2 estd definido por
$(z,C) = S#(2,C3) VzeQyCest.

| Definicién 4.3. Se dice que un material eldstico es isotrépico en un punto
x € Q si la respuesta producida es igual en todas sus direcciones, i.e. el tensor
de tensiones de Cauchy T(x) es invariante frente a rotaciones 03 del sistema
de referencia en torno al punto x.

Nos restringimos a materiales isotrépicos, que son aquellos materiales que son
isotrépicos (Definicién 4.3) en todos sus puntos. El siguiente teorema ofrece una
caracterizaciéon de ctiando la respuesta de un material eldstico es isotropica.
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| Teorema 4.3. Un material eldstico ocupando una configuracion € es iso-
tropico si y solamente si:

T#(z, FQ) =T#(z, F)Q VxeQyQe03 yFeMs3,
o equivalentemente,

Y# (2, FQ) = QTS#(x, F)Q para todox € Q y Q € O3 y F € M3..

Otra propiedad que pueden satisfacer los material eldsticos es la homogeneidad.

| Definicién 4.4.  Un material eldstico ocupando una configuracion Q es ho-
mogéneo si su funcion respuesta es independiente al punto x € Q considerado.
Esto significa que la funcion respuesta T# o X% no depende de su primera va-
riable, i.e., existen aplicaciones a las que se sequirdn denotando respectivamente
T# y % tales que:

T#(x,F) =T#(F) YoxeQyFeM}

Y# (2, F)=X#(F) VeQyFeM,.

| Definicién 4.5. Una configuracion  se dice que estd en estado natural
o libre de tensiones si verifica que:

T#(x, 1) =0 VzxeQ

o equivalentemente, -
Y#(x, 1) =0 Ve

Hemos visto en la expresion (4.12) que el Segundo Tensor de Piola-Kirchoff
¥ : Q = S? puede expresarse en funcién del campo de deformaciones de la
forma:

Y (z) = X(x,C(x)), donde C(z) = VOT (2)V®(z) para todo x € Q.

El Teorema de Rivlin-Ericksen establece que si el material es isotrépico,
podemos simplificar notablemente la dependencia de ¥ con respecto a C(x).
Veamoslo.

| Teorema 4.4. (Teorema de Rivlin-Ericksen) Si un material eldstico
es isotropico y satisface el principio de invarianza frente a transformaciones
del sistema de referencia, entonces existen funciones 'yz# t O xR = R con
i €{1,2,3} tales que:

S(z) = yo(z) I + 71 (2)C(2) + v2(2)C?(z) for all x € Q

donde ~;(z) = %#(x, tr C, tr(Cof C), det C).

Demostracion. La idea principal de la prueba reside en que toda matriz verifica
su polinomio caracteristico. No incluimos la demostracién debido a su extension,
pero para el lector interesado consultar [13] o [14].
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| Observacién 4.1.  Nétese que tr C(z),tr(cof C(x)), y det C(z) son los in-
variantes principales de la matriz C(z).

Pese a que el teorema anterior ha reducido notablemente la cantidad de res-
puestas posibles que puede dar un sistema elastico e isotrépico que satisfazca la
invarianza frente a cambios de sistema de referencia, atin las posibles funciones
respuesta pertenecen a un conjunto demasiado general y extenso como para que
pueda trabajarse con él. Es por esto por lo que ahora nos centramos en un tipo
especial de deformaciones, aquellas cuyo estado deformado no dista en exceso
de la configuracién de referencia.
En términos del campo de desplazamiento u : 2 — R3, el tensor métrico C
cumple que:

C(x) =1+2E(z), (4.13)

donde E(z) es conocido como el Tensor de tensiones de Green-St Vernant
en el punto x €  y en funcién del campo de desplazamientos, puede escribirse
como:

E(x) := % (V™' (z) + Vu(z) + Vul (z)Vu(z)) (4.14)

Hemos supuesto que la deformacion de la configuracion de referencia es pequenia,
por lo que los tensores E(z) han de ser "pequefios” para cualquier x € . Es por
esto por lo que podemos hacer un desarrollo de Taylor de la funcién respuesta
dada por el Teorema de Rivlin-Ericksen (4.4):

trC(x) =34 2tr E(x)
tr(Cof C(z)) = 3+ 4tr E(z) + o(|E(z)|)
det C(x) =1+ 2tr E(z) + o(|E(z)])
C?(z) = 1+ 4E(z) 4 o(|E(x)])

que asumiendo que las funciones %# son lo suficientemente regulares, se tiene
que:

Y(z) = 2% (x, 1) + {(\(z) tr B(z))I 4+ 2u(z)E(z)} + 0. (|E(z)|) (4.15)

| Observacién 4.2. Tanto w(x) como A(x) son funciones independientes
al campo de desplazamientos u(x). Si ademds el material es homogéneo,
entonces p y A son constantes.

Si © es un estado natural o libre de tensiones del sistema, entonces el candidato
obvio para poder establecer una relacién constitutiva es:

| 3(z) = Altr E(2))] + 2uE(2) | (4.16)

para todo = € . En este caso, 1 y A se conocen como las constantes de Lamé
del material.
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| Definicién 4.6. Se dird que un material es del tipo St Venant-Kirchhoff
si tiene como relacién constitutiva la ofrecida en la Ecuacion (4.16).

| Observacion 4.3. Las constantes de Lamé se determinan experimentalmen-
te. Dado que nuestro andlisis por ahora tiene un fin puramente tedrico, no es-
tamos interesados en sus valores exactos, sino en el hecho de saber que son
positivas.

En numerosas ocasiones las constantes de Lamé aparecen escritas en funcion de
el coeficiente de Poisson v y el modulo de Young E mediante las expresiones:

A A+ 2
E?u(3 + u)'

V:2()\+,u) Y At p

4.1.3. Las ecuaciones de Elasticidad no Lineal

Ahora introduciremos las ecuaciones de la elasticidad no lineal en un problema
de condiciones de contorno. El motivo de introducirlas y, sin embargo, hacerlo
de una forma tan breve, es porque las necesitaremos en la siguiente seccién
para deducir las ecuaciones de elasticidad lineal. Como es natural por todo
lo expuesto hasta el momento, nacen de la combinacién de las ecuaciones de
equilibrio previamente obtenidas junto con la relacién constitutiva del material
considerado. Ademas le anadiremos condiciones de contorno sobre T'y := OQ\I';.
Asumiendo que el material ofrece una funcién respuesta conocida, dada por T#
o por £# y que est4 fijado en I'g, concluimos que la deformacién inducida por
las fuerzas que se aplican con densidades f y g viene dada por el problema no
lineal de condiciones de contorno siguiente:

—divT(z) = f(z), €N
O(x) =z, €Ty
T(x)n(z) = g(x),xz € T

donde
T(z) = T#(z,V®(x)) = V + &(2)X# (2, VO(z)), para todo z € Q.  (4.17)

4.1.4. Las ecuaciones de Elasticidad Lineal

Las ecuaciones de Elasiticidad lineal se obtienen a partir de las de elasticidad no
lineal, bajo la hipotesis de que esta vez el cuerpo sufre una deformacién pequeia
con respecto a su configuracién de referencia, es decir que:

®(x) = x + u(z) con |Vu(z)| < 1 para todo z € (.

Es por tanto razonable aproximar la parte no lineal del modelo anterior por su
parte lineal, obtenida de sustituir la funcién de respuesta de la Ecuacién (4.17)
por la parte afin de u en la aproximacién por series de Taylor:

#
T#(x,Vo(z)) = T (x,I) + %LF(SC, Vu(z) + o(|[Vu(z)]).
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Asi, el desplazamiento en respuesta a las fuerzas aplicadas satisface el problema
de contorno lineal siguiente:

—div (T#(, 1) + 35 (. )Vu) = [ en Q
Tn = g sobre I'y
u = 0 sobre I'y.

Estas son las Ecuaciones de Elasticidad Lineal.

Un caso particularemente importante es aquel en el que el cuerpo esta cons-
tituido de un material elastico, isotrépico y homogéneo tal que su configuracién
de referencia constituya un estado natural. Su ecuacién constitutiva serd enton-
ces:

X(x) = Atr E(x))I + 2uE(x) + o(|[E(2)]) (4.18)

con A, 4 > 0 las constantes de Lamé del material. Se tiene entonces que Vz € Q,
E(z) =

(VOT (2)V(x) — I) = = (Vu” (2) + Vu(z)) + 0. (|Vu(z)]) (4.19)

DO =
N =

T(xz) =V®(x)X(z) = (I + Vu(x))(A(tr E(z))I + 2pE(x))
= S tr (VuT'(z) + Vu(z)) + p (Vu? (z) + Vu()) + o, (|Vu(z))).

Finalmente, Ecuaciones de Elasticidad Lineal puesden escribirse como:

—divo(z) = f(z), z€Q (4.20a)
u(z) =0, zeTly (4.20Db)
o(z)n(z) =g(x), zely (4.20¢)
donde
o(x) = Atre(z))I 4 2ue(zx) (4.21a)
e(z) = % (Vu™' (z) + Vu(z)) . (4.21b)

En la siguiente seccién se probara que este sistema lineal de EDPs tiene solucién
unica en espacios de Sobolev.

4.2. FElasticidad Lineal

4.2.1. Desigualdades de Korn

A continuacién, vamos a estudiar la existencia y unicidad de solucién cuando
tratamos con la ecuacién ya presentada que modela el comportamiento lineal-
elastico que sufre un material. Mediante el lema de J.L.Lions podra establecerse
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la desigualdad fundamental de Korn que implicard que las ecuaciones de elasti-
cidad lineal tienen una sulucién lineal, estable y regular siempre que los datos
para el contexto del problema cumplan ciertas propiedades de regularidad. El
contenido correspondiente a esta seccién se ha extraido de [7].

| Observacién 4.4.  Siv € L%(Q) entoncesv € H-1(Q) y 8w € H1(Q), 1 <
i < N. Para demostrarlo basta ver que dado v € D(Q):

(0, | = \/Qw\ < ol gzl el

(O, | = \— / vam‘ < loll a1l 2y <
o[l L2 @) 1Y a1 (o)

La implicacién contraria recibe el nombre del primer matematico capaz de pro-
barla, J.L.Lions.

| Lema 4.1. (J.L.Lions) Sea v € D'(Q). Se tiene que:
Siv, 00 € H1(Q), 1 <i < N entonces v € L*(Q).

I Teorema 4.5. (Primera Desigualdad de Korn) Sea Ty C T tal que la
medida de I'g > 0. Entonces, existe una constante C' tal que:

le()l|z2(usn) = Cllvllm ms), Yo € Hr, (4 R),
donde H{ (;R?) se refiere al espacio {v e H'(;R?); v=0en Io} ye(v) a
la matriz con e;;(v) = %(Gﬂ)j + 0;v;), Vi, j € {1,2,3}.
Demostracion. Para la demostraciéon procedemos en los pasos siguientes:

1
1. Teniendo en cuenta que e;;(v) := = (9;v; + 0;v;), se tiene que la desigual-

dad de Korn es una consecuencia de 9;v; = 0;e;i(v) +0je:,(v) — Oxes; (v).
Siv e L*(R3) vy e(v) € L?(Q;S?) la Observacién 4.4 muestra que
diur, € H=1(Q). Dado que las funciones ;v también pertenecen al espa-
cio H71() y el Lema de J.L.Lions (Lema 4.1) muestra que djv, € L?(2).
Lo que implica que el espacio:

E(Q;R?) = {v e L*(Q;R®); e(v) € L*(2;S?)}
es justamente el espacio H'({;R3).
2. El espacio E(Q;R?) es de Hilbert equipado con la norma:
[0l B@re) = [Vl L2(rs + [le(v) || L2058 (4.22)

de igual manera que lo es H'(£2) con su norma || - || g1 (). Recordemos que
esto es obvio ya que ya vimos anteriormente que los espacios H*(Q) son
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espacios de Hilbert.
Por otra parte, la aplicacién:

id:v e HY (4 R3) — v € E(Q;R?))

es claramente lineal, biyectiva y continua, por lo que el Teorema de la
Aplicacién Abierta (Teorema 2.3), muestra que la aplicacién id asi definida
es abierta. Existe, por tanto, C' > 0 tal que:

oIl sy < Cllvllp@ps), Yo € B(Q;R)
lo que es equivalente a escribir que:

]l 2 irey + lle(@)||L2@me) > CH vl g ey, Yo € HY(Q;R?).

3. Establecemos ademds, que si v € Hp (€;R?) satisface que e(v) = 0, en-
tonces v = 0. Esto es una consecuencia del Punto 1, que muestra que
si v € Hp (Q;R?) tal que satisface e(v) = 0 entonces ha de satisfacer
también:

Oiu, =0 enQ

y por tanto v tiene que ser afin [7], es decir, de la forma v(z) = b+ Az
con b € R* y A € M? y dado que la parte simétrica del gradiente de v
(que es justamente e(v)), se anula en € la matriz A ha de ser ademés
antisimétrica. Dado que el rango de una matriz no nula y antisimétrica
de orden 3, es necesariamente 2, el lugar geométrico de los puntos que
satisfacen b+ Az = 0 puede ser o una recta en R3 o el vacio, dependiendo
para cada caso de si el sistema lineal tiene o no soluciones. Pero b+ Ax =0
en I'g que tiene medida positiva, entonces b =0y A = 0, lo que hace que
v=20en Q.

4. Finalmente, obtenemos la desigualdad del enunciado por contradiccion.
Supongamos que es falsa. Existe una sucesion {vy},cy C Hp (9 R?) tal
que:

neN

[[vn|la1(irsy =1 Vn €N
lle(vn)||z2(0;53) — 0 cuando n — oo.

Dado que Q es un dominio, la inclusién H'(Q;R3) C L?(;R3) es com-
pacta por el teorema de Rellich-Kondrasov (Teorema A.9). La sucesién

{Un}neN por estar acotada en H! (Q R3) contiene una subsucesion {va(n) }neN

que converge en L2(Q;R3) y donde o : N — N es una funcién creciente.

Dado que la sucesiones {vg(n)}neN y {e(vf’(”))}neN convergen respecti-

vamente en los espacios L?(;R3) y L?(€;S?) son sucesiones de Cauchy.

Entonces la sucesién {vg(n)} es una sucesion con respecto de la norma

neN
|| - || E(o;r3), asi que también lo es con respecto a || - || g1 (q;rs) por la de-

sigualdad establecida en el Punto 2. El espacio H%O (£, R?) es completo al
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ser subespacio cerrado de H'(;R?), entonces existe v € Hy, (2 R?) tal
que:
Vony = v en H' (Q;R?)

Dado que ese limite satisface

e(v) = nh_{r;() e(Vo(ny) =0
de lo que sigue que v = 0 por el Punto 2. Pero esto contradice la rela-
cion [|v|| g1 (r3y = My 00 |[Vo ()| 51 (0ir3) = 1. Luego queda probada la
desigualdad de Korn.

La desigualdad establecida en la Parte 2 de la prueba se llama Desigualdad de
Korn sin condiciones de contorno. El resultado de unicidad correspondiente
a la Parte 3 se llama Lema del Desplazamiento Rigido Infinitesimal, es
decir, si v € H'(Q;R3) es tal que e(v) = 0, v tiene que ser necesariamente:

v(z)=a+bxx YreEQyabecR3

Esto hace que el espacio de todos los desplazamientos rigidos infinitesi-
males tenga dimensién finita y se denota como:

Rig(Q;R3) = {w:Q—>R3;w(x) =a+bAx, a,b€R3}.

| Observacién 4.5.  En el caso especial de que T'g = 0%, la Primera Desigual-
dad de Korn (Teorema 4.5) es una consecuencia trival de la identidad:

/\e(v)|2dx:/ |Vo|?dz Vv € Hy(Q;R?)
Q Q

sin mds que integrar por partes dos veces.
| Teorema 4.6. (Segunda Desigualdad de Korn) Para todov € H! (Q; ]Rg),
existe C' > 0 tal que:

inf v+ wllgore)-

. >
lle(v)l|2s8) > CweRilg(Q;W)

Demostracion. La prueba de esta desigualdad se obtiene del Teorema (4.5)
con las Partes 2 y 3 adaptadas como sigue. Sea v € H! (Q; RS) tal que satisface
e(v) = 0 necesariamente pertenece al espacio Rig (€;R?). La sucesién (v;,)
se define ahora en H' (Q;R?) y satisface:

neN

wERilgr;l(fQ;R?’) Pl omey =1 ¥n €N
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||€ (vn)”Lz(Q;Sg) — 0 cuando n — oo.

Si Rig (¢ R?’)l denota el complemento ortogonal de Rig (€2;R?) en el espacio
de Hilbert H' (Q;R?), entonces v, = u, + w, con u, € Rig (Q;RS)L y Wy, €
Rig (Q; R3). Las relaciones anteriores implican que:

”un”Hl(Q;Rs) =1foralln

||6 (u’ﬂ)”LQ(Q’SJ) — 0 asn — oo.

Entonces existe una funcién creciente o : N — N tal que la subsucesion (ug(n)) es
de Cauchy en H* (€;R?). Este espacio por ser completo, existe u € H' (Q;R?)
tal que: ug(y,) — wen H' (5 R?) y el limite satisface que: e(u) = limy,—o0 € (Uo(n)) =
0. Asi que u € Rig (Q; RS). Por otra parte, u € Rig (Q;R?’)L dado que
Rig (2; IR3)L es cerrado y u,, € Rig (; Rg’)L. Entonces u = 0, lo que contradice

Hua(n)HHl(Q;RS) =1, VvneN. I

4.2.2. Existencia, Estabilidad y Regularidad de la Solu-
cion Débil

Se define una solucion débil a la ecuacién de elasticidad como la solucién a las
ecuaciones variacionales:

/J:Vvdz:/f~vdx+/ g - vdx (4.23)
Q Q Iy

Vv, tal que satisfazca v : Q — R? y v = 0 en 'y, donde:
1
o= Atre(u))I +2ue(u) y e(u) = 3 (Vu" + Vu).

Notese que dado que o es simétrica, la integral de la izquierda puede ser escrita
como
o:Vo=o0:ev)
donde )
e(v) = 3 (Vo + Vo).
La existencia y unicidad de solucién a este problema variacional puede probarse
con el Teorema de Lax-Milgram (Teorema 2.1). Distinguimos dos casos depen-

diendo de si la medida de T’y es positiva o nula.
Problema variacional elastico PE,,,:

PE Hallar v €V tal que
YW Joo i Vude = [ fvde+ [ g-vde, Vv eV,



CAPITULO 4. ECUACION DE ELASTICIDAD 41

| Teorema 4.7. Supdngase que las constantes de Lamé satisfacen X > 0 y p >
0 y que las densidades de fuerza satisfacen f € L9/° (Q;R3) yge L3 (Fl;R?’).
Si el darea Ty tiene medida estrictamente positiva, el problema variacional PE,q,,
tiene solucién inica en el espacio:

Hllo (Q;R?’) = {v e H! (Q;R3) ;v =0 sobre I‘O} .

Demostracion. Basta aplicar el Teorema de Lax Milgram (2.1) al problema va-
riacional PE,,; ya que todas las hipétesis del teorema se cumplen. En particular,
la coercitividad de la forma bilineal es una consecuencia de la desigualdad de
Korn establecida en el Teorema 4.5 y del hecho de que las constantes de Lamé
sean positivas. Por su parte Hf, (€;R?) es un subespacio cerrado de un espacio
de un espacio de Hilbert, luego es espacio de Hilbert. Todo esto implica que
efectivamente se tenga que Vv € Hllo (Q; R?’),

/ o:e(v)dx = / (Altr(e())]? + 2ule(v)|?) dx
Q Q

> o /Q e@)2dz > Cllol2 s

I Teorema 4.8. Supdngase que las constantes de Lamé satisfacen X > 0 y p >
0 y las densidades de las fuerzas aplicadas f € L5/° (;R?) y g € L*/? (90 R3).
Si el drea Ty tiene medida nula y [, f-wdz + [, g-w da =0 Yw € H' (Q;R?)
satisfaciendo e(w) = 0, entonces el problema variacional PE,,, tiene una solu-
cion en H' (Q; R?’), unica salvo movimientos rigidos.

Demostracion. Estd basada en el Teorema de Lax Milgram (2.1) aplicado al
problema variacional PE,,,, esta vez definido sobre el espaico cociente
H'(;R?)/Rig(Q;R?) donde Rig (;R?) es el subespacio de H' (;R?) con-
sistiendo de todas los desplazamientos infinitesimales. Por el lema de desplaza-
mientos rigidos infinitesimales (ver Parte 2 de la prueba del Teorema de 4.5),
Rig(£2;R?) es el espacio de dimensién finita:

{w:QHRS;w(z):aer/\x,a,bERS}.

Las relaciones de compatibilidad satisfechas por aplicar las fuerzas implican que
la formulacién variacional PE,,, estd bien definida sobre el cociente:

H' (;R?) /Rig (4 R?)
que es un espacio de Hilbert con respecto de la norma

ol umo/ migeamey = | 00f o+ wllir qume)-
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La coercitividad de la forma bilineal que aparece en la parte izquierda de la
Ecuacion PE,,; es consecuencia de la desigualdad de Korn del Teorema 4.5
junto con el hecho de que las constantes de Lamé sean positivas.

Dado que el sistema de ecuaciones diferenciales asociado con el problema varia-
cional es eliptico, esperamos que la solucién sea regular si los datos f, g y €2
son regulares y si no hay cambio en la condicién de contorno en una subregion
conexa de §§2. Mas especificamente, se tienen los siguientes resultados.

| Teorema 4.9. (Problema de desplazamiento, PD) Asimase que T'g =
0. 51 f € Wmp (Q;RS) y 652 es de clase O™ 2 para algin entero m > 0 y

6
un ndmero real 1 < p < oo satisfaciendo p > S om’ entonces la solucion u
m

al problema variacional PE,q, estd en el espacio W™T2P (Q;Rg) y existe una
constante C' > 0 tal que

lullwm+zp@rs) < C|lfllwmtzr@rs)-

Ademds, u satisface el problema de Dirichlet siguiente:

—divo(z) = f(x), xz€Q
PD{ u(z) =0, x€ N

| Teorema 4.10. (Problema de traccidn) Supamos que se tiene I'y = 69
y fo f-wdz+ [59-wda =0, Vo e H' (Q;R®) satisfaciendo que e(w) = 0. Si
fewmr (R3), ge WnH=Vrr (T;R3), y 6Q es de clase C™*2 para algin
entero m > 0 y numero real 1 < p < oo cumpliendo que p > ﬁ, entonces
cualquier solucion al problema variacional PE,q, estd en W™2 p (Q;Rg) Yy
eziste una constante C > 0 tal que:

[l wm+2. (:r3) ) Rigsre) < C ([fllwmszr@rs)y + 19llwm+i-1/0.000:5)) -

Mas aun, u satisface el problema de contorno:

—divo(z) = f(z), z€Q
PT{ o(z)n(z) = g(x), x €.

Podemos estudiar una situacién intermedia en la que tenemos tanto condiciones
de Dirichlet en una parte de la frontera, 0Q2p, como condiciones de Neumman
en la parte complementaria de ésta, 0. Un ejemplo de la situacién puede
verse en la Figura 4.1. La frontera 0Q2p se corresponde con una seccién empo-
trada, mientras que una fuerza normal actiia sobre la parte 9Qy. El modelo de
problema que tratamos es:

V.ou)+f=0 en 2
PM o(u) =AV-u)I+p(VutVu') enQ
u=20 sobre 0Qp

ou)-n=g sobre 9.
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2N q

u

ONp —44 f ONx

Figura 4.1: Ejemplo de un Problema Mixto

Dado que [, —(V-0o(u))-v = [,o(u): Vv— [,ov-o(u)-ny recordando que
dado que o(u) es simétrico, se tiene que o(u) : Vo = o(u) : e(v), se llega a:

/Qa(u);e(v)_/mv.a(u).n:/gf.v.

Tomamos el desplazamiento u y las funciones test en el espacio
Von = {v € [Hl(Q)}3 ;v = 0 sobre 8QD} , (4.24)

equipado con la norma ||v|1,0 = Z?Zl ||11,H1Q con v = (v, ’UQ,Ug)T.
El Problema PM escrito en formulacién débil (PMy,,) queda entonces como:

Hallar v € Vpn tal que
PMyar
a(u,v)= [ f-v+ g-v, Yvé€Vpn
Q 0N

con la forma bilineal a:
a(u,v) = / o(u):e(v) = / AV -uV - v —|—/ 2ue(u) : e(v). (4.25)
Q Q Q

En Mecéanica de Medios Continuos, la funcién test v juega un papel bastante
importante: es el conocido desplazamiento virtual. El problema PMy,, en su
formulacién variacional constituye el Principio de Trabajos Virtuales.

| Proposicién 4.1. Sea Q un dominio de R3, considera la particién de la
frontera 02 = 0Qp U QN. Sean, ademds los coeficientes de Lamé p > 0 y

A >0 y las densidades de fuerza f € [Lz(Q)]S yge [L2 (8QN)]3. La solucion
al PM,,, satisface

—pAu— AN+ p)V(V-u)=f ect inQ

u=0e.ct 0p, yo-n=g e.c.t en INy.

Demostracion. La verificacién es inmediata. |
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Para poder relacionar el desplazamiento y el problema variacional con términos
energéticos, introduzcamos la siguiente proposicion.

| Proposicion 4.2. Bajo todas las hipdtesis realizadas previamente para el
Teorema de Laz-Milgram (Teorema 2.1), junto con las hipdtesis:

= a es simétrica: a(u,v) = a(v,u),Vu,v € V;
= a es positiva: a(u,u) > 0,Yu € V.

Estableciendo que J(v) = %a(v,v) — f(v), u resuelve el problema variacional:

p Halla uw € 'V tal que
v a(u,v) = f(v), YweV

si y solamente si u minimiza J sobre V.
Demostracion. La prueba se basa en la siguiente identidad: Yu,v € V y t € R,

2
J(u+tv) = J(u) + t(a(u,v) — f(v)) + %a(v, v), (4.26)

que resulta de la simetria de a. Asumamos que u es solucién del problema
variacional Pv del enunciado. Entonces, debido a la positividad de a, la identidad

(4.26) implica que v minimiza J sobre V. Para la implicacién contraria, asimase
_a(wv)—f(v)

a(00) en la

que v minimiza J sobre V. Sea v € V con a(v,v) #0y t =
identidad (4.26). Haciendo un célculo directo, se obtiene:

(a(u,0) = f())”

0> J(u) = J(u+tv) = 2a(v,v)

Debido a la positividad de a, esto implica que a(u,v) = f(v). Si a(v,v) = 0, no
hay més que proceder de la misma manera pero tomando t = —a(u,v)+ f(v). |

| Proposicién 4.3. Sea Q un dominio de R? y sea OQp C 9Q con medida
estrictamente positiva. Sea f € [L?(Q)] y g € [L?(0QnN)]3. El problema PM,q,
estd bien planteado y existe una constante c tal que:

vie [L2Q)° Vg € [2(000)], lulne < c(lfloo + lgllo.oax) -

Ademds, PM,q, es equivalente a la formulacion variacional siguiente:

min (;)\/Q(V-U)Q—i-;u/ﬂs(u)s(u)—/ﬂf-u—/BQNyu).

Demostracion. Si 0Qp = 0, Vpn = [H(} (Q)]3 estamos en el caso del PD. La
coercitividad resulta de la Primera Desigualdad de Korn (Teorema 4.5), dado
que:

Yu € [Hé(Q)]?), a(u,u) > 2/1/ e(u) : e(u) > c||u||§Q
Q
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Si la medida de 99 es estrictamente positiva, la coercitividad resulta de la
Segunda Desigualdad de Korn (Teorema 4.6) y de resultados de compacidad
que no analizaremos ahora, pero que pueden consultarse en [16].

Probada la coercitividad, para el resultado no hay méas que aplicar el Teorema
de Lax-Milgram (Teorema 2.1), y la Proposicién 4.2.

I Observacién 4.6. Dado un desplazamiento u, la cantidad J(u) representa
la energia total de la configuracion deformada. Los términos cuadrdticos
se corresponden con la energia eldstica de deformacion y los términos lineales
con la energia potencial de las fuerzas externas.

4.3. Discretizacion del problema

Por simplicidad, asumamos que ) es un poliedro y consideremos una aproxima-
cién H'-Conforme. Recordemos que se dice que una aproximacién es conforme
cuando Vi C V y Wy, C W, es decir los espacios test y de soluciones de partida
se aproximan para aplicar métodos de Galerkin por subespacios suyos.

En particular la aproximacién conforme la realizaremos del tipo H'. Este tipo
de aproximacién la realizamos mediante una familia de triangulaciones afin y
geométricamente conformes {73}, v elementos finitos de Lagrange de grado

k > 1 que se denotan por {IA(,I:’,i}

Para aproximar el problema mixto, asumamos por simplicidad que 9Qp es la
unién de las caras del mallado. Asi, que el espacio aproximado es

VE = {q}h € [Co(ﬁ)]g VK € Tp,,vp 0 Tk € [P)*;v, = 0 sobre GQD} . (4.27)

que es subespacio de Vppy. Consideremos el problema discreto:
Halla uj € th tal que
a(un,vn) = o fron+ [y, 9 v, Yo € V.
| Observacion 4.7. El problema anterior tiene solucion unica, al ser V,f

subespacio de Vpn y ser por tanto vdlido el andlisis de la seccion anterior.

| Proposicién 4.4. (Problema Mixto) Sea u solucion de y up, la solucion
del problema discreto a resolver resolver. Se tiene que limp_o ||u — up|1.0 = 0.
Ademds, siu € [HH(Q)] N Vpn para algin | € {1,...,k}, existe ¢ tal que:

Vh, lu—unll, o < ch'luliio

Para el PT, una forma posible de eliminar los desplazamientos rigidos es la
siguiente:
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1. Se impone que el desplazamiento de un nodo, llamémoslo por ejemplo ag,
es 0.

2. Elegimos tres nodos adicionales a1, as y ag, y tres vectores unitarios 7,70 y 73
tal que el conjunto {(a; — ag) X 7;}, ;5 forma una base de R?, e imp6n-
gase que el desplazamiento del nodo a; en la direccién 7; sea 0.

Esto nos lleva a que el espacio aproximado sea:

vk ={v, € [Co(ﬁﬂ3 VK € Tp,vp 0Tk € [ﬁ]3,vh (ap) = 0;up, (a;) - 7, =0,
i=1,2,3)

y al problema discreto de traccion, PTg;s:

Halla uy, € th tal que

PT is
d a(uhavh):/f'vh+/ g-vn, Yo, €V
Q o9

| Definicién 4.7. Se denota como el espacio Vi al espacio

VN—{ue[Hl(m]f*;/ﬂu—o;/ﬂvXu—o},

| Proposicién 4.5. (Problema de Traccién) Sea u una solucion al proble-
ma PTq;s y up una solucién al problema Pg;s. Se tiene que limy,_q ||u — uplly o =

0. Ademds, si u € [HH‘l(Q)]3 N Wn para algin l € {1,...,k}, existe ¢ tal que
\V/h7 ||U' - uh”LQ S Chl‘u|l+1,ﬂa
y si ) es convero y g =0, existe ¢ tal que:

Vh, lu—unllyq < e uli g

4.4. Implementacién en FreeFem-}+

En esta seccién hemos realizado implementaciones en FreeFem++ [19] de dis-
tintas situaciones de la ecuaciéon de la elasticidad:

1. Caso bidimensional para vigas de acero, cobre y hormigén con el objetivo
de realizar una comparacién del comportamiento de éstas (estudio del
desplazamiento) cuando estdn sometidas a igual esfuerzo.

2. Caso tridimensional de viga de acero.

El cédigo utilizado para las distintas simulaciones aparece en el Apéndice B.
Como observacién, diremos que esta parte serd breve ya que lo que buscamos es
contrastar el contenido tedrico previamente estudiado mediante algtin ejemplo
o aplicacién como son los que se exponen.
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4.4.1. Caso elastico en 2D

Como es de esperar, el codigo utilizado para las vigas de distintos materiales es
el mismo con la pequena variaciéon de las constantes elasticas.

En el cédigo, comenzamos definiendo los pardmetros necesarios para tratar un
problema lineal eldstico. Todos los declaramos reales, por lo que incluimos la
orden -real- previo a la definicién de los parametros. En concreto, necesitamos:

1. rho, se refiere a la densidad del material.
kg

m?2

= Acero: 7700

k
= Cobre: 8960 —g2
m

k

= Hormigdn: 2300 —g2
m

2. @y A, se obtienen a partir de las constante de Poisson () y del médulo

de Young (E), a partir de las expresiones:

A B ,u(3/\—|—2,u)'

"Toatw Y Py

En concreto, los valores que hemos usado para cada material son:

N N
= Acero: p=11,05€10 — y A = 14,06e10—.
m m

N N

= Cobre: 1 =15,110e10 — y A = 32,110e10—.
m m
N N

» Hormigén: p = 1,125€10 — y A = 0,75e10—;.
m m

m
3. gravity, fuerza de la gravedad con valor —9,81 — que es la que actia
s

sobre el cuerpo.

4. twomul, definido como twomul=2pu + A nos servird a la hora de escribir
el problema variacional.

5. n y m no describen méas que el nimero de elementos en los que vamos a
hacer el mallado regular en x e y respectivamente.

La idea es fijar un borde y estudiar el desplazamiento en el resto de la viga. Lo
anterior se corresponde con condiciones de Dirichlet homogéneas en la parte fija
y de tensién normal nula en el resto. En concreto, a que 9€2p sea la parte fija,
y OQn el resto (en el problema PN). Es por esto por lo que nos basta etiquetar
tres de los bordes iguales (1) y uno diferente (2). Lo realizamos mediante el co-
mando que aparece en la linea 18 del c6digo de cualquiera de los tres materiales.
A continuacién, definimos la malla T}, que es una discretizacién en el nimero
de elementos n y m, indicados previamente. El dominio 2 ocupado por la viga
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Figura 4.2: Viga 2D de acero con un borde fijo y sometida a fuerza gravitatoria

es un rectdngulo definido en [0,10] x [0, 1] con distancias medidas en metros.
Por otra parte, realizamos una discretizacién por EF tipo P! del espacio test.
Definimos ahora el problema, escribiendo las integrales del problema variacio-
nal, y estableciendo que la solucién para el desplazamiento u ha de ser tal que la
fuerza elastica determinada los los coeficientes antes definidos ha de compensar
la fuerza correspondiente a la gravitacional que acttia sobre el cuerpo.
Finalmente, realizamos una grafica del espacio mallado inicial y final con el
desplazamiento de la solucion. La figura que se obtiene es el que aparece en la
Figura 4.2.

Los desplazamientos son similares en forma para los tres materiales considera-
dos, pero no en magnitud. Es por esto por lo que s6lamente incluimos el des-
plazamiento de uno de los materiales. Es interesante realizar una comparativa
de los desplazamientos reales y maximos sufridos por las vigas de cada mate-
rial. Asi, obtenemos que el desplazamiento maximo se obtiene para el hormigon,
constituyendo por tanto, el material mas elastico. El valor que se obtiene del
desplazamiento para la componente x en el caso del hormigén es de 0,0106751 m.
El segundo més elastico seria el acero, con un desplazamiento en la componente
x de 0,00324154 m. Por ultimo, el cobre constituye el caso menos eldstico con
un desplazamiento longitudinal de 0,00247876 m. Estos resultados estan total-
mente de acorde con el material utilizado para las vigas de las construcciones,
que son principalmente de hormigoén, el encofrado y de acero, la estructura.

4.4.2. Caso elastico en 3D

El interés de incluir el caso 3D del problema anterior (con las mismas condiciones
al caso del acero) no es otro que ver cémo se modifica el cddigo ya que es més
complejo crear la estructura y construir el mallado que en el caso anterior. Para
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caef apoplification — 20,3768

Figura 4.3: Viga en 3D

ello cargamos el c6digo del cubo, obtenido de [18] , definimos sus dimensiones y
coordenadas y construimos la malla regular sobre la viga que se forma. Ademas,
hay que cambiar las funciones afiadiendo una més correspondiente a la tercera

dimension. El resultado que se obtiene al ejecutarlo es el mostrado en la Figura
4.3.



Capitulo 5

Ecuacion de Difusion-
Conveccion-Reaccion

La gran complejidad de ecuaciones de transporte, entre ellas las ecuaciones de
Euler (fluidos perfectos) y de Navier-Stokes (viscosos incompresibles), ha provo-
cado que desde principios de siglo XX el tratamiento de este tipo de ecuaciones
haya sido un tema de permanente estudio en el Andlisis Matemético y en el
Anélisis Numérico debido a la incapacidad de los métodos analiticos de obtener
una solucién cerrada. Desde el punto de vista arquitecténico, la ecuacion de
difusion-conveccion constituye una aproximaciéon formal a la dindmica de los
flujos (calor,aire...) en el interior/exterior de los espacios. Es por esto por lo
que en este capitulo se modelard dicha ecuacién, y se aplicaran los métodos de
Petrov-Galerkin y Galerkin ya estudiados para prepararla para la bisqueda de
una solucién numérica.

5.1. Introduccion al Problema

En esta seccién trataremos a la ecuacion del calor desde el punto de vista fisico.
Realizaremos tanto la modelizacién del problema partiendo de leyes naturales
como el tratamiento fisico de la conduccién del calor en sélidos cristalinos.

5.1.1. Modelizacién del Problema

A continuacion, realizaremos una modelizacion de la ecuacién del calor huyendo
en todo momento de la formalidad que a las Matemaéticas caracteriza, ya que

50
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no anhelamos méas que un acercamiento fisico al comportamiento del calor en
un medio. El modelado de la ecuacion del calor se basa en una aproximacién
partiendo de una Ley de Conservacion. Permitenos el lector que cometamos
un abuso del lenguaje al escribir calor contenido en un sélido para referirnos
al proceso de transferencia de calor en un sélido, siendo la energia térmica la
magnitud que realmente se posee. En todo momento obviaremos la radiaciéon
como proceso de transferencia calorifica, considerando tnicamente difusién y
conveccién.

Sea 2 C R? un dominio para algiin d € N. Generalmente se tomard d = 4,
que significard que estamos considerando un volumen y la evolucién temporal
del calor en él. Asi construiremos nuestro modelo, suponiendo que 2 =V x S,
V c Ry § C R. Partimos de la hipétesis de que el calor contenido en un
sélido o fluido por unidad de volumen puede modelarse por:

H:Q—-R
(z,t) = H(z,t) = o(x,t)c(z, t)T (z, 1)

y donde:
= z €V yte S son las variables espacial y temporal respectivamente.
= o(z,t) es la densidad volumétrica del sistema donde se transporta.
= ¢(x,t) es el calor especifico del material.
s T(z,t) es la temperatura.

I Observacion 5.1. FEs trivial ver que el calor total, N, contenido en el sis-
tema viene dado por:
N:S—>R

mzv(t)z/ H(z,t) V. (5.1)
1%

| Definicién 5.1. (Flujo) Se denomina como flujo ? a la cantidad de una
determinada magnitud que atraviesa una superficie por unidad de tiempo, y tiene
como direccion la de la normal a la superficie.

| Proposicion 5.1. FEl flujo calorifico en un sdlido viene dado por la
expresion:

e
q(z,T) = —kr(z,t) VT = q(x,1),

donde k(x,T) > 0 se refiere a la conductividad térmica del material.

| Observacion 5.2. La dnica forma de transferencia de calor en un sélido
es la difusion, ya que basindonos en la Teoria Cinético Molecular, las particu-
las que conforman al solido tienen como unico grado de libertad la oscilacion
entorno a una posicion de equilibrio.
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Figura 5.1: Normales a la superficie del cono

—
| Observacion 5.3. Dado que q(at,T; =q(z,t), al ser T = T(x,t), para ali-
viar notacidn voy a escribir a partir de ahora q(x,t). Por el mismo motivo,
evitaremos escribir el argumento de las funciones en ciertos momentos que pue-
dan sobreentenderse.

| Proposicion 5.2. FEl flujo calorifico de un liquido viene dado por la
expresion:

T (@, t) = (,)aif + T (@, )cony = —r(x,t)VT(x,t) + H(x,t)?(x,t)

donde E(m,t) se refiere a la velocidad de conveccion del fluido.

| Observacion 5.4. De acuerdo a la Teoria Cinético Molecular, las particulas
que conforman al liquido estan unidas entre ellas por fuerzas de cohesion mds
débiles que en el caso de los sélidos. Es por esto por lo que las moléculas de
los liquidos, aparte de vibrar, pueden desplazarse relativamente. Tenemos, por
tanto, dos formas de transferencia de calor: la difusion y la conveccion.

| Proposiciéon 5.3. Sea 7 el flujo de la magnitud H, T el vector normal
adV y f e C%Q) las fuentes o sumideros de campo por unidad de volumen.
Se tiene entonces que la variacidn temporal de la cantidad total de calor N(t)
puede expresarse como:

N’(t):/r—7-ﬁdr+/vfdu (5.2)
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donde T se refiere a la frontera de V que ha de ser de tipo C*. Ademds, se exige
la regularidad de H € CY(Q) para que lo anterior tenga sentido.

| Observacion 5.5. El producto 7 - sale hacia afuera del volumen, por
lo que ha de contribuir negativamente a la cantidad de calor contenido. FEsto
justifica la eleccion del signo negativo. Este integrando modela la cantidad de
calor que atraviesa la superficie que encierra al volumen.

| Proposicién 5.4.  Supongamos que H,q y [ son funciones con regularidad
CHQ)NCYQ) y que T es de tipo C*. Entonces, la variacion temporal del calor
total contenido en el volumen V viene dada por:

N(t) = — /V (VT - f)av. (5.3)

Demostracion. La prueba es consecuencia directa de aplicar a (5.2) la Férmula
de Green.

:/FfjﬁdFJr/Vde:f/VV?anL/Vde:*/‘/(V?*f)dV

Por otra parte, de derivar (5.1) se obtiene que:

/th ) dV = /aHé“)dv,

que igualando con (5.3) se llega a:

/(aHg ) + V' (z,t) — f(z,t)) dV = 0.
.

Dado que %—i—V?(x,t)—f(x,t) € LY(Q), se tiene que I t) +V7 (z,t)—
f(z,t) =0 e.c.t. Q. Esto ecuacién de continuidad constituye una Ley General

de Conservacion:
OH(x,t)

BT + V7 (z,t) = f(z,1).

El proceso de difusiéon de calor en un sélido viene entonces dado por:

%(a(%t)c(x,t)T(x,t)) — V(k(z,t)VT(z,t)) = f(z,t). (5.4)
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Si tratamos con materiales homogéneos en los que sus propiedades de k(z, t), c(z,t)
y o(x,t) son constantes con respecto al punto material, llegamos a que la ecua-
ciéon que modela el proceso de difusién se puede expresar como:
OT(x,t)
ot

donde & = £ y g(z,t) = L f(x,1).

— BV2T(x,t) = g(z, 1), (5.5)

Para obtener la ecuaciéon equivalente para el caso de los fluidos, basta tener
en cuenta la forma del flujo dada en la Proposiciéon 5.2. En este caso, la ecua-
cién que modela la conveccién difusién en un fluido homogéneo viene
dada por:

oT (x,t)

5 + V- (T(x,t)B(z,t)) = V- (k(z,t)VT(2,t)) = f(x,1). (5.6)

| Observacion 5.6. Tanto la ecuacion de difusion en sélidos como la de
conveccion-difusion en fluidos son ecuaciones elipticas, para las que se puede
hacer un estudio temporal o estacionario anulando el término correspondiente
a la derivada temporal de la temperatura.

5.1.2. Justificacién fisica de transmision del calor en soli-
dos

Este apartado es para comentar brevemente cémo se estudia en Fisica un de-
terminado tipo de los s6lido en cuanto a su capacidad de transmitir el calor.

Nos referimos a materia condensada a aquella caracterizada por el hecho de
que la distancia media entre las entidades que la forma es de aproximadamente
1 A . Lo que determina si un material es sélido o liquido es la energia ciné-
tica T' en relaciéon a la energia potencial U que mantiene cohesionados a los
constituyentes de la materia.

= Liquidos, T =~ U. Las particulas se mueven sin perder el contacto unas
con otras pero sin la capacidad de mantenerse en una determinada posi-
cién. El hecho de que se observen ciertos grados de orden esta relacionado
con el morfismo de las particulas.

= Sélidos, T < U. Las particulas vibran respecto a una posicion fija. La
nula capacidad de desplazamiento relativo entre los entes que conforman
al sélido provocan que sea més facil encontrar estructuras con un elevado
grado de orden. En cuanto a ésto, podemos clasificar los sélidos en:

1. Solidos cristalinos. Son sélidos cuya estructura atémica se basa en la
repeticion de un patrén denominado: el reticulo, formando las redes
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de Bravais. Presentan, como es natural, alta simetria y orden de largo
alcance.

2. Solidos amorfos. Tienen un orden de corto alcance, con proceso de
solidificacién rapido y calor latente inexistente.

Nos centramos particularmente en los sélidos cristalinos.

Los atomos de los sélidos cristalinos a temperaturas superiores al cero absoluto
(0K) estdn unidos a posiciones de equilibrio en torno a las cuales oscilan como
consecuencia de tener cierta energia térmica. Debido a que los dtomos estan
unidos a enlaces, las vibraciones se propagan por la red cristalina en forma de
ondas elasticas. El tratamiento cuantico de las vibaraciones reticulares nos lleva
a la necesidad de tener un ente corpuscular que satisfazca la dualidad onda-
corpuslo para estos paquetes de ondas elasticas. Nace asi el concepto de fonon,
que tiene un papel esencial en la descripcién de numerosas propiedades fisicas,
especialmente las térmicas y las eléctricas.

En un sélido aislante, la temperatura se transmite tinicamente a través de las
vibraciones reticulares. Si el sélido es conductor, habria que considerar la contri-
bucién al desplazamiento electrénico por agitacion térmica. En por esto, por lo
que en los soélidos el concepto de fonén es esencial. En Fisica, la propagacion de
los fonones en su la red se modela con la teoria cinética de los gases, quedando

la conductividad: 1
K= gcvvl, (5.7)

donde cy se refiere al calor especifico a volumen constante, v a la velocidad de
propagacion de los fonones que es aproximadamente la velocidad del sonido en
el medio y [ al recorrido libre medio entre colisiones.

Dado que v puede considerarse constante, la dependencia de x con T reside en
los términos de cy y I.

Para explicar la dependencia del calor especifico ¢y con la tempertatura T exis-
ten numerosos modelos que funcionan mejor o peor en funcién del rango de
temperaturas que estemos analizando. Quizas, una de las mejores aproximacio-
nes tedricas a este comportamiento fisico sea el Modelo de Debye ver [21]. Este
modelo muestra una dependencia de cy con altas y bajas temperaturas, muy
parecido que en lo que en el laboratorio de forma experimental se obtiene. La
premisa béasica que asume es que la distribucién de frecuencias en el sélido sigue
la distribucién de un sélido continuo homogéneo y, con un tratamiento propio
de fisica estadistica, este modelo establece que el calor especifico en un sélido
cristalino cumple la siguiente ecuacién:

1274 TY\*
Cy ~ 2 Nrkg [ — ) . (5.8)
5 05

donde N se refiere al nimero de celdas unidad, r al niimero de &tomos por
celda unidad, kg es la constante de Boltzman, T es la temperatura y 0p es la
temperatura de Debye [21].

Por su parte, la dependencia de [ con T puede explicarse cuando consideramos
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los térmicos anarmoénicos del potencial de interaccién entre los constituyentes
del sélido. En concreto, hay que considerar procesos de interaccién fondénica de
tipo U, que (como idea general) son procesos en los que la energfa de los fonones
incidentes es alta y, como resultado cambian su sentido de propagacion y se crea
una resistencia que afecta a la conductividad térmica del sélido. Este modelo
demuestra que a altas temperaturas, se tiene:

lox = 5.9
X T’ ( )
y a bajas temperaturas
0
lxexp™ . (5.10)

Cuando los solidos cristalinos son conductores eléctricos, hay que tener en

. Exponencial . Exponencial

>\ Pendiente3 .
Pendiente -1

Recorrido libre medio (Logaritmica)

Pendiente -1

Conductividad térmica reticular (Logaritmica)

Figura 5.2: Teoria de Debye

cuenta la contribucién a la conductividad térmica del término relativo al calor
transportado por los electrones de conduccién. Para obtener la expresion de s
se utiliza el modelo de Sommerfeld y la distribuciéon fermiénica que siguen los
electrones por tener espin semientero. Se llega a:

WQHICQBTFT

= 5.11
p= DT (5.11)

donde los términos que no aparecen en la x de vibraciones reticulares son 7p
que es la tempertaura de Fermi, n la densidad de electrones de conduccion y m
su masa. Ademads, en los metales, de acuerdo a la Ley de Wiedemann-Franz
el cociente entre conductividad eléctrica y térmica a una temperatura absoluta
fijada es aproximadamente constante para todos ellos, implicando en particular
que ambas conductividades son proporcionales para cada metal. De acuerdo a la
Teoria de Bandas, los metales son conductores. En los conductores, la banda de
conduccién y de valencia solapan, de forma que los electrones del tltimo orbital
(o los ultimos dependiendo del solapamiento), quedan en la capa de conduccién,
significando esto que la energia potencial debida al niicleo atémico se apantalla
con la energia cinética debido a la movilidad que tienen en esta capa. Una alta
movilidad electrénica indica una alta capacidad de conduccién de corriente. Para
el lector interesado, consultar [21].
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5.2. Planteamiento del Problema

Sea  C R? un dominio Lipschitz y £ el operador asociado a la ecuacién (5.6)
estacionaria, habiendo hecho T' = u y habiendo anadido un ultimo término pu
correspondiente a la posible reacciéon dentro del sistema:

Lu=-V- (o -Vu)+ 8 -Vu+ uu (5.12)

donde o, 'y u son funciones definidas sobre € y toman sus valores en R4*¢ R?
vy R respectivamente. En concreto se exige la siguiente regularidad a los datos:

f € L(9Q),0 € [L=>(Q)]*, B € [L=(Q)]?, VB € [LX(Q) y n € [L=(Q)]-

I Observacion 5.7. Pese a que el término de reaccion aparece a la hora de
modelar procesos quimicos y no arquitecténicos (por eso en el modelado de la
ecuacidn del calor no nos aparecia), hemos decidido introducir la formulacion
completa de la ecuacion para poder realizar un estudio mds global.

Podemos, ademéds, modelar la versién de evolucién temporal de (5.12) sin més
que afiadir un término O;u:

Ou+ Lu = f, (5.13)
donde hemos anulado el término reactivo de L, es decir:
Lu=-V-(c-Vu)+ 8- -Vu
La discretizacién temporal de este problema se realiza mediante el método de

Euler implicito, es decir:

un+1 —um

A7 + Ly = (5.14)

Despejando u"t!, ésta satisface la ecuacion Lu"t! + Lu"™ = f7+1 que es
justamente una ecuacion en la que interviene el operador £ definido por (5.12),
con pu = 1/At.

Asumiremos que el operador L es eliptico en el siguiente sentido.

I Definicién 5.2. FEl operador L se dird que es eliptico si 3oy > 0 tal que

d
VX c Rd, Z Tij XiXj > JOHXH?I' (515)

i,j=1
Tomando ahora u: Q2 - Ry f:Q — R, considérese el siguiente problema:

Hallar u tal que
CDR Lu=Ff, enQ
Bu=g en 0.
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El problema CDR (Convectivo-Difusivo-Reactivo), modela la dindmica de un
soluto u en su transporte por un flujo de campo 3 (proceso de conveccién). Por
su parte, la matriz o representa la difusién del soluto debido o bien a la difusiéon
molecular o a la mezcla en el régimen turbulento del propio fluido. La produccién
o destruccién del soluto mediante reacciones quimicas viene modelado por el
término pu.

| Observacion 5.8.  Por el interés arquitectonico que nos concierne, es impor-
tante resaltar que el problema anterior también modela el proceso de transfe-
rencia de calor. En este caso, u es la temperatura, o = kZ, 8 flujo de campo,
w=0 vy f las fuentes de calor externas por unidad de volumen.

Se va a analizar ahora la formulacién variacional de tres casos del problema
anterior en funcién del tipo de condiciones de contorno que ofrezca la matriz B.

1. Condiciones de contorno de Dirichlet homogéneas:
Que las condiciones de contorno sean homogéneas, implica que u = 0 en
0f). Ahora, multiplicamos por una funcién test v lo suficientemente regular
y que se anule en la frontera, integramos en {2 y aplicamos la formula de
Green para obtener:

/va.(g.vu):/QVvt-U-Vu—/é}QU(n-U-Vu), (5.16)

donde el segundo término del segundo miembro se anula por condiciones
de contorno sobre v. Finalmente, integrando y sustituyendo lo anterior
queda:

/(Vvt-a-Vu—i—vﬁ-Vu—i—uuv):/fv.
Q Q

Una posible exigencia para u es u € H'(Q) y por la condicién de con-
torno ulpq = 0, elegimos V. = W = H}(Q). Finalmente, llegamos a la
formulacién débil del problema CDR homogéneo (CDR.H).

Hallar u € H}(Q) tal que
aa,ﬁ,u(uav) = fQ fU, Yv € H(%(Q)a

donde, a, g, es una forma bilineal tal que:

CDR.H {

a8, (U, 0) = /QV'Ut co-Vu+v(f-Vu)+ puv. (5.17)

En el siguiente resultado se muestra que si u es solucién del problema
CDR.H, efectivamente resuelve también el problema en Q.

I Proposicién 5.5. Siwu es tal que resuelve el problema CDR.H, enton-
ces Lu=fenQ yu=0 en .
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Demostracion. Sea ¢ € D(£) una funcién test. Dado que u € H(Q),
el término correspondiente a la derivada segunda sélo tiene sentido como
distribucién. Es por esto por lo que la tratamos como tal:

(V-(0-Vu),0)pp=—(0-Vu,Vp)p p de donde/ Vy-o-Vu=
Q

/(f—ﬁVu—W)@,
Q

donde se ha usado CDR.H con v = ¢. Finalmente deducimos que {Lu, ¢>D',D =
f% fo, v debido a que D(R) es denso en L2(12), se tiene que Lu = f en
L4(Q). Lo que lleva a que finalmente tenemos que Lu = fen Q y u =0

en 69 al ser u € H} (). |

2. Condiciones de contorno de Dirichlet no homogéneas:
Sea g : 02 — R una funcién tal que u = g en 6Q2. Astimase que Ju, €
H'(Q) tal que uy = g en 0, a la que llamaremos funcidn de levantamien-
to. El problema CDR con condiciones de Dirichlet no homogéneas en su
formulacién débil se presenta como:

Hallar u € HY(Q) tal que
CDR.NH w=uy+ b beHHQ)
Ao5,u(0,0) = Jo fv — a0 pu(ug,v), Vv € Hy(Q).

De nuevo, veamos que si u resuelve CDR.NH, entonces u es solucién del
problema de Dirichlet no homogéneo para la EDP que tratamos.

| Proposicién 5.6. Sea g € H? (6Q). Si u resuelve CDR.NH, entonces
Lu=f a.e enQ yu=g en Q.

Demostracion. La demostracién es similar a la del caso homogéneo sin
mas que considerar la funcién ¢ = u — uy. Demostrar que u|pg = g es
directamente consecuencia de que Tu = Tuy + 7¢ = g, con T el operador

traza. |

3. Condiciones de contorno de Neumann:
Sea g : 02 — R una funcién tal que n - o - Vu = g en 0€). Nétese que
si 0 = Z, entonces n - Vu = Jyu. Procediendo igual que previamente,
tenemos que la EDP con la que trabajamos con condiciones de contorno
tipo Neumann puede formularse débilmente como:

Hallar u € H'(Q) tal que

CDR.N
{ aUﬁ,M(u"@ :fQ fv+f5ng7 GRS Hl(Q)
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| Proposicién 5.7.  Sea g € L2(59Q). Siu es tal que resuelve el problema
CDR.N, entonces LU = f a.e.enQ yn-o-Vu=g a.e. en Of.

Demostracion. Tomemos las funciones test en D(2), lo que implica rapi-
damente que Lu = f a.e. en Q. Tenemos entonces que —V-(o-Vu) € L?()

a.e. en 602, lo que la Férmula de Green [16] implica que n - oVu €
Hz(6Q) = H~2(69), dado que:

Vo € H2(6Q), (n-o-Vu,¢) _

gty =/Q—V-(U-Vu)u¢—|—/QVu¢-UVu,

[N

donde u, € H'(Q), es una funcién de levantamiento de ¢ en H'(12). Esta
expresion viene de integrar por partes. Si u fuese regular el término de
la izquierda seria una integral de borde en sentido habitual. En nuestro
caso no es asi, pero si que define una aplicaciéon lineal y continua sobre
las funciones ¢ que sean trazas sobre 9Q de funciones de H'(Q), y este
espacio es justamente H'/2(Q). Por tanto n - oVu define un elemento del
dual de H'/?(), que es justamente H~'/2(Q). Finalmente tenemos que
el problema CDR.N conduce a:

1
Vo HEGQ), (n-o-Vud), y 4= /mgqs,
demostrando que n - o - Vu = g en H=2(8Q) y, por lo tanto, en L?(59)
dado que g pertenece a dicho espacio. I

Haciendo uso del Teorema de Laz-Milgram (Teorema 2.1), vamos a analizar las
condiciones suficientes para que los problemas anteriores estén bien definidos.
Como la formulacién abstracta la hemos escrito sobre espacios de Hilbert, para
que se satisfazcan las condiciones del Teorema basta ver qué necesitamos para
tener coercitividad.

| Definicién 5.3. (fnﬁmo esencial) Definiremos como infimo esencial de
w—1/2Vf al supremo (respecto a todas las funciones que son iguales c.p.d. a
w—1/2V ) del infimo de cada una de estas funciones.

| Teorema 5.1. Sea f € L2(Q), o € [L°(Q)]44 eliptico, B € [L°(Q)]¢ con
1

VB € L>®(Q), y p € L*(Q). Sea, ademds, p = infess,ca(pn — §VB) y cq la

constante en la desigualdad de Poincaré.

1. Los problemas de Dirichlet homogéneo y no homogéneo estin bien definidos
si se satisface:
oo + min(0,pcq) > 0. (5.18)

2. El problema de Neumann estd bien definido si

{ > 0. .
p>0 vy :zle%fﬂ ess(fn) >0 (5.19)
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Demostracion.

1. Como consecuencia de la formula de la divergencia, tenemos que:

[ uevw =5 [ ave =5 [ Va5 [ (7o 1A$mmﬁ

Qwa%
Ademés, Yu € H} (D),

o, (U 1) = /QV“ co - Vutu(B - Vu) + pu? > ooluli o + pllullf o-

Sip > 0, entonces ya se tiene la coercitividad de aq g,, sin mas que tomar
min(0, pcq) = 0.

Analizamos el caso en el que p < 0. Haciendo uso de la Desigualdad de
Poincaré (Proposicién A.11):

[ulld o < call Vull§ o = llull§ op = call Vullg op-
Sumando en ambos términos JO||Vu||aQ llegamos a:
[ullg op + ool Vullg o > (pea + 00)l|Vull

que inmediatamente nos lleva a la condicién de que pcq + og > 0.

2. Para el caso de condiciones de Neumann tenemos que:

Juevn =3 [ 39 =5 [ o) [(@ane =5 [ (B
-5 [(v-o?
Q

L,
t0:0) = o0l Vulfo + 5 ess(om) [

Llegamos finalmente a las condiciones p > 0 y inf,cs0 ess(fn) > 0.

5.3. Discretizacion del Problema

En esta seccion vamos a aplicar distintos métodos de EF para aproximar el
problema. Supongamos que se cumplen las hipétesis tel Teorema 5.1 que recor-
demos, nos aseguran el buen planteamiento del problema. Denotaremos como w
a la tinica solucién al problema variacional.
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5.3.1. La Aproximacién Conforme H'((Q)

Por simplicidad en lo que sigue, asumamos que € es un poliedro en R%.
Sea {Th})~o una familia de mallados de ©, y {f( , P, f)} un Elemento Finito

de Lagrange de referencia con grado k > 1. Recuérdese que hemos visto que
salvo el problema de Dirichlet no homogéneo que analizaremos méas adelante,
los problemas que hemos tratados y a los que le realizamos una aproximacion
conforme tienen la forma:

Hallar » €V tal que
a(u,v) = f(v), WYweV,

con H}(Q) C V C HY(Q), concretamente el problema de Dirichlet homogéneo:

Hallar u € H}(Q2) tal que
ag.pu(u,0) = [ fv, Vv e Hj(Q)
y el problema con condiciones tipo Neumman:
Hallar u € H'(Q) tal que
g pu(U,0) = [o fU+ [;o9v,  veHY(Q).

donde recuérdese que a, g, tenfa la forma dada en (5.17).
Sea, L’jﬁ , €l espacio aproximado H' conforme definido por:

CDR.H {

CDR.N {

L, = {on €C(Q); VK € Th, vy 0Tk € P} (5.20)

De hecho, dependiendo del tipo de Elemento Finito que se use (Pf,h oQF,),

c,h
L’j ,, puede ser P, o Q, respectivamente. A esto, hay que afiadirle las condiciones
de contorno que es equivalente a escribir:

Vi =VnLE,. (5.21)
= Condiciones de tipo Dirichlet homogéneo:

Vi ={vn € LE),; va =0 sobre 6Q} . (5.22)

= Condiciones de tipo Neumann:

Vi =Lk, (5.23)

Dado que la aproximacién es conforme no es necesario cambiar las formas a y f
por sus formas aproximadas, ya que tiene perfecto sentido hablar de a(up,vp)
y f(vp) al ser up, € V y v, € V. Teniendo en cuenta ésto y las formas de V},
dadas previamente, considérese el siguiente problema aproximado:

p Hallar up € V3, tal que
aprox a(uh,vh) = f(’l}h), Yoy, € Vj,.

En lo que sigue, nuestro objetivo sera estimar el error u — uy que se comete en
esta aproximacion utilizando diferentes normas.
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| Teorema 5.2. (Estimacién H') Sea Q un poliedro en R? y {Tp,}, -, una
familia regqular de mallas conformes de Q. Sea Vi, tal y como se define en (5.21).
Se tiene entonces que ||u—up 1,0 = 0. Ademds, siu € H*(Q) con 4 < s < k+1,
Je > 0 tal que:

Vh, |lu—unll1.a < ch® ulsq. (5.24)

Demostracion. Para el lector interesado, consultar [16]. |

| Teorema 5.3. (Estimacion L?) Dadas las hipdtesis del Teorema 5.2, asi-
mase que V = H}(Q), Vi, = L* N HE(Q), y que el problema Puproq tiene propie-
dades de suavidad. Entonces, 3¢ > 0 tal que

Vh, |lu—unlloa < chlu —up|i o (5.25)

Demostracion. Para el lector interesado, consultar [16]. |

Para el caso del problema de Dirichlet no homogéneo, que recordemos tenia la

forma:
Hallar v e H'(Q) tal que

CDR.NH a(u,v) = [, fv, Yve H{(Q)
Yo(u) =g, en Hz(0D).

con g el operador traza que aparece definido en el Teorema A.11. Supongamos
que el problema est4 bien planteado en HE(Q) x Hg () gracias a las condiciones
ofrecidas en el Teorema de BNB (Teorema 2.5). Tomamos a Vj, = L, y N =
dim V}, con {1, ..., on} como base y {ai,...,an} los nodos asociados. Por otra
parte recordando que el interpolante de Lagrange de una funcién continua u en

Q) estd definido por:
N

Thu = Zu(ai)%, (5.26)
i=1

tenemos que si g es una funcién continua en 02 entonces, ha de ser:

Thg =Y glai)o(e). (5.27)
a; €00

Veamos que la traza del interpolante de una funcién suficientemente regular
coincide con el interpolante de su traza. Dado que {p1,...,on} es una base
nodal,

(ai ¢ 092) = (v0(pi) =0).
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Por lo que si u € C°(Q) N H'(Q),

Yo (Znu) =0 (ZU (as) z) ZU (ai) o (1)
= Z u(ai) o (¢i) = Ih(’Yo( )

a; €O

(5.28)

Y Yo oIh:I}?O’yo.

Considera el problema aproximado de CDR.NH:

Hallar up, € V(92) tal que
CDR~NHaprox ’LLh, Uh fQ f’Uhv vvh € VhO
Yo(un) =ZPg, en 0N,

Con Vi = {v, € Vi, 7o(vn) =0} C HE(Q) y asumiendo que la forma bilineal
a satisface la condicién BN B1y, de la Proposicién 3.1 en Vig X Vjg.

| Proposicion 5.8. Sea g una funcion lo suficientemente regular como para
tener una funcién de levantamiento en C°(Q)N HY(Q). En tales condiciones, el
teorema CDR.NHgpror estd bien planteado.

Demostracion. Sea u, el levantamiento de g en C°(Q) N H*(Q). Claramente,

Yo(Zntg) = If) (o (ug)) = I (9) = vo(un)-

Asi que, 6, = up, — Zpug nos lleva a 0y, € Vig y a(bh,vs) = fQ fon —a(Zpug, vy)
para todo vy, € Vio. Dado que a satisface BNB1j, en Vi X Vg, el problema
CDR.NH (aprox) estd bien planteado.

Una vez probado el buen planteamiento del problema CDR.NH,p0x, nuestro
objetivo es estimar el error u — wy. Para ello, enunciamos brevemente y sin
deternos demasiado los siguientes resultados extraidos de [16].

| Lema 5.1. Sea g una funcion lo suficientemente regular como para tener
una funcion de levantamiento en C°(Q) N HY(Q), sea u una solucion lo sufi-
cientemente regular para que su interpolador de Lagrange esté bien definido.
Sea, ademds, |all = ||al| g1 (q),m1(0)- Se tiene entonces que:

a
= < (14 20) ju - Zaagha, (5:29

| Lema 5.2. Sean las condiciones del Lema 5.1, asumase ademds que:

= El problema CDR.NH,prop tiene propiedades de regularidad.
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= La forma bilineal a satisface la siguiente propiedad de continuidad: dc tal
que, Yv € H'(Q) y Vw € H?(Q),

|a(v, w)] < c([vlloe + [10(v)lo,00) [[w]l2,0-

= FExiste una constante de interpolacion ¢ > 0 tal que:

Vh, VY0 € H*(Q), (|0 — Zp0|1,0 < ch||f]2,0. (5.30)

Ezxiste entonces una constante ¢ tal que:

vh, Ju—unllyg < ¢ (AIZnw = ully o + | Znw = ully o + 1Zng = glloo0) -
(5.31)

| Corolario 5.1.  Sea Q un poliedro, {Tn}, < una familia regular de mallados
conforme de Q, y Vi, una aproximacién conforme de H'()) mediante EF de
Lagrange de grado k > 1. Satisfechas las hipétesis del Lema 5.2 y u € HET1(Q).
Entonces, se tiene que:

Vh, lu—unlgq+hllu—unll, g < chFHullri 0. (5.32)

5.3.2. La Aproximaciéon no Conforme Crouzeix-Raviart

El objetivo ahora es presentar una aproximacion no conforme para la ecuaciéon
de conveccién-difusién. Vamos a realizar el anélisis para el caso en el que unica-
mente hay difusién, lo que se traduce en trabajar con una forma bilineal que es
un laplaciano. Es una simplificaciéon importante en cuanto a lo que a facilitar al
tratamiento del problema se refiere. Pero es real. Tenga el lector en cuenta que el
mecanismo de transporte de calor en un sélido puede modelarse esencialmente
por un laplaciano, ya que no existe transporte por convecciéon en este caso. Bajo
esta suposicién, el operador £ dado en (5.12) queda como:

Lu = oAu.

En la expresién anterior también hemos supuesto que el coeficiente de conduc-
cién térmica o es constante.

Vamos a hacer la aproximacién usando EF de Crouzeix-Raviart. Para ello, con-
sideremos € un poliedro en R? y f € L%(Q). Bajo estas condiciones, en concreto
por ser todo poliedro un espacio convexo, u puede verse como funcién de H?(2)
[16], siendo u solucién al problema variacional siguiente:

Hallar w €V tal que
a(u,v) = f(v), WYweW.
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Consideremos {7}, una familia de mallados de € regular afin y conforme.
Sea P;t, 5, €l espacio de EF de Crouzeix-Raviart definido por:

Py ={vn € L' () ; VK € Th,vpx € Py

VF e Fi, /F[vh] ~0}. (5.33)

Consideremos, ademas, el siguiente espacio:

Plino= {vh € Py i VF € .F,?/F,vh = 0} ,

donde }"}? denota el conjunto de caras del mallado que estan sobre el contorno
de €. Es trivial que dim Pplt’ ho = Nfi, el nimero de caras internas (superficies en
dos dimensiones) de la triangulacién. Dado que las funciones de Pplt, h,0 Pueden

ser discontinuas, fQ Vu - Vv hay que aplicarla a cada uno de los elementos por
separado. Veamoslo:

Hallar u;, € Pgt,h,o tal que
an (un,vn) = f(vn), Yon € Pl o

donde ay, es la forma aproximada de a,

ap, (up,vp) = Z /KVuh Yo,y f(op) = /Q fun. (5.34)

KeTy

Por otra parte, V(h) = PJ, ;, o+ Hg () y para vy, € V(h) se define la seminorma

en H: 1
3
2
‘”h|h71,§2 = (Z ||vvh||0,K> .

KeTy,

Equipamos al espacio V' (h) con la norma || - ||y = || - [0, + | - |n,1,2. Nuestro
objetivo es investigar la convergencia de solucién al problema aproximado en
norma || - ||y (n). Para ello, tenemos que mostrar la estabilidad, continuidad,
consistencia y propiedades de proximidad vistas en el Capitulo 3. Para poder
hablar de estabilidad, primero hay que probar la coercitividad de ap en P}:}t,h,o
que no es una propiedad trivial ya que Pp}t,h70 ¢ H (). Todas las pruebas de
los resultados que aparecen a continuacién no se exponen en este texto debido
a complejidad y extensién. Para el lector interesado, consultar [16]. Tenemos
que extender la desigualdad de Poincaré a esta norma. Veamoslo en el siguiente
lema.

| Lema 5.3. Desigualdad de Poincaré extendida FExiste c > 0 dependien-
do unicamente de Q tal que, Vh <1,

Vu e V(h), cllulloo < |uln,0- (5.35)
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| Lema 5.4. Sea {Thn}), una familia reqular de mallas conformes y afines y
m > 1 un entero fijo. Para K € Ty, ¢ € [Hl(K)}m y una cara F € 0K, sea
) = m fF 1. Entonces, existe ¢ > 0 tal que:

Vh,VK € Tp,,VF € 0K,y € [HY(K)]™,

Ll (5.36)

Demostracion. Sea K € Ty ¥ € [Hl (K)}m y considera una cara F' € 0K

de la malla. Sea, ademaés, K ser el simplex de referencia y Tk : K - Kla
transformacién afin con el Jacobiano Jx. Haciendo F' = Ty Y(F), es trivial ver
que debido al Teorema de la Traza(INCLUIR REF) se tiene que:

— meas F’ I = meas F’ I =
o =Bl < (Z28) 47 - Ty < o (B20) 13- T, 2

meas F’

Del Teorema de Deny-Lions (ver [16]) se obtiene

19 - ¢|| 7 <l &

Volviendo al elemento K y usando la regularidad de la malla finalizamos la

prueba
_ F K
||w—w||o,FSc(meaS ) 17, (maS) o],k

eas I’ mas K

da—1 —4 i
<ch? hxhi? Yk < chi|) k.

| Corolario 5.2. (Estabilidad) La forma bilineal aj, es coercitiva en Ppt h.0
por simple aplicacion de la Desigualdad de Poincaré extendida.

| Lema 5.5. (Consistencia asintética) Sea u solucion al problema de Di-
richlet homogéneo con f € L?(Q) y asimase ademds que u € H?(Y). Existe
entonces ¢ > 0 tal que :

|f (wn) — an (u, wp)]

Vh,Ywy, € P! h.0>
pt,h,0 ||wh||V(h)

< chluls,q. (5.37)

Demostracion. Sea wy, € P ot.h,0- Dado que f = —Au,

ap, (u, wy) (wp,) Z/ (Vu - Vwy, — fwp) = Z Z /Vu NEW,.

KeTn KeTn FEOK
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Dado que cada cara F' del elemento K localizada en el interior de 2 apare-
ce doblemente en la suma, podemos restarle el valor medio de wy en la cara,
denotémoslo por wy. Si F estd en 62 es claro ver que wy, = 0. Asi que:

ap, (u, wp) — f (wp) = Z Z / Vu-ng (wy, —wp) .
KeTy, Feok V' F
Podemos ademas restar de Vu su valor medio en la cara F, Vu llevandonos a:
ap, (u, wp) — f (wp) = Z Z /(Vu—ﬁ)-n;( (wp, —Wp) .
KeTy, Feok ’ I

La desigualdad de Cauchy-Schwarz implica:

lan (,wn) — f(w)| < YY" Vu—=Vulor llwn — sl e

KeT, FEOK

y aplicando el Lema 5.4, llegamos a:

1 1
lan (u, wp) — f (wp)] < ZKeTh Chfl(\ub,l(hf( |wh\1,K

2 2
< ch (Sen B s - Srer lwnllic)” < chlulza lwnlly -

| Lema 5.6. (Prozimidad) Existe una constante ¢ > 0 tal que:

Vh,Yu € H?(Q) N H (), if  lu— vy < chlulza. (5.38)

Vh pt,h,0

Demostracion. Ver [16]. |

| Teorema 5.4. (Convergencia) Bajo las condiciones del Lema anterior,
existe ¢ > 0 tal que:

Vh, lu—unlly ) < chlulzn. (5.39)

| Teorema 5.5. (Estimacién de error L?) Bajo las condiciones del teore-
ma anterior, asumase que el laplaciano tiene propiedades de regularidad en Q.
Eziste entonces ¢ > 0 tal que:

Vh, lu—wunllgq < chlu—unl,,q- (5.40)
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Luego, con los resultados anteriores hemos conseguido ver mediante la Desigual-
dad de Poincaré extendida que la forma bilineal es coercitiva, resultado que
implica estabilidad. Ademas, si f € L?(Q y u € H?(Q) nos aseguramos la con-
sistencia asintotica. Mediante la proximidad vemos que el espacio V}, aproxima
bien al espacio V. Finalmente, recordemos que tener consistencia y estabilidad
nos asegura tener convergencia.

5.4. Implementaciones en FreeFem-|+

A continuacién, vamos a realizar diferentes implementaciones de la ecuacién
de transporte. Por una parte, trataremos el caso de difusién pura, caracteristi-
co principalmente en el caso de los sélidos. Estudiaremos el caso difusivo para
materiales con diferentes constantes térmicas, comparando los resultados que se
obtienen. Por otra parte, estudiaremos un caso algo mas real del comportamien-
to del calor en las paredes de una habitaciéon con un radiador. En este caso, las
paredes estan compuestas con distintos materiales.

Como comentario, anadiremos que no se ha pretendido cubrir todos los casos
antes expuestos en teoria, slamente trazar los primeros pasos de la implementa-
cién de los casos mas sencillos para afianzar el contenido estudiado y, al mismo
tiempo, dar una vision mas cotidiana de estas ecuaciones.

5.4.1. Primer Caso: Comparativa Materiales

El primer problema que queremos resolver es el siguiente:

— —V-(kVu) en (0,T)xQ
u(,t=0)=0en Q,

g—z = —1 sobre (0,7) x I'y

u =6 sobre [0,T) x I'y,

donde I’y UT'y = 09 y 0 es la temperatura inicial a la que se encuentra el sistema
Q.

Si el material donde se produce la difusion es aire, el anterior podria ser la sim-
plificacién del caso de una habitacion 2 que se ha mantenido a una temperatura
f y quitando la fuente que ha conseguido que la temperatura sea constante, se
deja otra sobre I's a temperatura € y quiere estudiarse como evoluciona la tem-
peratura considerando las pérdidas que hay a través de la pared I';. Suponiendo,
ademds, que no hay transporte por conveccién o que es despreciable frente a la
difusion. Esto podria darse en una habitaciéon sin corrientes de aire, por ejem-
plo. Por los motivos arquitecténicos que conciernen a este trabajo, llamaremos
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al sistema 2 habitacion y a I's radiador, independientemente de si el material
donde se produce la difusién es aire u otro diferente.

Mediante el Método de Euler podemos realizar la discretizacion temporal:

n

V. n+ly — . A1
INT) V- (kVu"™) =0 (5.41)

Por su parte, para la discretizacién tenemos en cuenta que la frontera del recinto
es, como se ha dicho previamente al composicién de dos fronteras diferentes:

utl —y

= ['; frontera del recinto donde se pierde temperatura.
= ['5 frontera interior a una temperatura constante de 6.

Por otra parte, vamos a realizar una discretizacién del espacio de soluciones

: . . 1 .
H(Q) con traza igual a 6 sobre I'y. Es decir, para cualquier v € H?z (), defini-
mos el espacio:

V, ={ve H(Q), v =g sobre I'y}. (5.42)

Obsérvese que en nuestro caso tenemos Vy.

Por otra parte, para el espacio test, consideremos Vj.

Transformamos nuestro problema anterior a su formulacién variacional. Para
ello, multiplicamos por v € Vj, aplicamos la férmula de Green y las condiciones
de contorno. Mediante el Teorema de Lax Milgram, se tiene que para cada u"t!
existe y es unica. El problema abstracto queda como:

Hallar v € Vy tal que
1

1
— [ u"Tlode +/ kVu" T Vode +/ kvdo = —/ u"vdx, Vv € V.
Atn /Q Q r At Jo

Discretizamos ahora los espacios mediante EF P! de Lagrange, queddndonos
ahora:

Vi ={uh e HY(Q"), " € CO(Q"), vy € PY(K), VK € Ty} (5.43)

VZ = {v" € V", v = ¢" sobre I'}} para " € H>(T'}). (5.44)
Finalmente, el problema discreto es:

Hallar u" € V! tal que
1 1
—n/ wh Ly +/ kVulm . volde +/ koldo = 7/ u M ude,
Atm Jq Q r, ot Jq

Yol € Vg . Obsérvese que el problema discreto también tiene solucion y es tnica
por aplicaciéon del Teorema de Lax Milgram.

Hemos realizado el estudio para tres materiales bien diferentes en cuanto a su
comportamiento difusivo:
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= Madera de Roble, con k = 0,17 w .
m-°C
= Plata, con k =419 w .
m-°C
= Aire, con k = 0,024 L
m-°C

L ork

LA

Figura 5.3: Mallado

Hemos elegido un recinto con forma eliptica y un radiador interno a temperatura
0 = 25°C, que es a su vez la temperatura inicial del sistema. El mallado que
realizamos en FreeFem++ sobre la habitacién es el que indica la Figura 5.2.
Obsérvese que para el entorno del radiador hemos elegido una densidad de EF
mayor, lo que es totalmente 16gico ya que en su entorno es donde habra un
cambio de temperaturas mayor. En el c6digo, n y m se refieren justamente al
numero de EF y la malla se construye con el comando tipico buildmesh.

A continuacién se muestran los resultados que se obtienen para cada material
con un salto de tiempo dt = 1s desde t = 1s.
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(a) Madera 1 (b) Madera 2

(c) Madera 3 (d) Madera 4

Figura 5.4: Difusién en Madera

Madera 1 2 3 4
T. min °C | 24.5010 | 24.2080 | 23.9655 | 23.7493
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(a) Plata 1 (b) Plata 2

(c) Plata 3 (d) Plata 4

Figura 5.5: Difusién en Plata

Plata 1 2 3 4
T. min °C | 19.8542 | 19.8165 | 19.8162 | 19.8161
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(a) Aire 1 (b) Aire 2

(c) Aire 3 (d) Aire 4

Figura 5.6: Difusién en Aire

Aire 1 2 3 4
T. min °C | 24.8312 | 24.7417 | 24.6720 | 24.6119
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La temperatura mas baja, como es obvio por la condicién de Neumann que
tenemos, se alcanza en la frontera I';. Nétese que el comportamiento térmico
en cada uno de los materiales es bien distinto, en el sentido de la minima tem-
peratura que se alcanza en cada paso de tiempo. Los metales son materiales
con una alta conductividad térmica gracias al tipo de enlace que presentan por
ser sélidos conductores tal y como se vio en la justificacion fisica del principo
del tema. Esto entra en concordancia con las conductividades térmicas antes
indicadas para cada material, ademéas de con el hecho de que la en cada paso
la mayor difusion se haya conseguido para el sistema metalico de plata. La ma-
dera de roble y el aire pueden considerarse materiales aislantes desde el punto
de vista térmico. Tienen baja conductividad y, los resultados que se obtienen
corresponden a bajas pérdidas. Para el cuarto paso de tiempo, la pérdida es de
aproximadamente 0,39 °C' en el caso del aire y de 1,2 °C' en el de de la madera.
En las construcciones, los edificios suelen separarse con camaras de aire. El aire
es un aislante térmico cuando la conveccion es baja frente a la difusiéon. Recuér-
dese que en este problema no hemos considerado efectos convectivos. Ocurre
que antiguamente la anchura de estas cimaras de aire era elevada. Se producian
pérdidas térmicas considerables, lo que a priopi parecia entrar en contraccién
con la Fisica del fenémeno difusivo. Lo que ocurria era que la anchura era lo
suficientemente grande como para que se generaran corrientes de aire en las que
el transporte se producia generalmente por conveccién, término que no se estaba
considerando a la hora de modelar el problema del calor en el disefio de estas
estructuras. Actualmente, a la hora de construir cAmaras de aires se hermetizan
totalmente para eliminar los efectos convectivos.

5.4.2. Segundo Caso: Habitacion

Queremos ahora analizar la situacién algo mas real de una habitacién en la
que no hay corriente de aire (la suponemos totalmente hermética), siendo la
Unica posibilidad de transporte de temperatura la difusiéon, pero con ciertas
particularidades. La pared derecha estd revestida por dos tipos de aislantes
diferentes: uno caro y otro barato. Por motivos econémicos, el volumen ocupado

V.
por el aislante caro (V) tiene que estar en una proporcién fija pu = Ve con el

volumen total (V') que tiene la pared derecha V = [;L,. La dimensién del
interior de la habitacién (£2,) es de L, x L. Tenemos un radiador situado en la
pared izquierda ocupando una parte parcial de (T';.). Los espacios ocupados por
tener cierto grosor la pared derecha y la parte del material caro, seran denotados
respectivamente como Qp y Q.. En I'; suponemos que el flujo de temperatura
es nulo. La pared que limita la habitacién completa en la derecha la denotamos
por Iept, y fijamos su temperatura a T.,;. Lo anterior es totalmente ético en el
sentido de que el exterior acttia de fuente térmica al ser mucho mas extenso que
el interior. Los coeficientes de conductividad térmica son:
W

oC'-m

= Aire, Kk, = 0,032
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= Aislante barato, k. = 0,017 W .
°oC'-m
= Aislante caro, k. = 0,008 L
°oC'-m
T, e

Ly \

'1
3

I Radiator QCL Y P Dext

(K’a) Re

LH_J

x

Figura 5.7: Habitacién

Consideremos también, el interior de todos los dominios €2, y el dominio ocupado
por el aislante barato €2.. La formulacién del problema que tratamos de resolver
es:
-V - (k()VT)=0 en Q,
T
5 = 0 sobre 'y,

n
T =T, sobrel,,
T =T,y sobre'cyy,

donde «(+) es la conductividad térmica total. Llamando como Q. = Qp \ Q. al
dominio de la pared ocupado por el aislante barato, podemos definir x a partir
de la funcién indicatriz I, 4(x) con valor 1 si z € Ay 0 en caso contrario.

k() = Kolpeq, (T) + Kelreca, (@) + Kelzeq, (). (5.45)

Buscamos funciones de H'(£2) que tengan como traza en la frontera las indi-
cadas por las condiciones de contorno tipo Dirichlet anteriores. El problema
anterior tiene solucién tnica como se vio en teoria gracias al Teorema de Lax-
Milgram. Realizamos una discretizacién conforme de Lagrange P!. La versién
discreta también tiene solucién tnica tal y como se vio anteriormente. Mediante
FreeFem+-+, hemos construido la malla sobre €2, obteniendo:

Observamos que la densidad de EF es variable en funcién de la necesidad que
requiere cada una de las zonas, siendo las mas importantes la zona central de
), debido a la accién del radiador, y las zonas que ocupan los aislamientos
térmicos. A continuacién, hemos dibujado las diferentes zonas de la habitaciéon
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Figura 5.8: Mallado Habitacion

en funcién de las conductividades térmicas.

Discretizando los espacios de funciones como antes indicamos, hemos resuelto el
problema para una T,,; = —5°C' y una T;. = 20°C, obteniendo que la difusién
de la temperatura en una habitacion con estas condiciones corresponderia a la
que muestra la Figura 5.9.

Lo que se obtiene es lo esperado. El foco caliente de la habitacién se corres-
ponde con la zona ocupada con el radiador. La temperatura va disminuyendo
a medida que se avanza hacia la derecha. En la zona ocupada por el material
barato la temperatura varia menos que en la zona que ocupa el aire, pero méas
que en la zona que ocupa el material caro. Lo que esta en concordancia con las
conductividades térmicas de los materiales.

Finalmente, FreeFem++ también me devuelve los indicadores J1, J2 y J3 co-
rrespondientes al valor medio, al valor minimo y a la desviacién estandar de la
temperatura en la habitacién. Los valores son:

= J1 =5,36654°C.
= J2 =-2,56279°C.
= J3 =4,64362°C.
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Figura 5.9: Coeficiente de difusién térmica

Figura 5.10: Difusién de Temperatura en la Habitacion



Apéndice A

Elementos del Analisis
Funcional

Con el objetivo de poder realizar un analisis profundo y pulcro desde el punto de
vista matematico de la aproximacion de las ecuaciones de conveccién-difusion
y elasticidad mediante el método de los elementos finitos, en este capitulo se
expondran los aspectos necesarios de la teoria de espacios de funciones para los
enunciados, demostraciones y resultados generales de los que constara la memo-
ria que aqui se presenta.

Los resultados correspondientes a esta capitulo se han tomado principalmen-
te de [1, [2], [3], [3] y [11].

A.1. Espacios de Hilbert y de Banach

Esta seccién esta enfocada a describir algunos conceptos y resultados sobre los
espacios de Hilbert y de Banach. Los espacios de Hilbert constituyen la genera-
lizacion mas inmediata a espacios de dimensién infinita de los espacios euclideos
finitos. De hecho, la intuicién geométrica desempefia un papel importante en
muchos aspectos de su teoria, y ademéas surgen de modo natural y frecuente
en matematicas, fisica e ingenieria; constituyendo herramientas esenciales en la
teoria de ecuaciones en derivadas parciales, mecanica cuantica y procesamiento
de senales. Por su parte, los Espacios Normados son espacios en los que ain
sin producto escalar puede definirse una norma. En concreto, nos centraremos
en los Espacios de Banach (espacios normados completos) por su importan-
cia en el area del andlisis numérico, donde lo que se construye son sucesiones
convergentes.

| Definicién A.1. Se dice que H es un espacio prehilbertiano si H es

79
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un espacto verctorial sobre un cuerpo K en el que estd definida una aplicacion
(,-y: Hx H— K llamada producto escalar. Dicha aplicacién ha de satisfacer:

1. (x,z) >0 y (x,x) =0 si y sdlo si, t=0 VzeH.

2. (x,y) = (y,x)" Va,y € H, y* denotando el conjugado.
3. (Az,y) =Xz,y) VIEK,Va,ye H.

4. (z4y,z) =(x,2) +(y,2) Vrx,y,z€ H.

I Definicién A.2. Si H es un espacio prehilbertiano y x € H, al numero real
no negativo \/{x,z) se le llama norma cuadrdtica de x y se denota como ||x||.
Diremos que la aplicacion x € H — ||z|| es una seminorma en caso de cumplir
todas las propiedades de la norma salvo el punto 1. en la Definicion 2.1.1.

Por una parte, se deduce de forma inmediata que cualquier espacio prehilber-
tiano H es un espacio topologico, en el que todo subconjunto abierto puede
tomarse como unién de las bolas abiertas B(z,7) :={y € H : d(z,y) <r} (z €
H, r > 0) de la topologia. Esto hace que, en particular, podamos hablar de
aplicaciones H — T, con T cualquier espacio topolégico.

Por otra parte, desde el punto de vista métrico, con el objetivo de poder definir
el concepto de espacio de Hilbert, recordemos los siguientes conceptos relativos
a la continuidad y convergencia en un espacio métrico general (X, d), donde d
denota la distancia:

= Se dice que una sucesién x,, C X es de Cauchy cuando, dado € > 0, existe
ng = no(e) € N tal que d(xm,, z,) < €, Ym,n > n0.

= Toda sucesién convergente es de Cauchy (lo que no se cumple en senti-
do contrario a nivel general). El espacio métrico (X, d) se dice completo
cuando toda sucesién de Cauchy es convergente.

= Sean A C X y wp € A. Se tiene que xg € A siy solo si 3z, C A tal que
T, — Tg. A se denomina como la clausura, cierre o adherencia de A. En
particular, obtenemos que A es cerrado si y solo si [z, C A, z, — 9 =
X0 € A]

| Definicién A.3. Se dice que H un espacio prehilbertiano es, ademds, es-
pacio de Hilbert si es completo.

I Definicién A.4. Sea a : H x H — R una forma lineal con H espacio de
Hilbert. Dicha forma lineal se dice:

= continua, si 3c € RT tal que
la(u,v)| < clullv]  Vu,v € H
= coercitiva o eliptica, si Jo € R tal que

la(v,v)| > alv|* VYveH
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| Definicién A.5. Sea X un espacio vectorial. Se dice que una aplicacion
[|-]]: X = R es una norma, si Vx,y € X y VA € R:

1. ||| >0 y ||z|| =0 si y solo six =0
2 [[Azl| = [All||
3 |l +yll < [l + [lyll-

| Definicién A.6. Un espacio X equipado con una norma, se dice espacio
normado.

| Observacién A.1. Como antes se vio, todo espacio prehilbertiano con la
norma cuadrdtica es un espacio normado.

I Definicién A.7. Un espacio normado es separable si contiene un subcon-
junto denso numerable.

| Definicién A.8. Se llama espacio de Banach a un espacio normado que
es completo para la distancia inducida por su norma.

| Definicién A.9. Dados dos espacios normados V,W y un operador lineal
A:V — W, se dice que el operado A es:

= continuo, si dados x € V, y {x,} CV con x, = x, se tiene que Az, —
Azx, con convergencia en W

= cerrado, si dado D CV y para cada {x,} CV con x, =z, conxz €V
tal que Az, —y € W, se tiene que x € D y Az = y.

= acotado si verifica que:

|| Az||w

sup < 00

eV Hx”\/
I Proposicion A.1. Todo operador A : V. — W continuo entre espacios de
Banach es cerrado.
| Definicién A.10. El conjunto de los operadores lineales acotados de V en

W se llama L(V,W).

| Proposicién A.2. El espacio L(V,W) es un espacio vectorial equipado con
la norma:

Az w
I Allz(v,w) = sup Nl Aallw .
zeV ||x||V

I Definiciéon A.11. Sea V un espacio de Banach. Se denomina espacio dual
de V al espacio L(V,R). Se denota por V'.

| Proposiciéon A.3. Sea V un espacio de Banach y W espacio de Hilbert. Sus
espacios duales V' y H' son respectivamente Banach y Hilbert.

I Proposicion A.4. Dado V espacio de Banach, existe un monomorfismo
I':V = V" que viene dado por:

f(U) = <f’ U>V’,V = <Fvaf>vl/7v Vf S V/.
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| Definicién A.12. Se dice que V espacio de Banach es reflexivo si el mono-
morfismo anterior I' es biyectivo.

| Teorema A.1. (De Representaciéon de Riesz para espacios de Hil-
bert) Sea V espacio de Hilbert y V' su espacio dual. Se tiene que los espacios V
y V' son isomorfos como espacios de Hilbert mediante el isomorfismo candnico

R:V — V' dado por:
(u,v)y = (R(u),v)y, y YoV
Ademds, se tiene que ||R||zv,vy) = ||R_1||£(V/,V) =1.

| Observacion A.2. Todo espacio de Hilbert es, trivialmente, reflexivo.

I Definicién A.13. Sean V,W espacios de Banachy A : V. — W un operador.
Se define como operador traspuesto de A como AT : W' — V', dado por la
asignacion:

<ATfa U>V’,V = <f7 AU>W’,W N

I Definicién A.14. Dado un espacio de Banach V y un subconjunto C C V,
se llama anulador de C al subconjunto:

Co={feV'/flv)=0VYveC}.
| Proposiciéon A.5. Dado un espacio de Banach V y un subconjunto C de

V, si C° = {0} entonces, C es denso en V.

| Teorema A.2. (De la Inversa Acotada) Dado un espacio de Banach V
, un espacio normado W y un subespacio E C V', se tiene que si A: E — W es
operador cerrado y el rango de A, A(E) es de seqgunda categoria entonces:

1. A es sobreyectivo, es decir, A(E) =W.

2. Im > 0 tal que Yw € W existe algin v € E con Av = w y ||v|ly <
mlfwl|w .

3. Si AL, entonces es continuo.

| Teorema A.3. (Hahn-Banach) Sea V' un espacio vectorial y M un subes-
pacio de V , si existen p: M — R<q tal que

p(v+w) <p)+pw), Yo,weV
p(tv) =tp(v), VYveV,teR,
y f: M — (R) lineal con f(z) < p(z) Vo € M, entonces IF : V — R tal que:
Fw)=fv) WYveV
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| Observaciéon A.3. Dado un espacio normado V' y un subespacio M C V,
si feM,3IAF eV’ tal que:

fllar = [|Fllv: y fv) =F(v) Vo€ M.

| Teorema A.4. (Banach-Steinhaus) Sean X un espacio de Banach e Y
un espacio normado. Dados I un conjunto de indices de cardinalidad arbitraria y
{Aa}oer un subconjunto de L(X,Y). Se tiene que sisup,e;||Aaz|| < 00, YV €
X, entonces supaer||Aallcix,yy < 00.

A.2. Espacios L*

| Definicion A.15. Se define LP (1) como el espacio de funciones f : X — C
medibles tales que |f|P es integrable. Si f € LP(u) se define:

st = ([ 1)’

|- ||, actia como seminorma en LP(u).

| Teorema A.5. (Convergencia dominada) Sea f, una sucesién en LP(j)
que converge puntualmente a f. Si existe g € LP(u) tal que Vn, |fu| < g;
entonces f € LP(u) y fn converge a f en LP(u).

| Teorema A.6. (Riesz-Fischer) El espacio LP(u) es completo. Mds preci-
samente si f,, es una sucesion de Cauchy en LP(u), entonces existe una subsu-
cesion fr, que converge en casi todo punto a una funcion f € LP(u), ademds
fn converge a f en || -||p.

I Definicién A.16. (Espacio dual) Si E es un espacio de Banach, el con-
junto de todas las formas lineales continuas u definidas sobre E forman un
espacio de Banach con la norma

[ul| = sup {Ju()| : 2 € E, con]le]| < 1}

Este espacio normado se denota por E* y se le llama espacio dual (topoldgico)
de E.

| Definiciéon A.17. (Exponente dual) Dado p € N, se define como expo-
nente dual o conjugado de p al unico ¢ € N, q > 1, tal que % + % =1.

| Teorema A.7. Sea 1 < p < oo, y q el exponente conjugado. El dual de
LP(u) se identifica con L(u), en el sentido de que a cada forma lineal y continua
u € LP(u)* se le puede asociar una funcidn g € LY(u) de forma que Vf € LP(u)

u(f) = /fgdu-
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Ademds ||u|| = ||g|lq- Reciprocamente, cada funcion g € L(u) determina me-
diante (2.3) una forma lineal y continua en LP(u).

El caso p = 1 es mas complicado, lo vemos a continuacién.

| Definiciéon A.18. Se define el espacio L (u) como el conjunto de las fun-
ciones medibles y acotadas f : X — C. Es un espacio vectorial. Para f € L ()
se define la funcidn || - ||oc como:

[|flloc =inf{C >0:|f(x)|<Cectxe X}

Dicha aplicacidn es una seminorma en L (u).

| Teorema A.8. Sip eso— finita el dual de LY(p) se identifica con L>(u)
de la misma forma que para cualquier otro caso LP(u), p > 1.

| Observacién A.4.  El dual de L™ (i) no se identifica con L*(u) mds que en
casos triviales, siendo fdcil ver que cada funcién de L'(u) si induce una forma
lineal y continua en L™ (u). No obstante, a nivel general este tipo de formas
lineales no son todas las que existen.

A.3. Teoria de Distribuciones

Laurent Schwartz (1915-2002) recibi6 la Medalla Fields en 1950 gracias a sus
trabajos sobre la Teoria de Distribuciones, la cual nace de la necesidad de crear
una forma de derivacion mas débil y general que la tradicional forma clasica
para, entre otros, poder trabajar con EDPs y dar una base formal y coherente
de los célculos realizados por fisicos como Paul Dirac en el dmbito de Meca-
nica Cuéntica. El concepto de distribuciéon es mucho més general que el de
funcién, en el sentido que pueden ser infinitamente derivables incluso cuando
se corresponden con funciones no derivables en el sentido clasico. Sus derivadas
son, también, distribuciones. Esta es la razén por la que tiene sentido hablar
de soluciones distribucionales a EDPs de cualquier orden. Ademas, introducir el
concepto de distribuciones es esencial para poder hablar de los espacios en los
que principalmente trabajaremos: los espacios de Sobolev.

A.3.1. Sobre el concepto de solucion de una EDP

Comenzamos el texto expresando la necesidad de crear un nuevo concepto de
solucion a un problema de EDPs. Para ello considérese el problema de estudiar la
flexién de una cuerda eldstica de longitud L, sujeta a los extremos y sobre la que
actia una determinada fuerza f = f(z). La Figura 2.1 representa la situacion.
La ecuacién diferencial que modela esta situacion nace de la combinacion de la
Ley de Hooke de la elasticidad lineal, el principio de conservacion de la cantidad
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uz)

Figura A.1: Carga distribuida

de movimiento y de la consideraciéon de que el medio que tratamos es elastico.
El problema se trata entonces de resolver:

Hallar u € C?(0, L) N CY[0, L]
tal que —(k(z)u(z)") + AMz)u(z) = f(z), Ve (0,L)
u(0)=u(L)=0

que es basicamente hallar la solucién en el sentido clasico del problema. Consi-
dérese ahora que la fuerza en lugar de ser distribuida en la longitud de la cuerda,
se aplica consituyendo una carga puntual como muestra la siguiente figura:

11/2
T

Figura A.2: Carga puntual

Esta es una situacién muy real en la que, no obstante, no puede pedirsele al des-

L
plazamiento ser C2(0, L), ya que la funcién no es diferenciable en = —. Por

claridad en la notacién, no escribimos la dependencia con respecto a x de todas
las funciones implicadas. Si la fuerza f produce un desplazamiento v, entonces
fv es el trabajo, que integrando en toda la cuerda tenemos que:

I
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Procediendo de la misma manera, aplicando la integracién por partes y consi-
derando que los extremos sufren un desplazamiento nulo:

L L
/ —(ku')'v + Auv = / ku'v' + Auv
0 0

Lo que reuniendo todo en una misma expresién nos lleva a que para u ser
solucion del problema, ha de satisfacer:

L L
/ kv 4+ duv = / fo
0 0

No obstante, nos seguimos encontrando con los problemas de que u € C1(0, L)

L
y de que u = 0 es solucién del problema ya que f(x) =0, Vo € [0,L] y = # 3
Ambos resultados contradicen la experiencia fisica.

En una primera correcciéon del modelo, consideremos que la funcién fuerza ve-
rifica:

1 L
fl@)={ 3¢ 2 €STS3He
0 e.c.c

Aplicando el Teorema del Valor Medio y tomando € — 0, el trabajo producido
por esta carga viene ahora dado por:

/Owa/f_f;;:v@e):v(ﬁ).

Luego, una nueva forma de tratar matematicamente el desplazamiento produci-
do por medio de una carga localizada sobre un punto xg, puede hacerse mediante
la intruduccién de una nueva aplicacién, lldmese 5, que acttia sobre una deter-
minada clase de funciones y produce valores siguiendo la regla:

Oz 2 U = (0, V) 1= v(x0).

La anterior es la conocida funcién delta de Dirac, a la que en lo que sigue se le
dard una caracterizacién mas formal.

Este ejemplo ilustra claramente el que fue el origen de la Teoria de las Distri-
buciones.

A.3.2. Espacio de Distribuciones D'({)

En lo que sigue, sea © un subconjunto abierto, conexo y acotado de R, cuya
frontera serd denotada por I'.

I Definicién A.19. Dada g: Q — R una funcion continua, llamamos sopor-
te de g al conjunto:

sopg = {z € Q: g(x) £ 0}
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| Definiciéon A.20. Se denota por C*(Q) al conjunto de funciones definidas
en Q que son k € N veces derivables en el conjunto.

| Definicién A.21. Se denota como C*(Q) al espacio de restricciones a Q) de
las funciones de C*()') donde V' es un abierto que contiene a .

| Definicién A.22. Se denota como Ck(Q) para k € NU {0, 00}, al conjunto
de funciones de C*(§) con soporte compacto en Q.

I Definicién A.23. Se define espacio de funciones test al espacio vectorial
C(Q) y se denota como D().

| Observacién A.5. Las funciones test se anulan en un entorno de I' (con-
tenido en Q).

Figura A.3: Aspecto tipico de Funcion test

A continuacién va a verse que pese a que el espacio D(£2) no sea un espacio
normado, éste puede dotarse de una topologia, la la topologia limite inductivo,
que es compatible con la estructura de espacio vectorial del mismo.

| Definicién A.24. Sean {dn},,>1 C D(RQ) una sucesion y ¢ € D(Q). Dire-
mos que ¢, converge a ¢ en D(Q) si existe un compacto K C Q) tal que:

sop ¢n C K, ¥n > 1y D%, — D¢ uniformemente en Q, Ya € NV,

| Observacion A.6.

= La nocion de convergencia anterior es compatible con la estructura de
espacio vectorial de D(Y), es decir, si ¢, y Py, son dos sucesiones de D(2)
convergentes en D(Q) a ¢ y ¢ respectivamente y si o, B € R, entonces

ady + Bhn = ad + B en D(Q)

» D(Q) se inyecta de forma continua en LP(Y), lo que significa que D(§2) C
LP(Q) (i.e. inclusidn de conjuntos) y que si ¢, — ¢ en D()), entonces
On — ¢ en LP(Q) (i.e. inclusion de topologias).
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= Dado que la convergencia uniforme implica convergencia puntual, se tiene
trivialmente que la funcion ¢ también tiene soporte en K.

Una vez definido el espacio vectorial D(2) dotado con la topologia anterior,
estamos en condiciones de definir su dual topolégico, es decir, el espacio vectorial
de las formas lineales y continuas sobre D(2). Dicho espacio es conocido como
Espacio de las Distribuciones y se denota como D'(2). Acudiendo a la nocién de
convergencia en D(), el espacio D’(Q2) puede definirse de la siguiente manera:

| Definicién A.25. Se dice que T es una distribucién en 2 si es una aplica-
cion T : D(Q) — R lineal que cumple ser secuencialmente continua, i.e.:

dn—¢ en D(Q) = T(¢n) — T(¢) en R.

Dicho conjunto, denotado como D'(82), constituye un espacio vectorial. Se uti-
lizard la notacion (T, ¢) para referirnos a T(9).

Distribucién de Dirac como limite de Gaussianas normalizadas
| | |

0.9

08— |

07— |
06— 1| 4
05 | u|
04 |
03— | -

02— } -

08 06 0.4 02 [ 0.2 0.4 0.6 0.8

Figura A.4: Distribucién de Dirac §p como limite de funciones Gaussianas nor-
malizadas.

| Ejemplo A.1. (La distribucién de Dirac) Fijemos x € Q. Se define 0,
mediante:
8, € D'(Q) : ¢ € D(Q) — (02,¢) = ¥(x) € R.

Es trivial que §, € D'(Q) pues es lineal, secuencialmente continua y no es la
distribucion nula pues 3 € D(Q), (¢ = 1) tal que (05,¢) = ¢Y(z) = 1.

| Proposicién A.6. Si consideramos el espacio L, .(Q) de las funciones f :

Q — R tales que fK |f] < oo para K un compacto de Q, es trivial ver que la
aplicacion:
Ty : D(Q) = R

. <Tf,w>=/ﬂfw



APENDICE A. ELEMENTOS DEL ANALISIS FUNCIONAL 89

es una distribucion sobre Q). Ademds, puede definirse el operador T :
T:f € L)~ T(f)=Tr € D'(Q)
que verifica que
= estd bien definido
= es inyectivo
= es secuencialmente continuo
= no es sobreyectivo.
Demostracion.

» Buena definicién del operador ya que si f,g € L}, .(Q) y f = g casi por
doquier en Q, entonces T(f) = T (g).

. Inyectividad: ker(T)={f € L,.(Q) : =0} =
{feLi(Q): [of1b=0, Ve D )}—{0}

= Secuencialmente continuo ya que si {fn}n>1, f e Lloc( ) y f - f

en Li (), entonces T(f,) = (Ty,,") = fQ fnl) — fQ
T(f) en D'(2).

= No sobreyectividad: Hemos visto que §,, € D'(Q2) delta de Dirac para z € 2

es una distribucién. Si T fuese sobreyectiva, existirfa f € L, () tal que:

(Ty, /fw (60,18 = (), Vi € D(Q)

Tomando funciones tests ¢ € D(Q) tal que sop ¢ € D(Q2—{x}) deducimos
que:

(cha v € D(Q - {2})

de donde deducimos por inyectividad que f = 0, pero esto es absurdo ya
que 9 # 0.

I Observacion A.7. Mediante la inyectividad del operador T identificamos
de forma univoca L},.(2) con un subconjunto de D'(Y) y el hecho de que T
sea secuecialmente continuo hace que se tenga una inclusion de topologias. No
obstante puede demostrarse que T no es sobreyectivo, lo que hace que no todos
los elementos de D'(Q) vengan de una funcién f de Li, ().

| Observacion A.8. Como consecuencia de la desigualdad de Cauchy-Schwartz,
se tiene que L*(Q2) C L}, (), y por tanto, toda funcién de L?(Q) es una distri-
bucion.
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A.3.3. Derivacion débil

Para motivar la definicién de la derivada en Teoria de distribuciones que da-
remos a continuacién, comenzamos justificando la necesidad de ésta. Para ello,
considerense u, D;u € C°(Q) para un cierto i € {1,..,N}. Por ser funciones
continuas, u, D;u € D'(£2). Nos planteamos cudl es la relacién entre ellas vistas
como distribuciones:

(Diu, ) :/Q(DiUW:/QDi(UW—/QUDW

donde se tiene que uyy € C%(Q) y D;(uy) € C(£2). Denotando como v a la
prolongacién por cero fuera de  de una funcién v y gracias a que up y D;(u¢)
tienen soporte compacto en €2, se tiene que:

upp € CP(Q), Diugp € C2(Q) y Diugp = Di(u).
Asi,
Jo Di(wp)dz = [gn Di(u)da =
f]RNfl (fin DA@)de) da:l...da:i_ldxi+1...de =0
donde M > 0 es tal que sop(u)) = sop(uyp) C [~M, M]N. Y en consecuencia
tenemos que:

| Proposicién A.7. Siue CO(Q) es tal que existe Dyu € C°() para algin
i€{l,..,N} entonces:
<Diua 77Z)> == <U, Dl’l/)> .

Por induccién sobre el orden k de derivacion también se obtiene el siguiente
resultado:

| Definicién A.26. Siu e C*(Q), con k > 1, entonces
(D%, ¢)) = (1) (u, D)
para todo multiindice a« = (ay,--- ,ay) € NN tal que |o| =y + -+ + ay, < k.

Esta ultima definicién nos lleva al concepto de derivada en su sentido débil.

I Definicién A.27. Dada T € D'(Q) y o € NV un multiindice, se define la
derivada o de T, D*T, como el elemento de D'(Q?) dado por:

(DT, ) = (—=1)I*I(T, D), Wy € D(Q).

| Observacion A.9.

= Obsérvese que la derivacion débil es congruente con la derivacion cldsica
cuando ésta es posible. En particular si f € C1(Q) las derivadas cldsica y
débil coinciden.



APENDICE A. ELEMENTOS DEL ANALISIS FUNCIONAL 91

» La derivada distribucional siempre existe, es decir, si T € D'(Q), entonces
siempre existe DT € D'(Q) para cualquier orden de derivacion a. En
particular, cualgquier funcién de L}, () serd derivable con derivada una
distribucion.

» La derivacidn de distribuciones es un operador D* : D'(Q) — D'(Q)
secuencialmente continuo.

Funci6n de Heaviside

05— —

05— -

Figura A.5: Funcion de Heaviside

I Ejemplo A.2. (La funcién de Heaviside en R) Considérese la siguiente
funcion:
) x>
H(x):{ 1 siz>0

0 six<O.
He L}, (R) = H € D'(R). Esta funcién no es continua y por tanto no deri-

loc
vable en el sentido cldsico. Vista como distribucion, veamos cudl es su derivada

en el sentido débil. Para ello sea 1) € D(R):

+o00 +o0 M
W) =) = [ HE == [ == [ =00 = Gow)
—00 0 0
con M > 0 tal que sop p C [—M, M]. Deducimos asi que H' = 6y € D'(R) pero
H ¢ L1 (R).

loc

A.4. Espacios de Sobolev

Nuestro objetivo ahora es poder aplicar los resultados anteriores a espacios de
funciones adecuados, con formas lineales y bilineales apropiadas, determinadas
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futuramente con las EDPs con las que trabajaremos. Estos espacios son subes-
pacios de LP(2) y constituyen el entorno natural donde poder trabajar con las
EDPs. Nos referimos a los conocidos Espacios de Sobolev, cuyo nombre se debe
al primer matematico que los introdujo, el soviético Sergei Lvovich Sobolev.
La mayor parte de los resultados aqui expuestos se tomardn de [3] y [4], limi-
tandonos en algunos casos a dar el mero enunciado puesto que su demostracion
sea demasiado extensa o compleja, alejandonos en cualquier caso del propdsito
de esta memoria.

A partir de ahora D y D se tomaran en el sentido débil y el concepto de
integral se asumira en el sentido de Lebesgue.

| Definicién A.28. Sea p € [1,+00) y k € N. Se define como espacio de
Sobolev WXP(Q) a:

Wk2(Q) = {u € LP(Q) : D*u € LP(Q2), Yo € RY tal que 0 < |a| < k}.

| Proposicién A.8. Todo espacio de Sobolev W*P(Q) es un espacio de Ba-
nach separable con la norma asociada:

1/p

|ullwr.r = Z [ D%ul7,
0<|al<k

Demostracion. Para probar que el espacio W¥#P(£2) es un espacio de Banach
hay que probar que es espacio normado y que es completo.

En primer lugar, para probar que es un espacio normado hay que demostrar que
la aplicacién || - ||yx» : WFP(Q) — R satisface las propiedades de la norma, lo
cual es trivial.

En segundo lugar, probar que el espacio W*?(Q) con la norma asociada ||-||yy.»
es completo consiste en demostrar que toda sucesion de Cauchy es convergente
en el espacio. Para ello, tomemos {u, }-_, una sucesién de Cauchy en W*(Q).
Para cada |a| < k, {D%uy,},°_, es una sucesién de Cauchy en LP(Q) para la
cual existe u, € LP(Q) tal que D*u,,, — ug por ser LP(§2) un espacio completo.
Sea ahora u € W*P(Q) y D = u,, |a <k, y 1 € D(Q), entonces:

/ uD%pdz = lim [ w,Ddz = lim (—1)° / (D%, Vtpda = / Ugda
Q Q

y dado que D%u,, — uo = D% V|a| < k en LP(Q) se sigue que u,, — u en
Wkp(Q).

Finalmente tenemos que como W*?(£) es un espacio normado y completo para
la norma || - |[ye.r(0), WHP(Q) es espacio de Banach.

| Proposicién A.9. El espacio C*(Q) es de Banach con respecto a la norma:

1fllen@y = D méx|D?f ().

la|<k *
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| Definicién A.29. La adherencia de Cse () en WFP(Q), se denota como
WP ().

El siguiente resultado es importante a la hora de poder demostrar la Desigualdad
de Korn en el capitulo de la Ecuacién de la Elasticidad. Una demostracién del
teorema puede encontrarse en [8].

| Teorema A.9. Sea Q C RYN abierto, acotado y con borde C*. Si1 <p < N,
entonces V1 < g < p* se tiene que:

WhP(Q) cc LYUQ).

Es decir, la inclusion es compacta. Aqui p* es el llamado conjugado de Sobolev

- 1 _1_ 1 («_ pN
de p, definido comoyz =+ — 5 (P =1 )-

A.4.1. Los espacios de Hilbert H*(Q)

Para nuestro estudio nos interesan especialmente los espacios de Sobolev con
p=2 (i.e. W*2(Q)). Serdn denotados como H¥((2).

| Definicién A.30. El espacio de Sobolev H*(Q) estd definido como:
H*(Q) = {ue L*Q): D*u € L*(Q), Yo € RY tal que 0 < |a| < k}

| Proposicién A.10. El espacio H* es un espacio de Hilbert dotado con el
siguiente producto escalar:

(U, V) g = Z (D%u, D%v)

0< || <k

I Definicién A.31. Se define el espacio de funciones que estan localmente en
HE(Q) como:

Hk

loc

Q) = {u:ue HQ),VQ c Q}

| Observacién A.10. En el caso concreto de p = 2, la adherencia de C5°(2)
en H¥(Q) (i.e. W2 (Q)) se denota como HE(Q).

Problemas de contorno

Los problemas principales al trabajar con espacios de Sobolev aparecen cuando
queremos asignar un cierto valor de la funcién en la frontera I'. Por ejemplo,
podriamos planterarnos qué significa que una funcién f € W*P(Q) se anule en
I'. Recuérdese que I' es un subconjunto de RV que tiene medida nula y que,
por tanto no estd bien definido el valor de f en I'. De hecho, las funciones que
difieren exclusivamente en un conjunto de medida nula, son iguales en el sentido

de LP(R2).
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| Observacién A.11. i dotamos a WEP(Q) de la norma || - W), obte-
nemos un espacio normado y cerrado de W*P(Q) que es de Banach, entonces
WP () es también espacio de Banach. En particular, el espacio HE () es un
espacio completo, dotdndolo de la norma || - || (q)-

Los elementos de W(f "P(Q) pueden interpretarse como funciones cuyas derivadas
hasta orden k — 1 se anulan en la frontera. Desde el punto de vista del Analisis
Funcional, el siguiente resultado es particularmente importante ya que establece
en qué sentido las funciones de W** () tienen valores en la frontera.

| Teorema A.10. (Teorema de Traza en WYP(Q)) Dado Q € RY un
dominio Lipschitz, y sea 1 < p < oo. Eziste una aplicacion lineal y continua
T WhP(Q) — LP(T) tal que para toda f € WHP(Q) N C(Q), se tiene que
(7f)(x) = f(x) para todo x € T.

La versién para el caso H'(£2) es:

| Teorema A.11. (Teorema de Traza en H(Q))Sea Q de clase C' y T
acotada. Fxiste un unico operador lineal y acotado

T HY(Q) — L*(T)

tal que Yu € H' () N C°(Q)
Tu = u|p
I Definicién A.32. Al operador T se le conoce como operador traza.

| Observacién A.12. FEs interesante resaltar que en general C°(Q) no estd
contenido en H(Q), lo cual sélo se verifica de forma necesaria en dimensién 1.

| Corolario A.1. Dados u € HY Q) yv e [Hl(Q)]N, se tiene la siguiente
formula de integracion por partes:

/ Vu - vde = —/ uV - vdz + /(Tu)(rv) ‘- nedo
Q Q r

donde n. es el vector normal unitario a T, y Tv = (Tvq, ..., Tv,) 7.

El operador traza 7 : H'(Q) — L*(T) no es sobreyectivo, de hecho 37 esté
estrictamente contenido en L%(T), i.e. existen funciones de L?(I') que no son
"trazas'de funciones de H'((2). Se tiene la siguiente definicién.

| Definicién A.33. Sea Q € RN, un dominio Lipschitz acotado. Denotamos
por H'Y/2(T"), al espacio definido como:

HY2(I) = {ur : we H'(Q)}
dotado de la norma:

||9||H1/2(r) = inf {||U||H1(Q) ‘uE Hl(Q)vu\r = g} .
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Dado que el operador traza es continuo y, por tanto, acotado, existe una cons-
tante ¢, = ¢ (2, p) tal que :
Hf‘r”l,p(r) < CFHfHWl:P(Q) para todo f € Wl’p(Q)-

Ademads para dominios Lipschitz se tiene que:

HYQ) = {f € HYQ) : f|, = 0}.
Por otra parte, si g € L?(T) se tiene que:

HgHLz(F) S C[‘HuHHl Vu : U|F =4.

Por lo que,
lgllz2ry < er min |lul[zr = crllgll gz
ur=9

| Proposicién A.11. (Desigualdad de Poincaré) Sea v € WHP(Q), se
tiene que 3Cq € Rt :

ullzr @) < CallVullLe(q)- (A1)
| Observacién A.13.  En virtud de la desigualdad de Poincaré, |+ 1z2 ) es
una norma sobre H{ (), equivalente a | - || g1 () -

A.5. Convergencias

Sean X,Y C R"™ espacios de Banach y X* el espacio dual de X.

| Definicién A.34. (Convergencia débil) Sea {zn} C X. Se dice que
{zn} C X converge débilmente a x € X si

lm (f.x,) = (f.x). VfeX".
Se denota con x, — x.

| Definicién A.35. (Convergencia fuerte) Sea {x,} C X. Se dice que
{zn} C X converge fuertemente a x € X si

lim ||z, —z|| = 0.
n— oo
| Proposicién A.12. Sea {zn} C X. Se tiene que
lim ||z, —z|| = 0 = =z, — x.
n—oo

| Teorema A.12. (Banach-Steinhaus) Sea (T;cr) una familia no necesa-
riamente numerable de operadores lineales y continuos de X en Y tal que

sup ||Tiz|| < o0, VzeX.
i€l
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Entonces,
sup ITi|lL(x,y) < oo, VeeX
i€

i.e., 3c € R tal que
|| Tiz|| < cl|z|], VzelX, Viel.
I Definicién A.36. Sea H espacio de Hilbert, y x,, C H, y x € H. Entonces

Tn =< lim (v,z,) = (v,z) Yve H.

n—oo

Ademds, st x, — u yv, C H es tal que v,, — v, entonces lim (v,,x,) = (v,x).
) Y q ) e



Apéndice B

Cédigo FreeFem

B.1. Simulaciones Elasticidad

Cédigo Viga 2D Acero

// SUSANA PEREZ MARTINEZ

// Discretizacion por EF P1 ECUACION DE ELASTICIDAD LINEAL
// Material acero

// Parametros

real rho = 7700;//rho=7700 kg/m~3$.

real mu = 11.05e10;//mu = 11.05e10 N/m~2

real lambda = 14.06e10 ; //lambda= 14.06el10 N/m~2,

2 real gravity = -9.81, twomul=2*mu+lambda; // fuerza de gravedad

sobre el cuerpo (9,81 N), Optimizacion
real n = 50;//numero de elementos para x
real m = 5;//numero de elementos para y
cout << "lambda ,mu,gravity ="<<lambda<< " " << mu << " " << gravity
<< endl;//indica la salida por defecto en pantalla o archivo
//
//Generacion del mallado
int [int] labs=[1,1,1,2]; //numera los bordes
mesh Th=square(n,m,[x*10,y],label=1labs); //square(n, m, [x0+(x1-x0)
*x, yo+(yl-y0)x*xyl)
fespace Vh(Th,[P1,P1]);
//
// Problema
func A = [[twomul , lambda, o. 1,
[lambda , twomul , o. 1,
[ o. , 0. , mu 1] ;

macro epsV(ul,u2 ) [dx (ul) ,dy (u2) ,dy(ul)+dx(u2)] // EOM

macro div(ul,u2 ) ( dx(ul)+dy(u2) ) // EOM
Vh [ul,u2], [vi,v2];

97
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problem Lame ([ul,u2],[vl,v2])=

int2d (Th) (

[dx (ul) ,dy(u2) ,dy(

ul)+dx (u2)] > xAx [dx(v1) ,dy(v2),dy(v1)+dx(v2)] )
+ on(2,ul1=0,u2=0) ;

- int2d(Th) ( rho*gravity*v2)
// Resuelve Problema

Lame;

// Dibujo del mallado

real dmax= ul[].linfty, coef= 3/dmax;

cout << " max deplacement = "

plot (Th,Thm,wait=1,cmm="coef

<< dmax << "

amplification

coef " << coef << endl;
mesh Thm = change (movemesh(Th, [x+ul*coef ,y+u2*coef]),fregion=1);

Cédigo Viga 2D Cobre

// SUSANA PEREZ MARTINEZ

"+coef);

// Discretizacion por EF P1 ECUACION DE ELASTICIDAD LINEAL

// Material Cobre

([} m===cssessssosooooososoosooosososoos

([ ====c=scsscsssscooososocoossososoas

// Parametros

real rho = 8960;//rho=8960 kg/m~3%.

real mu = 15.110e10;//mu = 15.110e10 N/m~2

real lambda = 32.110e10 ; //la

real gravity = -9.81, twomul=2
, Optimiszacion

real n = 50;//numero de elemen

real m = 5;//numero de element

cout << "lambda ,mu,gravity ="<

//

//Generacion del mallado

mbda= 32.110e10 N/m"2,
*mu+lambda; // fuerza sobre el cuerpo

tos para x
os para y

<lambda<< " "

<< mu << " " << gravity
<< endl;//indica la salida por defecto en pantalla o archivo

int [int] labs=[1,1,1,2]; //numera los bordes

mesh Th=square(n,m,[x*10,y],la
*x, yOo+(yl-y0)x*yl)
fespace Vh(Th,[P1,P1]);
//
// Problema
func A = [[twomul , lambda,
[lambda , twomul , 0.

bel=labs); //square(n, m,

[ o. , 0. , mu 11 ;

[x0+(x1-x0)

macro epsV(ul,u2 ) [dx (ul) ,dy (u2) ,dy(ul)+dx(u2)] // EOM
macro div(ul,u2 ) ( dx(ul)+dy(u2) ) // EOM

Vh [ul,u2], [vl,v2];
problem Lame ([ul,u2],[vl,v2])=

int2d (Th) (

[dx (ul) ,dy(u2) ,dy(

ul)+dx(u2)] > xAx [dx(v1) ,dy(v2),dy(v1)+dx(v2)] )
+ on(2,ul1=0,u2=0) ;

- int2d(Th) ( rho*gravity*v2)
//Resolucion del Problema
Lame;

// Dibujo del mallado

real dmax= ul[].linfty, coef=

3/dmax;



APENDICE B. CODIGO FREEFEM++ 99

cout << " max deplacement = " << dmax << " coef " << coef << endl;
mesh Thm = change (movemesh(Th, [x+ul*coef ,y+u2*coef]),fregion=1);
plot (Th,Thm,wait=1, cmm="coef amplification = "+coef);

Cédigo Viga 2D Hormigédn
// SUSANA PEREZ MARTINEZ

// Discretizacion por EF P1 ECUACION DE ELASTICIDAD LINEAL
// Material Hormigon

// Parametros
real rho = 2300;//rho=2300 kg/m~3$.
real mu = 1.125e10;//mu =1.125e10 N/m"2
real lambda = 0.75e10 ; //lambda= 0.75e10 N/m"2,
real gravity = -9.81, twomul=2*mu+lambda; // fuerza sobre el cuerpo
, Optimisation
real n = 50;//numero de elementos para x
real m = 5;//numero de elementos para y
cout << "lambda ,mu,gravity ="<<lambda<< " " << mu << " " << gravity
<< endl;//indica la salida por defecto en pantalla o archivo
//
//Generacion del mallado
int [int] labs=[1,1,1,2]; //numera los bordes
mesh Th=square(n,m,[x*10,y],label=1labs); //square(n, m, [x0+(x1-x0)
*x, yOo+(yl-y0)x*yl)
fespace Vh(Th,[P1,P1]);
//
// Problema
func A = [[twomul , lambda, o. 1,
[lambda , twomul, o. 1,
[ 0. , 0. , mu 11 ;

macro epsV(ul,u2 ) [dx (ul) ,dy (u2) ,dy(ul)+dx(u2)] // EOM

macro div(ul,u2 ) ( dx(ul)+dy(u2) ) // EOM

Vh [ul,u2], [v1,v2];

problem Lame ([ul,u2],[vl,v2])= int2d(Th) ( [dx (ul) ,dy (u2) ,dy(
ul)+dx(u2)] ’*Ax* [dx (v1) ,dy(v2) ,dy(v1)+dx(v2)] )

- int2d(Th) ( rho*gravity*v2) + on(2,ul=0,u2=0) ;

//Resolucion del Problema

Lame;

// Dibujo del mallado

real dmax= ul[].linfty, coef= 3/dmax;

cout << " max deplacement = " << dmax << " coef " << coef << endl;

mesh Thm = change (movemesh(Th, [x+ul*coef ,y+u2*coef]),fregion=1);

plot (Th,Thm,wait=1,cmm="coef amplification = "+coef);
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Cédigo Cubo

load "msh3"
load "medit"
//Funciones basicas para construir una malla regular de un cubo

mesh3 Cube (NN,BB,L) ;
-- construye la superficie mallada de una caja en 3D
where: for exqmple:
int[int] NN=[nx,ny,nz]; // the number of seg in the 3 direction
real [int,int] BB=[[xzmin,xmax],[ymin,ymax],[zmin,zmax]l]l; //
bounding bax
int [int,int] L=[[1,2],[3,4],[5,61]; // the label of the 6 face
left ,right, front, back, down, right
*/
func mesh3 Cube(int[int] & NN,real[int,int] &BB ,int[int,int] & L)
{
// first ©Dbuild the 6 faces of the hex.
real x0=BB(0,0),x1=BB(0,1);
real y0=BB(1,0),y1=BB(1,1);
real z0=BB(2,0),z1=BB(2,1);

int nx=NN[0] ,ny=NN[1],nz=NN[2];
mesh Thx = square(nx,ny, [x0+(x1-x0)*x,y0+(yl-y0)*yl);

int[int] rup=[0,L(2,1)], rdown=[0,L(2,0)],
rmid=[1,L(1,0), 2,L(0,1), 3, L(1,1), 4, L(0,0) 1;
mesh3 Th=buildlayers (Thx,nz, zbound=[z0,z1],
labelmid=rmid, labelup = rup,
labeldown = rdown);

return Th;

Cédigo Viga en 3D

// Susana Perez Martinez
// Septiembre de 2019

// Problema de Elasticidad Lineal en 3D (Ecuaciones de Lame)

load "medit"

//Definimos la malla:

include "cube.idp";// Incluimos la definicion del cubo
int [int] Nxyz=[20,5,5];

real [int,int] Bxyz=[[0.,5.],[0.,1.]1,[0.,1.1];

int [int,int] Lxyz=[[1,2],[2,2],[2,2]1];

mesh3 Th=Cube (Nxyz ,Bxyz,Lxyz);

// Definimos los parametros:

real E = 21.5e4;
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real sigma = 0.28;

real mu = E/(2*%(1l+sigma));

real lambda = Exsigma/((1+sigma)*(1-2*sigma));

real gravity = -9.81;

// Discretizamos el espacio con Elementos Finitos tipo P1

fespace Vh(Th,[P1,P1,P1]);

Vh [ul,u2,u3], [v1,v2,v3];

cout << "lambda ,mu,gravity ="<<lambda<< " " << mu << " " << gravity
<< endl;

real sqrt2=sqrt(2.);
macro epsilon(ul,u2,u3) [dx(ul),dy(u2),dz(ud),(dz(u2)+dy(u3d))/
sqrt2, (dz(ul)+dx(u3))/sqrt2, (dy(ul)+dx(u2))/sqrt2] // EOM

macro div(ul,u2,u3) ( dx(ul)+dy(u2)+dz(u3) ) // EOM
// Resolvemos el problema
solve Lame ([ul,u2,u3],[vl,v2,v3])=

int3d (Th) (

lambda*div (ul,u2,ud)*div(vli,v2,v3)
+2.*xmu*( epsilon(ul,u2,u3)’*epsilon(vi,v2,v3) ) //’)
)

- int3d(Th) (gravity*v3)

+ on(1,ul1=0,u2=0,u3=0)
real dmax= ul[].max;
cout << " max deplacement = " << dmax << endl;
//ut << " maximo desplazamiento="<<dmax<<endl;
real coef= 0.1/dmax;
int [int] ref2=[1,0,2,0];
mesh3 Thm=movemesh3(Th,transfo=[x+ul*coef ,y+u2*coef ,z+u3*coef],

label=ref2);

Thm=change (Thm, label=ref2) ;
plot(Th,Thm, wait=1,cmm="coef amplification = "+coef );

B.2. Simulaciones Conveccion-Difusion

Cédigo Difusién Madera

// Susana Perez Martinez

//

// Problema lineal de calor con condiciones de Dirichlet no
homogeneas y
condiciones de flujo tipo Neuman no homogeneas

//
// Parametros:
real kappa = 0.17; // conductividad termica de Madera de Roble

real theta = 25; // temperatura inicial en el contorno
real n = 100; //numero de elementos finitos para Gammal
real m = 60; //numero de elementos finitos para Gamma2
real dt = 1.0; // salto de tiempo

//

// Se definen los bordes
border Gammal (t=0,2*pi){x=2.5*cos(t); y=1.75*sin(t);}
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border Gamma2(t=0, 1){x=-0.5+t; y=0.2;}

// Se define la malla

mesh Th = buildmesh (Gammal (n)+Gamma2(m));

// Se dibuja la malla
plot(Th, wait=1, ps="Th.eps");

//

// Se discretiza el espacio de funciones

fespace Vh(Th,P1);

Vh uh, uold, vh;

//

// Problema

uh = theta; uold = uh;

problem heatstep(uh, vh, solver=LU) =

int2d (Th) (uh*vh/dt)
int2d (Th) (uold*vh/dt)

+ int2d (Th) (kappa*dx (uh)*dx (vh) + kappa*dy(uh)*dy(vh))
+ int1d(Th, Gammal) (kappa*vh)

+ on(Gamma2, uh=theta); // Condiciones de Dirichlet en Gamma2
// Hallamos la solucion para 6 tiempos diferentes

for (int it=0;it<4;it++) {

// Se renueva la temperatura con respecto al tiempo anterior
uold = uh;

// Se realiza un salto de tiempo y se resuelve

heatstep;

//Se dibuja la solucion

plot (uh, nbiso=50, fill=1, value=1, wait=1, ps="res"+it+".eps")

}

Cédigo Difusién en Plata con salto de tiempo dt = 1

// Susana Perez Martinez

//

// Problema lineal de calor con condiciones de Dirichlet no
homogeneas y
condiciones de flujo tipo Neuman no homogeneas

//
// Parametros:
real kappa = 419; // conductividad termica de Plata

real theta = 25; // temperatura inicial en el contorno
real n = 100; //numero de elementos finitos para Gammal
real m = 60; //numero de elementos finitos para Gamma?2
real dt = 1; // salto de tiempo

//

// Se definen los bordes

border Gammal (t=0,2*%pi){x=2.5%cos(t); y=1.75*sin(t);}
border Gamma2(t=0, 1){x=-0.5+t; y=0.2;}

// Se define la malla

mesh Th = buildmesh (Gammal (n)+Gamma2(m));

// Se dibuja la malla

102
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plot(Th, wait=1, ps="Th.eps");

//

// Se discretiza el espacio de funciones

fespace Vh(Th,P1);

Vh uh, uold, vh;

//

// Problema

uh = theta; uold = uh;

problem heatstep(uh, vh, solver=LU) =

int2d (Th) (uh*vh/dt)

- int2d (Th) (uold*vh/dt)

+ int2d (Th) (kappa*dx (uh)*dx(vh) + kappax*dy(uh)*dy(vh))

+ int1d(Th, Gammal) (kappa*vh)

+ on(Gamma2, uh=theta); // Condiciones de Dirichlet en Gamma?2
// Hallamos la solucion para 4 tiempos diferentes

for (int it=0;it<4;it++) {

// Se renueva la temperatura con respecto al tiempo anterior
uold = uh;

// Se realiza un salto de tiempo y se resuelve

heatstep;

//Se dibuja la solucion

plot (uh, nbiso=50, fill=1, value=1, wait=1, ps="res"+it+".eps");

3

Cédigo Difusion en Aire

// Susana Perez Martinez

//

// Problema lineal de calor con condiciones de Dirichlet no
homogeneas y

// condiciones de flujo tipo Neuman no homogeneas

//

real kappa = 0.024; // conductividad termica del Aire
real theta = 25; // temperatura inicial en el contorno
real n = 100; //numero de elementos finitos para Gammal
real m = 60; //numero de elementos finitos para Gamma?2
real dt = 1; // salto de tiempo

//

// Se definen los bordes

border Gammal (t=0,2*pi){x=2.5*cos(t); y=1.75*sin(t);}
border Gamma2(t=0, 1){x=-0.5+t; y=0.2;}

// Se define la malla

mesh Th = buildmesh (Gammal(n)+Gamma2(m));
// Se dibuja la malla
plot(Th, wait=1, ps="Th.eps");

//

// Se discretiza el espacio de funciones
fespace Vh(Th,P1);

Vh uh, uold, vh;

//

// Problema
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uh = theta; uold = uh;

problem heatstep(uh, vh, solver=LU) =

int2d (Th) (uh*vh/dt)

- int2d (Th) (uold*vh/dt)

+ int2d (Th) (kappa*dx (uh)*dx(vh) + kappax*dy (uh)*dy(vh))

+ int1d(Th, Gammal) (kappa*vh)

+ on(Gamma2, uh=theta); // Condiciones de Dirichlet en Gamma?2
// Hallamos la solucion para 4 tiempos diferentes

for (int it=0;it<4;it++) {

// Se renueva la temperatura con respecto al tiempo anterior
uold = uh;

// Se realiza un salto de tiempo y se resuelve

heatstep;

//Se dibuja la solucion

plot (uh, nbiso=50, fill=1, value=1, wait=1, ps="res"+it+".eps");

3

Cédigo Difusién en Habitacion y Pared

// Susana Perez Martinez

// Temperatura en las paredes de una habitacion con radiador

// La pared esta compuesta por dos materiales: uno caro y uno
barato.

// Parametros

real Lx = 4, Ly=5, lr=1, 1x=0.3; // longitud horizontal, y
vertical de la planta, del radiador y anchura de la pared.

real Tr=20, Text = -5; // temperaturas del radiador y externa
respectivamente

real hy = 0.1;

real hx = 0.

real mu = 0.2;

real kappaa 0.032; //conductividad del aire

real kappac 0.017; //conductividad del material barato

real kappae = 0.008; //conductividad del material caro

real V = 1lx*Ly; //volumen de la pared

real Ve = mu * V; //volumen del material caro

real xem = Lx + hx;

real deltaxe = Ve / (Ly-2xhy);

// Definimos los bordes de la habitacion

border c1(t=0,Lx){x=t; y=0;} //borde inferior

border cilp(t=Lx,Lx+1x){x=t; y=0;} //borde inferior pared

border cext(t=0,Ly){x=Lx+1x; y=t;} //borde exterior (pared derecha
)

border c3p(t=Lx+1lx,Lx){x=t; y=Ly;} //borde superior pared

border c3(t=Lx,0){x=t; y=Ly;} //borde superior pared

border c4(t=Ly,Ly/2+1r/2){x=0; y=t;} //borde superior al radiador
pared izquierda

border cr(t=Ly/2+1r/2,Ly/2-1r/2){x=0; y=t;} //borde donde esta el
radiador

border c5(t=Ly/2-1r/2,0){x=0; y=t;} //borde inferior al radiador
pared izquierda

>
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26  border cO0(t=0,Ly){x=Lx; y=t;} //borde interno de la pared derecha

27 //

28  border cel(t=xem, xem+deltaxe){x=t; y=hy;} //bode superior de la
pared ocupada por material caro

20  border ce2(t=hy,Ly-hy){x=xem+deltaxe; y=t;} //borde derecho de la
pared ocupada por material caro

30 border ce3(t=xem+deltaxe, xem){x=t; y=Ly-hy;} //borde infererior
de la pared ocupada por material caro

31 border ced4(t=Ly-hy,hy){x=xem; y=t;} //borde izquierdo de la pared
ocupada por material caro

32 // Construccion de la malla

33 mesh Th = buildmesh(c1(30)+cip(10)+cext (100)

34 +c3p(10)+c3(30)+c4(15)+cr (15)+c5(15)+c0(100)

35 +cel(15)+ce2(500)+ce3(15)+ce4(500));

36 // Dibujo de la malla

37 plot(Th, ps="mesh.eps", wait=1);

38 mesh Th2=buildmesh( c1(30)+c0(100)+c3(30)+c4(15)

o +cr(15)+c5(15) );

w0 // Discretizacion del espacio

11 fespace Vh(Th, P1);

42 Vh kappa, th, vh;

i3 real regionl = Th(Lx/2,Ly/2) .region;

14  real region2 = Th(xem+deltaxe/2, Ly/2).region;

15 kappa = kappac + (kappaa-kappac)*(region==regionl)

16 +(kappae -kappac)*(region==region2) ;

17 plot(kappa, nbiso=60, fill=1, value=1,wait=1);

18 // Definicion del problema

19 problem thermal (th, vh) =

50 int2d (Th) (kappa*dx (th)*dx (vh)+kappa*dy (th) *dy(vh))

51 +on(cext, th=Text)

52 +on(cr, th=Tr);

53 //Resolucion del problema

54 thermal;

55 reall[int] colorhsv=[ // color hsv model

56 4./6., 1 , 0.5, // azul oscuro

s7 4./6., 1 , 1, // azul

ss 5./6., 1 , 1, // magenta

s 1, 1. , 1, // rojo

60 1, 0.5 , 1 // rojo claro

61 1;

62 reall[int] viso (26);

63 for (int i=0; i<viso.n; i++)

61 viso[i] = -5+ij;

65 plot(th,viso=viso(0:viso.n-1), value=1, fill=1,wait=1,

66 ps="tfield.eps");

67 // Indicadores

6s fespace Vh2(Th2, P1);

6o Vh2 th2 = th;

70 real J1, J2, J3;

71 J1 = int2d (Th2) (th2)/Th2.area; // valor medio

72 J2 = th2[].min; // valor minimo

73 J3 sqrt (int2d (Th2) ((th2-J1) "2) /Th2.area); //desviacion tipica

74 // Impresion en pantalla

75 cout << "Mean temperature = " << J1 << endl;
76 cout << "Min temperature = " << J2 << endl;
7 cout << "Standard deviation = " << J3 << endl;

7
78 cout << "Done." << endl;
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