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Resumen

En este TFG nuestro objetivo serd probar la paradoja de Banach-Tarski, la cual nos dice
que: dados dos subconjuntos acotados X e Y de R3, con interior no vacio, existird un ntimero
natural n y particiones {X; : 1 < j <n}e{Y;:1<j<n}deX eV respectivamente (cada una
de n partes) de forma que X; es congruente con Y; para todo j. Que sean congruentes implica
que existe una isometria en R? que transforma X en Yj. Para probarlo, usaremos como guia

las versiones de la demostracién de Karl Stromberg y Stan Wagon.

Finalmente, reservaremos el ultimo capitulo para analizar el motivo por el que no existe una

paradoja similar en in R y R?.






Abstract

In this work the objetive will be the proof of the Banach-Tarski paradox. It states that given
two bounded subsets X and Y of R? , each having nonempty interior, then there is a natural
number n and partitions {X; : 1 < j < n} and {Y; : 1 < j < n} of X and Y respectively
(into n pieces each) such that X is congruent to Y; for all j. Congruent means that,for each j,
there is an isometry of R? that transform X j to Y;. To prove it, we will use as guide the Karl

Stromberg’s and Stan Wagon’s versions of the proof.

Finally, the last chapter is reserved to analyze the reason why it is not possible a similar

paradox in R and R2.






Introduccion

En este TFG, estudiaremos la demostracién de la paradoja de Banach-Tarski, la cual nos
dice que se puede dividir un conjunto acotado de R? de forma que, mediante la reordenacién de
esas divisiones (mediante isometrias), podemos obtener otro conjunto acotado de forma que no

hay restriccién de tamano de dichos conjuntos.

En el primer capitulo, utilizaremos como guia la demostracién de Karl Stromberg, en la cual
estudiaremos algunas propiedades de las isometrias en el espacio R3. Posteriormente selecciona-

remos las siguientes matrices

_71 *T‘/g 0 —cosf 0 send
p=| ¥ Lo y o= 0 -1 0
0 0 1 sen 0 0 cosf

y veremos que dichas matrices forman un subgrupo dentro de las isometrias en R?, al que
llamaremos el grupo G, y veremos algunas propiedades de dicho subgrupo. Esto serd para de-
mostrar otra paradoja de conjuntos, la paradoja de Hausdorff, la cual emplearemos para la
demostracién de la existencia de una particion de la esfera unidad en diez partes disjuntas de
forma que, mediante la aplicaciéon a dichas partes de las isometrias que conforman el grupo G,

obtenengamos dos esferas del tamano de la esfera original.

Usando lo anteriorpodremos ampliar dicho resultado a la bola unidad, que denotaremos como
B, teniendo en este caso que la particién la conforman 46 elementos, obteniendo finalmente dos

bolas unidad.

Finalmente demostraremos que esta propiedad no se restringe tinicamente a la bola unidad,
sino que podemos ampliarlo a cualquier par de conjuntos acotados de R?, demostrando de esta
forma la paradoja de Banach-Tarski. Para ello se introducird el concepto de congruencia de
conjuntos, teniendo que los conjuntos de la particién del conjunto origen, al que denominaremos

X, son congruentes con los conjuntos de la particion del conjunto destino, al que denomiraremos
Y.
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En el segundo capitulo demostraremos de nuevo la paradoja, utilizando esta vez como guia
el desarrollo que aparece en el libro de Stan Wagon, en el que introduciremos los conceptos de
conjunto paraddjico y de grupo libre. Estos conceptos se relacionaran gracias a los puntos fijos
que tenga el grupo libre obteniéndose que, si no posee ninguno, el conjunto en el que actia el

grupo libre es paraddjico.

Demostraremos nuevamente la paradoja de Hausdorff, empleando ahora las matrices de Sdato

6 2 3 2 -6 3
1 1
U:? 2 3 —6 T== 6 3
-3 6 2 -3 2 6

e introduciremos algunos conceptos de la teoria de la medida, como por ejemplo, que un
conjunto sea G-despreciable, obteniendo como resultado que si un conjunto es paraddjico res-
pecto a (G, se tiene que es G-despreciable. Esto sera ttil en la demostracion de que la esfera es

SO3-despreciable.

Como clausura del segundo capitulo, definiremos el concepto de equidescomponibilidad de
conjuntos y de congruencia de poligonos, demostrando que son equivalentes. Posteriormente
y gracias a las propiedades obtenidas, podremos probar que si un conjunto es G-despreciable,
serd también paraddéjico. Como resultado se tendra que la esfera unidad es un conjunto paraddjico
y, ampliando dicha propiedad a cualquier conjunto, demostrando nuevamente la paradoja de
Banach-Tarsks.

Finalmente, el tercer capitulo de este TFG consistird en la prueba de que, para conjuntos que

se encuentren en la primera y segunda dimensién, no se cumple la paradoja de Banach-Tarski.

Para ello trabajaremos con la teoria de la medida, mas especificamente de medidas finitamen-
te aditivas e introduciremos la definicién de grupo amenable. Mediante el empleo de medidas
finitamente aditivas, veremos que un grupo amenable no puede ser paraddjico, por lo que fina-

lizaremos demostrando que las isometrias en R y R? son grupos amenables.
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Capitulo 1

Prueba de Stromberg

1.1. Introduccion

La paradoja de Banach-Tarski es un famoso teorema que nos habla sobre la equivalencia de
conjuntos. Para demostrar este teorema utilizaremos la versién de Karl Stromberg [1] como guia.

Empezaremos enunciando el teorema para posteriormente demostrarlo.

Teorema 1.1 (Paradoja de Banach-Tarski) Sean X eY dos conjuntos acotados de R? con
interior no vacio, entonces existe un nimero n € IN tal que existen particiones {X; : 1 < j <n}

e {Y;:1<j<n} deXeY respectivamente, tales que X; es congruente con Y; para todo j.

En resumen, si tenemos cuerpos acotados X e Y de R? tal que X e Y contienen bolas cerradas,
podemos descomponer X en un numero finito de partes y reordenando dichas partes, mediante
rotaciones y traslaciones, obtenemos Y. Lo curioso es que no tenemos condicién alguna para X

o Y, ni siquiera de tamano.

Una consecuencia de este teorema seria que si tenemos dos bolas de radios 1 y 2 respectiva-
mente, podemos crear particidnes de las bolas en n partes cada una, de forma que cada elemento
de la particién de la bola de radio 1 sea congruente con un elemento de la particion de la esfera
de radio 2. Empezaremos definiendo varios conceptos que seran necesarios a la hora de realizar
la prueba.

Definicién 1.2 Para x = (21, z2,23) € R? definimos la norma de x como:
1/2

2| = (2} + 23 + 23)

Definicién 1.3 El conjunto {z € R?: |z — a| < 7} es una bola cerrada de radio r centrada en
a€R3
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Definicion 1.4 Una matriz ortogonal es una matriz n X n con coeficientes reales cuya trans-
puesta es igual a su inversa, es decir, dada A una matriz, esta serd ortogonal si se cumple
que:

AA Y = AA =1,

Definicién 1.5 Un subconjunto de R? es acotado si esta contenido en una bola cerrada.
Definicién 1.6 Un subconjunto X € R? tiene interior no vacio si contiene una bola cerrada.

Definiciéon 1.7 Una rotacién es una matriz ortogonal 3 X 3 p cuyo determinante es igual a 1.
Podemos ver que p es también una funcién p : R® — R3. Denotamos p(z) para representar al

vector obtenido multiplicando p por el vector columna x:

P11 P12 P13 r1
p(x) = P21 P22 P33 T2
P31 P32 P33 x3

Sin embargo, la definicién habitual de rotacion es la de una funcién que preserva las distancias
al mover los puntos de un cuerpo alrededor de un eje de rotacién. Veremos mas adelante que

nuestra definicién de rotacion es equivalente a definicién clésica.

Otra propiedad interesante de las rotaciones es que son un grupo. Recordemos que un conjunto

de matrices forman un grupo si cumple las siguientes propiedades:

= Clausura: dados dos elementos X e Y, su producto también se encuentra en el conjunto

» Elem. Identidad: Existencia del elemento identidad en el conjunto (En este caso denotado

por I)

» Elem. inverso: Para cada X perteneciente al conjunto, X ! esta en el conjunto y se cumple
que XX 1=1

Teorema 1.8 El conjunto de las rotaciones forman un grupo. Es decir, el conjunto de las
matrices ortogonales 3 x 3 con determinante igual a 1 satisface las condiciones de clausura y

posee elementos identidad e inverso.

Demostracion.

Empezaremos la demostraciéon recordando algunas propiedades del algebra lineal que seréan

utiles en la prueba. Sean « y [ dos matrices, se cumple:
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1. det(aB) =det(a) det(3)

2. Si a y 8 son invertibles, entonces a 3 es invertible y, ademés (o 3)~! = =t a1

3. (af) =pal

Empezaremos ahora con la demostracién del teorema propiamente dicha:

Clausura. Necesitamos probar que el producto de dos rotaciones cualesquiera sigue siendo

rotacion. Sean oy 8 dos rotaciones arbitrarias. Tenemos entonces que:

det(a- ) = det(a) -det(f) =1-1=1

Por tanto esto prueba que « - 3 pertenece al conjunto de las rotaciones.

FElem. identidad. Es facilmente comprobable que la matriz identidad serd nuestro elemento
identidad, ya que

It=r

det(l) =1

FElem. inverso. Tenemos que probar que el elemento inverso de una rotacién es también una
rotacién. Por nuestra definicién de rotacién tenemos que, dada p rotacién, p—!

= p'. Veamos
que det(p~")=1y (p~") ' = (p~")".

Sea « una rotacion:

det(a> = all(a22a33 - a23a32) - a12(a21a33 - a31a23) + a13(a21a32 - a3la22) =1

det(a_l) = det(a') = a11(aass — agaaz3) — az (a12ass — a13a32) + az1(a12a93 — arzag) = 1

det(a) = det(a™) =1

Sabemos ahora que o~ ! = a'. Realizando una trasposicién en ambos lados, observamos

que (1) = (af)f. Como al trasponer dos veces una matriz se obtiene la matriz original,
(™! = «. Finalmente, tenemos que (a~!)™' = a, lo que implica que (a™')~! = (a™1)!

demostrando de esta forma que ! es una rotacién.
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Definicién 1.9 Un movimiento rigido (también llamado transformacién Euclidea) es una fun-
cion 7 : R3 — R3 de forma 7(x) = p(z) + a con x € R3 | con p una rotaciéon y a € R3. Es

decir, un movimiento rigido es una transformaciéon que incluye una rotaciéon y una traslacién.

Como las rotaciones, el conjunto de movimientos rigidos forma un grupo. Esto serd importante

mas adelante, por lo que procederemos con la demostracién de esta caracteristica del conjunto.

Teorema 1.10 El conjunto de los movimientos rigidos 7(x) = p(x)+a donde p es una rotacién

y a € R? es un grupo.

Demostracion.

Clausura. Sea r(z) = p(z) + a y s(x) = 7(z) + b dos movimientos rigidos donde p y 7 son
rotaciones y a, b puntos fijados de R3. Tenemos que demostrar que (r o s)(x) es un movimiento

rigido.

(ros)(z) =r(r(z) +b) = p(7(x) + b) + a = p(7(x)) + p(b) +a

Como sabemos que el grupo de rotaciones es cerrado p(7(x)) es una rotacién. Después,
observamos que la rotacién de un punto es un punto en R®. Entonces tenemos que (7 o s)(z)
es composicién de una rotacién y una traslaciéon de R? y, por tanto, un movimiento rigido. Por

tanto se cumple la condicion.

FElem. identidad. Podemos probar facilmente que el elemento identidad es aquel formado por

p=tya=0.

Elem. inverso. Sea r(x) = p(x) 4+ a donde p es una rotacién y a un punto de R3. El elemento

inverso de r(x) es r~!(z) = p~!(x) — p~(a), ya que

(ror ) (@) = r(p~ (@) — p~1(a)) = plp~ (@) — p (@) +a =z —a+a=2s
Entonces simplemente tendremos que demostrar que p~!(x) — p~1(a) es un movimiento rigido.

1 es también una

Como p es una rotacién y el conjunto de las rotaciones son un grupo, p~
rotacion. Empleando ahora el mismo razonamiento que en el primer apartado, tenemos que

p~1(a) es un punto de R3. Por tanto ! (x) cumple las condiciones de ser un movimiento rigido.
[ |

Definicion 1.11 Dos subconjuntos X e Y son congruentes, denotado por X 2 Y si existe un
movimiento rigido r tal que 7(X) = Y. Entonces X es congruente con Y si y solo si hay una

manera de transformar X en Y mediante movimientos rigidos.
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Definiciéon 1.12 Una particién de un conjunto X es una familia de conjunto cuya unién es X

y son disjuntos dos a dos. Esto es, {X; : 1 <j < n} una particion de X de n elementos, cumple:

Alguno de estos X; pueden ser conjuntos vacios.

1.2. Rotaciones

Ahora que hemos establecido algunas definiciones bésicas, probaremos algunas caracteristicas
de las rotaciones, que seran un pilar fundamental para la demostracion del teorema de Banach-
Tarski. En el siguiente teorema demostraremos que nuestra definicion de rotacién es equivalente

con la definicion clésica de rotacién.

Teorema 1.13 Todas las rotaciones tienen las siguientes propiedades:
1. La imagen de una linea al realizar una rotacién sigue siendo una linea. Esto es, p(b +
tc) = p(b) + tp(c) para todo b,c€ R® y t € R.

2. Las rotaciones conservan el producto interno. Es decir, dados dos puntos z,z’ € R? tales

que p(z) =y, p(2') =y se tiene que:

3 3
<y,y >= Zylyg = szx; =<z,2' >
i=1 i=1
3. Las rotaciones conservan las distancias. Es decir, para cualquier x € R3 | |p(x)| = ||

4. Si p # I, entonces el conjunto A = {x € R3: p(z) = x} es una linea que pasa a través del
origen. Es decir, existe un punto p € R? tal que A = {tp: ¢t € R} y |p| = 1. Llamamos a

A eje de la rotacién.

5. Si ¢ es un punto cualquiera de R que tenga las caracteristicas de p descritas en el apartado

anterior, entonces p = ¢ 0 ¢ = —p. Llamamos a p y a —p polos de p.
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Demostracion.

1. Empezamos aplicando p a una linea de la forma b + tc donde b,c son vectores de R? y ¢

un escalar de R. Se tendra entonces que:

p(b +tc) = p(b) + p(tc) = p(b) + tp(c)
que es una linea en R3.

2. Seas z,2’ € R3 tales que p(z) = y, p(z') = 3. Como p es ortogonal, sabemos que p' = p~*

de forma que el producto de p con su traspuesta es igual a la identidad. Sabemos también

que las entradas de las columnas de p son las mismas que las filas de p'.

Usando esto, vemos que 25’:1 pijpik = Lj. Como las entradas de la matriz identidad estan
formadas por 1’s en los elementos de la diagonal (j=k) y 0’s en cualquier otro caso tenemos

que:

3
> i1 Vi

3 3 3
Zi:l (Zj:l Pz’j%‘) (Zk:1 sz$;€>
3 3 3
= 2in §:j1<§:k1pmpuﬂyxz>)
3 3 .
= Zj:l Zk:l ijle‘§€>

_ 3 ol

= Qi1 Tl
3. Sabemos que la raiz cuadrada del producto de un vector consigo mismo es igual al tamano
del vector. Por tanto, como el producto interno es conservado por las rotaciones, por lo que

como consecuencia se tiene que las distancias también son conservadas por las rotaciones.

Podemos demostrar esto haciendo la sustitucién de 2’ = z en el cdlculo de la prueba

anterior:
3 3
Y=Y vy =y @il = |af?
i=1 i=1
Esto prueba que |y|? = |z|? o, lo que es equivalente, |y| = |z| ya que ambos elementos son
no negativos. Esto es lo mismo que decir que |p(z)| = |z|, concluyendo con la prueba de

que las rotaciones conservan las distancias.
4. Sea A una matriz k x k. Entonces:

= Un autovalor de A es un escalar A tal que existe un vector no nulo de forma que se

cumple que Az = Azx.
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= ) es un autovalor de A si y solo si (A — AI) = 0 tiene solucién no nula.

= Definimos ecuacién caracteristica de A como det(A —AXI) =0

Empezaremos fijando p una rotacién cualquiera. Suponemos que p # I ya que en caso
contrario no habria nada que demostrar. El polinomio caracteristico de p, escrito f(\) es
det(p — A\I). Empezaremos esta demostraciéon viendo que esta matriz tiene un autovalor
igual a 1, ya que esto es igual que decir que p(x) = 1-z para algiin x € R?. Como estamos

buscando un vetor no nulo tal que p(x) = x, el autovector asociado al autovalor 1 serd x.

Como p es una matriz 3 x 3, sabemos que el polinomio caracteristico es de orden ctibico con
coeficientes reales. Como las funciones cibicas recorren desde —oo a 0o y son continuas,
el teorema del valor intermedio nos dice que existe un valor tal que la funcién cubica es

igual a 0 en dicho valor, por lo que debe haber al menos una raiz real.

Sean A1, A2 y A3 las tres raices del polinomio caracteristico de p. Puede darse el caso de
que algunas de estas raices esten repetidas o que sean raices complejas. Sean A; la raiz con

mayor parte real. La factorizacién del polinomio sera:

FO) =M1 = N2 =) (A3 =)

Observamos que, dandole a A el valor 0, tenemos

f(O) = ()\1 - 0)()\2 - 0)()\3 — 0) = )\1 . )\2 . )\3 = det(p — OI) = det(p) =1

Esto ya lo sabiamos ya que p es una rotacién. Si \j es una raiz real, la ecuacion (p—A;I)z =
0 tiene una solucién real z # 0. Esto es cierto ya que para un autovalor A de p, existe su
correspondiente autovector x tal que (p — \i)x = 0 y x # 0. Esta solucién z satisface que
p(z) = Agz. Entonces, usando que p conserva las distancias, como hemos probado en el

apartado anterior, tenemos que:

|z = |p()] = M| = [Arllz|

Para que esto sea cierto se tiene que dar que |z| = |Ag||z|, por lo que |A\x] = 1. Por
consiguiente Ay = 1 o Ay, = —1 al ser una raiz real. En particular, como habiamos escogido
A1 como aquel con parte real en valor absoluto mayor, podemos deducir que Re(A1) =1 o
Re(A1) = —1, con lo que A\; =1 0 A\; = —1. Ahora dividiremos la demostracién en casos,

dependiendo de si las restantes raices del polinomio son reales o complejas:

a) Si A2 es complejo, implica entonces que A3 es su complejo conjugado y:
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)\1 . )\2 . )\3 = f(()) = det(p) =1
A AgP =1
A =1

Deducimos que A\; = 1 ya que A2|?> > 0, lo que implica que A\; # —1. Con esto

concluimos que existe un autovalor igual a 1 en este caso de la prueba.

Si Ao es real, entonces A3 también lo serd, con lo que todas las raices son o -1 o 1,
ya que son los tnicos nimeros tales que |A\;x| = 1. Dado que ya habiamos definido A\;

como aquel que tiene mayor parte real, podemos decir que A1 =1y Ao = A3 ya que :

A1+ A2 - Az = f(0) = det(p) =1

Esto prueba que existe un autovalor igual a 1 también en este caso, con lo que
junto con el caso anterior obtenemos que se tiene siempre. Continuemos ahora con la
demostracién.

Como A1 = 1 podemos tomar £ = 1 en el sistema de ecuaciones para encontrar el
vector x € R3 tal que p(z) = 2y x # 0. Podemos ahora definir un punto p que
cumpla que |p| =1y p(p) = p como p = ‘71|:): Entonces esté claro que |p| = 1y como

p es el autovector asociado a A = 1 ya que es un escalar que multiplica a x:

p(p) =p (Ml‘w) = |1p(x) T P W Y

x| |z |z|
Con lo que tenemos que existe un vector p que es invariante mediante la rotacién p.
Definimos ahora el conjunto A = {x € R3 : p(z) = x}. Entonces, p € A. Sea entonces
t un escalar, se tendra que tp € A para todo t € R, ya que p(tp) = tp(p) = tp
Ahora, simplemente tendremos que demostrar que no hay otros vectores en A. Su-
pongamos que existe otro vector u € A tal que u # tp para todo t € R y sea v un
vector no nulo perpendicular al plano que contiene a p,u y el origen, 0. Como v es

perpendicular a p y u, los dos siguientes productos son igual a cero:

3 3
> vipj =Y vju; =0
j=1 j=1

Como p,u € A y hemos visto que p conserva el producto interno, tenemos que p(v)
es también perpendicular a este plano. Por tanto, como mostramos en las siguentes

ecuaciones, p(v) es ortogonal a u 'y p(v) es ortogonal a p:
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Por tanto, del tercer apartado de este teorema, sabemos que |[p(v)| = |v|. Como
estamos en R3 y el plano formado por p y w tiene 2 dimensiones, hay una tnica linea
que pasa por el origen que es ortogonal al plano. Por tanto, v y p(v) estdn en la
linea perpendicular al plano formado por p y u, con lo que tenemos que p(v) = —v o
p(v) = v.

Por otra parte, sabemos que tres vectores linealmente independientes en R? forman
una base, con lo que podemos crear una base con los vectores p, u y v. Por tanto,
cualquier vector x de R? puede ser escrito como = = ap + Bu + yv para «, 3,7 € R.
Siz = ap+pu+~yv, por el primer apartado del teorema, sabemos que p(z) = ap+Pu+
vp(v). Como p # i, no podemos tener que p(v) = v, con lo que p(v) = —v. Podemos
ahora construir una matriz 3 x 3 ¢ usando los vectores p,u y v, y consideraremos

algunas propiedades de esta matriz para completar la demostracion.

p1 ur U1
0= | p2 u2 v
p3 us U3

Como estos vectores son linealmente independientes, tenemos que o es una matriz
invertible y por tanto tiene determinante no nulo. Consideraremos ahora el producto

po, recordando que p mantiene p y u invariantes:

p1 ur —u1

po = P2 u2 —V2

p3 uz —U3
Como podemos ver, la matriz o difiere de po Unicamente en una columna, la cual
estd multiplicada por -1, con lo que se tiene que det(o) = —det(po). Pero gracias a

esto podemos llegar a contradiccion, ya que:

—det(o) = det(po) = det(p)det(o) =1 - det(c) = det(o)

Con lo que se tiene que esto es Unicamente posible cuando el determinante de o sea
nulo, lo que contradice que los vectores p, v y v sean linealmente independientes.
Esto prueba que no existe ningin vector u € A tal que u # tp y por tanto todos los

elementos de A pueden expresarse como tp, donde t € R.
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5. Podemos demostrar mediante un calculo rdpido que si algiin elemento ¢ tiene las propieda-
des descritas para p en el apartado anterior, se tiene que ¢ = p o ¢ = —p. Recordemos que
estas propiedades para p son que si p # I entonces hay un vector p € R? tal que el conjunto
A= {z € R?: p(z) = x} puede ser representado como A = {tp:t € R}y |p| = 1.
Observemos que si {tp:t € R} = {tq:t € R} y |q| = |p| = 1 entonces g = tp para algin
t ya que para que los conjuntos sean iguales, p y ¢ deben pertenecer a ambos conjuntos.

Vamos a ver esto:

2 =tp|* =|tp]* = |¢|* =1

Por lo que se tiene que t =1 ot = —1, demostrando que p =q o p = —q.

1.3. El grupo G

En el capitulo anterior, hemos probado varias propiedades acerca de las rotaciones en general.

Consideraremos ahora las siguientes:

%1 _T\/g 0 —cos 6 0 send
p=| ¥ Lo y ¢= 0 -1 0
0O O 1 sen 6 0 cos@

En la matriz de ¢, 6 es un numero real que escogeremos mas tarde. Vamos primeramente a

demostrar que las matrices son rotaciones.
Proposicién 1.14 Las matrices anteriormente definidas son rotaciones.

Demostracion.

Necesitamos demostrar que estas matrices son invertibles y se cumpla que son ortogonales y

su determinante es igual a 1.

= o O
w\'
BE

o '\3‘.‘_. w“%
w
(an}

|
—
o WL ol
)

Il
o O =
o = O

0
0 :Z:>wt:w_1
1
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-1 =3
0 -1 2 2
det(v)) = o.det< i 0)0 det<j§ >+1 det | 3 L | =
2 2
1 3
- 1{2-—2)=1
0-0+ (1 4
—cosf 0 send —cosf 0 send 1 00
¢ = 0 -1 0 0 -1 0 =]l010|=i=¢=0¢"
sen 6 0 cosf sen 6 0 cosf 0 0 1
0 send —cosf sen@ —cosf O
det(¢p) = —0-det —1-det —0-det =
0 cosf senf cosf senf O

= —1(—cos?0 —sen?0) =1

Esto demuestra que ¢ y v son rotaciones.

Habiendo demostrado esto, nuesto siguiente paso serd demostrar que 13 = ¢ = I.

Proposicién 1.15 Usando estas definiciones de ¢ y ¢, se tiene que 93 = ¢ = i.

Demostracion.

Dado que se tiene que ¢ = ¢! = ¢~ ! estd claro que ¢> = I. Veamos la otra igualdad:

-1 =3 -1 =3 -1 =3 0
2 2 2 2 2 2
_ 3 -1 3 -1 3 -1 _
vy = | P P 0=
0 0 0 0 0 0 1
-1 =3 -1 V3 0
\2f 2 } 2
— 3 — —-v3 =1 —
=1 %¥ F 0 - 2 0=
0 0 0 0 1
1 00
= 010 |=1
0 01
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Sea ahora G el conjunto de matrices que se pueden obterner mediante el producto finito
de las matrices ¥ y ¢. Demostraremos que este conjunto es un grupo bajo la operacién de la
multiplicacién. Para demostrar esto, como anteriormente hicimos, veremos que el conjunto es

cerrado, posee al elemento identidad y a los elementos inversos de cada elemento de G.

Teorema 1.16 El conjunto G definido anteriormente es un grupo.

Demostracién.
Tenemos que probar que G cumple todas las condiciones para ser grupo.
Clausura: Esta propiedad es inmediata por la definicién de G.
Elem. Identidad: Ya hemos demostrado que I pertenece G ya que 93 = ¢? = I.

Elem. Inverso: De teoria de grupos, sabemos que si los elementos generadores de un grupo
poseen inverso, entonces todos los elementos del grupo tendran elemento inverso. Por tanto,
tendremos que demostrar que ¢ ,1 y ¢)? tienen inversos para demostrar que todos los elementos
de G tienen elemento inverso. Ya hemos visto anteriormente que ¢ es su propio inverso, y que
Y? = I. Como las matrices cumplen la propiedad asociativa con la operacién multiplicacién,

podemos decir que:

I=9-¢-p=9¢" =1y

Por tanto, tenemos que ¢ es el inverso de ¥? y viceversa. Con esto se puede concluir que

todo elemento de G tendra elemento inverso. [ ]

Como G es un grupo, cada elemento p de G tal que p # i podré ser escrito de manera tnica
como producto finito de las matrices ¢ ;1) y 12. Por tanto, cada elementento de G distinto de

1,6 4 y 92 puede ser escrito de las siguientes formas:

= YTigYTg.. e
oYTI YT, T
ST YT. T
PligyTeg. . T

> 2 ™ R
|

Donde los exponente T} serd igual a 1 o 2 (ya que para un exponente mayor, la palabra
se podra reducir). Llamaremos por tanto elementos generadores a I,¢ 14 y 92, asi como a las

expresiones «,3,y y 6 como palabras reducidas. En el caso de §, m < 1 o en caso contrario
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serd igual a a. Daremos ahora una definicién antes de empezar con un teorema acerca de los

elementos de G.

Definiciéon 1.17 Un numero trascendente o trascendental es un nimero real que no es raiz

de ninguna ecuacion algebraica con coeficientes enteros no todos nulos.

Teorema 1.18 Si cosf es un ntmero trascendente, entonces cada elemento de G distinto de I

tiene una tinica expresién reducida como palabra con las letras ¢, y 1.

Demostracion.

Si no hay una palabra irreducible igual a la identidad, entonces no hay ninguna palabra
irreducible igual a otra palabra irreducible. Por tanto podemos completar esta demostracién
probando uinicamente que no hay palabra irreducible igual a la identidad. Tendremos entonces

varios casos, segun el tipo de palabra con la que estemos tratando en cada caso:

Comencemos con el caso o = Y11 T2 .. pTm ¢

Denotaremos como o; a 0; = ¢ 0 0; = 12¢ , dependiendo del caso en el que nos encontremos,

de forma que o = 0,,0p,_1 ...02071. Entonces tenemos que para m = 1

%COS@ 73 %sen@ %cosﬁ 77\/3 %sen&
o= = _T\/gcose % @sen@ o bien o = %¢ = @cos@ % _T‘/gseHG
sen 6 0 cosf sen 0 0 cosf

Por tanto, podemos ver que o # I ya que en cada una de las dos matrices, el elemento ags es

igual a % mientras que en la matriz identidad es igual a 1. Veamos entonces cuando m > 1.

0
Lo que queremos demostrar ahora es que si definimos K = | (0 |, entonces
1

sen O P,,_1(cos )

OmOm—1...0201(K) = | v/3senfQ,,_1(cosh)
R, (cosf)

donde Pp,—1,Qm—1y R estan definidos como polinomios recursivos de la siguiente forma:

Py(z) = _71, Qo = (v) Zi% y Ri(z) ==z
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Po(z) = %me_l(x)j:ng_l(x)—%Rm(az)

Om(z) = :F%me_l(x)—i—;Qm_l(x)i%Rm(m)

Riii(z) = (1—a22)Py_i(z) + 2Rm(x)

Ademss, los simbolos + y F indican una dependencia a que ¢, = V¢ o o, = 2¢. El

siguiente paso serd demostrar que

sen@P,,_1(cos @) 0
V3sen0Q,,_1(cosh) | #| 0
R, (cos0) 1

y por tanto que 0,,0/,—1...01 es distinto de la identidad, sea cual sea la configuracién de o

que estemos usando.

Caso base: Probaremos que es cierto cuando m = 1.

= sen sen O Py(cos 6)
o1l 0 | = i%\/gsenﬁ =1 V3sen 0Qo(cos0)
1 cos 0 Ry(cosb)

Esto demuestra que el caso base lo cumple.

Hipétesis de induccién: Suponiendo que la igualdad se cumple para m veremos que también

se cumple para el caso m + 1:

sen P, _1(cos )
OmOm—1--.0201(K) = | /3sen0Q,,_1(cosf)
R, (cos0)

sen6P,,_1(cosb)

Omt1 - OmOm—1-..0201(K) = 0my1- | V3senQ,,_1(cosh)
R, (cosb)
3 cosf i§ S send senP,,_1(cosf)
= $*T‘/§ cosf % :l:@ sen 6 V3sen 0Q,,_1(cos 6)
sen 6 0 cos 0 R, (cos0)
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% cosOsen 0P, _1(cos ) £ sen 0Qy,—1(cos ) — 3 sen O Ry, (cos 0)
= I@ cosfOsen@P,,_1(cosf) + § sen0Q,,—1(cos ) + @ sen @R, (cos )
sen? OP,,_1(cos ) + cos O R, (cos 0)

sen (% cos 0P, —1(cos0) £ Qp—1(cos ) — 3Ry, (cos 0))
= | V3sen6(F3cosOP,_1(cosf) + $Qum—1(cos ) £ 3 Ry, (cos b))
(1 — cos? ) Py,—1(cos 0) + cos O Ry, (cos 0)

sen 0Py, (cos )

= | V3sen6Q,,(cosb)
Ryyy1(cos )

R, (cos )

senOP,,_1(cos )

senP,,_1(cosf)
Esto demuestra por induccién que 0p,0m—1 ...0201(K) = | +/3sen0Q,,_1(cos ) )
0
y por consiguiente no cabe la posibilidad de que | +/3senfQ,,_1(cosd) | = 0
R, (cos0) 1
Esto es trivial: como hemos escogido cos § como un nimero trascendente, este no puede ser
raiz de ningin polinémio con coeficientes racionales. Por tanto, considerado los cédlculos

anteriores es imposible que R,,(cosf) sea igual a 1:

Ry, (cosf) =1
Ry, (cosf) —1=0
Si R,, es un polinomio con coeficientes racionales, entonces R,,, —1 es también un polinomio

con coeficientes racionales. Por la definicién de nimero trascendente, cos(f) no puede ser

raiz de esta ecuacion por lo que no se cumplirian las ecuaciones anteriores. Por tanto

senfP,,_1(cosf) 0
V3sen0Q,, 1(cosf) | # | 0
R, (cos0) 1

Esto demuestra que no hay combinaciones de los posibles valores de o que sean equivalentes
a ¢ para este caso, ya que cosf es trascendente y R,, es un polinomio con coeficientes

racionales.
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Nos queda demostrar que para las palabras de la forma (5, v y J. Para ello observemos que

podemos escribir a = ¢SB¢:

0B = sy o™ gyt = GPYTIePT g g = TGy gy g = a

Entonces, si suponemos 3 = I, facilmente se puede llegar a contradiccion ya que, como hemos

demostrado anteriormente que o # I, se tiene:

0=0Po=0lp=¢* =1

Por tanto tenemos que g # I.

Consideremos ahora el caso de §. Supongamos § = I y m el menor nimero tal que esto
sea cierto y veamos que llegamos a contradicciéon. Recordemos que hemos definido  como § =
T gp 2. 4pTm para m > 1. Supongamos dicho m conocido. Consideraremos entonces dos

casos diferentes:

= Caso 1: Supongamos que 17 = T;,. Entonces ambos exponentes seran iguales a 1 o 2. Por
tanto 71T = 42 0 ¢*. Recordemos entonces que 1* = ¢ - 93 = ¢ - I = ). Se tiene

entonces que 1+ Tm = 4)2 o 1), Utilizando la suposicién de que 6 = I:

1=y TyT = Doy = g BTyl Tt = Pyt T = g
Llegando a contradicciéon, ya que hemos demostrado que 8 # I, probando que § # I para

este caso.

= Caso 2: Supongamos que 17 # T,,. En este caso se tendra que uno es igual a 1 mientras

que el otro igual a 2, con lo que 71 + T;, = 3 siempre.

Supongamos que m > 3 y consideremos la siguiente igualdad siguiendo con la suposicién
de que § = I:
I = ¢ hiph = g Nl = gyp~"16y" ¢
= oy gy gTmyTig
= PRo.. P3p = ¢, T
V¢ pypTm

La férmula final obtenida es de nuevo de la forma ¢§, pero habiamos supuesto que m era
el menor numero tal que 6 = ¢, llegando a contradiccién para el caso de que m > 3. Por

tanto solo nos quedara ver los casos en los que m < 3.

Para m = 2 tenemos que:
I =i = g oy = g yligyin™ = 6
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Hemos usado el hecho de que ¥™t y ™2 son inversos, ya que Ty # T},. Dado que ¢ # I

llegamos a contradiccién.
Para m = 3 tenemos que:

I =¢Bip™ = gpTipT o = g6 ¢ = gy gy gy BT ¢ = gy 9 = YT
Hemos usado el hecho de que p? = I. Dado que, para cualquier valor de T5 se tiene que
T2 £ T llegamos a contradiccion.

Por tanto habremos demostrado que para cualquier forma de §, § # 1.

Por ultimo, consideraremos el caso de . Para ello, andlogamente al caso de § podemos

observar que § = ¢y¢, de donde facilmente podemos deducir que, si v = I:

§ = dyd = dip = ¢ =1
Donde llegamos a contradiccién ya que hemos demostrado que § # I. Por tanto, cuando
cosf es un numero trascendente, ninguna palabra irreducible de G es igual a I y, por
tanto, ninguna palabra irreducible es igual a otra en G concluyendo asi la demostracién

del teorema.

Ahora, para utilizar el resultado del teorema, fijaremos un nimero para 6 tal que cosf es
un nimero trascendente. Si un elemento p € G es expresado como una palabra reducida p =
0102 ...0, donde o; es ¢, ¥ y 1?( la cual tiene una unica expresién, como hemos demostrado),
llamamos n a la longitud de p. Podemos denotar esta longitud como ¢(p). Para la identidad,
i, asignamos £(i) = 0. También llamamos a o; la primera letra de p o, de igual manera, que p

empieza por o; por la izquierda.

Definiciéon 1.19 Una particién de un conjunto X es una familia de conjuntos disjuntos cuya

union es X.

Demostraremos ahora un teorema acerca de una particién del grupo G y de los elementos de

G que residen en dicha particion.

Teorema 1.20 Existe una particién {G1,G2,G3} de G en tres subconjuntos no vacios tales

que para cada p de G tenemos:

m peG <= ¢pp € G2UG3

" peEGl <= Yp € Gy
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L] p€G1<:>1/12p€G3

En resumen, este teorema nos dice que existen algunas particiones en tres conjuntos de G tales
que si “multiplicamos” una palabra por una letra, obtenemos una serie de cambios especificos de
los elementos de dichas particiones. Antes de empezar con la demostraciéon, podemos observar

que si p empieza por ¢, ¢p empezaré por ¢ ya que ¢> = i.
Demostracion.

Empezaremos asignando los elementos generadores de nuestro grupo. Enviaremos I al con-
junto G1. Por tanto, siguiendo las reglas deseadas, tendremos que ¢ € Gy U G3 y por tanto lo
asignaremos a G5. De manera similar podemos decir que @ € Go y ¥? € G3. Por tanto, ya

habremos asignado los elementos de longitud 1 de la siguiente forma:

I€G17¢€G27¢€G27¢2€G3

Consideraremos ahora los elementos de longitud n+1. Supongamos que todos los elementos o
tales que su longitud ¢(o) < n han sido asignados a uno de los distintos conjuntos que conforman

la particiéon de G. Asignaremos ahora los elementos de longitud n + 1.

Si /(0) = n y o empieza por v o 12, asignaremos el elemento de la siguiente manera:

po € Gy sio € Gy

¢o € G1 si o € Ga UGs
Si {(0) = n y o empieza por ¢ , sea j = 1,2,3 y llamemos G4y = G1 y G5 = Ga. De esta
forma, asignaremos los elementos como sigue:
Yo € Gj+1 sio € Gj
1[)20' € Gjpasio e

De esta forma ya hemos asignado cada elemento a un tnico conjunto, con lo que nuestra
particién ya estara formada. La asignacién de un elemento de longitud n puede ser calculada
en n pasos. Ahora queremos comprobar que se cumplen las propiedades del teorema por la

particién, es decir:

= peGL <= ¢p € G2 UG3
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" peGL <= Yp € Gy

s pE G = Y?p € G3
Lo haremos mediante un proceso de induccién.

Caso base: Necesitamos probar que se cumplen estas tres reglas para cada uno de los
elementos generadores de G. Para [ es trivial ya que hemos escogido los conjuntos tales

que no se incumplen estas normas. Vamos a verlo:

e [ €G1y ¢ € Go con lo que tenemos que I € G <= ¢ € G2 UG3
e [ € Gy y ¢ € Gs con lo que tenemos que I € G1 <= ¢ € Go

e [ € Gy y? €G3 con lo que tenemos que I € Gy <= ¢? € G3

Veamos que se cumple ahora para ¢. Tenemos que como ¢ ¢ G, demostraremos la negacién

en cada uno de los casos:

e ¢ € Gy y por tanto ¢ ¢ Gy. Sabemos que ¢¢ = I con lo que, como I € G, podemos
facilmente deducir que ¢¢ ¢ G2 U Gs. Por tanto se cumple que ¢ ¢ G; < ¢ ¢
GoUG3

e ¢ € Go y por tanto ¢ ¢ G1. Usando que “¢po € G411 si 0 € Gj”sabemos que, como
¢ € Go, Yo € G y por tanto ¢ ¢ Ga. En consecuencia tenemos que la afirmacién
“© & Gl < Yo ¢ Go” es cierta.

e ¢ € Gy y por tanto ¢ ¢ G1. Usando que “¢?c € Gjy2 si 0 € G;”sabemos que, como

¢ € G, ¥?¢ € Gy y por tanto 1)2¢ ¢ G3. En consecuencia tenemos que la afirmacién
“p ¢ G <= V%9 ¢ G3” es cierta.

Habiendo probado estos tres puntos para ¢, consideraremos ahora 1. De nuevo vemos que,

como 1 ¢ G1, haremos la demostracién de cada punto mediante el contrarreciproco.

e ¢y € G y por tanto ¢ ¢ G1. Usando que “po € G si o € G U G3”sabemos que,
como ¢ € Go, ¢ € Gy y por tanto ¢ ¢ Go U G3. En consecuencia tenemos que la
afirmacion “ip ¢ G1 <= ¢y ¢ G2 U G3” es cierta.

e ) € G y por tanto ¥ ¢ G1. Sabemos que Y1) = ? € G3 y por tanto ? ¢ Go. En

consecuencia se tiene que la afirmacién “¢ ¢ G <= ¥ ¢ G es cierta.

e ) € Gy y por tanto ¢ ¢ G1. Como ¢?¢p = I € Gy vemos que 9%y ¢ Gs. En

consecuencia se tiene que la afirmacién “i ¢ G <= %9 ¢ G3” es cierta.
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Veamos ahora que se cumple para ¥? mediante el uso del contrareciproco ya que, al igual

que en los casos anteriores 1% ¢ Gj.

e 2 € G3, por lo tanto ¥? ¢ G1. Usando que “¢o € G si 0 € G U G3”sabemos que,
como Y2 € G3, ¢pyp? € Gy y por tanto ¢1p? ¢ G5 U G3. En consecuencia tenemos que
la afirmacién “y? ¢ G1 <= ¢ ¢ G2 UG3” es cierta.

e 2 € G3, por lo tanto 2 ¢ Gy. Sabemos que Y2 = I € Gy y por tanto ¥ ¢ G .

En consecuencia se tiene que la afirmacién “y? ¢ Gy <= ¥1)? ¢ Go” es cierta.

e 2 € (3, por lo tanto ¥? ¢ G1.Sabemos que ¥?y? = ¢ € Go y por tanto ¥?¢? ¢ Gs3.

En consecuencia se tiene que la afirmacién “y? ¢ Gy <= ¢?1? ¢ G3” es cierta.

Esto demuestra que cada uno de los casos bases cumple las hipétesis del teorema, por lo

que ahora podremos proceder con la induccién.

Hipdtesis de induccién: Supongamos que n > 1 es un entero tal que las tres condiciones del

teorema se cumplen para todo p € G tal que ¢(p) < n. Ahora fijemos un p con ¢(p) = n.
Consideraremos ahora diferentes casos para p dependiendo de la combinacion de sus letras.

Usaremos algunas de las reglas anteriores para asignar los posibles p:

Caso 1: Supongamos que p comienza por ¢. Entonces, con o = p y consideramos
Yo € Gj+1 sio e Gj
Por tanto, esto nos dice que:

Si p € Gy, entonces Yp € Go
Si p € G, entonces Yp € G3
Si p € Gj3, entonces Yp € G

Esto nos dice que el tnico caso en el que p € G es cuando ¥p € Ga. Por tanto, la
afirmacion “p € G <= Y¥p € G2” serd cierta.
Si ahora consideramos para o = p
1D2O' S Gj+2 sio € Gj
Por tanto, esto nos dice que:

Si p € G4, entonces ¥?p € G
Si p € Ga, entonces 1%p € Gy
Si p € G3, entonces 1?p € G

Lo que nos dice que el tnico caso en el que p € G es cuando ¥p € G5, mostrandonos

que la afirmacién “p € Gy <= ?p € G3” sera cierta.
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Ahora bien, como el primer elemento de p es ¢ y ¢> = 1 sabemos que la palabra ¢p
tengra longitud n — 1 y por tanto ya cumplird con las reglas al ser de una longitud

menor. En este caso, podemos hacer la siguiente afirmacién:

op € G1 <= ¢(pp) € GaUG3 <= p e G2 UG3
y usando la hipotesis de induccién llegaremos a que
p¢G1<:>pEG2UG3<:>¢(¢p)EGQUG3<:>¢,OEG1<:>¢[)¢GQUG3

y por tanto se tiene que “p ¢ G <= ¢p ¢ G2 UG3” demostrando el contrarreciproco.

Caso 2: Supongamos que p comienza por 1. Entonces usaremos las siguientes afirma-
ciones:
¢O' S G2 sio € G1
po € Gy sio € Gy UGs
Si hacemos p = o tendremos que:

SipeGr, ¢peGe

SioceGaUGs, ¢pe Gy

Esto nos dice que p € G <= ¢p € (Go, demostrando la primera regla. Sea ahora
p = vo donde o comienza por ¢, con lo que ¥p = 1)%c. Entonces o tiene longitud n—1
ya que p tiene exactamente un elemento mas que o y por la hipétesis de induccién

tenemos que se cumplen todas las reglas. Vamos a usar ahora las siguientes ecuaciones:

Yo € Gy 810 €,
V2o € Gjigsio € G

Usando tanto las reglas como el hecho de que ¢p = 9?0 podemos hacer la siguiente

observacién:

Yp=1?0cGre=0€CG3<=p=1oc G <= V?p=0¢c Gy

Tendremos entonces que p € G <= ¥?p = 0 € Ga y p € G1 <= ¥?p € G3,

probando que las reglas son ciertas para este tipo de p.
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Caso 3: Supongamos en este caso que p comienza por 2. Usaremos entonces las

siguientes afirmaciones:

oo € Gy sio e Gy

¢o € G1 si o € Go UGs

Déndole a p el valor o en este caso, las afirmaciones anteriores se transforman en:

Si p € G, entonces ¢p € G

Si p € G2 U G3, entonces ¢p € Gy

Con lo que esto demuestra que p € G <= ¢p € G2 UG3. Demosle ahora a ¢ el valor
1p, con lo que, como 1)p comienza por ¥> = I, se trata de una palabra con longitud
n — 1 que empieza por ¢. Podremos facilmente ver que se cumplen las siguientes

afirmaciones:

Vp=0€ Gy <= p=1p?0 € G| = 0 € Gy = p’p=1po € G3
p € G <= Yp e Gs

pe G = ’pecGs

Con lo que tenemos que también se cumplen las reglas en este ltimo caso, finalizando

de esta forma la prueba.

1.4. La paradoja de Hausdorff

En la demostracion del siguiente teorema usaremos conceptos que ya hemos probado y los
aplicaremos a la esfera unidad. Este proceso principalmente incluird un reetiquetado y la demos-
tracién de como podemos aplicar las rotaciones que hemos visto a unos conjuntos mas concretos.

Estas representaciones méas concretas nos serdn utiles posteriormente.
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Teorema 1.21 (Paradoja de Hausdorff) Existe una particién en cuatro subconjuntos { P, Sy, Sa, S3}

de la esfera unidad S = {z € R3 : || = 22 + 23 + 2% = 1} de forma que:

= P es numerable.

¢(Sl) = Sy U S3
= P(S1) = 52

V2(S1) = S3

donde ¢ y ¢ son las rotaciones definidas en la seccién anterior.
Demostracién.

Sea P ={p € S:p(p) =p para algin p € G,p # I}. De esta forma definimos el conjunto P
como el conjunto de todos los puntos fijos bajo rotaciones distintas de la identidad, es decir, los

puntos cuya imagen son ellos mismos a la hora de apicarles alguna rotacién p € G con p # I.

Como G estd definido como el conjunto de todas las matrices que se obtienen mediante el
producto finito de las matrices ¢ y ¥, G es numerable. El punto 4 del Teorema 1.13 nos dice
que para cualquier rotacién p existe algiin p € R3 con |p| = 1 tal que p es invariante por p. El
punto 5 nos dice que solo existen dos puntos, p y —p, que cumplen las caracteristicas descritas
anteriormente. También debemos mencionar que, cuando pensamos en los elementos de longitud

1, estamos describiendo los puntos de la bola unidad.

Dado que sabemos que cada elemento de G es una rotacién, si llamamos p; € G a una
rotacién distinta de la identidad, entonces de todos los elementos p € S, el conjunto P, = {p €
S : p1(p) = p} solo contendrd dos elementos. Démonos cuenta de que P es la unién de todos
los P,, correspondiendose cada uno de ellos con un tnico p, € G. Dado que G es numerable,

tenemos que P también serd numerable y se cumple el primer apartado del teorema.

Para cada x € S\P, sea G(x) = {p(z) : p € G}. Cada G(x) es un subconjunto de S\P, ya

que si p(x) se encontrase en P, entonces x deberd estar en P por definicion de P.

Podemos ver que z € G(z) ya que I € Gy x = I(z). Ademds tenemos que para cualquier
par de conjuntos G(x) y G(y) se tiene que estos seran disjuntos o identicos. Esto se tiene ya
que, si suponemos un elemento ¢t perteneciente a ambos conjuntos, tenemos que cada elemento

de G(x) estd en G(y) y al contrario. Veamos que esto es cierto:

Supongamos t € G(x)NG(y) para ciertos z, y € S\ P. Se tendrd entonces que p(z) =t = o(y)

para ciertas rotaciones p y o € G. Supongamos también un elemento z € G(z) cualquiera.

34



Entonces, z = 7(x) para alguna rotaciéon 7 € G. Entonces, dado que p(z) = ¢t podemos decir que

x = p~(t) y por tanto:

z=1(x)=7p ' (t) = 7p o (y)

Est4 claro que 7p~!

o € Gy por consiguiente z € G(y) para cualquier z arbitrario. Por tanto
hemos probado que cualquier elemento de G(z) se encontrara también en G(y), G(z) C G(y).
Si cambiamos los roles de = e y tendremos que G(y) C G(z), llegando de esta manera a que
G(z) = G(y). Por tanto se tiene que no puede existir ningtin elemento perteneciente a G(x) y a

G(y) al mismo tiempo sin que estos conjuntos sean el mismo.

Esto demustra que la familia de conjuntos F = {G(z) : € S\P} es una particién de S\P.
Por tanto, solo nos queda demostrar que la particién es equivalente a la formada por Sy, Se y Ss.
Empezaremos la siguiente parte del teorema eligiendo exactamente un punto de cada miembro de

F y llamamos al conjunto de dichos puntos C'. El conjunto C' tendra las siguientes propiedades:

a. C CS\P.
b. ¢ # ¢ en C <= G(c1) NG(c2) = 0.

c. x€ S\P <= z¢€ G(c)para algin c € G.

Sabemos que el apartado (a) es cierto debido a que el conjunto C' esta formado tnicamente
por elementos de F y cada punto de F se encuentra en G(z) para algin z € S\ P, con lo que

tenemos que cada G(z) es un subconjunto de S\ P.

Como hemos escogido un tnico elemento de cada uno de los distintos conjuntos que conforman

F, no hay dos puntos en C' tales que se encuentren en el mismo G(x), demostrando (b).

Como G es un grupo, si tenemos s € G(z) y t € G(x), entonces s = p(x) y t = o(x) para
ciertas rotaciones p y o € G. Por tanto, p~!(s) =z y t = op~!(x). Esto nos dice que podemos
representar cualquier elemento de G(z) en funcién de otro elemento del mismo conjunto G(z).

Por tanto se tiene que (c) es cierto.

Definimos ahora S; = G;(C) = {p(c) : p € Gj,c € C} para j = 1,2,3 con G1, G2 y G3
como en el Teorema 1.20. Usando que C' C S\P y G(z) C S\P si z € S\P podemos ver que
S; C S\ P para cada j.

Redefinimos G como G = G1 UG, UGs, y utilizando (c), si x € S\ P, entonces x € G(c) para
algin ¢ € C. Por tanto S = S USy U S3. Si j # i para i, j € {1,2,3}, entonces S; N S; = 0.
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En caso contrario, si € S; N S;, tendriamos = € p(c1) = 0(Cs) para algunos cy,c2 € C, p € G
y 0 € G;. De ser esto cierto, (b) nos dice que ¢; = ¢3 = ¢ y por tanto op~'(z) = x. Dado
que hemos escogido ¢ tales que ¢ ¢ P, esto significa que 0~'p = I y que, por tanto p = 0.
Pero entonces, los elementos p = o existirifan ambos en G; y G, en contradiccién con que los

elementos G1, G2 y GG3 formen una particion disjunta de G.

Hemos determinado de esta forma que {Si,S3,S3} es una particién de S\P y por tanto

{P, 51,52, 53} serd una particién de S. Utilizaremos ahora las relgas del Teorema 3.7 para decir

que:
d(S1) ={op(c):c€ G1,ce C} ={7(c): T € G UGs3,c € C} = S US3
P(S1) ={vp(c) :c€ Gi,ce C} ={7(c) : 7 € Ga,c € C} =Sy
V23(S1) = {¢?p(c) i c € Gr,c € Cy = {7(c) : T € G3,c € C} = S3
Con lo que concluimos con la demostracién del teorema. |

El siguiente teorema nos dice que, para cualquier conjunto numerable de la esfera unidad,
podemos rotar dicho conjunto de manera que ninguno de los puntos caigan en el conjunto
original. Esto sera util posteriormente para ver que, al emplear las rotacidnes, los conjuntos de

la particién siguen siendo disjuntos.

Teorema 1.22 Si P es cualquier subconjunto numerable de S, entonces existe un conjunto

numerable ) y una rotacién w tal que P C Q C Sy w(Q) = Q\P.

Demostracion.

Dado que P es numerable, solo puede haber un conjunto numerable de vectores de la forma
t
v = ( v, v9, O ) en S para los que v 0 —v pertenecen a P. Por tanto, tenemos incontables

vectores v € S tales que v, —v ¢ P, de donde seleccionamos uno de ellos, al que llamaremos

t
U:<U1a V2, 0) :

(% V2 0
Sean ahorau=| 0 | yo=| —vs v; 0 |. Veamos que ¢ es una rotacién.
0 0 1

det(c) = 0(0+0) — 0(vy; — 0) + 1(v3+v3) =1 (yaque v € S, |v| = v} +v5 4+ 0> =1)
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vr vz 0 vi —vy O 100
O'Ut = —vyg v1 O () U1 0 = 010 =1
0 0 1 0 0 1 0 01
Mediante calculos faciles, podemos observar que o(v) =uy o(—v) = —u
vy v O U1 U% + U% 1
o)=| —v2 v1 0 vy | = 0 =] 0 |=u
0 0 1 0 0
vy v O —U1 fv% — v% -1
o(-v)=| —v2 v 0 —vg | = 0 = 0 | =-u
0 0 1 0 0 0

Como det(o) # 0, sabemos que o es invertible y que por tanto o es biyectiva. Esto quiere
decir que solo existe un elemento en S cuya imagen sea v y un tnico elemento cuya imagen sea
—u. Por tanto, ya que o(v) = uy o(—v) = —u y hemos escogido v y —v que no perteneciesen en
P, sabemos que no existe ningtin punto p € P tal que o(p) = tu. En consiguiente, el conjunto

P no contiene ni a  ni a —u.

Ahora, para un numero real t, consideremos la rotacion:

1 0 0
Tt = 0 cost —sent

0 sent cost

Vamos a ver que, efectivamente, 73 es una rotacién para cualquier valor real t:

det(rs) = 1(cos?t +sen?t) —0(04+0)4+00+0)=1-1=1

1 0 0 1 0 0 1 0 0
TtTtt = 0 cost —sent 0 cost sent = 010 =1
0 sent cost 0 —sent cost 0 0 1

Veamos ahora que 73 deja u fijo para todo t:
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1 0 0 1
Te(u) = 0 cost —sent 0 =

0 sent cost 0 0

Recordemos que S es la esfera unidad, o el conjunto de todos los puntos que se encuentran a
distancia 1 del origen. Entonces, u y —u son dos puntos de la esfera unidad que se encuentran
en el eje x. Sabemos que 7; es una rotacién que mantiene a v y —u invariantes y, como estos se

encuentran en el eje x podemos concluir que 7; es una rotacién sobre el eje x.

Fijemos ahora un t para ver que 73 es una rotacién positiva (antihoraria). Por simplicidad,

¢
sea t = 5 y vamos a considerar los efectos de la rotacién sobre el vector ( 0, 1, 0 )

0 1 0 0 0 0
Tz 1 = 0 cos % —sen % 1 = 0
0 0 sen g cos g 0 1

t t
Teniendo en cuenta que < 0, 1, 0 ) y ( 0, 0, 1 ) pertenecen a la esfera unidad, po-

demos ver que Tr es una rotacién positiva de § grados alrededor del eje z de la esfera unidad.

Considerando el efecto de 74 en nuestro conjunto S, vamos a continuar con la demostracién.

El siguiente paso serd demostrar que solo hay un conjunto numerable de t's tal que:

o(P)n | Jre(P)#0
n=1

t t
Hemos empezado suponiendo z = ( T1, To, I3 ) ey = ( Y1, Y2, Y3 ) son dos vectores

tales que z, y € o(P). Esto no nos dice nada al principio, ya que z, y € o(P), z, y = u, —u
ya que u, —u ¢ o(P). Esto nos dice que —1 < z1,y1 < 1y que z2,y2 # 0 0 x3,y3 # 0 ya que
en caso contrario no habria forma de que fuesen distintos de u o —u. Por tanto tenemos que

2+ 23>0, 3 +43 > 0.

Supongamos que x1 # y1 y veamos que 7+ no afecta a la primera entrada de ningtin vector:

a1 1 0 0 ai a1

Tt a

0 cost —sent as agcost —agsent

as 0 sent cost as ag sent + ascost

Con lo que teniendo esto en cuenta, podemos decir que cuando x; # y1, no existe ¢t € [0, 27)

tal que 7/*(z) = y para cualquier n > 1.
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Veamos ahora el caso en el que x; = y;. Vamos a demostrar que en este caso habrian exac-
tamente n valores de t € [0,27) para los que 7/*(z) = y. Primero, es importante considerar la

funcién 7 compuesta consigo misma:

n veces

——

(@) = (7e(. . (1e(a))))

Escrito de esta forma es mads facil ver que el procedimiento es aplicar una primera rotacién,
seguida de una segunda al resultado y asi sucesivamente. Se tendrd entonces que es lo mismo
aplicar la rotacién 74 n veces, que aplicar una unica vez la rotacién 7,;, donde definimos dicha

rotacion como:

7' (@) = Tui(a)

Supongamos ahora a € [0, 27) es el &ngulo en sentido antihorario para x e y tal que 7 (z) = y.
Supongamos entonces ¢ € [0,27) y el correspondiente 7,.(z) = y. Lo siguiente nos dice que nt

es un multiplo de 27 mayor que «. Esto es, para algtin entero no negativo m se tiene que:

nt = a4+ 2mm

o 2mm
t=—+ ——
n n

Primero usaremos el dominio de a para obtener mas informacion acerca del valor de m. Dicho
valor a encontrar sera aquel que satisfaga la condicién de que 0 < t < 27w. Empezaremos con el

hecho de que « se encuentra entre 0 y 27 por lo que:

0<a<2r

0< 22T

n n
a  2m™m 2r 2mm
0<—+—< —+4+ —
n n n n

Démonos cuenta de que, en mitad de estas inecuaciones se encuentra una expresién que es
equivalente a ¢ como vimos anteriormente. Por tanto, ya que buscamos el valor de m tal que

0 <t < 2w, se tiene que dar que la tercera expresion de la inecuaciéon sea menor o igual a 27:
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m<n-—1

Como hemos definido m como un entero no negativo, esto nos dice que m = 0,1,...,n —
2,n — 1. Por tanto tendremos n posibles elecciones para el m, dandonos como conscuencia que
hay n posibles valores de t. Obtenemos de esta forma estos valores de t dandole los diferentes

valores de m:

a a+2r a+dr a+2m(n—1)

9 I LA

n n n n

Por tanto hemos demostrado que para cualquier entero positivo n, hay exactamente n va-
lores de t para los cuales los vectores z, y € o(P) se tiene T (x) = y. Como n es un entero
positivo, tenemos una cantidad numerable de posibilidades para n. Por tanto, para cada n, ten-
dremos varios valores de t. Esto significa que hay incontables valores para los que no se cumple,

diciéndonos que hay incontables valores de t para lo que se cumple que:

a(P)N U Tnto(P) =0
n=1

Vamos a fijar cualquier ¢ € R para el cual la ecuacién anterior se cumple y denotaremos

7y = T para dicho valor. Vamos ahora a definir lo siguientes términos:

w=o0 ‘70

Q=PrPulJw(P)

n=1

Retomando la demostracién, vamos a ver que hemos elegido w y @ tal que para nuestro

conjunto numerable fijado P tenemos que P C Q C Sy w(P) = Q\P. En primer lugar podemos
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ver que hemos definido Q) tal que P C ). Ademds, podemos ver que w es una rotacién ya que

1 o y 7. Como el conjunto de las rotaciones forman un

es composicién de las rotaciones o~
grupo, tenemos que w"(P) C S. Por tanto P UJ,-, w™(P) C S, lo que implica que Q C P. En
resumen, tenemos que P C @) C S y nos queda solo probar que w(Q) = Q\P. Vamos a continuar

la demostraciéon manipulando la definiciéon anterior de w:

n veces

n veces A\
——_ 1 -1 -1
Ww-W=0 T0-0 TO----- o TOo

Ww'=o"11"0
ow" =T1"0

Como o es una rotacién, cumple la propiedad distributiva y podemos sacarla como factor

comun:

n=1

o (Pﬂ G w”(P)) =0

Como las rotaciones son funciones biyectivas, podemos decir que la siguiente afirmacién es

clerta:

PN U w(P)=10
n=1

Consideraremos ahora lo siguiente:

w(Q) =w (Pu U ffw"(P)) = w(P)Uw <U w”<P>) =wP)u Uerp) = U w(2)
n=1 n=1

n=1 n=1

Como P es numerable y @ es la unién de conjuntos numerables w™(P) paran = 1,2,...,00,
tenemos que () es también numerable. Ademds, estd claro que P C @, ya que hemos definido

@ especificamente para ello. Finalmente podemos ver que como w(Q) = o~ w™(P) y Q =
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P U2, w"(P), estd claro que w(Q) C Q. Habiendo verificado estas condiciones con las que

comenzamos el teorema, solo nos queda una cosa por probar.

Usando la conclusién de que w(Q) = J;~; w"(P) podemos decir que:

Pnw(@)=10

Por lo tanto hemos encontrado una rotaciéon w y un conjunto numerable () que contiene a
nuestro conjunto fijado P y que, a la hora de aplicar la rotacién w a (), obtendremos como
resultado un conjunto disjunto a P, da igual las veces que apliquemos w. Por tanto concluye

aqui la demostracién. |

En nuestra siguiente demostracion, usaremos todo lo demostrado para rotaciones y subcon-
juntos de S para hallar una particion de .S de diez partes, de manera que rotando seis de esas
partes podemos obtener una particién de S y rotando las otras 4 partes obtendremos de nuevo
una particién de S. Esto es interesante, ya que intuitivamente podriamos pensar que una vez
obtuviesemos una particiéon de S, podriamos rotar todas las partes para obtener otra particién

de S.

Teorema 1.23 Existe una particién {7} : 1 < j < 10} de la esfera unidad en diez subconjuntos
disjuntos y un correspondiente conjunto {p; : 1 < j < 10} de rotaciones tales que {p;(7}) : 1 <
J < 6} es una particién de S en seis subconjuntos y {p;(T}) : 7 < j < 10} es otra particién de
S en cuatro subconjuntos.

Demostracion.

En esta demostracién usaremos las mismas definiciones para P, Sy, 592,53, ¢ y ¥ que las

empleadas anteriormente. Ademads, definiremos los siguientes términos:

Up=¢(S2)  Ua=v9(S2)  Us=1%¢(Sy)
Vi=¢(S3)  Vo=va(S3)  Vi=12¢(S3)

Como estamos usando las mismas definiciones que en el Teorema 1.21, veremos en los si-
guientes célculos que {Uj,V;} es una particion de S; para j = 1,2,3. Veamos que {U,Vi} es

una particién de S, usando el hecho de que ¢? = i:

¢(S1) = S2U S

S1=¢(S2U S3)
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S = (15(5’2) U 525(53) =U;UWV;

Haremos ahora lo mismo para ver que {Usz, V2} es una particién de Ss:

S1=¢(S52) U &(53)
P(S1) = ¥(o(S2) U ¢(S3))

Sy = Pp(S2) Ug(S3) = U2 U Vs
Finalmente, veamos que {Us, V3} es una particién de Ss:

S1 = ¢(52) U &(S5)

P2(S1) = Y% (6(S2) U 6(S3))

S3 = V2$(S2) Uh?¢(S3) = Us U V3

Como las rotaciones son biyecciones, tenemos que si rotamos dos conjuntos disjuntos, su
imagen serd también disjunta. Como Sy y S son disjuntos, ¢(S2) y ¢(S3) también lo serédn.
Por tanto, U; y V7 son disjuntos. Usando la misma légica, tendremos que Uy y Vo también lo
seran, asi como Uz y V3. Finalmente, podemos ver que seis de estos subconjuntos son, de hecho,

disjuntos, ya que Uj, V; C S; para cada j = 1,2,3 y sabemos que Si, Sz y S3 son disjuntos.

Definiremos ahora los siguientes conjuntos y rotaciones:

T-=U4 Ty = Uy Ty =Us Two=P
pr =% ps = Pp? p9 = ppip plo =1

Tendremos entonces que p19(T19) = i(P) = P. Ademés, veamos que p;(T7) = S, usando que
P(S1) = So y ¢® =i implica que S = ?(S):

pr(T7) = ¥6(6(52)) = ¥*(S2) = 51
De manera similar, pg(Tg) = Sa:
($V")06(S2) = ¢*(S2) = S
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De la misma forma, usando que 9(S;) = So y ¥?(S1) = S3, podemos ver que pg(Ty) = Ss:

Yo (V2 P(S2)) = 1 (S2) = 1h(S2) = ¥ (1h(S1)) = ¥*(S1) = Ss.

Por tanto, hemos probado que p7(T%7), ps(Ts), po(Ty) v p10o(Tho) son equivalentes a Sy, Sy S3
y P respectivamente. Como probamos anteriormente que Sy, Sy S3 y P forman una particion

de S, tendremos que p7(T7), ps(T3), po(To) v p10(Tho) también lo sera.

Vamos a prestar atencion ahora a las restantes porciones de la particién de S y veamos de
nuevo que podemos nuevamente rotarlas para conseguir una particiéon de S. Hemos visto que
Uy = T7,Vh Uy = Ty, Vo, Us = Ty y V3 forman una particién de S\P y ademdas Tj9p = P. Por
tanto, S\ (77 UTy U Ty UTip) = Vi U Vo U V3. Dividiremos estos conjuntos V; para j = 1,2,3 en

seis partes. Sean () y w con la misma definicion que en el teorema anterior:
w=o0 ‘10

Q=PruU|Jw"(P)

n=1

Recordemos que ) es un conjunto numerable que contiene a P de manera que cuando aplica-
mos w a ), los puntos resultantes se encuentran en @)\ P. Definiremos ahora el resto de nuestros

conjuntos T

T =ps(S1NQ) Ty = pg(S2N Q) T3 = p7(S3N Q)
Ty = pg(51\Q) Ts = po(52\Q) Ts = p7(53\Q)

Sabemos que los conjuntos 71, 15 y T3 deben ser numerables dado que @ es numerable.

Ahora, observemos que:

ps(S1) = ¢Y?(S1) = (S3) = Wi
po(S2) = Yp(S1) = Yo(S3) = Va

p7(S3) = V> P(S3) = V3

Debido a la forma en la que hemos definido los conjuntos T} para j = 1,2, 3,4,5,6, cuando
observamos las igualdades anteriores, esta claro que 77 y T forman una particién de Vi, T y T3
una particién de Va, y T3 y T una particién de V3. Como sabemos que {U;,V;, P : j = 1,2,3}
forman una particién de Sy hemos visto que los conjuntos {7 :1 < j <10} y {U;,V;,P: j =
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1,2,3} son equivalentes, podemos decir que el conjunto {7 : 1 < j < 10} forma una particién

de S.

El resto de la demostracion consistira en la definicién de los restantes p; de forma que cuando
aplicamos cada p; al correspondiente T para 1 < j < 6, el conjunto resultante vuelve a ser una
particiéon de S. Primero observaremos los T} y p; para j = 4,5,6 y veremos que el conjunto

{pj(Tj) : j =4,5,6} = S\Q. Definiremos por tanto las rotaciones p; para j = 4,5,6 como:

pr=p5"  ps=py  ps=p7

Aplicaremos entonces cada rotacién a su correspondiente conjunto 77:
pa(Ts) = pg ps(51\Q) = S1\Q
p5(T5) = pg ' po(952\Q) = S2\Q

po(Te) = p7 ' pr(S3\Q) = S5\Q

Recordando que P\Q, las igualdades anteriores nos muestran que {p;(T}) : j = 4,5,6} = S\Q
forma una particién de S\@Q. Vamos a definir ahora p; para j = 1,2,3 y vamos a ver que, cuando

aplicamos dichas rotaciones a sus correspondientes conjuntos 7; obtenemos una particién de Q:

pr=wlps  pr=wlps  pz=wlpg
Aplicaremos entonces cada rotacién a su correspondiente conjunto 7}:
pr(T1) = w  paps(S1N Q) =w lpg ' ps(S1N Q) =w 1(S1NQ)
pa(T2) = w ™ pspg(S2 N Q) = w ' py ' pg(S2 N Q) = w (SN Q)

p3(Ts) = w ™l pepr(S3N Q) = w™p7  pr(S3N Q) = w (83N Q)

Es inmediato ver que p1(T1), p2(T2) v p3(T3) son conjuntos disjuntos debido a que los tres
son rotaciones de tres conjuntos disjuntos S1 N Q, So N Q y S3 N Q, respectivamente. Nuestro

objetivo serd por tanto demostrar que la unién de estos conjuntos es, de hecho, Q:

45



pl(Tl) U pQ(TQ) U ,03(T3) = UJ_I(Sl N Q) U w_l(SQ N Q) U w_l(Sg N Q)

—w H(SNQU(SNQIU(S3NQ)) =w H((S1USUS)NQ)=w HQ\P)=Q

En los célculos anteriores, vemos que (S1US2US3)NQ = Q\ P debido a que S1US2US3 = S\ P.
Ademi4s, podemos ver que w™}(Q\P) = Q mediante calculos faciles sobre nuestra definicién de

w:

w(Q) = Q\P
W lw(Q) =w T (Q\P)

Q=w ' (Q\P)

Por tanto, hemos probado que {p;(7}) : j = 1,2, 3} forma una particién de (). Anteriormente
demostramos que {p;(7j) : j = 4,5,6} es una particién de S\Q. Por tanto, tenemos que {p;(7j) :
j=1<7 <6} es una particién de S.

En resumen, hemos probado que somos capaces de hacer una particiéon de S en diez conjuntos
que hemos llamado T1,..., T1o disjuntos dos a dos que pueden ser rotados para formar particiénes
de S. Primero, rotamos cuatro de estos conjuntos, 77,715, Ty9 y T19 para obtener una particién de
S. Despues rotamos los conjuntos restantes, obteniendo de esta forma una segunda particién de

S, finalizando de esta forma la demostracion. |

Este teorema se conoce como paradoja de Hausdorff, el cual lo escribié en 1914 de la siguiente

manera:

Teorema 1.24 Sean {A1, As, A3, A4, A5, C1,Ca} una particién de la esfera unidad $2 de forma
que A; son congruentes entre si para todo i, y (1, Co son numerables. Entonces se tiene que

podemos reordenar los elementos de la particion de forma que:

$2:A1UA2U01 $2:A3UA4UA5UC2

Habiendo probado este teorema sobre la esfera unidad, vamos en la siguiente seccién a demostrar

un teorema similar aplicado sobre la bola unidad.

46



1.5. La bola unidad

Empezaremos a trabajar ahora con la bola unidad, denotada como B, la cual es el conjunto
de todos los puntos con distancia al origen menor o igual a uno. Recordemos que un movimiento
rigido es una funcién de R? a R3, de forma r(x) = p(z) + a, donde p es una rotacién de z € R3

y a € R3.

Teorema 1.25 Existe una particién {By : 1 < k < 40} de la bola unidad cerrada B en cuarenta
subconjuntos y el correspondiente conjunto {ry : 1 < k < 40} de movimientos rigidos tales que
{re(Bg) : 1 < k < 24} forman una particién de B en veinticuatro partes y {ry(Bx) : 25 < k < 40}

forman otra de dieciseis.

Demostracion.

Primero emplearemos el resultado del Teorema 1.22, el cual nos dice que si P es cualquier
subconjunto de S, existe un conjunto numerable () y una rotaciéon w tal que P C Q C Sy
w(Q) = Q\P. Vamos a aplicar dicho teorema en el caso en el que P es el conjunto cuyo tnico
elemento es u = ( 1 00 )t € S para obtener un conjunto numerable @ tal que {u} C Q C S
y una rotacién pg tal que po(Q) = Q\{u}.

Sea ahora Ni = {%(q —u) : q € Q}. Veamos en los siguientes calculos que, para ¢ € @ se
tiene que N; C S:
1 1 1 1
—(q— =—lg—ul <= =—(1+1)=1
5= )| = gl =l < 5l + ) = 51+ )

Por tanto, los elementos de Nj tendran longitud menor o igual a uno, con lo que satisfacen
la definicién de B.

Ademés, definiremos el movimiento rigido rg como ro(z) = po(z + Su) — du. Veamos que

efectivamente, g satisface nuestra definicién de movimiento rigido:

1 1 1 1 1 1
ro(z) = po(z + 5“) T QU= po(z) + Po(iu) QU= po(x) + 500(“) — QU
v T —

mov. rigido vector cte

Podemos ver que el vector nulo se encuentra en N; dado que {u} € Q y %(u —u) = 0.

Completaremos los célculos para ver que 79(N1) = N1 \{0}:

1( ) 1 1 +1 1 1 1 1 (0) 1
ro| =(g—u)) = “g—-u+-u| —-u= —q|—zu=2 - -u
0 2(1 Po 2(1 9 9 9 Po 2q 9 200(1 B
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Como hemos definido pp tal que po(Q) = Q\{u}, sabemos que py(q) # u y por tanto po (q) —
%u # 0. Por tanto ro(N1) = N1\{0}.

Definiremos ahora Ny = B\Ny, s1 =19, s2 = I, M1 = s1(IN1), y Ma = s2(N2). Podemos ver
que N1 y Ns son una particién de B. En los siguientes calculos veremos que M; y My forman

una particién de B\{0}:

{My, Mz} = {ro(N1),i(N2)} = {N1\{0}, N2}

Dado que { N1, Na} es una particién de B, {N1\{0}, N2} es una particién de B\{0} tendremos
que {Mj, M} es una particién de B\{0}. Definimos ahora S’ = {y € R?: 0 < |y| < 1} de forma
que S’ es la bola unidad sin el origen. Definimos también T} = {tz : z € T;,0 < ¢t < 1}. Como
T; con 1 < j < 10 forman una particiéon de S, los T]’ con 1 < 75 < 10 formardn una particién
de S’. Estas expresiones las empearemos mas formalmente para reescribir el Teorema 4.3 como

sigue:

Teorema 1.26 Existe una particiéon {7} : 1 < j < 10} de s’ en diez subconjuntos disjuntos y
un correspondiente conjunto {p; : 1 < j < 10} de rotaciones tales que {p;(7}) : 1 < j < 6}
es una particién de S en seis subconjuntos y {p;(7}) : 7 < j < 10} es otra particién de S’ en

cuatro subconjuntos.

Su demostracién seré identica a la demostracién del teorema original, reemplazando S por S’
y T por T]’ Observemos que S’ es el mismo conjunto que B\{0}. Ademés, observemos que para
cada j =1,2,...,10 la familia {7} N ,ojfl(MZ-) :i=1,2} forma una particion de 77. Esto ocurre
debido a que M7 y My son una particién de S’ y por tanto pj_l(Ml) y ,oj_l(MQ) es también una

particién de S’ ya que p es invertible e inyectiva con p;(0) = 0. Por tanto:

T} = (T} N p; (ML) U(T) 1 py (M) ¥ o5 (M) 1 py (M) = 0

Observemos también que para cada j =1,...,10, {M, N T]’ N pj_l(Mi) :n = 1,2} forma una
particion de Tj’ N pjfl(MZ-) para ¢ = 1,2. Esto ocurre debido a que M; y M5 son una particién
de S"y como T} N pj_l(MZ-) son subconjuntos de S'(parai =1,2y j =1,...,10), estd claro que
{MnﬂTJfﬂp;l(Mi) :n = 1,2} forma una particién de T]fﬂ,oj*l(MZ-) parai=1,2yj=1,...,10.
Entonces {M,, N TJ’ N pj_l(Mi) :1<n<21<i<2,1<j5 <10} forman una particién de S” en

cuarenta subconjuntos.

Recordemos que M; = s1(N1), Ma = s2(Na) y que N y Ny forman una particién de B

mientras que M; y Mz lo son de B\{0} = 5’. Tomando entonces s,,} para nuestra particién en
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cuarenta conjuntos de S’, tendremos una particién de cuarenta subconjuntos de B:

Bui; = 5,1 (MnﬁTj{ﬂp;l(Mi)) paral<n<2,1<i<2 1<j<10.

Mientras tanto, para cada j fijo, los cuatro conjuntos p;js,(Bpi;) = M; N p(M, N T]’) para

n=1,2ei=1,2 forman una particién de p;(77):

080 (Bnij) = pjsnsy (Mn NI/ N pj_l(Mz)> = p;i(My) N p;(T}) N M;. (1.1)

Ya hemos demostrado anteriormente que { My, Mo}y {p; (M), pj(M2)} son ambos particiones
de §’. También sabemos que M; y My son disjuntos. En consecuencia se tiene que p;(Mi) y
p;j(Ma) también son disjuntos dado que p; es una biyeccién y por tanto la imagen por p; de una
particién serd también una particién. Ademds, para cada j fijo, p;(My,)Np; (T}))NM; = pjsy(Bhnij)

paran =1,2 ¢ ¢ = 1,2 forman una particién de pJ(T]’)

Usando nuestra versién adaptada del Teorema 1.23, sabemos que {p;(7}) : 1 < j < 6} es una
particién de S’ y {p;(7T}) : 7 < j < 10} es otra particién de S’. Debido a que para cada j fijo, los
cuatro conjuntos p;sy(Bnij) = M; N pj(M, NT}) paran = 1,2 e i = 1,2 forman una particién
de pj(Tj{ ), podemos usar el resultado del Teorema 1.23 para decir que las siguientes familias son

también particiones de S’:

{pjsn(Bnij) 1 1<n <2,1<i<2,1<5 <6}
{pjsn(Bnij) 1 1<n <2,1<i<2,7<;j<10}

Ahora, fijemos ¢ en las familias y utilizaremos la ecuacién 1.1 para ver que las siguientes

familias de doce y ocho conjuntos son cada una particiones de M;:
{pjsn(Brij) 1 1<n<2,1<j <6} ={p;(M;) Np;(Tj) N M; : 1 <n<21<j<6}

{pjsn(Bnij) : 1 <n <2,7<5 <10} = {p;(M;) N p;(T)) " M; : 1 <n<2,7<j<10}

Esto es cierto debido a que sin fijar 7, cada familia es una particién de S’ y por tanto fijandolo,

tendremos inmediatamente una particién de M;.
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Posteriormente, como hicimos antes, podemos enviar estas particiones de M, a particiones

de N; aplicando 5;1. En los siguientes caculos, i estard fijado:

{7 pj(Mp) s, (T))NN;: 1<n<2,1<j<6}

n

1

Usaremos el hecho de que s; es una biyeccién para saber que la expresién anterior es una

particién de N;. Que 5;1 sea una funcién inyectiva nos asegura que la particion de M; permanece
disjunta cuando la proyectamos en INV;. Que s; ! sea sobreyectiva nos dice que la imagen de la
particién cubre todo NV;. Por tanto, hemos formado una particién de N;. Formaremos una segunda
particién repitiendo los calculos para j = 7,8,9,10. Definamos ahora r,;; = si_lpjsn de forma

que podemos reescribir la siguiente ecuacién como sigue:

{Tnij(ij):1§n§271§i§2,1 S]SG}

{rnij(Bnij) : 1<n<21<i<27<j<10}

Dado que hemos fijado ¢, cada familia es una particiéon de N; y como N; para ¢ = 1,2 es una
particién de B, las familias son particiones de B en veinticuatro y dieciséis conjutos. Finalmente

cambiaremos de notacién para nuestros conjuntos B,;; y movimientos rigidos r,;; como sigue:

Tnij = 7T1,72,...,724 para1 <n <2,1<i<2,1<5<6
Tnij = T25,...,740 para 1 <n <2,1<i<2,7<75<10
Byij = B1,B,...,Byyparal <n <2,1<:<2,1<5<6
Byij = Bas,..., By paral <n<2,1<:<2,7<75<10
Por tanto, tenemos cuarenta conjuntos By con k = 1,...,40 y cuarenta movimientos rigidos

rp con k= 1,...,40 de forma que {ry(Bx) : 1 < k < 24} forma una particién de By {ry(Bx) :

25 < k < 40} forma otra. Con esto concluimos con la demostracion. [ |
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En resumen, hemos encontrado una forma de realizar una particion en B en cuarenta partes
y, definiendo cuarenta movimientos rigidos podemos obtener dos particiones de B utilizando
Unicamente estas partes y movimientos rigidos. Podemos ver entonces que hemos obtenido un
conjunto del doble del tamano original utilizando tinicamente elementos del conjunto de origen

sin realizar cambios de tamano en él.

En la siguiente seccién. buscaremos generalizar este concepto para la bola unidad a cualquier

par de subconjuntos no vacios, acotados de R3.

1.6. La paradoja de Banach-Tarsk:

Empezaremos definiendo la conguencia por partes, para posteriormente dar propiedades de
esta congruencia y, finalmente, utilizar estas propiedades para completar la prueba de la demos-

tracion de la Paradoja de Banach-Tarski en dos teoremas.

Definicién 1.27 Dos subconjuntos X e Y de R? se dira que son congruentes por partes,
denotado X ~ Y si, para algin nimero natural n, existe una particién {X; : 1 < j < n} de
X en n subconjuntos y un correspondiente conjunto {f; : 1 < j < n} de movimientos rigidos

isometrias) tales que {f;(X,;):1 <7 < n} es una particién de Y.
J\Ag

En otras palabras, tenemos que dos conjuntos son considerados conguentes por partes si somos
capaces de, tomando una particion de X de un nimero finito de partes y utilizando movimientos
rigidos, podemos transformar dicha particién en una particién de Y. Si X es congruente con un

subconjunto de Y, lo denotaremos como X <Y

Teorema 1.28 Sean X, Y y Z subconjuntos de R?, tenemos:

. X~ X

2. X~nY =Y~X

3.9 X~YeY~nZ=X~Z
4. X ~Y = X<Y

5. X<YeY<Z=X<2Z
6. XCY=X<Y

7. X<YeY<X=X~Y
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Demostracion.

Las propiedades (1)-(6) son facilmente demostrables. Debido a estro centraremos nuestra

demostracién en la prueba de la propiedad (7).

Supongamos X ~ Yy eY ~ Xpdonde Xo C X eYy C Y. Sea {X; : 1 < j <n}y
{Y; : 1 <i < m} particiones de X e Y respectivamente, y sea {f; : 1 < j <n}y{gi:1<i<m}
conjuntos de movimientos rigidos tales que {f;(X;) : 1 < j < n} es una particién de Yy y

{9;(Y;) : 1 <j <m} es una particién de Xp.

Primero definiremos f en X como f(z) = fj(z) si z € X; y definiremos g en Y como

9(y) = gi(y) si y € Y;. Por tanto, para un conjunto E C X, definiremos E’ C X como:

E' = X\gY\f(E)]

Observemos en los siguientes calculos que si F' es un subconjunto de X tal que £ C F C X,

entonces B/ C F':

E CF = f[E]C f[F]
— Y\f[E] D Y\[[F]
— gIY\fIE]] D g[Y\f[F]]
= X\g[Y\[[E]] € X\g[Y'\f[F]]
— FE CF'

Ahora, sea ® = {E : E C X,E C E'}. Podemos ver que ) € ® debido a que ) € X y
0 € 0" ya que 0 se encuentra contenido en todos los conjuntos. Sea D = |JD unién de todos los

conjuntos que pertenecen a ®.

Para cada E € D, sabemos que E C D C X, y por tanto E/ C D’. Usando esto y sabiendo
que hemos definido © tal que solo contiene conjuntos E para los que e C E’, tendremos que

EcD.

Por consiguiente, una vez sabido esto, para cada E € ©, E C D', y como D es la unién de
todos los conjuntos que pertenecen a ®, sabemos que D C D’. Tenemos que, como D C D' C X,
D' c (D'Y.

Tendremos entonces, debido a nuestra definicién de ©, que D’ € ® y por tanto D’ C D por
ser D unién de todos los elementos de ©. Concluimos de esta forma que D’ = D. Usando esto

y la definicién de E’, podemos reescribir D’ y mediante calculos hallar X\ D:
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D =D"=X\g[Y\f[D]]

D = (g[Y\f[D]))®
D = (¢[Y\f[D]))"

X\D = g[Y'\f[D]]
Debido a que hemos definido g para que su imagen sea siempre X, podemos decir que

X\D C Xj. Definiremos ahora lo siguiente para 1 < j<ny 1l <i<m:

Aj=DNX;  Ani=gI\ID  hj=f  hai=g;

Como D C X, los conjuntos A; para 1 < j < n son una particién de D. Ademads, como g es
una biyeccién de Y a X e Y; es una particién de Y para 1 < i < m, los conjuntos A, ; son una

particién de X'\ D. Entonces:

hj(4;) = hj(DNX;) = f;(DNX;) = f;(D)N fj(X;)

Esto nos dice que los conjuntos h;(A;) para 1 < j < n son una particiéon de f(D). Ademas:

hnti(Ansi) = g7 H(g[Yi\f[D]]) = Y;\f[D],

podemos ver por tanto que hy,4;(A,4;) es una particion de Y\ f[D]

Como D y X\D forman una particién de X mientras que f(D) e Y\ f(D) lo es de Y hemos
encontrado n conjuntos, A; y A,4; paral < j <ny 1l <7 <m,]los cuales forman una particién
de X y, mediante la aplicaciéon de los movimientos rigidos h; y h,y; respectivamente, podemos

encontrar una particién de Y. Tenemos entonces que X ~ Y, concluyendo con la demostracion.

Definicién 1.29 Una bola cerrada en R? es cualquier conjunto de la forma A = {z € R3 :

|z —a| < e} donde a € R? y e > 0.

Definicién 1.30 Llamaremos traslacién de un conjunto A C R? por b € R? al conjunto de la

forma A+b={x+b:2 € A}.

93



Teorema 1.31 Si A C R? es una bola cerrada y si Ay,... A, son traslaciones de A, entonces:

ANCJAj

Jj=1
Demostracion.

Supongamos que A es cualquier bola cerrada de R? centrada en el origen, es decir, sea
A = {x € R?: |z| < &} para algin ¢ > 0. Entonces, escojamos cualquier a € R3 para el cual
la] > 2 ysea A = A+a={yecR3:|y—al <e}. Estonos dice que A" es también una bola

cerrada de R? centrada en el punto a. Dado que |a| > 2¢, A y A’ son disjuntos.

Lo siguiente que haremos serd en pos de aplicar el Teorema 1.25 para mostrar que

A~ (AN A"). Sea By y 1 definidos de la misma forma que en el Teorema 1.25, es decir:

(B, : 1<k <40}

{rr : 1 <k <40}

donde los B} son una particién de la bola cerrada B y los r; son un conjunto de rotaciones tales
que {rx(By) : 1 < k < 24} forman una particién de B y {ri(Bx) : 25 < k < 40} forman otra.

Tomaremos ahora la siguiente notacién. Para cualquier conjunto D C R?® y § > 0, sea
0D = {6z : x € D}. Consideremos ahora el conjunto {¢Bj : 1 < k < 40} . Observemos que
tenemos exactamente una particion a escala de cuarenta partes de B para formar ahora una

particién de A. Esto es, eB = A y los conjuntos € By son disjuntos para todo k =1, ..., 40.

Definiremos ahora los movimientos rigidos s, como sigue:

1
skzark<x> si1l<k<24
€

1
Sp = €ry, <€x>+a8125§k:§40

Aqui estamos diciendo que para todo punto de A, escalandolo por % de forma que los puntos se
encuentran en B, aplicandoles los movimientos rigidos r; de forma que obtenemos dos particiones
de B y reescalando el resultado por ¢, tendremos dos particiones de A. Entonces, para 25 < k <

40 estamos trasladando esta particiéon debido a a de forma que tenemos una particiéon de A’.
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En resumen, cuando aplicamos los movimientos rigidos s; a A obtenemos como resultado una

particién de A y otra de A’.

Debido a que hemos escogido a tal que A y A’ son disjuntos, hemos formado una particién
de AU A’. Esto es, somos capaces de transformar una particién de A de cuarenta conjuntos en

una particiéon de A U A’ mediante movimientos rigidos. Por tanto A ~ AU A'.

Emplearemos ahora induccién para completar la prueba para ver que si Aq,..., A, son un

n
numero finito de traslaciones de A, entonces A ~ U Aj.
=1

Caso base: Empezaremos probando que A ~ U?zl Aj cuando n = 1, es decir, que A
es congruente por partes a una traslacién de si mismo. Sea A; una traslacién de A. El
conjunto A; serd de la forma A; = {a +2 : a € A,z € R3}. En este caso estaremos
trasladando A mediante el movimiento rigido r, = x + a y, debido a que estos mantienen
las particiénes, aplicar r; a cualquier particién de A resulta en una particién de A;. De

esta manera demostramos que A ~ A;

Hipoétesis de induccién: Supongamos ahora n > 1 de forma que A serd congruente por

partes a la unién de n — 1 traslaciones de él mismo y sean Ay, ..., A, traslaciones de A.

Lo que queremos probar es que A es congruente por partes a todas estas n traslaciones.

Debido a la hipétesis de induccién, A ~ A1 U---U A,_1, el cual es claramente un subcon-
junto de AjU---UA,, por lo que tendremos que A < A;U---UA,. Usando los resultados
del Teorema 1.28, solo tendremos que demostrar que A; U---U A,, < A, concluyendo que
A~A1U---UA,.

Observemos que dado que A’ y A, son ambos traslaciones de A, son traslaciones el uno
del otro. Por tanto A, ~ A’. Observemos también que A,\(A; U---UA,_1) C A, (la
igualdad se alcanzaria de no haber solapamientos entre A, y (A; U---UA,_1)). Podemos

ver por tanto:

ANALU--UA, ) S A

Usaremos la siguiente afirmacion para completar la prueba:

AU UAy = (A U UAp_ 1) U (A\ (A U+ U Apy))

Recordemos que hemos supuesto A ~ AyU---UA,—1y que (A4,\(A1U---UA,—1)) S A

Dado que A y A’ son disjuntos, sabemos que lo siguiente es cierto:
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(AyU---UA, )U(AN\NAU---UA, 1) SAUA

En el caso base de la hipdtesis de induccién, vimos que A U A’ ~ A por lo que podemos

decir lo siguiente:

(A1 U UAn1) U(A\(A U UA,_ ) < A

Por tanto, hemos demostrado que (A;U---UA4,) S Ay A S A U---UA,, conlo que
A1 U---UA, ~ A debido al Teorema, 1.28.

Nos encontramos ahora preparados para demostrar la parte final de la Paradoja de Banach-
Tarski.

Teorema 1.32 Si X e Y son dos subconjuntos acotados de R? con interior no vacio, X ~ Y.

Demostracién. Sean X e Y dos subconjuntos acotados de R? con interior no vacio. Empezare-
mos escogiendo dos puntos interiores a € X y b € Y y un € > 0 tal que se tiene que A+a C X
yA+bCY con:

A={z cR3: |z| <&}

Por tanto, tenemos que A es una bola cerrada de radio € centrada en el origen y hemos escogido
a y b tales que al trasladar A por a obtenemos un subconjunto de X y al hacerlo por b obtenemos

un subconjunto de Y.

Como X es acotado, X puede estar contenido en la unién finita de traslaciénes de A, las

cuales escribiremos como A, ..., A,. Por tanto:

XCcCAU---UA,

Usando que el conjunto A es congruente por partes con cualquier conjunto finito formado

por traslaciones suyas, como hemos probado en el teorema anterior, llegamos a que:

X<A

Dado que A4+a C X y A~ A+ a, ya que es una traslacion de A, sabemos que :

A<X
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Usando el Teorema 1.28 podremos decir entonces que X ~ A. De manera ansloga se puede

comprobar que Y ~ A y, utilizando nuevamente el Teorema 1.28, llegamos finalmente a que:

X~Y
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Capitulo 2

Prueba de Stan Wagon

En el capitulo anterior, hemos demostrado la paradoja de Banach-Tarski siguiendo la versién
de Karl Stromberg[1], en la que realizamos particiones en un conjunto del espacio R* de forma
que obteniamos dos particiones del mismo subconjunto sin alterar el tamano de estas, sino
mediante movimientos rigidos de las mismas. En este capitulo, veremos una demostracién mas
técnica del mismo teorema, siguiendo en este caso la versién que aparece en el libro de Stan
Wagon[3]. Empezaremos definiendo algunos conceptos para crear los fundamentos en los que

nos basaremos para la resolucion de las pruebas posteriores.

2.1. Definiciones y preliminares

Definicion 2.1 Sea G un grupo que actia sobre un conjunto X y supongamos £ C X un
subconjunto no vacio de X. Diremos que E es paraddjico respecto a G si existen m, n enteros
positivos tales que para subconjuntos disjuntos de E, Ai,...,An,B1,...,B, y aplicaciones

Jls- -y Gm,h1,..., hy € G tenemos que:
E=Ja(A). E={]hiB)

En resumen, el conjunto E tendra dos subconjuntos disjuntos {|JA;,|J B;} de forma que
podemos reordenarlos mediante elementos de G de forma que cubrimos E. Si E es paraddjico
respecto de G, los conjuntos que cumplen esto {g;(A4;)}, {h;(B;)}, {4i} y {B;} son cada uno

particiones de FE.

Un ejemplo de conjunto paradéjico seréd, en R3, cualquier bola con respecto al grupo de las

funciones que mantienen las distancias, las isometrias.
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Otro ejemplo de grupo paraddjico seran los grupos no abelianos libres.

Definiciéon 2.2 Un grupo G se dice libre si hay un subconjunto A de G tal que todo elemento

de G puede escribirse en forma tnica como producto de finitos elementos de A y sus inversos.

Es decir, si el grupo libre F' es generado por el conjunto M, sera el grupo conformado por

1

palabras cuyas letras seran {o,0”" : 0 € M}, donde dos palabras se dirdn equivalentes si se

puede transformar una en otra mediante la adicién o reduccién de pares de letras adyacentes de
1 1

la forma co~" 0 07 0.

Ejemplo. Si tenemos M = {a,b} los elementos del grupo libre generado por M seran de la

forma:

{a™ 02" - ia,be Mym; € Z,i=1,2,...}

Si una palabra no tiene este tipo de letras adyacentes diremos que es una palabra reducida
y, utilizando clases de equivalencia, podemos decir que F' estara formado por todas las clases de
equivalencia de las palabras reducidas, con la operacién de la concatenacién. A partir de ahora
supondremos que todas las palabras son reducidas, para simplificar la notacién. Se denotara como

I a la identidad en F', también llamado palabra vacia.

Definiciéon 2.3 Un subconjunto S de un grupo F se llama libre si no podemos obtener el

elemento identidad en F' empleando elementos de S distintos de la identidad.

Definicion 2.4 Dado G actuando sobre C, se dice érbita de G en C' a las clases de equivalencia

de la relacién:

“Dados dos puntos ¢,d € C, se dira que son equivalentes, denotado como ¢ ~ d,

si existe g € G tal que gc = d.”

Proposiciéon 2.5 Si dos conjuntos libres generan el mismo grupo libre, estos tendran el mismo

tamafio, que definiremos como rango del grupo libre.

Corolario 2.6 Los grupos libres que tienen el mismo rango seran isomorfos. Ademds, cualquier

grupo isomorfo a un grupo libre se dird también que es un grupo libre.

Teorema 2.7 Un grupo libre F' de rango 2 es paraddjico respecto de F'; donde F' actia sobre

si mismo mediante la multiplicacién a izquierda.
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Demostracion.

Supongamos o, 7 dos generadores de F. Si p es igual a o' 7™ definiremos W (p) como

:I:lﬂ_:l:l

los elementos de F' cuya respesentacion es una palabra compuesta por las letras o que

empieza por p.

Tendremos entonces que F' = {I} UW (o) UW (e~ ) UW (r) UW (77!) y estos subconjuntos
son disjuntos dos a dos. Ademds, se puede ver facilmente que W (o) UoW (o~ !) = F | de la

misma forma que W (r) UTW (r~!) = F.

En efecto, se observa que para h € F\W (o), tenemos o0 'h € W(os~!) y entonces h =
o(oc'h) € cW(o~!). Hemos encontrado de esta forma distintas particiones de F' tales que, al
aplicar a dichas particiones elementos del propio F' y hacer la unién de ellas, obtenemos F'. Por

tanto tendremos que F sera paraddjico con respecto a F'.

Definiciéon 2.8 Un subsemigrupo libre de un grupo es un subconjunto del grupo que contiene a
la identidad, es cerrado por la accién del grupo y es isomorfo a un semigrupo libre. Un semigrupo
libre de conjunto generador 1" es el conjunto de palabras que se pueden construir utilizando como

letras los elementos de T, siendo la concatenacion la operacién del semigrupo.

Teorema 2.9 Un semigrupo libre S de generadores {o,7} contiene dos conjuntos disjuntos
Ay B tales que o(S) = A,7(S) = B. Como consecuencia cualquier grupo que contenga un

subemigrupo libre de rango 2 contiene un conjunto paraddjico.

Demostracion.

Sea A el conjunto de las palabras del grupo S cuyo primer término es o, y sea B el conjunto
con primer término 7, obteniendo de esta forma que {A, B, I} es una particién de S, donde I
es el elemento identidad. Tendremos entonces que 0.5 = A y 7S = B. Por tanto, 0 }(A) =
S = 771(B), con lo que hemos obtenido dos subconjuntos de S que, al aplicarle las palabras

o1, 771 € 8, conseguimos de nuevo S, por lo que S serd paradéjico.

Teorema 2.10 Existen dos isometrias, o y 7, de R? que generan un subsemigrupo libre de Go,
el grupo de las isometrias en R?. Ademads, o y 7 se pueden escoger de forma que para cualesquiera
dos palabras wy y ws, formadas por las letras o y 7, y con término a la izquierda igual a o y
T, respectivamente, tenemos que wi(0,0) # w2(0,0) (la aplicacién de las palabras al origen de

coordenadas).
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Demostracion.

Escogemos 6 de forma que 3 = e

es un numero trascendental. Para simplificar los cdlculos
podemos tomar # = 1, la existencia de # queda justificada porque el circulo unidad es un conjunto

no numerable, mientras que el conjunto de los ntimeros algebréicos es numerable.

Sea entonces o la rotacién de dngulo 0 tal que € es trascendente y 7 la traslacién mediante

el vector (1,0). Tendremos que, en C, o serd igual a la multiplicacién por g = et

mientras que
7 serd la adicién de 1. Solo necesitamos entonces demostrar que o y 7 cumplen con la segunda
afirmacién. Si se cumple que w; = w9 para dos palabras distintas de G2 y una de ellas es (el
elemento identidad o) el comienzo de la otra, empleando la cancelacién a izquierda tenemos que

v = I, para una palabra no trivial v.

Si se tiene que v comienza por o, entonces tendremos que v7(0) = 7(0), mientras que si se
tiene que comienza por 7, tendremos que vo(0) = o(0), contradiciendo la segunda afirmacién

en cada uno de los casos.

Si por el contrario tenemos que ninguna de las dos palabras es el comienzo de la otra, la
cancelacién a izquierda genera en este caso wy y we, que son iguales en Gy pero tienen distintas

letras al comienzo. De esta forma, supongamos w; y ws de la forma:

wy = Te?? . Im
w9 = ogkirke gk

donde m,¢ > 1 y cada uno de los exponentes son nimeros enteros positivos. Debido a que
0(0) = 0, podemos asumir que w; y we terminan ambos en una potencia de 7, a no ser que wsp

se pueda simplificar por o*1. Tendremos que:

wl(o) =1+ jgujz +j5uj2+j4 4. +jmuj2+j4+~~-+jm—1
wa(0) = kouft + kyqufrths 4.4 kguk1+k3+"'+ké*1(: 0 sl wy = akl)
Si wi(0) = wa(0), estas dos expresiones forman un polinomio no constante con coeficientes

enteros que se anula cuando la variable u toma el valor €%, lo que contradice que sea trascen-

dental.

Teorema 2.11 (Paradoja de Sierpinski-Mazurkiewicz) Existen conjuntos Ga-paradéjicos

en el plano R?.
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Demostracion.

Usando las isometrias del teorema anterior podemos demostrar la paradoja de Sierpinski-
Mazurkiewicz directamente construyendo un conjunto paraddjico del plano. Podemos tomar E
como el conjunto de los nimeros complejos de la forma ag + a18 + - -+ + a, 8" donde n es un
entero no negativo. Definiremos entonces A = o(F), esto es, el conjunto de aquellos nimeros

complejos tales que ag = 0 y B el resto de ellos, B = 7(F).
|

Los teoremas anteriores se pueden generalizar en los siguientes resultados que anadimos a

continuacion.

Proposicion 2.12 Supongamos que un grupo G que actua sobre X contiene o y 7 de forma
que para algin x € X, para cualesquiera dos palabras con letras ¢ y 7, empezando por o y 7
respectivamente, se tiene que son distintas cuando se aplican a x. Entonces existe un subconjunto

no vacio de X que es paraddjico respecto a G.

Demostracién.

Sea S un subsemigrupo de G generado por ¢ y 7 y sea E la érbita de x por S. Tendremos
que E DO 7(E),0(FE). La hipdtesis sobre x nos dice que para cualesquiera dos palabras wi,
we € S, formadas por las letras o y 7, empezando cada una por o y 7, respectivamente, tenemos
que wi(x) # wa(x). Por tanto tenemos que 7(E) N o(FE) = (), obteniendo de esta forma dos

subconjuntos disjuntos de FE.

Por otro lado tenemos que, como o , 7 € G, 0~ ! , 77! € G al ser G un grupo, por lo que
7Y 7(E)) = E = 07 (0(F)), demostrando que E es un subconjunto no vacio de S que es

paraddjico respecto de G.
[ |

Andlogamente a la Proposiciéon 2.12, vamos a ver ahora que una descomposicién paraddjica
de un grupo se puede trasladar facilmente a la de un conjunto en el que el grupo actia sin puntos
fijos no triviales (lo que significa que ningin elemento distinto de la identidad fija un punto del

conjunto).

Teorema 2.13 Si un grupo G es paradéjico y actia en X sin puntos triviales fijos, entonces X
es paradéjico con respecto a G. Por lo tanto X es paraddjico con respecto a F' para cualquier F

un grupo libre de rango 2 que actia en X sin puntos fijos no triviales.
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Demostracion.

Supongamos A;, B; € Gy g1, h; tales que G es paraddjico. Sea M un conjunto que contiene
exactamente un elemento de cada orbita de G en X. Por tanto {g(M) : ¢ € G} es una parti-
cién de X disjunta dos a dos. Esta particién nos sirve como medio para transformar cualquier

subconjunto S € G en un subconjunto de X, S* = {g(M) : g € S}.

De esta forma, podemos decir por ejemplo que G = | g;4; se convierte en X = |Jg;(S*) de
forma que siguen siendo disjuntos. Del mismo modo ocurrird con los B;. Por tanto los conjuntos
A;‘,B}‘ forman una particion de X, de forma que tendremos que X sera paraddjico con respecto
a G. Entonces, se tendra como consecuencia del Teorema 2.7 que X es paraddjico respecto a F'
con F' un grupo libre de rango 2. Observemos que el nimero de conjuntos empleados para X es

el mismo nimero que de A;, B; dados para G.
[ |

Como complemento, comentaremos algunos conceptos ya definidos en el caso de que se tenga
numerabilidad y, ademds, nombraremos algunas propiedades de los mismos. La propiedad de
numerabilidad lo que posibilita es la relacion de dichos conceptos con la teoria de la medida,

aunque no entraremos en ellos con profundidad.

Definiciéon 2.14 Diremos que E es G-numerablemente paraddjico si existen subconjuntos nu-
merables disjuntos de E, {A;},{B;} con j = 1,2,... y aplicaciones {g;},{h;} € G con j =
1,2,... tenemos que:
oo o0
E=|Jg4;=JnB;

Jj=1 Jj=1

Teorema 2.15 S! es numerablemente SOo(R)-paradéjico. Equivalentemente, si G es el grupo

de traslaciones médulo 1 actuando en [0, 1), entonces [0,1) es G-numerablemente paraddjico.

Como consecuencia de este resultado de existencia de conjuntos paradéjicos podemos deducir

el siguiente teorema sobre existencia de medidas.
Teorema 2.16 Se tienen los siguientes resultados:
1. No puede existir una medida numerablemente aditiva, invariante por rotaciones, dedinida
sobre todos los conjuntos de S' que asigme medida 1 a S!
2. Existe en [0, 1] un conjunto que no es medible Lebesgue.

3. No puede existir una medida numerablemente aditiva que sea invariante por traslaciones

definida sobre todos los subconjuntos de R™ que normalice el cubo unidad.
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2.2. Paradoja de Hausdorff: matrices de Sato

Construiremos un subgrupo libre no abeliano de G3, las isometrias en R?, y veremos las

paradojas que esta causa.

Definicion 2.17 Sea G un grupo, diremos que un subconjunto S € G es independiente si S es
un conjunto libre que genera H subgrupo contenido en G. H serd por tanto un grupo libre de

rango |S|.

Definiremos ahora las siguientes rotaciones en S2, la esfera unidad en R?:

6 2 3 ) 2 -6 3
o=z 2 3 —6 7:5 6 3
-3 6 2 -3 2 6

Denominadas rotaciones de Sato, debido a Ken-iti Sato.

Teorema 2.18 Las dos rotaciones de Sato son independientes.

Demostracion.

+1

Debemos demostrar que no existe ninguna palabra no trivial de términos o*!, 7%! que sean

iguales a la identidad. Lo haremos por reduccién al absurdo.

Supongamos w una palabra igual a la identidad formada por términos o*!, 7+, Si conjugamos
por una potencia de o lo suficientemente grande y, si es necesario, invirtiendo, podemos asumir

que w tiene como termino a la derecha o. Definiremos ahora estas cuatro matrices:

6 2 3 2 -6 3
M, = 2 3 -6 |, M= 6 3

-3 6 2 -3 6

6 2 =3 2 6 -3
M;=|2 3 6 M7 =1 -6 3 2

3 —6 3 2 6

Sera mas simple trabajar con estas matrices, ya que la tinica diferencia con las de las rotaciones
es que las de las rotaciones estan divididas entre 7. Vamos a analizar la primera columna de w,

es decir, la primera columna de M;“"Mf"‘l ...MfQMflMg, donde k1 <0, k, € Z, vy k, son no
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nulos para los demés n. Una potencia negativa serda una potencia de M . Definiremos ahora el
K

siguiente conjunto de vectores:

Ve =1{(3,1,2),(5,4,1),(6,2,4)}
Vv ={(3,2,6),(5,1,3),(6,4,5)}
V: ={(3,5,1),(5,6,4),(6,3,2)}
Vo ={(1,5,4),(2,3,1),(4,2,6)}

Para empezar, tenemos que M,(1,0,0) = (6,2, —3) = (6,2,4)(mod 7) € V,. Se tendran las
siguientes propiedades, que nos muestran que el conjunto de los vectores es invariante para las

matrices:

1. Para cualquier v € V; UV, UV, ov € V.

\V)

. Para cualquier v € V- UV, UV 0 v eV, .
3. Para cualquier v €e V, UV, UV, 7v € V..

4. Para cualquier v € V- UV, UV, 77v e V.

Trabajaremos ahora con la palabra (6,2,4). Por (1.) tenemos que, como (6,2,4) € Vj,
MPF1(6,2,4) € V,,. Ahora bien, dependiendo del signo de ko, tenemos que por (3.) o (4.) que, al
multiplicar el vector por M*2, este pertenecera a V; U V.~. De nuevo, dependiendo del signo de
k3, tenemos que por (1.) o (2.) que, al multiplicar el vector por M*3, este pertenecera a V,UV,.
Siguiendo con este proceso tenemos que el resultado serd uno de los vectores pertenecientes a

los distintos conjuntos V’s. Por lo que este no serd nunca igual a (1,0,0).
|

Cada elemento del grupo libre generado por ¢ y 7 al actuar sobre R? deja una recta que pasa
por el origen invariante y por ello no vamos a poder aplicar el teorema que demostramos al final
de la seccién anterior. Vamos a llamar F' al grupo libre generado por las rotaciones de Sato. F' es
un conjunto numerable. Cada elemento del grupo distinto de la identidad fija dos puntos sobre
S2. Sea D la unién de todos los puntos de S? que son fijados por algin elemento de F. Es claro
que D es un conjunto numerable. Ahora, si P € S?\ D y g € F entonces g(P) € S?\ D puesto
que si h fuese un elemento del grupo F' que fijase g(P) entonces h(g(P)) = g(P) y de aqui que
P = g~ 'hg(P), una contradiccién.

De este modo hemos probado que F actiia sobre S?\ D y los elementos del grupo F distintos

de la identidad no tiene puntos puntos fijos. Ahora si podemos aplicar el teorema.
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Teorema 2.19 Existe D C S8? numerable de modo que 8%\ D es SO3(R) paraddjico.

Demostracion. Esta demostracion es inmediata. [ ]

Ahora vamos a ver la relacién de ser paraddjico con la existencia de medidas invariantes sobre

grupos.

La siguiente demostracion es una de las tantas construcciones de un grupo libre no abeliano
de rotaciones en R3. Esta la di6 Hausdorff en 1914. Demostré que si ¢ y p son dos rotaciones
de 180° y 120° respectivamente, sobre los ejes que contienen al origen, y si cos 20 es un ntimero
trascendente donde 6 es el angulo entre los ejes, entonces ¢ y p es un conjunto libre de generadores
de 72 x 73.

Definiciéon 2.20 Sea G un conjunto que actua sobre X. Diremos que el conjunto F C X es
G-despreciable si para toda medida finitamente aditiva p : P(X) — [0, c0], G-invariante tal

que p(F) < oo, se tiene que p(FE) = 0.

Proposiciéon 2.21 Si E es un conjunto paraddjico respecto a G, se tiene que E es G-despreciable.

Demostracién.

Supongamos que g es una medida finitamente aditiva definida en P(X) que se mantiene
invariante por G tal que p(FE) < oo. El hecho de que E sea paradéjico respecto a G nos dice que

existen Aq,...,An,B1,..., B, disjuntos y aplicaciones ¢1, ..., gm, h1,...,h, € G tales que:

E=UL 9i(A), E=Uj hi(Bj)

Tendremos por tanto que

w(E) = 2o p(Ai) + 2o n(Bj) = 32 mlgiAi) + 32 p(hyBj)
> pUgidi) + p(Uh;Bj) = p(E) + p(E) = 2u(E)
Como pu(F) < oo, esto implicard que pu(E) =0
|

El siguiente teorema tiene como consecuencia que S? es SO3(R)-despreciable probando que

al menos hay un conjunto numerable despreciable respecto de una medida finita en P(S?).

Teorema 2.22 La esfera S? es SO3(IR)-despreciable. Por tanto, no hay una medida finitamente

aditiva que sea invariante mediante rotaciones en P(S?). Ademés, para cualquier n > 3 no existe
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ninguna medida finitamente aditiva que sea invariante mediante isometrias en P(R"™) que asigne

medida 1 al cubo unidad.

Demostracion.

Supongamos p una medida finitamente aditiva, invariante mediante SO3(R) en P($?) con
1(S?%) < 00. Si D es el conjunto numerable de la paradoja de Hausdorff, por la Proposicién 2.21,

tendremos que p(S?\D) = 0. Por tanto tendremos que demostrar que u(D) = 0.

Sea ¢ una linea que pasa por el origen disjunta con D. Para cada punto P € D, sea A(P) el
conjunto de dngulos @ tales que la rotacién de P alrededor de ¢ de 67 radianes, de forma que j
es un numero entero positivo tal que se envia P a otro punto de D. De la numerabilidad de D
y del conjunto de los posibles j’s, tenemos que A(P) es numerable y por tanto podemos tomar
A =J{A(P): P € D}, siendo A nuevamente numerable.

Si tomamos una rotacién p de eje £ cuyo dngulo no pertenece A, p tendra la propiedad de
que, para cualquier j, p?(D) es disjunto con D. De aqui podemos decir que la unién D U p(D) U

p?(D)U... es una unién disjunta.

Supongamos ahora que u(D) > 0. Podremos escoger entonces un entero k de forma que
ku(D) > 1. Esto significa que u(D) + p(p(D)) + u(p?(D)) + - -+ + u(pF(D)) > 1 = pu($?), con
lo que llegamos a contradiccién, por lo que se tiene que u(D) = 0. Esto prueba que S? es

despreciable.

Para demostrar la afirmacién sobre R3, consideraremos n = 3, ya que una medida en una
mayor dimensién induce una medida en R3. Ahora, si y es una medida finitamente aditiva
invariante para las isometrias de R? que asigna medida 1 al cubo unidad, se tiene que debers ser
nula en aquellos conjuntos que sean unitarios. Esto es debido a que, dos conjuntos unitarios
cualesquiera seran congruentes uno con el otro y por tanto recibirdn la misma medida. Por
tanto, si la medida de un conjunto unitario es positiva se tiene que la medida del cubo unidad
deberd ser infinita. Ademads, como es invariante por traslaciones, esto implica que cualquier
cubo tendra medida finita no nula, y de aqui obtenemos que 0 < u(B) < oo, donde B es la bola

unidad.

Definiremos ahora v en P(S?) como v(A) = u{aP : P € A,0 < a < 1}. Debido a que
w({0}) =0, v(S?) = u(B). Ademés, v es finitamente aditiva y SO3(IR)-invariante debido a que
 lo es. Llegamos de esta forma a una contradiccién con que la esfera sea SO3(RR)-despreciable.
[
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2.3. La paraddja de Banach-Tarsks:.

En este punto, redefiniremos la congruencia por partes para el &mbito de los poligonos en el

plano R?, ya que serd necesaria posteriormente.

Definicion 2.23 Diremos que dos poligonos F'y H en el plano son congruentes por partes si
F puede ser descompuesto en un nimero finito de poligonos y pueden ser reordenadas usando

isometrias para formar H. Es decir, se cumple que:

= Los poligonos Fi, Fs, ..., Fr vy Hi,Hs, ..., Hy, si se intersecan, lo hacen en los vertices o
los lados.
» Para cada i € {1,2,...,k} se tiene que F; ~ H;.(Es decir, son congruentes)

Definicion 2.24 Sean dos conjuntos F' y H. Diremos que F'y H son equidescomponibles si

existen conjuntos F, Fs, ..., Fp v Hi, Ho, ..., H; de forma que:

Se dira que dos poligonos son G- equidescomponibles si existen gi,...,gr € G de forma que
para cada i se tiene que g;(F;) = H;. Se denotard como F' ~¢g H. Diremos que F' < H si F es

G-equidescomponible con un subconjunto de H.

Teorema 2.25 La relacién ~g es una relacién de equivalencia.

Demostracién.

Tendremos que demostrar que se cumplen las propiedades reflexiva, simétrica y transitiva:

s A ~¢ A: Esto se tiene debido a que, al ser G un grupo, I € G y por tanto, A = U I(4;),

J
donde los A; forman una particién de A.

= A ~g B, entonces B ~g A: Al ser A equidescomponible con B, se tiene que existe una
n n

particién Aq,..., A, de forma que B = U Bj = U gj(A;). Por tanto, al ser G un grupo,
j=1 j=1
tenemos que g;l € G, con lo que A; = gjfl(Bj). Por tanto, podemos ver facilmente que

n n
A= U Aj = U gj_l(Bj). Tenemos entonces que B ~¢ A.
j=1 j=1
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= A~g By B ~¢g C, entonces A ~¢g C:Al ser A equidescomponible con B, se tiene que
n n

existe una particién Aq, ..., A, de forma que B = U Bj = U 9j(A;). De la misma forma,
j=1 j=1

al ser B equidescomponible con C, se tiene que exite una particién By, ..., B, de forma

n n
que C' = U C; = U h;j(Bj). Por tanto, al ser G un grupo, se tiene que h;j o g; € G para
j=1 j=1
n n n
todo j =1,...,n. Podemos ver facilmente que C' = U C; = U hj(B;) = U hji(gi(A;)).
j=1 j=1 j=1
Tendremos entonces que A ~¢g C.

Se tiene entonces que la relacién ~¢g es, efectivamente, de equivalencia.

Proposicién 2.26 Supongamos que G acttiaen X y sean F, E’ de X subconjuntos G-equidescomponible.

Se tiene que si E es paraddjico con respecto a G, E' también lo seré.

Demostracion

Supongamos que E es paraddjico respecto a G. Existiran entonces m, n enteros positivos tales
que para subconjuntos disjuntos de E, A1, ..., Ay, By,..., B, y aplicaciones g1, ..., gm, b1, ..., Ay €

G tenemos que:

Por otro lado, como E y E’ son congruentes por partes, existiran una particién {Cj : 1 <
k <1} de E y unas isometrias {fx : 1 < k <1} tales que {fx(C) : 1 < k <} es una particién

de FE'. Si definimos los conjuntos

{Dig=A;NCL:1<i<m, 1<k <1},
{Djy=B;NCr:1<j<n1<k<lI}

se puede ver facilmente que D;. y D}k seran ambos subconjuntos disjuntos de E debido a

que los elementos A;, B; y C}, son todos disjuntos dos a dos. Estos subconjuntos cumplirdn que:

m n

z z
E=Ja(lJDw), E=JmnJ D
k=1 k=1

i—1 j=1
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Al aplicarle a cada parte la correspondiente funcién fj obtendremos particiénes de E’ tales

que:
m

l l n
E' = aDiw) B = U ni(D)
k=1 =1 k=1 j=1
Con lo que hemos obtenido dos subconjuntos de E’ y funciones { fyog; : 1 <i <m,1 <k <[}
y{feohj:1<j<n,1<Ek<I} tal que podemos afirmar que E’ es paraddjico respecto a G.

No es inmediato ver que existe cierta relacion entre la congruencia por partes en los poligonos
y la equidescomposicion. En esencia, difieren principalmentente en que no hay ninguna restriccion
en los subconjuntos a la hora de decir que A ~ B, sin embargo no se garantiza que A y B deban

tener el mismo area (o misma medida de Lebesgue) y, por tanto, que sean equidescomponibles.

Teorema 2.27 (Teorema de Banach-Shréder-Bernstein) Supongamos que G actiaen X
ysean A, BC X.Si A< By B < A, entonces A ~g B. Por tanto < es una ordenacién parcial

de las clases de equivalencia en P(X) de la relacién ~q.

Demostracion.

Se puede comprobar facilmente las siguientes propiedades de la relacién ~g:

= Si A ~ B, entonces existe una biyeccién g : A — B de forma que para cualquier C

subconjunto de A se tiene que C ~ g(C).

= Si AN Ay = By N By = () y ademds se tiene que Ay ~ By y Ay ~ By, se tiene que
A1 UAy ~ By U Bs.

El resto de la demostracién consistird en demostrar que ~¢ es una relaciéon de equivalencia

que cumple las propiedades anteriores.

Sean dos conjuntos A, By A1 C A, By C B.Sean f : A — Bi, g : A; — B, las
biyecciones definidas en (a.). Sea Cy = A\ A; y, por induccién, definimos C,41 como g~ f(C,,).
Sea C' = UC,,. Podemos entonces ver facilmente que g(A\C) = B\ f(C), y por tanto la eleccién
de g implica que A\C ~¢ B\ f(C). Ademds, por la eleccién de (A\C)UC ~ (B\f(C)) U f(C),

o lo que es lo mismo, que A ~¢ B.
|

Este teorema simplifica mucho la comprobacién de la equidescomponibilidad. Supongamos
que E es un subconjunto de X paraddjico respecto a G y sean A y B subconjuntos disjuntos
de F tales que A ~g E ~¢ B. Entonces se tiene que E ~¢ B C F\A C E, son lo que por el

teorema anterior se tiene que F\A ~ E. Esto demuestra el siguiente resultado.
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Corolario 2.28 Un subconjunto E de X es paradéjico respecto a G siy solo si existen conjuntos
disjuntos A, BC FE talesque AUB=Fy A~qg E ~¢g B.

Teorema 2.29 Si los poligonos P; y P> son congruentes, entonces se tiene que son equidescom-

ponibles.

Demostracion.

Sean @)1 y @2 la unién de todos los poligonos contenidos en P; y P, necesarios para la
hipotesis de la congruencia. Se tiene que Q1 ~ @2 y, para completar la demostracién, veremos

que Q1 ~ P1, Q2 ~ P», es decir, que podemos obviar los segmentos de la frontera de los poligonos.

Para ello emplearemos la siguiente afirmacién: Si A es un conjunto acotado del plano con
interior no vacio y 1" es un conjunto disjunto de A, formado por un conjunto numerable de

segmentos, entonces A ~ AUT.

Para probar esto, sea D un disco contenido en A de radio r. Subdividiendo los segmentos de
T, podemos suponer que cada uno tiene longitud menor que r. Sea 6 una rotacion de D sobre

su centro y sea R uno de los radios de D (excluyendo el centro), y sea R = RUO(R) U6*(R)....

Si tomamos s € T', entonces tenemos que D U s < D. Esto es debido a que 0(R) es disjunto
de Ry D\R, por tanto D Us = (D\R)URUs ~ (D\R)U6(R)Uc(s) C D, donde o es una
isometria que envia s a un subconjunto de R. Debido a que D < DU s, el Teorema 2.27 nos dice

que D ~ D Us.

Como hemos escogido s arbitratio, podemos decir que S ~ D UT. Anadiendo A\D a ambos
lados de la congruencia y aplicando la propiedad (b.) utilizada en el Teorema 2.27, tenemos que

A~ AUT, como queriamos ver. Concluimos de esta forma la demostraciéon tomando 4 = Q1 y
T = P\Q1-

Teorema 2.30 Si D es un subconjunto numerable de S?, entonces S2 y S\ D son equidescom-

ponibles usando dos partes.

Demostracion.

Buscamos una rotacién p aplicada en la esfera tales que los conjuntos D, p(D), p?(D), ... son
disjuntos dos a dos. Esto nos bastara, dado que se tendra entonces que S? = D* U (S?\D*) ~
p(D*) U (8?\D), donde D* = U{p“(D) :n =0,1,2,...}. La construccion de p serd similar a
la empleada en el Teorema 2.22 . Sea ¢ una linea que pasa por el origen sin tocar el conjunto

D. Sea ademas A el conjunto de todos los dngulos 6 de forma que para algin n > 0 y algin

71



P € D, se tiene que p(P) € D donde p es la rotacién de angulo n# que tiene como eje £. Entonces
A es un conjunto numerable, de forma que podemos escoger un angulo no perteneciente a él.
Sea entonces p la correspondiente rotacién de eje £ de dicho dngulo. Entonces se tiene que
p"(D)ND = () para todo n > 0, de donde podemos decir que para cualquier 0 < m < n se tiene

que p"™ (D) N p™(D) = (). Tendremos entonces que p cumple lo que buscabamos.

Corolario 2.31 (Paradoja de Banach-Tarski) La esfera unidad S? es paraddjica respecto
el grupo de las isometrias con orientacién positiva, SO3, asi como cualquier esfera centrada en
el origen. Es més, cualquier esfera sélida en R? es paradéjica respecto al grupo de las isometrias

en R?, G3, v R? es paradéjico.

Demostracion.

La paradoja de Hausdorff nos dice que S?\D es paraddjico respecto a SOs para algin
conjunto numerable D. Combinando esto con la proposicién 2.26 tenemos que S? es paradéjico
respecto a SO3. Dado que ninguno de los resultados previos depende del tamafnio de la esfera,

tenemos que cualquier esfera admite una descomposicién paraddjica.

Nos bastard entonces considerar las bolas centradas en el origen, ya que mediante G3 podre-
mos trasladarlas a las esferas centradas en un punto cualquiera de R3. Para simplificar, consi-
deraremos la bola unidad B, pero la misma prueba servira para una bola de distinto tamano.
La descomposicién de S? nos ofrece una descomposicién de B\{0} si usamos la correspondecia

radial, que a un punto cualquiera p lo envia al conjunto {ap: 0 < a < 1}.

Ser4 suficiente probar que B es equidescomponible respecto las isometrias en R? con B\{0},
es decir, que podemos omitir un punto sin perdida de generalidad. Sea P = (0,0, %) y sea p una
rotacién alrededor de la linea horizontal al plano XZ que contiene a P. Entonces tendremos
podemos usar el conjunto D = {p"(0) : n > 0} para omitir 0, de forma que p(D) = D\{0}, con
lo que B ~ B\{0}.

Por tanto, podremos usar la correspondencia radial de S? con R?\{0}, de donde obtenemos
una descomposicién paradéjica de R?\{0} usando las rotaciones. Por tanto, tendremos que, de

igual manera que para las bolas, R*\{0} ~ R? respecto el grupo de las isometrias.

Teorema 2.32 (Paradoja de Banach-Tarski fuerte) Si Ay B son dos subconjuntos aco-

tados de R? de interior no vacio, entonces A y B son equidescomponibles.
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Demostracion.

Sera suficiente con demostrar que A < B para posteriormente, utilizando el mismo argumen-
to, probar que B < A, con lo que, por el Teorema 2.27, se tendria que A ~ B. Sean las bolas
Ky L tales que A C K y L C B. Tomaremos ahora n suficientemente grande como para que
podamos cubrir K utilizando n copias de L (pudiendo solaparse dichas copias). Entonces, si S
es un conjunto de n copias disjuntas de L, mediante la paradoja de Banach-Tarski, podremos
duplicar L y, mediante traslaciones, obtenemos que L < S. Por tanto A C K < S < L C B, por
lo que A < B. Obtendremos de forma andloga que B < A y, por tanto, A ~ B.
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Capitulo 3

La paradoja de Banach-Tarsk: en

dimensiones 1 y 2: grupos amenables.

El objetivo del capitulo es demostrar que no se puede cumplir paradoja de Banach-Tarski en
dimensiones 1 y 2. Como veremos esto esta relacionado con que los grupos de isometrias G1 y

G2 son mucho mas simples en cierto sentido que Gg.

En la primera secciéon tenemos que aprender a integrar funciones acotadas respecto de una
medida finitamente aditiva definida sobre todos los subconjuntos de un conjunto. Es una herra-

mienta que se utiliza en la segunda seccién.

En la segunda seccion estudiamos los llamados grupos amenables: aquellos en los que existe
una medida finitamente aditiva, normalizada e invariante por la izquierda respecto del grupo.
Se prueban ciertas propiedades de este concepto y que ciertos grupos son amenables. Los grupos

amenables no pueden dar lugar a comportamientos paraddjicos.

En la tercera seccién probamos que G1 y Go, los grupos de isometrias en dimensiones 1 y
2, son amenables, lo que imposibilitara la existencia de la paradoja de Banach-Tarski en estas

dimensiones.

3.1. Medida e integracion respecto de medidas finitamente adi-

tivas

En esta seccién vamos a introducir la teoria necesaria para poder hablar de la integral de una
funcién acotada f : X — R respecto de una medida finitamente aditiva yu definida sobre todos

los subconjuntos de X y normalizada pu(X) = 1.
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Sea pues X un conjunto cualquiera no vacio.

Definicién 3.1 Un anillo R es una clase de subconjuntos de X tal que () € R y para cualesquiera
A, BeER, AUBy A\ B también estdn en R.

Ejemplo. El conjunto formado por todas las posibles uniones de intervalos disjuntos de R es

un anillo.
Definicién 3.2 Un algebra A es un anillo en el que X € A.

Definicion 3.3 Un o-anillo § es un anillo para el que la unién numerable de elementos del

anillo vuelve a pertenecer al anillo.

Definiciéon 3.4 Una o-édlgebra es un dlgebra para la cual la unién numerable de elementos del

algebra vuelve a pertenecer al dlgebra.

Ejemplo. La familia de subconjuntos acotados del plano es un anillo, pero no un algebra.
Definiciéon 3.5 Una medida finitamente aditiva es una funcién
iR — [0, 400

de modo que R es un anillo, u()) = 0 y para cualquier coleccién finita Aj, Ag,..., A, de

elementos del anillo disjuntos dos a dos:

p| JA ) =D uAy)
j=1 j=1

Comentario 1 A partir de aqui emplearemos unicamente medidas finitamente aditivas, de

forma que cuando digamos medida a secas nos referimos a medida finitamente aditiva.

Definicién 3.6 Un espacio de medida (X, R, u) es una terna donde X es un conjunto, R un

anillo de subconjuntos de X y p una medida finitamente aditiva sobre R.
Comentario 2 Un subconjunto de X es medible si pertenece a R.

Definicién 3.7 B(X) es el conjunto de funciones f : X — R acotadas. Diremos que f € B(X)

es medible si f~!(I) es medible para cualquier intervalo abierto I de R.

Nuestro espacio de medida natural serd del tipo (X, P(X), 1), donde P(X) es la coleccion
de todos los subconjuntos de X, con lo que los problemas de medibilidad no serdan importantes:

toda funcién de B(X) es medible. También vamos a suponer que p estd normalizada: p(X) = 1.
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Definiciéon 3.8 Si A C X, x4 es la funcién caracteristica o indicadora del conjunto A C X.

1, sixed
0, siz¢gA

xA(x) =

Definicion 3.9 Una funcién f es simple si se puede escribir asi

T) = Z ajxa,; ()
j=1

donde los a; son nimeros reales y (A;) es una particiéon de X (disjuntos dos a dos y la unién es
X).

Definicion 3.10 La integral de una funcién simple f respecto de p viene dada por

/f )dp(x Zam

Comentario 3 Se puede probar que el valor de la integral no depende de la escritura de f que

se haga como funcién simple.
Comentario 4 Toda funcién simple estd evidentemente en B(X).

Teorema 3.11 Sean f, g funciones simples y sean «, 8 € R. Entonces

1. af + Bg es simple y ademas

/ (af (2) + Bo(x))dp(x) = / f(@)du) + B / 9(z)du(x)

2. | f| también es simple y
‘ / f(@)dp(x / |f(z)|dp(z

3. Si f(z) > 0 entonces /f(ac)du > 0y si f(z) < g(x) para todo z € X entonces

[ fl@)du(z) < [ g(z)du(z).

Demostracion.

La prueba es sencilla. No la escribire debido a que puede verse en SFIL. |

Definicion 3.12 Dada dos funciones simples f, g se define

If = glls = / 1F(@) - g(x)|du(z)
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Definicién 3.13 Una sucesién de funciones simples (f,) se dice de Cauchy en || - ||1 si || fn —

fmll1 = 0 cuando m,n — +oo.

Definicién 3.14 Una sucesién de funciones (f,) C B(X) se dice convergente en medida a

f € B(X) si para cadaec >0
. . B S
Jm pfz € X |fu(z) - f(2)] 2} =0

Definicién 3.15 Una sucesién (f,) C B(X) esta uniformemente acotada si existe M > 0 de

modo que —M < f,(z) < M para todo z € X y para todo n € N.

Teorema 3.16 Sea f € B(X). Existe una sucesién (f,,) de funciones simples y uniformemente

acotadas tales que (f,) converge a f en medida y ademds (f,) es una sucesién de Cauchy en

- {1

Demostracion.

Sea M > 0 de modo que —M < f(x) < M para todo x € X. Para cada ntimero natural n y

para cada k € {0,1,...,2" — 1} consideramos los conjuntos
M
ka:f —k M, (kz—l—l) M>
y consideramos los coeficientes
2M
ank<—‘447k M.

Consideramos la coleccién de funciones simples

2n—1

= > anpxx, (@)
k=0

Es claro que |f,(x)|] < M para todo n € N y para todo z € X. Si tomamos dos naturales

2M
n < m entonces cada intervalo asociado a la funcién f;,, del tipo [k‘ M, ——(k+1)—-M )

2M 2M
estd incluido en exactamente un intervalo de la forma [k M,——(k+1)— M) y por lo

tanto X, j estd incluido en uno de los X,,;. Cada uno de los conJuntos X, queda dividido

2m7?’L

en exactamente conjuntos de la forma X, ;. Mds atn, si k,[ son indices para los que se

producen dicha inclusién claramente ocurre lo siguiente:

2M
|amk anl| > 2n .
Esto prueba que
2M
’fﬁ( )_'fm( )|—-7?f
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para todo z € X y por lo tanto

=l = [ o) = m(@)ldu) < S5

(recordemos que asumimos que pu(X) = 1).

Esto prueba que ( f,,) es una sucesién de Cauchy en ||-||;. Queda por demostrar la convergencia
en medida de (f,) a f.
2M
Sea € > 0. Entonces si n > logy(2M /e) tenemos que € > on ¥
{zreX:|fulx) - fl2)| >e}=0

luego p{z : |fn(x) — f(x)] > €} = 0. Esto prueba la convergencia en medida y termina la

demostracion del teorema. [ ]

Teorema 3.17 Sean (f,) y (gn) dos sucesiones de funciones simples y uniformemente acotadas
tales que las dos son sucesiones de Cauchy en || -||; y ambas convergen en medida a la misma

funcién f € B(X). Entonces

i / Ful@)du(z) = T [ gu(a)du()

Demostracion.

Sea M > 0 tal que —M < f(z) < M, —M < f(z) < My —M < g,(x) < M para todo
x € X y para todo n € N.

De la acotacion

‘/fn Jiuta) = [ fula)dula

se deduce inmediatamente que como (f,,) es de Cauchy en || - ||; la sucesién < / fn (z)d,u(a:)) es

)| < [1a(e) = Fm(@laut

de Cauchy en R y por ello es convergente. Lo mismo ocurre con la sucesién < / gn(:v)du(x))

Pongamos

L=t [ fu@dnte) =t [ gu@)dnta) = tim [ (Fale) - gu(a))dno)

n—-+oo n—-+o0o

Supongamos, por reduccién al absurdo, que L # 0. Pongamos entonces

L]

— >0
S(M+1)

Eo =
Consideremos los conjuntos
Ay = {«T : |fn($) - f(l’)’ > 50}7 By, = {x : |gn(x) - f($)‘ > 50}'
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Como ambas sucesiones convergen en medida a f claramente

lim p(A,) = lim w(B,)=0.

n—-+o0o n—-+o0o

Podemos encontrar un natural n de modo que
w(Ayp) <eo yque u(Bp) <eo
y ademas
2 [ () - anadn(o)| < o
Si tomo z € X \ (4, U By;,) tenemos
[fn(@) = f(2)| < eo, lgn(z) — f(2)] < eo

y también

|fn(x) - gn(x)| < 2‘50-
Para x € A, U By, tenemos la acotacién |f,(z) — gn(z)| < 2M y p(A, U By,) < 2¢p.
Teniendo en cuenta lo anterior tenemos

’/(fn(a:) — gn(x))du(z)| < 260 + 2M2¢

_ |1 M_|L|
AM+1)  M+12

3
< -—|L|.
<21l

Entonces

2 [ () - ()| = 121 - 121 = {12

Sin embargo L
I — /(fn(x) — gn(x))du(x) 8(]\|4+1)

Esto es una contradiccién y por ello L = 0. |

1
<E(): <Z|L’

Definicién 3.18 Sea f € B(X). Se define la integral de f respecto de p mediante la férmula

[ t@dnt) = 1t [ fo(e)duta)

siendo (fy,) cualquier sucesién de funciones simples y uniformemente acotada, convergente en

medida a f y de Cauchy en || - ||1.

Comentario 5 La definicién es correcta y no depende de la sucesién elegida.
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Teorema 3.19 Sean f,g € B(X) y sean «, 8 € R. Entonces af + g € B(X) y
/(af(x) + By(x))dp(x) = a/f(fﬂ)dli(ﬂ?) +ﬂ/g(ﬂf)du(~”v)
Demostracion.

No incluiremos la pueba debido a que podemos encontrarla en la asignatura SFIL.

Teorema 3.20 Sea f € B(X), con f(x) > 0 para todo x € X. Entonces
/f Ydu(x) >0
Demostracion.

Si f(x) > 0 es facil construir la sucesién de funciones simples (f,,) del teorema 2 de modo

que fp(z) > 0 para todo x € R. [ |

3.2. Grupos amenables

Definicién 3.21 Sea G un grupo. Si existe una medida finitamente aditiva pu : P(G) — [0, 1]
tal que pu(G) = 1 y para cualquier A C G, g € G se tiene que u(g(A)) = u(A), diremos que G

es un grupo amenable.

Proposicion 3.22 Si GG es un grupo amenable, no puede ser paraddjico

Demostracion.

Supongamos que GG es un grupo amenable, es decir, existe una medida finitamente aditiva
tal que u(G) = 1 y para cualquier A C Gy g € G, u(g(A)) = p(A). Supongamos ahora que
G es, ademds, paraddjico. Por tanto existe una particion A, ..., Am, B1,..., By vy aplicaciones

Jls--sGm,h1,..., hy € G tales que:

WG = plA) 4+ p(An) + p(Br) + -+ u(By)
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llegando de esta forma a una contradiccién, por lo que G no puede ser paradédjico. |

Definicién 3.23 Sea G un grupo que actia sobre X, y sea el espacio medible (X, 7z, R)

a. Diremos que 1 es invariante por la izquierda respecto a G si:
e g(A) e Rparacada A€ Ry ge€QG.
* 7i(9(A)) = n(A).

b. Diremos que R es invariante por la izquierda respecto a G si:

geG, AeR=yg(A)eRrR

Teorema 3.24 Sea GG un grupo amenable que actua sobre X'. Si existe una medida finitamente
aditiva en P(X) invariante por la izquierda respecto a G, entonces para cualquier X € X tal

que fi(X) € (0,00), X no es paraddjico.

Demostracion.

Sea G un grupo amenable que actia sobre el espacio X. Existe entonces una medida finita-
mente aditiva, invariante por la izquierda p : P(G) — [0, 1] con medida total 1. Sea también

una medida finitamente aditiva p : P(X) — [0, co] invariante por la izquierda respecto a G.

Supongamos que existe X € X tal que u(X) € (0,00) es paraddjico, es decir, existen

Ay, ..., An, By,..., B, y aplicaciones g1, ..., gm,h1,..., hn € G tales que:

i=1 j=1
Entonces
(X)) = p(A4U---UA,UBU---UBy)
A(AL) + -+ F(Am) + B(BL) + - + (By)
w(g1(A1)) + -+ Bgm(Am)) + 1(h1(B1)) + -+ - + [i(hn(By))
= A(X) +A(X) = 2a(X)

En contradiccién con que fi(X) € (0,00). Por tanto no existe X C X paraddjico tal que
(X)) € (0, 00). m

Teorema 3.25 Sea Ay un subanillo de un dlgebra A y GG un grupo amenable que actua sobre

X. Supongamos ademéds que Ay y A son invariantes por la izquierda respecto a G. Si existe
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una medida g finitamente aditiva en Ay que sea invariante por la izquierda, entonces se puede
extender p en A, de forma que tenemos una medida finitamente aditiva @ invariante por la
izquierza.

Demostracién.

Que la medida finitamente aditiva u puede ser extendida a una medida v finitamente aditiva
sobre toda el dlgebra A es un teorema conocido y lo vamos a dar por demostrado. Aqui ponemos

la referencia.

Supongamos entonces la existencia de tal extensién y demostremos a continuacién que existe

una que es ademdas G-invariante por la izquierda.

Sea 0 la medida finitamente aditiva definida sobre P(G) por ser G amenable, tal que 0(G) = 1
y 0 es G-invariante por la izquierda. Sea v la extension de p a toda 4. Sabemos que u es G-

invariante por la izquierda respecto de G, luego para cualquier A € Ag y cualquier g € G se
tiene 1(g(A)) = p(A).

Sea S C A la coleccién de conjuntos siguiente
S={AcA:3IBe€ Ay: AC B,u(B) < +o0}
Sea A € A cualquier elemento del algebra. Pongamos
fa: G —[0,400]

definida como
falg) =v(g~ ' A).
Observemos que si A € S entonces existe B en Ag tal que
falg) =v(g™'A) <w(g™'B) = p(g~'(B)) = p(B) < +oo
y eso para todo g € G, lo que demuestra que f4 € B(G).

Definimos entonces z como la funcién de conjuntos siguiente:

[ fa(g)dd(g), siAeS

i(4) = .
+o0, siA¢S

Hay que comprobar que & es una medida finitamente aditiva bien definida sobre A, que

extiende a u y que ademass es G-invariante por la izquierda.
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Primero, 1 estd bien definida pues si A € S entonces f4 estd acotada y tiene perfecto sentido

la integral de f4 respecto de € segiin hemos estudiado en la seccién anterior.
También es claro que & toma valores en [0, +00].

Si Ay, As son elementos de S, disjuntos, entonces A; U As también estd obviamente en S y

ademas

Fai(9) + fan(9) = v(g™ A1) + v (g7 A2) = faua.(9)
de aqui inmediatamente sigue que [(A;) + fi(A2) = (A U Az). Los casos A1 € S, 4y ¢ S,
As € S,A1 ¢ S, A1 ¢ S, Ay ¢ S se gestionan facilmente. [ es finitamente aditiva.

Queda por demostrar que es una extension de p y que @ es G-invariante por la izquierda.

Que es una extensién es muy sencillo, pues si A € Ay, entonces v(g~tA) = u(g~1A) = p(A)
para todo g y es claro que si A € S entonces Ti(A) = u(A). Si A ¢ S entonces es claro que
+00 = p(A) = 1i(A)

Probemos ahora que es G-invariante por la izquierda. Sea A € S. Entonces para cualquier

h € G también hA € S. Entonces

fna(g) = v(g~ hA) = v((h"'g) "1 A) = fa(h™'g)
y por lo tanto
i(h) = [ fialo)do(s)

—/mmlwwm

:/m@w@
= fi(A)

Si A ¢S, entonces también es claro que fi(hA) = fi(A) = +o0.
[ |

Vamos a ver ahora algunas propiedades sobre los grupos amenables que nos ayudaran a la

prueba

Teorema 3.26 Sea G un grupo. Si G es finito, es amenable.

Demostracion.

Sea G un grupo finito de forma que |G| = n. Para A C G, definiremos la medida y : G —

[0,1] como:

1(A)
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Podemos ver facilmente entonces que p(G) = 1. Veamos ahora que p es finitamente aditiva.

Para ello, sean Ay, Ay C G tales que A; N As = (). Entonces:

A A AjUA
_ Al 4] A 2’=u
n n n

p(A1) + p(Az2) (A1 U Ag)

Por tanto, tenemos que es finitamente aditiva. Veamos la invarianza a izquierda. Sea A C G

y g € G se tiene que:

u(gd) =94 = |40 = p(a)

— =
Por lo tanto, p es una medida finitamente aditiva, invariante a izquierda y de medida total

1, por lo que G es amenable. |

Teorema 3.27 Sea G un grupo y H un subgrupo de G. Si G es amenable, H también lo sera.

Demostracion.

Sea H un subgrupo de G y supongamos que G es amenable. Entonces existirda una medida
p finitamente aditiva, invariante a izquierda sobre G de medida total 1. Sea M una selecciéon
de las clases lateral derecha de H tal que para todo g € G, |M N Hg| = 1. Definimos ahora
v:P(H)— [0,1] como

v(A)=u| | Ag

geEM

Observemos que:

v(H)=p U Hg| =v(G)=1
geM

Para probar que v es finitamente aditiva, sean Ay, Ay C H tales que A1 N Ay = (). Entonces

los conjuntos U Agy U Aog seran disjuntos, cumpliéndose que:
geM geM
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v(AD) +v(As) = p| J A | +u| U Aw| =n| U A+ | 49| =
geM geM geEM geM

= p| J@gUAyg) | =p| [JA1uAdy)g | =
geM geM

= I/(A1 U Ag)

Veamos finalmente que v es invariante a izquierda. Sea A C H y h € G. Entonces:

v(hA)=p | J Ay | =p| U A9 | =n| U 49| =v(4)
geM geEM geM

Por tanto, v es invariante a izquierda y finitamente aditiva en H con medida total 1 por lo

que H serd amenable. |

Teorema 3.28 Sea H un subgrupo normal de un grupo G. Si G es amenable, entonces G/H
es amenable.
Demostracion.

Supongamos H un subgrupo normal de un grupo amenable G, y sea y una medida finitamente
aditiva e invariante a izquierda sobre G' con medida total 1. Definimos entonces v : P(G/H) —
[0,1] como v(B) = u(UB).

Se tiene entonces que:

vig/H) = (| JG/H) = u(@) =1

Para probar que v es finitamente aditiva, sean B1,B; C G/H tal que By N By = (. Se tiene
entonces que |JB1 N|J B2 = 0 y, ademds,

V(B + v(Bs) = (U Bl) Yo (U Bg) _y (U By U UBQ) i (U(B1 U 32)) = u(B, U By)

Finalmente, para demostrar la invarianza a izquierda, sean B C G/H y h € G. Sea C' tal que

B ={gH : g € C}. Tenemos que:
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v((hi)B) = u(\Jom)B) = | U htg | = [0 |J(Hg) | =

geC geC
= u(nUem | =n|{ Uem | =n(UB) =vB)
geC geC

Por tanto, v es invariante a izquierda y finitamente aditiva en G/H con medida total 1 por

lo que G/H sera amenable.

Teorema 3.29 Sea H un subgrupo normal de un grupo G. Si H y G/ H son amenables, entonces

G sera amenable.

Demostracion.

Sea H un subgrupo normal de G y supongamos que tanto H como G/H son amenables.
Existiran entonces dos medidas p1 y po finitamente aditivas e invariantes a izquierda sobre H y

G/ H respectivamente con medida total 1. Para A C G definimos f4 : G — [0, 1] como

falg) = vi(H Nng™'A)

Supongamos g1 H = goH. Entonces gglng = H y, por tanto, g;lgl = h € H. Se tiene:

falg2) = n(HnNgy'A) =v(hH Nhg ' A) = vi(h(H N gy T A)) =
= n(HnNg'A) = fa(gr)

Por tanto, fa es constante para cada una de las clases laterales de H y podremos definir
f4:G/H — |0,1] como
falgH) = fa(g)

Definimos ahora u : P(G/H) — [0, 1] como

u(A) = / Fi(gH)dva(gH)

Observemos que fg(g) = 1 para todo g € G y, por tanto f&(gH) = 1 para todo gH € G/H.

Entonces

WG) = / FigH)dvs(gH) = / Ldvo(gH) = vo(G/H) = 1

86



Para demostrar que p es finitamente aditiva, sean A;, Ay C G tal que A; N Ay = (). Obser-
vemos que si A; N Ay = (), entonces g~ A; N g~ 1Ay = 0, por lo que

fa(9)+ fas(g) = n(NNngtA) +un(Nngtay) =
n(NNg 'A)U(NNg ' Az)) =
I/l( 1A1 Ug_lAQ)) =
(

= N (g
= (N ng- (Al U AZ)) = fA1UA2(.g)
Tendremos de esta forma que

p(A)+ (A = [ i adualo) + [ T3, (0H)dn(gH) =

_ / (£, (9H) + f,(gH))dvo(gH) =

— [ Fhonlo)dn(gH) = u(Ar U )

Finalmente, para ver que u es invariante por la izquierda, tomamos A C G y h € GG. Obser-

Veros que

fralg) =vi(HN g™ hA) = (HN (9 g) 1 A) = fa(h™'g)
Por lo que obtenemos que f; ,(gH) = f4((h"tg)H) = f3(h"1H)(gH)) y

H(hA) = / FialgH)dva(gH) = / Fi(h™ H) (g H))dua(gH) = / Fi(gH)dva(gH) = p(A)

Por tanto tenemos que u es invariante por la izquierda, finitamente aditiva sobre G y con

medida total 1, por lo que G es amenable. |

Teorema 3.30 Si G es un grupo abeliano, G es amenable.

Demostracion.

Sea G un grupo abeliano. Sea [0,1]7(%) el espacio de todas las funciones f : P(G) — [0,1]
dotado de la topologia producto. Una base de abiertos para este espacio topoldgico es de la

forma

{f € 0,079 f(Ar) € Ur,..o., f(An) € Un}
donde los A; son subconjuntos de G' y los U; son abiertos del intervalo [0, 1].

Sabemos por el teorema de Tychonoff (hay que poner referencia) que el conjunto [0, 1]P(G) es
un compacto dotado de la topologia producto y por lo tanto tiene la propiedad de la interseccién
finita: cualquier familia de subconjuntos tal que la interseccién de cualquier cantidad finita de

elementos sea no vacia, ha de tener interseccion no vacia.
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Para ¢ > 0 y para X C G conjunto finito cualquiera podemos definir los conjuntos

Mex ={f € (0,179 f(G) =1, f(A1) + f(A2) = f(A1 U A3), Ay y A disjuntos,
y |f(A) — f(gA)| < e para todo g € X, para todo A C G}

Sea F ={M.x :¢>0,X C G,X finito}. Queremos demostrar que F tiene la propiedad de

la interseccién finita.

Sea M. x un elemento cualquiera de la familia. Vamos a demostrar que es no vacio. Sea
N > 2/e . Consideremos una enumeracién cualquiera de los elementos de X = {g1,...,9n}.

Para cualquier subconjunto A C G definimos
Va={(i1, - in) 1 ij €{1,...,N},j € {1,...,n}, g{'gh? ... gir € A}.

Entonces definimos ¥l
Yu

Es claro que p.(G) = 1. También es facil de comprobar que p. es finitamente aditiva. Ademés

vamos a probar que es casi invariante por la izquierda para los elementos de X. Sea pues A C G
cualquiera y sea g € X un elemento cualquiera de X. Debido a que G es un grupo abeliano se

tiene lo siguiente:

Yoo = {Gi1, . in) :gi1 g;" € grA}
= {(i1, - in) g1 gt T gir € A}

Por lo tanto
O (i) s 98 G gl € 4)

Y por lo tanto
_ [Ya] = Wgall
- —
o |YaAYy,a
< A

gNn—1

Nn

2

N
< E.

|1e(A) — pe(giA))|

Por lo tanto hemos demostrado que p. € M, x y por ello M, x es no vacio.

Ahora vamos a demostrar que M, x es un conjunto cerrado. Sea v € [0, 1]7P(©) \ M. x.Entonces

o bien v no tiene medida total 1, o no es finitamente aditiva o no es casi invariante respecto de
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todos los elemntos de X. Vamos a probar que en cualquiera de estos casos existe un abierto que
contiene a v y que no corta a M, x, demostrando asi que M, x es un conjunto cerrado pues su

complemento es abierto.

Pongamos que v(G) < 1. Entonces podemos encontrar como abierto
{F 0079 (@) 0,1~ (1-1(G))/2)}
que obviamente es disjunto con M. y y contiene a v.

Si v no es finitamente aditiva entonces existen dos conjuntos A;, Ao contenidos en G tales

que Ay NAs =0y v(A; UAy) #v(Ar) + v(Az). Sea entonces
g0 = |(v(A1) —v(Az)) — v(A1 U Ag)|.

Entones el conjunto

{f € 10,179 w(Ay) — eo/4 < f(A1) < V(A1) +e0/4,
V(AQ) — 60/4 < f(AQ) < V(AQ) + 60/4
I/(Al U Ag) — 80/4 < f(Al U AQ) < I/(A1 U AQ) + 60/4}

es un abierto que no corta a M. x y contiene a v.

Vamos con el iltimo caso, si v no es casi invariante respecto de algiin elemento de X, entonces

existe A C G y existe g € X tal que |v(A) — v(grA)| > €. Pongamos
g0 = |[v(A4) —v(grA)| —e > 0.
Entonces el conjunto
{f € [0, 17D 1 v(A) — e0/4 < f(A) < v(A) +20/4,v(grA) — 20/4 < f(grA) < v(grA) +0/4}
es un abierto que no corta a M, x y contiene a v.

Hemos demostrado que en cualquier caso v estd contenido en un abierto disjunto con M, x,

luego M, x es un conjunto cerrado.

Finalmente debemos probar que cualquier interseccién finita de la forma

n
ﬂ ij»Xj
j=1

donde los €; > 0 y los X; son conjuntos finitos de G, es no vacia. Con esto habremos probado

que F tiene la propiedad de la interseccion finita.
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n
Para ello consideramos X = U X;ye=min{i; : j = 1,2,...,n}. Es claro que con esta
j=1
eleccion

n
MS,X C ﬂ Msj,Xj
j=1

luego la interseccién es no vacia.

Hemos probado que la familia F satisface la propiedad de la interseccion finita y por ello

(F#0
pues el conjunto [0, 1]7(©) es compacto.

Es fécil comprobar que todo elemento de la interseccién p € (| F # () es una medida finita-
mente aditiva definida sobre P(G), u(G) = 1 y G-invariante por la izquierda. Queda probado

que G es amenable. |

Teorema 3.31 Sea G = U G4, donde G, es un subgrupo amenable de G para cualquier « € I.

acl
Si existen 3,7 € I tales que G, < G4 y Gg < G, entonces G es amenable.

Demostracion.

Sea G = U G, donde G, es un subgrupo amenable de G para cualquier o € I. Como cada

acl
G, es amenable, existirdn medidas i, finitamente aditivas e invariantes por la izquierda sobre G,

P(G)

con medida total 1 para cada a. Sea [0, 1] el espacio de todas las funciones f : P(G) — [0, 1]

con la topologia producto, de forma que los conjuntos abiertos seran de la forma:

{f € [07 1]P(G) : f(Al) € Ulaf(AQ) € U27~ . af(An) € Un}

donde Ay, Ag,..., A, € P(G) y Uy,Us,...,U, son subconjuntos abiertos de [0, 1]. Tenemos

que [0, 1]7D(G) es compacto, por lo que posee la siguiente propiedad para la interseccién finita:

Sea una familia de conjuntos F = {A;};cs. Se dird que posee la propiedad de la interseccién

finita si para cada subfamilia finita no vacia de F, su interseccién es no vacia.

Sea entonces « € I, ponemos

M, ={f €0, I]P(G) : f(G) =1, para cualquier Ay, A2 C G tal que A1 N Ay =0,
(A1) + f(A2) = g(A1 U Ayp),
y para cualquier g € G, vy A C G, f(gA) = f(A)}

Lo que tenemos que ver ahora es que la familia Fj; de todos los conjuntos M, satisface

las condiciones de la propiedad de la interseccién finita. Sea A C G. Definiremos f,(A) =
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pa(ANGy). Se puede ver facilmente que fo(G) = pa(Ga) = 1. Para demostrar que es finitamente
aditiva, sean Aj, Ay C G de forma que Ay N Ay = (). Entonces (A1 U A2) NG, = (A1 NGy) U
(A2NGa) y (AiNGa)N(A2NGy) = 0.

Entonces

fa(Al ) AQ) = Na((Al U A2) N Ga) = ,U/oz(Al N Ga) + /J/a(AZ N Ga) = fa(Al) + fa(AQ)

Para probar que f, es invariante por la izquierda respecto a GG, para cierto g € G,

fa(gA) = Na(gAmGa) :Ma(gAﬂgGa)
= pa(9(ANGa)) = pa(ANGa) = fa(A)

Por tanto tenemos que es invariante por la izquierda. Ademds, tenemos que f, € My, por lo

que M, es no vacio.

Para probar que M, es cerrado, sea v € [0, I]P(G)/Ma. Supongamos que v(G) < 1, entonces

{f € 0,17 . (@) € |0,v(G) + 1_2’/(@]}

es un conjunto abierto de M, y v esta contenido en él. Si v no es finitamente aditiva, entonces

existiran A1, As C G tal que A1 N Ay =0y v(Ar) +v(As) # v(A; U Ay). Tomaremos entonces:

g0 = [[(A1) + v(A2)] = v(A1 U Az

Entonces

es un conjunto abierto de M, y v estd contenido en él. Si para algin g € Gy A C G,

v(gA) # v(A), tomamos entonces € = |v(gA) — v(A)|. Entonces:

{£ €107 v(gA) € (v(gA) - S, v(94) + ) |
es un conjunto abierto de M, y v estd contenido en él. Por tanto, M, es cerrado.

Finalmente, para cualquier aq, as,...,a, € I existird v € I de forma que Go, < G5,Gq, <

G,,...,Gaq, <G, por lo que



n
con lo que ﬂ M,, # 0. Por tanto, la familia Fj; satisface las condiciones de la propiedad

k=1
de la interseccion finita, con lo que:

ﬂfM#®

Por tanto, existird una medida p : G — [0,1] que sea finitamente aditiva, invariante a

izquierda y de medida total 1, con lo que G es amenable. |

3.3. Isometrias en R y R?

En esta seccién veremos que las isometrias en R y R? son grupos amenables y, como con-
secuencia de ello, no existen subconjuntos acotados de R y R? que sean paradéjicos. Para ello

empezaremos recordando la definicién de isometria en un espacio R™ para todo n > 1:

Definicion 3.32 Una isometria f : R — R"™ es una funciéon que conserva las distancias.

Ademas, se puede probar que una isometria en R" es de la forma:

A b
1 a1 @12 ... Gin 1 b1
T2 a1 G2 ... G2 T2 bo
f = +
Tn apl ap2 ... QApp Tn bn

donde A es la matriz de una rotacién, con lo que |A| = £1, y b es un vector de traslacién.

Llamaremos G, al grupo de las isometrias en R”. Ademas, llamaremos T}, al grupo de las
traslaciones de G, es decir, aquellas isometrias cuya matriz de rotacién es la identidad. Nos
centraremos en aquellas isometrias que preservan la orientacién, denotando dicho grupo de

isometrias como SG,.
Teorema 3.33 El grupo de las isometrias G; es amenable.
Demostracion.

Observemos en primer lugar que:

Gi={f:f(x)=ax+b,|al =1,bec R}
Tyv=A{f:f(z)==z+b}
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Vamos a ver que 717 es un subgrupo normal de G1, demostrando que f17 = T} f para cualquier

f € Gy. Sea f' € Gy tal que f'(x) =dz+V,y f1 € T1 tal que f1(z) = x + b1. Entonces:

f(filx)) = flle+b)=d@+b)+b =dz+db +V
= (dz+V)+adb = fo f'(x))

donde fa(z) = x + a’by, con lo que fy € Ty. Tendremos entonces que f'Ty C Tif'. Veamos
la contencién contraria. Supongamos ahora f’ € G; tal que f'(z) = dx + b,y f1 € T} tal que

fi(x) = = + b;. Entonces:

fildz+V)=(dz+V)+b=dx+b +b
= d(z+ad'b) +V = f(f2(x))

(' ()

donde fo(x) = = + a’by, con lo que fy € Ti. Tendremos entonces que se cumple la otra
implicacién, Ty f' C f'T} y, por tanto, que 17 f' = f'T}. Por tanto T} es un subgrupo normal de
G1.

Observemos que 77 = R mediante el isomorfismo ¢ : R — T, definido como ¢(n) = x + n.

Como R es un grupo abeliano, 77 es también un grupo abeliano y, por tanto, amenable.

Observemos ahora que G1 /T = {z, —x}. Entonces G /11 = Zs, con lo que G1 /T es también
abeliano y por tanto amenable. Se tiene entonces que, como consecuencia del Teorema 3.29, G

es amenable. [ ]

Teorema 3.34 El grupo de las isometrias G2 es amenable.

Demostracion.

Para demostrar este teorema, probaremos que SG2 y G2/SG2 son amenables. Observemos

en primer lugar que:

cosf) —senf T a
Gy = ( >(>+<>:0§0§2w, abeR
senf  cosf Yy b

cosf send T a
U ( ><>+<>:0§0§2w, abeR
senf) —cosf Y b

Mientras que

cosf —send T a
SGy = < ><>+<>:0§9§27r, a,beR
senf cosf Y b
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Para demostrar que SGy es amenable, veremos que 75 y SG2/T5 son amenables. Primero,
demostraremos que 715 es un subgrupo normal de SG5, probando, de la misma forma que en el

teorema anterior, que fTy = Ty f para cualquier f € Ts. Sean f' € SGo y f1 € Ty tales que:
f’<x) _ < cosf —senf )(a:) N (a/’)
Y senf)  cosf Y b
1(0)-6)+ )
y Yy b1
Entonces:
cosf) —senf /
renfy) = (6)=G)) - ( )(G)+6)+ @)
Y Yy by senf  cosf Yy b1 b
cosf) —senb T cosf) —sent a a
- )G+ ( )G)+ ()
senf cosf Yy senf cosf by b
cosf —senf T a’ cosf —sent aj
- (( )G+ () ) ()
senf)  cosf Y b senf cosf b1
= faof (x)
Yy
5 <x> _ <a;) N < cosf —senf )<a1>
Y Y senf  cos6 b1

con fo € Tb, teniendo de esta forma que f'Ty C T f’. Veamos la implicacién contraria.

donde

Tomemos f' € SGy y f1 € Ty iguales que antes. Se tendréd que:
cosf) —senf /
ner(y) = )()+ ()
Y senf  cosf Yy
cosf) —senf T a a
= +{y))
senf  cosf Y b 1
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cosf —senf T cosf) —senf cosf senf a a’
- ( )G+ ( ) )G+ ()
senf cos6 Y senf cos6 —senf cosf b b
cosf) —send cosf senf /
- ( )G+ ( )G))+ () =ren())
senf cosf Y —senf cosf by b Y
donde
T T cosf  senf a
1) = () ( )G)
Y Y —senf cos6 1

con f3 € Ty, teniendo de esta forma que Tof’ C f'Ty y, por tanto, que Ts f' = f'T5. Por tanto,

T5 es un subgrupo normal de SG». Vamos a probar ahora que T es amenable. Sean fi, fo € Tb

tales que:
r\ (@ ay
/i <y> a <y) " <b1>
r(,) =)+ ()
Yy Yy b2
Entonces:

ren(y) = (G G2+ 6= () () ()

() + () ()=o)

Por tanto T3 es un grupo abeliano y, por tanto, amenable. Vamos a probar ahora que SGa/T5

es amenable. Observemos que SGy /Ty = SO2, donde

cosf —senf T
SO, = ( ><):0§0§27r

senf cos@ Y

mediante el isomorfismo ¢ : SGo /Ty — SO, definido por
cosf —senf cosf) —senf
o((( )()+G))m) = )C)
senf cosf Y b senf  cosf Yy
Veamos ahora que SO2 es un grupo abeliano. Sean 61, 62 € [0, 27]. Se tiene que:
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( cosfy —senb, > < cosfy —senby )
senf; cosf; senfly  cosby

< cos 01 cos By — sen by senfly  — cos 01 cos By — sen H1 sen Oy )

sen 01 cos @y + cos b1 senfy — sen B1 sen Oy + cos 01 cos O

< cosfy —senby )( cosfy; —senby >
senfly  cosfs senfy cosf
Por tanto, tenemos que SO; es un grupo abeliano y, por tanto, también lo serd SGa/T5.

Entonces, por el Teorema 3.29, SG5 serd amenable, ya que lo son SGo /Ty y Tb.

Vamos a ver ahora que SG2 es un subgrupo normal de G2, demostrando que para f € G,

fSGa2 = SGyf. Sea f € Ga, se tiene que:

SG2
cosf) —send T a

fe ( )<>+<>:0§9§2ﬂ', a,beR
senf cosf Y b

cosf senf T a
U < ><>+<):0§9§27r, a,beR
senf —cosf Y b

Como SGo es un grupo, si f € SG2 tenemos que fSGo = SGa f. Supongamos por tanto que
[ & SGy y sea f' € SGy de la forma:

Entonces:

rer () =o (00 )G () + () -
Y senfly  cos by Y b b
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cosf; senft cosfy —senby T a a
-( I )G () () -
senfly —cosb; senfly  cosfs Y b b

( cos 1 cos By + sen b sen s  sen By cosfy — cos B sen O > (x) (a”)
=+ =
)

sen 01 cos @ — cos By senfly  —(cos By cos s + sen b1 sen Oy Y v

€T a//
-4(3)+ ()
Observemos que:

det(A) = cos? 1 cos® By + 2 cos 01 cos fa sen O sen Ay + sen? f sen? 6)

sen? 61 cos? 0, + 2 cos 07 cos O3 sen 01 sen Oy + cos? O sen? 62)

cos? 01 (cos? Oy + sen ) + sen? 0 (sen? Oy + cos 6))

—(
—(
= —(cos? 6 cos? Oy + sen? 61 sen? f3) — (sen? 01 cos? Oy + cos? f; sen? 6)
—(
—(cos? 01 +sen? ;) = —1

Por tanto, tenemos que fo f’ € G2/SG2 y, por ser SO, un grupo abeliano, ' o f € G2/SGs.

En cualquier caso, tendremos que fSGo = SGsf, por lo que SG2 es un subgrupo normal de Gs.

Por 1ltimo, observemos que:

1 0 1 0
oisen={(1 () 1)}
01 0 -1

Con lo que tenemos que G3/SG9 es un grupo abeliano al serlo Zs y, por tanto, amenable.

Se tiene de este modo, por el Teorema 3.29, que G2 es un grupo amenable, al serlo G3/SG2 y
SGs. [ |

Habiendo probado que G y G2 son grupos amenables, lo que tendremos que hacer ahora
serd encontrar una medida invariante por la izquierda en P(R) y P(R?), para demostrar que no
existe ningtin subconjunto acotado, no vacio de R o R? que sea paradéjico respecto a G1 y Ga

respectivamente.

Definiremos como R1 € P(R) como el anillo formado por () y la unién de cualquier niimero
finito de intervalos disjuntos. Ri es, efectivamente, un anillo, debido a que la unién de dos
intervalos es, o un intervalo o la unién de intervalos. Ademads, la diferencia de intervalos es, o

bien el vacio, o un intervalo, o bien la unién de intervalos.
Definicién 3.35 Sea 1 : R — [0, 00] definida como
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wm(LHulaU---Uly) = Z(b’ —a;)
i=1

donde I; = [a;, bs], con a; < b;, cumpliendo que I; N I; = () para todo ¢ # j.

Observemos que

s Para cualquier X, Y € Ry talque X NY =0,
(X)) +m(Y) =m(XUY)
= Para cualquier g € G; y X € Ry,

p1(9X) = pa(X)

Corolario 3.36 Ningin subconjunto acotado X C R con interior no vacio es paraddjico.

Demostracion.

Por el Teorema 3.25, existe una medida fi : P(R) — [0, co] finitamente aditiva e invariante
por la izquierda que extiende pp. Sea X € R un conjunto acotado con interior no vacio. Existen

a,b,c,d € R tales que

Por tanto

con lo que fi(X) € (0,00). Por tanto, por el Teorema 3.24, tenemos que X no es paraddjico.

Sea R el anillo de conjuntos del plano que son medibles Jordan. Un conjunto C C R? es
medible Jordan si es acotado y su frontera tiene medida de Lebesgue nula. Es equivalente a
decir que la funcién caracteristica x4 sea integrable Riemann. Es equivalente a que el contenido
interior y exterior de Jordan de C' sean iguales (el valor comun se llama contenido de Jodan
de C, ¢(C), que es el valor de la integral de Riemann de x 4). El contenido de Jordan ¢ es una
medida initamente aditiva definida sobre Rq, y es Ge-invariante. Todo esto lo vamos a dar por

demostrado. Es muy parecido a lo que se hace en la integracién de funciones de varias variables.

Corolario 3.37 Ningtin subconjunto acotado X C R? con interior no vacio es paradéjico.
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Demostracion.

Sea ¢ la medida de Jordan, y sea M (c) C P(R) la clase de todos los conjuntos medibles Jordan.
Entonces M (c) serd un subanillo de P(RR). Ademds, ¢ es invariante por la izquierda respecto de
G. Por tanto, por el Teorema 3.25, existe una medida finitamente aditiva e invariante por la
izquierda ¢ : P(R?) — [0, 00] que extiende c. Por tanto, sea X C R? un conjunto acotado con

interior no vacio. Entonces existen intervalos tales que:

[a1,b1] X [az,b2] € X C [c1,d1] X [c2, d2]

Por tanto:
0< E([al,bl] X [ag,bg]) C E(X) C E([Cl,dl] X [Cg,dg]) < 00

con lo que ¢(X) € (0,00). Por tanto, por el Teorema 3.24, tenemos que X no es paraddjico.
|

En conclusién hemos demostrado que, por ser el grupo de las isometrias en R y R? grupos
amenables, no existen paradojas en dichos espacios como la paradoja de Banach-Tarski como

la que demostramos en los primeros capitulos.
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