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Introduccion.

El presente trabajo tiene como objetivo la introduccion y desarrollo de los
fundamentos tedricos de algunas técnicas clasicas y actuales de la TA aplicadas

a la generacién de jugadores autométicos de Ajedrez.

Se aborda en el primer capitulo el desarrollo histérico de esta disciplina,
abarcando desde los primeros jugadores automdticos de Turing y Shannon [24]
hasta los actuales Stockfish y AlphaZero [25], pasando por el creciente desarrollo
de mejora del rendimiento de los jugadores automaticos hasta alcanzar la victo-
ria frente al campeén del mundo humano de ajedrez, como fue el caso de IBM
Deep Blue. Mostraremos también los problemas asociados al objetivo de poder
evaluar de manera correcta una posicién para obtener la mejor jugada posible,

y daremos una primera aproximacion de las soluciones parciales encontradas.

En el segundo capitulo, desarrollamos los conceptos bésicos sobre juegos fi-
nitos que son base para todo el trabajo realizado en los capitulos 3 y 4. Ademas,
describimos las hipdtesis sobre los juegos que vamos a considerar y damos un

resultado sobre la determinacion de los mismos.

Situados en el contexto en que se ha desarrollado toda una linea de trabajo en
busca de algoritmos cada vez mas eficaces, hemos decidido enfocar este trabajo
en el estudio de algunos de los mas importantes: el algoritmo Minimax con poda

a-f3 en el capitulo 3, y el Arbol de Busqueda Monte Carlo en el capitulo 4.

VI
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Ambos capitulos tratan de manera general los algoritmos y desarrollan los
conceptos que fundamentan el buen rendimiento de los mismos. Se realiza,
ademds, un andlisis de sus virtudes y debilidades. En el capitulo 3 se trata
con profundidad la técnica de reduccién del niimero de jugadas que analizar,
mientras que el capitulo 4 contrasta con el anterior en la filosofia de busqueda

y evaluacion de las distintas jugadas posibles.

Tras los resultados aportados en estos dos capitulos, el capitulo 5 particulari-
za todos los conceptos anteriores al juego del Ajedrez. Damos ejemplos practicos
donde mostramos las virtudes y debilidades de los distintos algoritmos, asi como
la forma en la que los algoritmos evaliian las posiciones y realizan las buisquedas

de jugadas.

La particularizacién al ajedrez realizada en el capitulo 5 nos da paso de ma-
nera natural a la implementacién de los algoritmos estudiados en los capitulos
3 v 4. La implementacién es realizada en el lenguaje Python si bien es posible

desarrollarla en muchos otros lenguajes de programacioén.

Por 1ltimo, realizamos un andlisis global del trabajo realizado y estudiamos
una posible linea de trabajo futuro que continuaria de manera natural hacia las
técnicas recientes de Deep Learning y el trabajo actual en jugadores automati-

cos de ajedrez.

Palabras clave: Minimax, Monte Carlo Tree Search, computer chess.



Summary

The present work has a clear goal: the introduction and development of the
theoretical basis and some of the classical and modern techniques in AT applied

to the generation of computer chess players.

We start with an historical development of this discipline from Turing and
Shannon’s first computer chess players [24] to recent computer chess players such
as Stockfish or AlphaZero [25] with a mandatory stop on IBM Deep Blue, the
first computer chess player that won a match against the World Chess Cham-
pion Garry Kasparov. Problems like accurate evaluation are shown and we give

a glimpse of some partial solutions.

During the second chapter, we present basic concepts about finite games.
This is a basic chapter that is necessary to understand all the work done in
chapters 3 and 4. Besides, we describe hypothesis about the games we are dea-

ling with and we prove a result of determination.

After that, we have decided to focus on two algorithms: minimax with «a-83

pruning (chapter 3) and Monte Carlo Tree Search (chapter 4).

Both chapters describe the algorithms and their performance. We also com-

pare strenghts and weaknesses between them.

After these two central chapters, we apply all the general concepts we al-
ready know to the game of chess. We present practical examples where we show

strengths and weaknesess and, also, we give some clues to understand how these

VIII
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algorithms search for the best possible move.

This application takes us to the next natural step: the implementation of
the two algorithms studied. The implementation is done using Python software

but may be done in plenty of different programming languages.

To conclude, we sum up all the work done with a global analysis and we
study a possible line of future work using Machine Learning techniques applied

to computer chess players.



Capitulo 1

Contexto historico.

The enemy knows the system.

— Claude Shannon, matemaético e ingeniero eléctrico.

La historia relevante referente a jugadores de ajedrez automaticos comienza
con Shannon en 1949-1950. Previamente, se habian realizado algunos intentos
enganosos como es el famoso caso del autémata 'El Turco’ (1770) que logrd
derrotar a grandes personajes aficionados al ajedrez de la época como Napoleén
Bonaparte [31] o Benjamin Franklin [28]. El secreto consistia en que realmente
no habia tal autémata sino que un jugador experimentado movia las piezas desde
debajo del tablero, oculto al contrincante. También, ya en 1912, Leonardo Torres
y Quevedo, ingeniero civil y matematico espafol, construyé un autémata que
era capaz de jugar finales de Rey y Torre contra Rey (RT vs. R) sin intervencién

humana.

1.1. Primeros pasos.

Shannon no propuso un programa de ajedrez, sino que estudié los problemas
bésicos involucrados en la creacién de uno. Su articulo de 1950 [24] guié al resto
de desarrolladores en los anos posteriores. Observéd que el ajedrez es un juego
finito de posiciones cada una de las cuales admite un conjunto de jugadas lega-
les. En el capitulo 2 daremos fundamento a esta observacion y en el capitulo 3

veremos como se ve traducida al contexto de la teoria de grafos, definiendo el
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arbol de juego.

Las reglas del ajedrez aseguran que el juego terminara en victoria para alguno
de los jugadores o bien en tablas (empate), ya sea por acuerdo, por repeticién
triple de una misma posicién (evitando los ciclos infinitos), o por otros casos
muy especificos, como son el rey ahogado (el rey no estd en jaque pero no pue-
de moverse asi como el resto de las piezas de ese jugador) o por inexistencia
de capturas y movimientos de peones en 50 jugadas. Estas reglas suponen una
ligadura para el objetivo marcado para nuestro jugador automético y tendréan
que ser tomadas en cuenta cuando tengamos que considerar distintas jugadas

posibles.

Shannon estimé la dimensién del drbol (grafo) que representa al juego y
concluy6 que la cantidad de jugadas era inabordable computacionalmente. No
obstante, llegé a comprender que la base para obtener una buena jugada con-
sistia en evaluar las mejores opciones disponibles. Introdujo la bisqueda aco-
tada (hasta cierta profundidad del drbol de juego) y usé una primera funcién
de evaluacién'® estudiando pocas caracteristicas: valor de las piezas y pequenos
patrones de peones. Ademads, su méxima era la que acompaifia a este capitulo
como epigrafe: el enemigo conoce el sistema, es decir, hemos de buscar la mejor
jugada posible suponiendo que el adversario también buscard hacer la mejor

jugada y tiene la misma informacién que nosotros.

Tras él, Turing [16] en 1953 tampoco propuso un jugador automdtico par-
ticular, pero si introdujo la nocién de posicién 'muerta’ o quiescente (como se
definird en el capitulo 5) para limitar el nimero de célculos realizados. Ademads,
estudié varias caracteristicas asociadas a la funcién de evaluacién que mejora-

ban la propuesta de Shannon.

Fue en 1956, en Los Alamos [16], donde se cre6 el programa MANIAC I.
Contaba con los estudios previos, especialmente de Shannon, con una primera

aproximacioén de lo que seria el algoritmo minimax (véase capitulo 3) pero con la

1Se dard una definicién para este concepto en el capitulo 3.
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limitacién de trabajar sobre un tablero de 6 x 6 (en contraste con el tablero real
de 8 x 8) casillas para simplificar los cdlculos. Eliminaron los alfiles del tablero

y algunos movimientos especiales como el enroque.

Tras MANIAC I, Bernstein [16] disend en 1958 un programa en IBM para
un tablero 8 x 8 llegando a jugar partidas completas. Consideraba tinicamente
una fraccién de las posibles jugadas legales y la funcién de evaluacion estudiaba
varias caracteristicas como la seguridad del rey o el espacio disponible. Conse-
gufa calcular hasta 4 plies (equivalente a 2 jugadas para cada adversario), como
el de Los Alamos, lo cual provocaba fallos por el problema del horizonte (véase

capitulo 5) pero era capaz de jugar una partida de ajedrez completa.

En paralelo a Bernstein, Kotok y McCarthy (MIT 1960), [16], incluyeron
un analisis en profundidad variable hasta posiciones muertas o hasta una pro-
fundidad fijada previamente. Los movimientos estudiados eran aquéllos que in-
cluyeran ciertas caracteristicas minimas, evitando el célculo de jugadas malas.
Ademas, se estudiaban con especial atencién las capturas y los jaques. Este fue

el primer jugador automético de ajedrez con un nivel de juego respetable.

1.2. La carrera hacia la derrota del campedn del
mundo humano.

Greenblatt en 1966 (Laboratorios de IA del MIT) [16] disend un programa
que contaba con varias ayudas importantes para eliminar errores y mejorar el
rendimiento. Seguia una linea principal de jugadas y recogia estadisticas sobre
las posiciones. Realizé un entrenamiento jugando contra si mismo. La funcién
de evaluacién caracterizaba el balance de material, el espacio de las piezas, la
estructura de peones, la seguridad del rey y el control de las casillas centrales.
Ademsés, se introdujeron una serie de tablas de transposicién?, lo cual ayudaba a

no volver a evaluar nodos a los que ya se habia llegado por otro camino del drbol.

2Trasponer, en este contexto, significa alcanzar una misma posicién por dos o mas caminos
diferentes.
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Durante la primera mitad de la década 1970-1980 aumenté la cantidad y la
calidad de jugadores automaticos, llegando a celebrarse por primera vez el mun-
dial de ajedrez para computadores. Programas como KAISSA [16, 29], Chess
4.7 o Cray Blitz comenzaron a ganar a jugadores profesionales de ajedrez pero
no llegaban al nivel de los mejores. Se llegd a pensar entonces que las maquinas
jamds podrian superar al humano si bien el campedén del mundo (1972-1975)
Bobby Fisher llegé a plantear alternativas al ajedrez cldsico (véase capitulo 5)
para retrasar, en su opinion, una probable derrota del humano contra la maqui-

na.

Durante la parte final de los 80 y toda la década de los 90 se realizaron en-
frentamientos entre los mejores jugadores automaticos del mundo y campeones
del mundo como Anatoly Karpov. Aunque llegaron a perder alguna partida, los
humanos atn podian vencer a los algoritmos. Fue en 1997 en el match de revan-
cha cuando IBM Deep Blue consiguié vencer al entonces campedén del mundo de
ajedrez, Garry Kasparov, por 4 a 2. El propio Kasparov pidié la revancha pero
IBM rechazo6 y Deep Blue desaparecié de la competicién dando paso a una nueva
etapa tanto para los jugadores automaticos de ajedrez como para los jugadores

humanos.

1.3. Ajedrez moderno.

En la década de los 2000 queda patente la superioridad de los algoritmos
como Hydra o Fritz frente al cdlculo humano y campeones del mundo como Ve-
selin Topalov preparan el match por el titulo mundial jugando contra el médulo
(jugador automdtico) Rybka. La reduccién del coste computacional viene dada
tanto por el perfeccionamiento de las funciones de evaluacién como por el desa-

rrollo de hardware especifico.

En la presente década los médulos de ajedrez suponen un elemento indispen-
sable para la preparacién de partidas por parte de los Grandes Maestros [17].
El ajedrez basado en los principios cldsicos [30], especialmente en la fase de la

apertura, se ve transformado en preparaciones previas a las partidas oficiales de
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la mano de ordenadores de gran potencia [11] dando lugar a gran cantidad de

posiciones complejas para el calculo.

Se dan a lo largo de la década grandes competiciones de médulos de aje-
drez como es el caso del TCEC (Top Chess Engine Championship) [32]. En
2011 los 3 campeonatos disputados fueron ganados por el software Houdini. En

2013-2017 tienen lugar hasta 6 campeonatos més ganados por distintos médulos.

Desde enero de 2018 se suceden un TCEC tras otro siendo Stockfish [32] el
gran campeén. En el momento en el que se realizé la primera versién de este
capitulo el TCEC trascurria en su fase final luchando por el titulo. El entonces
campedn, Stockfish, jugaba contra el jugador automatico LeelaChessZero, que

llevaba una ventaja de 4 victorias. Finalmente, LeelaChessZero vencié 53.5 a

46.5.

Este 1ltimo, basado en técnicas modernas de Deep Learning, surge como
consecuencia de la gran revolucién surgida tras la apariciéon de AlphaZero, ju-
gador de Google desarrollado por el mismo creador de Deep Blue, Feng-hsiung
Hsu, el cual consiguié batir en un match de 100 partidas a Stockfish sin perder

ni una sola y ganando un total de 28 [25].

En los préoximos capitulos nos centraremos en detallar la naturaleza de dos
algoritmos que han sido fundamentales para el desarrollo de jugadores automati-

COS.



Capitulo 2

Juegos finitos.

The game is not worth playing if your opponent is programmed to

lose.

— Man in Black, Westworld.

Este capitulo trata de manera general un subconjunto de los juegos de table-
ro existentes. Excluimos juegos (véase siguiente seccién) que no cumplen unos

requisitos minimos para nuestros intereses.

A continuacién, fijaremos la notacién que vamos a usar de manera general
y daremos definiciones y resultados bésicos en teoria de juegos finitos. No obs-
tante, durante los capitulos 3 y 4 particularizaremos y desarrollaremos dichos

conceptos en el contexto que sea necesario.

2.1. Hipotesis sobre los juegos considerados.

Consideramos el estudio de algunos juegos finitos conocidos como son el
ajedrez o el Go de manera general. Tomaremos dos hipétesis para definir el

conjunto de juegos sobre los que vamos a desarrollar los resultados.

En primer lugar, el juego enfrenta a dos jugadores, Jugador I y Jugador II,
en un juego de tablero y piezas. El jugador I comienza el juego realizando un

movimiento o acciéon. Después, el Jugador II responde con otro movimiento y
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asi sucesivamente, es decir, juegan por turnos. En cierto momento fijo el juego
acaba y uno de los dos jugadores ha ganado el juego'. Por simplicidad conside-
ramos soélo éste tipo de juegos, llamados de suma cero porque ambos jugadores
tienen objetivos contrarios (ganar al adversario), para evitar el caso del empate.
De este modo, el Jugador I gana el juego si y sélo si el Jugador II pierde y
viceversa. La generalizacién al caso de juegos con posibilidad de empate no es

dificil y sera realizada en la préxima seccién.

En segundo lugar, consideramos que la informacion es perfecta, es decir, am-
bos jugadores tienen pleno acceso a toda la informacién sobre cémo ha trans-
currido el juego. Consideramos juegos como el ajedrez, las damas, el Go, el tres
en raya, etc. No consideramos juegos que consideran elementos aleatorios (jue-
gos de dados o cartas), ni juegos en los que los jugadores realizan las jugadas
simultdneamente (Piedra-Papel-Tijeras), ni juegos en los que un jugador conoce

informacién que el otro no conoce (como Stratego).

La pregunta natural que surge es la siguiente, ;como sabemos si un juego
es finito? La respuesta se obtiene estudiando si la secuencia de jugadas es o no
finita. La manera en la que denotamos esta secuencia de jugadas puede ser muy
variada. La ma&s util en este momento es asignar a cada posicién del tablero
diferente, en el caso del ajedrez, un nimero natural. Dado que el ntimero de
casillas es finito (64), que el nimero de piezas también (32), que no puede haber
dos piezas en la misma casilla y que la repeticién de una misma posicién 3 veces
supone las tablas segun las reglas del juego, podemos afirmar que el ajedrez
posee una secuencia finita de jugadas. Algunos de los nimeros asignados a las
distintas posiciones supondran una posicién final (jaque mate) y, mds relevante
aun, s6lo un subconjunto de todas las posiciones serdn consideradas legales o

validas para el juego.

Por tanto, nos interesa que cada juego finito tenga asociada una sucesién
de numeros naturales de longitud fija (L) que codifique cada posible partida.

Cuando la partida ha acabado, si la sucesién tiene longitud ! < L podemos

L Aclararemos esta afirmacién tras describir las hipétesis sobre los juegos considerados.
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anadir, por ejemplo, el niimero 0 tantas veces como sea necesario hasta que la
sucesion tenga longitud L . De esta manera, independientemente de como se

desarolle la partida, el juego siempre tendria la misma longitud.

Por ultimo, llamaremos LEGAL al conjunto de las secuencias finitas que co-
rresponden a jugadas legales (permitidas por las reglas del juego). El conjun-
to de las secuencias de jugadas ganadoras para el Jugador I serd denominado
WIN C LEGAL. Por tanto, LEGAL — WIN corresponde al subconjunto de secuencias

ganadoras para el Jugador II.

En las condiciones dadas, nos encontramos preparados para desarrollar las

definiciones y resultados béasicos en juegos finitos que necesitamos.

2.2. Determinacion en juegos finitos.

Partiremos del conjunto de los ndmeros enteros no negativos, {0,1,2,...}
y lo denotaremos como w. Como es habitual, para todo nimero n € w, w™ es

n

el producto cartesiano de w, es decir, w™ = w X --- X w. Los elementos de w™
—_——

n veces
se denotardn como (g, Z1,...,Zn-1), con z; € w, ¢ € {0,...,n — 1} y serdn

llamados secuencias finitas.

Cuando sea necesario trataremos a las secuencias finitas como funciones
f:{0,....,n =1} — w donde si f € w", f(m) denota el m-ésimo elemento de

la secuencia f. La secuencia vacia se denotard como ().

Definicién 2.2.1. Un juego finito Gy (A) es una tupla definida por un ntimero
natural, N € N, llamado longitud del juego y un subconjunto A de w?V que
llamaremos condiciones de victoria para el Jugador I. Una partida de nuestro
juego se define mediante la siguiente construccién:

Consideramos dos jugadores que, por turnos, realizan una jugada codificada con
un numero natural. La jugada del Jugador I en el turno i-ésimo es denotada
como z; y la correspondiente jugada del Jugador II como y;. Tras N turnos la
partida es una secuencia s := {(xo, Y0, 1, Y1, -, LN—-1,Yn—1) de longitud 2N.

Diremos que el Jugador I gana la partida si s € A y el Jugador II gana si s ¢ A.
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Notemos que con esta definicién sélo consideramos que las sucesiones tienen
longitud exactamente 2N para ser consideradas como juego finito y en ningin
caso se estd restringiendo las posibles jugadas a las reglas legales del juego como
haciamos al definir el conjunto LEGAL. No obstante, esto no limita la cantidad
de juegos que podemos modelar. Para resolver el primero de los problemas
es posible asignar un ndimero (por ejemplo el 0) para representar el final de
una partida rellenando a partir de ese turno todos los z; e y; con ceros como
ya habiamos comentado previamente. El segundo de los problemas puede ser

solucionado descalificando de la partida al jugador que realice una jugada ilegal.

Un concepto fundamental al hablar de juegos es la estrategia o método para

determinar la mejor jugada dada la sucesién hasta el momento. Formalmente,

Definicién 2.2.2. Sea Gxn(A) un juego finito de longitud N.

Una estrategia para el Jugador I es una funcién

o:{se Uw" :|s| par} — w.
n<2N

Andlogamente, una estrategia para el Jugador II es una funcién

T:{s€ Uw” ¢ |s| impar} — w,
n<2N
es decir, una estrategia es una funcién que asigna a cada sucesién de nuimeros
naturales otro nimero (la jugada a realizar codificada como nimero). Si la su-
cesién de nimeros tiene longitud par, le toca mover al Jugador I y si es impar

al Jugador II.

Dada una estrategia o para el Jugador I, podemos mirar la secuencia
t = (yo,...,yn—1) de jugadas del Jugador II. Serfa posible entonces considerar
la partida resultante al aplicar la estrategia ¢ a la secuencia ¢, la cual deno-
taremos como o * t. Andlogamente, intercambiando el papel de los jugadores,

tendriamos el siguiente par de definiciones.

Definicién 2.2.3. 1. Sea o una estrategia para el Jugador I en el juego G (A).

Para todo ¢t = (yo,...,yn—1) definimos



CAPITULO 2. JUEGOS FINITOS. 10

ot = (T0,Y0,T1, Y1, TN-1,YN—-1)

con la férmula inductiva

zo = o({))

Tig1 = U(<I07y0,9517y1a e ,Iuyi>)

2. Sea 7 una estrategia para el Jugador II en el juego Gn(A). Para todo

s = {(xg,...,xN—1) definimos

S*xT = <$0>y07$173/1a e 7xN71ayN71>

con la férmula inductiva
Yo := o ({x0))

Yir1 = U(<$o,yo7931,y1, e 7$i7yi,$i+1>)

Definicién 2.2.4. Sea G (A) un juego y o una estrategia para el Jugador L.
Denotamos

Playsy (o) :={oxt:t cw’}

al conjunto de todas las posibles partidas para el juego G n (A) en las que Jugador

I usa la estrategia o. Andlogamente,
Playsy(7):={s*7:scw’}

es el conjunto de todas las posibles partidas para el juego Gn(A) donde el

Jugador II usa la estrategia 7.

Definido el concepto de estrategia y de posibles jugadas siguiendo cierta
estrategia, jpodriamos encontrar una estrategia ganadora para alguno de los
jugadores? Para responder a esta pregunta necesitamos definir lo que significa

que una estrategia sea o no ganadora.
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Definicién 2.2.5. Sea Gy (A) un juego finito.

1. Una estrategia o es una estrategia ganadora para el Jugador I si para

cualquier t € wN, o xt € A.

2. Una estrategia 7 es una estrategia ganadora para el Jugador II si para

cualquier s € WV, sx7 ¢ A.

Es claro que, al ser dos condiciones disjuntas que completan el espacio de

sucesos posibles para el resultado del juego, se tiene el siguiente resultado.

Lema 2.2.1. Para cualquier juego G y(A), los jugadores I y IT no pueden tener

ambos estrategias ganadoras.

Podemos dar paso ya a la respuesta a la pregunta anterior. En primer lugar,

veamos qué se entiende por determinacién en juegos finitos.

Definicién 2.2.6. Un juego Gn(A) es determinado si alguno de los jugadores

tiene una estrategia ganadora.
Teorema 2.2.2. Todo juego finito G (A) estd determinado.

Demostracion. Notemos que el Jugador I tiene una estrategia ganadora en el

juego Gy (A) siy sdlo si se cumple que
3o Vyo, 31 YY1, ..., Frn—1 Vyn—1, ({Z0, Y0, T1, Y1, -, TN-1,YN-1,) € A)

Supongamos entonces que el Jugador I no tiene una estrategia ganadora.

Entonces
(3o Yyo, Ix1 VY1, ..., Fe N1 Vyn—1, (%0, Y0, 1, Y15+ -, EN-1,YN-1,) € A))
Por dualidad, se tiene la secuencia
Voo=(Yyo, 321 Yy1, ..., Ion -1 Yyn—1, ((T0, Y0, T1,Y1, -, TN-1,YN-1,) € A))

Vzo3yo— (31 Vy1, ..., Ixn—1 Vyn—1, ({0, Y0, Z1, Y1, -, TN-1,YN—1,) € A))

VaoIyoVe1—(Yyi, ..., Jen—1 Yyn—1, (0, Y0, Z1, Y1, - -, TN-1,YN—1,) € A))
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VroIyo, Va1 Iy, ..., Vey—1 Jynv—1, ({0, Y0, 21, Y1, -, TN-1,YN—1,) ¢ A))

Asi, esta condicién se cumple si y sélo si el Jugador II tiene una estrategia
ganadora en Gy (A). En el otro sentido, es andlogo suponer que el Jugador II
no tiene una estrategia ganadora y eso implica que el Jugador I si la tiene, lo

cual termina la prueba. O

Este resultado implica que tenemos que establecer un criterio para deter-
minar cémo se gana, se pierde o se empata una partida para que exista deter-
minacién. En el caso del ajedrez, resolvemos el problema definiendo dos juegos

diferentes: el ajedrez blanco y el ajedrez negro.

Estos juegos son similares al ajedrez considerado como juego finito en las
secciones previas con la salvedad de considerar las tablas como victoria para el
Jugador I en el ajedrez blanco y victoria para el Jugador II en el ajedrez negro.
Ambos juegos son finitos y determinados segin las definiciones y resultados
ya desarrollados. Recogemos en la siguiente tabla todos los casos posibles para
que podamos trasladar el resultado de los dos tipos de ajedrez al ajedrez que

conocemos. (Usaremos la abreviatura w.s. para estrategia ganadora).

’ Ajedrez blanco | Ajedrez negro \ Resultado ‘
I con w.s I con w.s I gana
IT con w.s. I con w.s. Imposible
I con w.s. IT con w.s. Tablas (Empate)
IT con w.s. IT con w.s. IT gana

Tabla 2.1: Tabla de decisiéon para el resultado del ajedrez.

Notemos que el segundo caso (II con w.s en ajedrez blanco y I con w.s.
en ajedrez negro) es imposible por contradiccién con el concepto de estrategia
ganadora. Ambos jugadores saben que el otro jugador gana y, por tanto, la inter-
seccién de estrategias es el vacio. Sin embargo, el tercer caso si es posible puesto
que para ambos jugadores tener una estrategia ganadora incluye la victoria o
las tablas. La interseccién de ambas estrategias ganadoras da como resultado

las tablas.
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Es claro, entonces, que podemos obtener el siguiente corolario.

Corolario 2.2.2.1 (Zermelo). En ajedrez, o bien el Jugador I tiene una estra-
tegia ganadora, o bien la tiene el Jugador II o, o bien ambos jugadores tienen

estrategias para obtener tablas.

Notemos que los resultados desarrollados en este capitulo nos aseguran la
existencia de estrategias y determinacién de cierto tipo de juego [13]. En nues-
tro caso, el ajedrez, sabemos que se dan todas las hipdtesis pero no sabemos
cudles son las estrategias ganadoras pese a conocer su existencia. En los dos
préximos capitulos damos algoritmos que busquen una estrategia ganadora si

bien podemos adelantar que los resultados obtenidos son siempre aproximados.



Capitulo 3

Algoritmo Minimax con

poda a-p.

Dr. Strange: I went forward in time, to view alternate futures.
To see all the possible outcomes of the coming conflict.

Peter Quill: How many did you see?

Dr. Strange: 14,000,605.

Tony Stark: How many did we win?

Dr. Strange: 1.

— Avengers: Infinity War.

En el capitulo anterior hemos desarrollado el contexto en el que vamos a
basar todo este trabajo. Hemos definido los juegos que nos interesan asi como
lo que significa ganar, perder o empatar dada una estrategia. Hemos visto que,
ademas, si la estrategia es ganadora el juego es determinado y hemos probado
que todo juego finito lo es, esto es, posee estrategias ganadoras. No obstante, en
ningin momento se ha dado un método para obtener la estrategia ganadora. En
este capitulo desarrollamos un método aproximado. Pero, jpor qué necesitamos
que sea aproximado? ;No es posible encontrar una estrategia ganadora siempre

si el juego es finito?

El interés por analizar este tipo de juegos reside en su dificultad de resolu-

cién. En el caso del ajedrez hemos intuido que la longitud del juego es grande

14
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pero sin entrar a valorar si computacionalmente podemos analizar todo el juego.
En el contexto de la teoria de grafos, que introduciremos a continuacién para
este capitulo, una partida media consta de unas 40-50 jugadas por cada jugador
con un factor de ramificacién (ndmero de hojas o variantes por cada rama o
posicién en el tablero) de aproximadamente 35. Esto da lugar a un grafo de
unos 35190 ~ 1054 nodos. Tanto humanamente como computacionalmente rea-
lizar este célculo es impracticable. Los Grandes Maestros Internacionales [16]
han desarrollado distintos métodos o estrategias para estudiar hasta 7 variantes
con una profundidad de poco més de 12 jugadas. El objetivo de este capitulo
es describir algunas de estas estrategias para la reduccién del nimero de célcu-
los necesarios (especialmente cuando el tiempo de juego es limitado). La més

importante de ellas es la poda a-3, de la cual hablaremos un poco mas adelante.

3.1. Definiciones y conceptos basicos.

A partir de este momento resulta conveniente etiquetar al jugador que reali-
za el primer movimiento (Jugador I) como MAX y al segundo (Jugador IT) como
MIN por motivos que surgiran de manera natural en préximas secciones. Consi-
deraremos, asimismo, que nos centramos en la perspectiva del primer jugador a

menos que se especifique lo contrario.

Como anuncidbamos previamente, una representacién especialmente 1til pa-
ra modelizar el ajedrez y derivar resultados interesantes la encontramos en el
contexto de la teoria de grafos. Damos a continuacion definiciones y conceptos

que serd necesario tener presentes.

Definicién 3.1.1. (Grafo dirigido) Un grafo dirigido G es un par ordenado de
conjuntos disjuntos (V, E), siendo V el conjunto de vértices o nodos del grafo
(en nuestro caso serdn posiciones diferentes del tablero) y E un subconjunto de
todos los pares ordenados de V (aristas) que representan las conexiones entre
dos nodos cualesquiera. En tal caso, si una arista conecta los nodos n y m se

dice que m es sucesor o hijo de n, o bien se dice que n es el nodo padre de m. El
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nimero de nodos hijos es denominado grado o factor de ramificacién del nodo.
Las aristas se denotan por concatenacién de vértices, es decir, si x y z son
vértices de G, la arista que los une se denota como zz. La concatenacién de k
aristas que conectan dos nodos n y n’ forman un camino de longitud k. Decimos
en tal caso que n es un ascendiente de n’ y n’ es un descendiente de n.

En ciertos casos se asignan unos valores o pesos a las aristas representando el
coste o recompensa asociada a recorrer dicha arista al realizar una bisqueda en

el grafo.

Definicién 3.1.2. (Camino) Un camino en un grafo G es una secuencia finita

de vértices xg, ..., T, y aristas ay,...,a, de G tales que
x07@17x17a27~-~anaxn-

Un camino se dice simple si no hay aristas repetidas. Se representa indicando
el vértice inicial y final zgz,. Cuando d&mbos vértices coinciden se dice que el

camino es un ciclo.

Nota: Un camino simple en el grafo serd una partida segin definiamos en

el capitulo 2.

Definicién 3.1.3. (Arbol) Un drbol T es un grafo en el que cada nodo, excepto
el nodo raiz, tiene un tnico nodo padre. Un nodo en un arbol sin sucesores es
llamado hoja o nodo terminal. Volviendo a las definiciones del capitulo anterior,
un nodo terminal se corresponderda con un nimero de la secuencia del juego

asociado a una posicién final.

Consideramos ahora la aplicacién del concepto de arbol a la teoria de jue-
gos definiendo el arbol de juego, nuestro objeto de estudio. Las definiciones a
continuaciéon dadas casan con las dadas en el capitulo anterior completdandolas

y enriqueciendo la teoria.

Definicién 3.1.4. Un drbol de juego T es un grafo dirigido en el cual cada
nodo representa explicitamente una posiciéon o jugada posible para el juego en
cuestion. Los sucesores de un nodo proporcionan las posiciones a las que puede
acceder el jugador al que le corresponde jugar usando el conjunto de reglas

permitidas a partir de la posicién (nodo) dada. El conjunto de sucesores a los



CAPITULO 3. ALGORITMO MINIMAX CON PODA a-8. 17

que cada adversario puede acceder es denominado un nivel del érbol. Cada nivel

del 4rbol supone un turno para un jugador.

Definicién 3.1.5. (Nodo inicial) Denominamos nodo inicial o raiz a la posicién
inicial del juego representado en el grafo. Los nodos finales o terminales son
aquellos que representan la victoria, derrota o empate desde el punto de vista
del primer jugador. Cada camino entre el nodo inicial y uno final representa una

partida diferente y completa como ya hemos comentado.

En el primer turno, MAX se encuentra en el nodo inicial y tiene disponible
todas las posibles posiciones accesibles desde el nodo inicial siguiendo las reglas
del juego. En el segundo turno, MIN parte desde el nodo seleccionado por el

primer jugador y tiene disponibles todas las posiciones legales posibles, y asi

sucesivamente.
s .
Nivel 1.
Nivel 2.
Nivel 3.
J
Nivel 4.
s Y
1 ’ I N 1 I 1 \\ 1 [
(I I N 1 I [ 1 \\
' Y
1, I N 1 1 1 s ! .

Figura 3.1: Arbol de juego genérico. Podemos observar los distintos niveles (los
impares correspondientes al jugador MAX y los pares al jugador MIN) siendo s el
nodo inicial del juego y J un nodo terminal. Nétese que desde distintos nodos
podemos converger a una misma posicion.

Estamos en condiciones de tratar de asignar a cada nodo del drbol de juego
una etiqueta que refleje el estado de una posicién, es decir, saber si alguno de
los jugadores posee una posicién ganadora, perdedora o de tablas!. Una primera

posibilidad es la siguiente:

1Estas etiquetas equivalen a los ntimeros asignados en el capitulo anterior a las posiciones
terminales.
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Sea J un nodo no terminal correspondiente a MAX. Entonces podemos definir,

win, alguno de los sucesores de J estan etiquetados con win

loss, todos los sucesores de J estan etiquetados con loss
status(J) =

draw, algun sucesor de J esta etiquetado como

draw y ninguno como win,

Si J es un nodo correspondiente a MIN la equivalencia seria:

win, todos los sucesores de J estdn etiquetados con win

loss, alguno de los sucesores de J estan etiquetados con loss
status(J) =

draw, algun sucesor de J esta etiquetado como

draw y ninguno como loss.

Una vez conocemos el status de todo nodo terminal (win,loss,draw) po-
dremos determinar el status de cada nodo del arbol siguiendo el procedimiento
anterior propagando la informacién hacia los niveles superiores. Para cada nodo
J del nivel i-ésimo calculamos el valor de status(J) a partir del etiquetado del
de los sucesores de J en el nivel (i 4 1)-ésimo. En tltimo lugar, se etiqueta el
nodo raiz a partir de la informacién obtenida de los nodos del segundo nivel.

Por ello, la siguiente definicién surge de manera natural.

Definicién 3.1.6. Resolver el arbol de juego consiste en asignar de manera
inequivoca al nodo inicial s la categoria de victoria (win), derrota (loss) o

tablas (draw).

Obviamente, esto no es posible hacerlo en la practica pues implica recorrer
y analizar todo el drbol de juego (que, en casos como el ajedrez, ya vimos que
era inabarcable desde un punto de vista practico). Por ello, nuestro objetivo
serd encontrar la mejor jugada (nodo) posible dentro de las limitaciones compu-
tacionales disponibles (tanto de memoria como de tiempo). Necesitamos volver
al concepto de estrategia (ganadora) adaptdndola al lenguaje de la teoria de

grafos.
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Definicién 3.1.7. Una estrategia para MAX frente a MIN es un subarbol 7™ del
arbol de juego T llamado drbol solucion, con raiz s, que contiene un sucesor para
cada nodo no terminal de MAX (siempre puede responder con una jugada) y todos
los sucesores de los nodos no terminales de MIN (sus jugadas siempre reciben
respuesta) en T*. Una estrategia ganadora es aquélla que garantiza una victoria
para uno de los jugadores con independencia de como juegue su adversario, es

decir, aquella cuyos nodos terminales estén etiquetados como win.

Para poder etiquetar los nodos dentro del arbol construiremos una aplica-
cién que asigne un ntmero real a cada sucesor. Esta aplicacién es denominada
funcion de evaluacion, e(-), y estima el estado en el que se encuentra el nodo J,
status(J) ~ e(J)?. Dedicaremos tiempo para especificar las caracteristicas que

tienen en cuenta las distintas posibles funciones de evaluacién en el capitulo 5.

Como ya hemos comentado, conocer con total precisién el etiquetado de los
nodos terminales no es tarea sencilla dada la cantidad de nodos a evaluar. Ante
tal situacién hemos de tomar aproximaciones heuristicas, es decir, técnicas de
resolucién practica del problema que primen encontrar un resultado suficiente
en un tiempo limitado frente al 6ptimo real en un tiempo ilimitado. El algorit-
mo de busqueda ha de ser capaz de estimar caracteristicas de la posiciéon que
sirvan para obtener una evaluacién aproximada. La evaluacion total seria, en tal
caso, una ponderacién de evaluaciones sobre cada una de estas caracteristicas a

estimar.

La heuristica que seguiremos es la bisqueda acotada (bounded look-ahead),
que no trata de usar la funciéon de evaluacién directamente, sino que recorre
varios niveles hasta cierta cota y evalia los nodos del nivel final siguiendo la

siguiente regla.

2Notemos que realmente ambas funciones no son iguales sino que una ayuda a estimar la
otra pues status(+) realiza una descripcién cualitativa y estdtica y mientras que la funcién de
evaluacién e(-) es cuantitativa y dindmica.
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Regla minimax.

1. La evaluacién del nodo J en el ultimo nivel del drbol acotado se supone igual
a la dada por la funcién de evaluacién e(J).

2. Si J es un nodo en el que le toca mover a MIN, el valor asignado a ese nodo
es igual al minimo valor de todos sus sucesores.

3. Si J es un nodo en el que le toca mover a MAX, el valor asignado a ese nodo

es igual al maximo valor de todos sus sucesores.

- Vs ™
P e A = ~ “
’ \
’ ® Nivel MAX
0.25 —3.30 0.00
® ® Nivel MIN
6.02 025 —3.30 0001 o 56
] 0.25 o Nivel MAX
"4 g0 000 036
® Nivel MIN
1.22 —0.36 6.02 025 —-3.30 0.00 056 —2.23 -—-521 0.02

Figura 3.2: Regla minimax. Para cada nivel, el valor de cada nodo se corresponde
con el maximo o minimo de los valores de sus sucesores. La mejor estrategia para
el jugador MAX se resalta en color naranja y la mejor estrategia para el jugador
MIN en color verde.

Notemos que estamos tomando como hipétesis que podemos estimar el va-
lor real (estdtico y cualitativo) de un nodo mediante la funcién de evaluacién

(dindmica y variable con la profundidad), es decir, status(J) = e(J).

3.2. El algoritmo. Versiones basicas.

Volviendo al contexto de teoria de juegos finitos recordemos que, por hipéte-
sis, sabemos que para cada posicién p existe un nimero N(p) tal que ninguna
partida que comience en p puede durar mas de N(p) movimientos. La cota N(p)
tiene una funcién doble: por un lado, nos asegura que el juego es finito y, por
otro, nos limita el nimero de niveles (y nodos) que tenemos que estudiar en la

préactica.
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Hasta ahora, hemos tomado el punto de vista del primer jugador para realizar
todo el desarrollo de los conceptos basicos. No obstante, existe un procedimiento
alternativo conocido como neg-max, que considera cada nodo desde el punto de
vista del jugador que tiene que jugar. De este modo, un nodo terminal tiene el
estado de win, loss o draw sélo si el jugador que tiene que jugar gana, pierde o
hace tablas en ese nodo respectivamente. Definiremos este estado del siguiente

modo:

win, algin sucesor de J estd etiquetado con loss.
mistatus(J/) = { loss, todos los sucesores de J estén etiquetados con win.

draw ninguno de los anteriores.

Esta descripcién es alternativa a la anterior definicién de status(J) pero
igualmente equivalente. Ambas descripciones seran usadas segun ayuden a faci-

litar los procedimientos en cada caso.

Si existen d movimientos legales, p1, ..., pq, donde d > 1, debemos de elegir
el mejor movimiento. El mejor movimiento, segin la regla minimax, se decide
maximizando el valor de la funcién de evaluacién. Si adoptamos el punto de
vista neg-max, sea ese valor F'(p) suponiendo que el jugador adversario tiene

una estrategia éptima para defenderse. Entonces,

e(p) sid=0,
F(p) = (3.1)
méx{—F(p1),...,—F(pa)} sid>0.

Esta férmula define F'(p) para todas las posiciones p por induccién en la

longitud del juego a partir de la posicién p.

Si adoptamos el punto de vista de MAX, en el caso de que el turno sea de MIN
en una posicién terminal para él, su valor se denotard como —e(p). Por ello, MAX
tratard de maximizar la funciéon de evaluacién y MIN de minimizarla. Definimos

dos funciones de evaluacién
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e(p) sid=0,

F(p) =
méx{G(p1),...,G(pa)} sid>D0.

con

—e(p) sid=0,

G(p) =
min{F(p1),...,F(ps)} sid>0.

Es claro que G(p) = —F'(p) para toda posicién p. Segin nos sea conveniente,

usaremos la formulacion anterior usando las dos funciones de evaluacién o la

formulaciéon neg-max de la ecuacion 3.1.

Veamos un primer algoritmo para calcular F(p).

Algoritmo 1 Versién bésica del algoritmo minimax.

Entrada: Funcién de evaluacién e(-) y posicién p.
Salida: F.

: Determina los sucesores de la posicion p, p1,...,p4.
if d =0 then
F <« e(p)
else
m < —o0
fori+1...ddo
t < —F(p;)
if t > m then
m <t
F<m

_.
=

Este algoritmo ’de fuerza bruta’ estudia todas las posibles partidas tomando
como raiz la posicién p. Es posible, como veremos a continuacién, mejorar este
algoritmo usando una técnica de acotacion y corte, ignorando movimientos que

no es posible que sean mejores que los ya estudiados.

Siguiendo esta idea, podemos pensar en definir una funcién similar a 3.1 con
cierta cota que evite evaluar todos los nodos sucesores y que, a su vez, no pierda

informacién relevante para la evaluacién del nodo.

Asi, definimos F; como un procedimiento dependiente de dos parametros

Fi(p,b) siendo p la posicién dada y b la cota que cumple
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Fi(p,b)=F(p) siF(p)<b (3.2)

Fi(p,b) 2 b st F(p) 2 b

lo cual implica que F(p,c0) = F(p) evidentemente. Siguiendo esta idea, pode-

mos mejorar el anterior algoritmo de la siguiente manera.

Algoritmo 2 Minimax con cota superior.

Entrada: Funcién de evaluacién e(-), posicién p y cota b.
Salida: Fj.

1: Determina los sucesores de la posicién p, p1, ..., p4-
2: if d =0 then
3: F + e(p)

4: else

5: m < —0o0

6: fori«+1...ddo

7 t <+ —Fl(pi,—m)

8: if t > m then

9: m <t

10: if m > b then

11: goto [A] > Condicién de corte. No exploramos maés.
12: [A] F1 < m

Lema 3.2.1. La funcién Fj calculada por el algoritmo anterior cumple 3.2.

Demostracion. Tenemos que probar que para toda posicion p y para toda cota

b € [—00, +00] se cumple 3.2. Por induccién en la altura de p en el érbol de juego:

Caso base: p es terminal. Entonces, para todo b € [—o0, +00],

Fi(p,b) = e(p) = F(p) y se verifica 3.2 trivialmente.

Paso de induccién: Supongamos que p no es terminal, que sus sucesores
son pi,...,pq y que para cada j € {1,...,d}, p; satisface 3.2 para todo valor
b € [—o0, 400].

Por induccién en ¢ € {1,...,d} podemos probar que durante el célculo de
Fi(p,b), al principio de la i-ésima iteracién del bucle for (si se produce) se
verifica

m=méx{—F(p1),...,—F(pi—1)} y m <b.
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Para i = 1 esto es trivial (suponemos m = méx () = —oco por definicién). Si se
cumple para un i < d entonces también se tiene para i + 1 < d ya que, por

hipétesis de induccién

F(p;), siF(pi)<-m
Fl(pi7 _m) =
> —m, siF(p;)=—-m.

Si F(p;) < —m entonces —Fy(p;, —m) = —F(p;) > m luego el nuevo valor de m

(al principio de la i + 1-ésima iteracién del bucle for) serd
méx{m, —F(p;)} = méx{—F(p1),..., —F(p:)}

si —F(p;) < b. Si por el contrario —F(p;) > b el valor devuelto por el procedi-

miento serd Fy(p,b) = —F(p;) > by no se producird la i + 1-ésima iteracion.

Si F(p;) > —m entonces —F(p;) < m y m conserva su valor al iniciar la

7 + 1-ésima iteracion.

Una vez probada esta observacion podemos comprobar que el valor calculado
Fi(p,b) verifica 3.2 ya que o bien devuelve un valor > b o, en caso contrario,

agota las d iteraciones del bucle for devolviendo
m = max{—F(p1),...,—F(pa)} = F(p) <b.

O

Este procedimiento se puede mejorar atin mas si introducimos cotas inferiores

y superiores, las llamadas cotas a-{3.

3.3. Poda a-p3.

El algoritmo de poda a-f sirve para agilizar la bisqueda en el arbol sin
pérdida de informacién. Determina el valor minimax recorriendo el arbol en un
determinado orden saltdandose aquellos nodos que no tienen influencia en el valor

minimax del nodo raiz.
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Las cotas de corte se actualizan de manera dindmica (cada vez que profun-
dizamos en el drbol de juego) y se transmiten de padres a hijos cumpliendo las

siguientes definiciones.

Definicién 3.3.1. (Cota «). La cota para el corte de un nodo J para MIN es
una cota inferior, denominada «, que es igual al mayor valor actualizado de
todos los ascendientes de J (que son del jugador MAX). La biisqueda termina tan

pronto como el valor actualizado sea igual o inferior a a.

Definicién 3.3.2. (Cota ). La cota para el corte de un nodo J de MAX es
una cota superior, denominada (3, que es igual al menor valor actualizado de
todos los ascendientes de J (que son del jugador MIN). La biisqueda termina tan

pronto como el valor actualizado sea igual o superior a .

El algoritmo para la poda y actualizacion de valores se describe a continua-
cién. Usaremos una nueva funcién Fy, dependiente de la funcion de evaluacién,
e(+), y de los pardmetros o y 8, con o < . En este caso, se evalia e(J) pero
s6lo si ese valor se encuentra entre a 'y 8. Si no, devuelve a si e(J) < o o 3 si

e(J) > 6.

Necesitamos, por tanto, definir un segundo procedimiento F5 con tres pardame-

tros p, a, B con a < f3 satisfaciendo las condiciones

Fy(p,a,f) <« si F(p) <«
Fy(p,a,8) = F(p) sia<F(p)<p (3-3)

Fy(p,a, ) > 8 si F(p) >3

que cumple Fy(p, —00,00) = F(p).

Asi, el algoritmo resultante seria:
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Algoritmo 3 Minimax con poda a-(.

Entrada: Funcién de evaluacién e(-), posicién p y cotas a, 3.
Salida: F5.

1: Determina los sucesores de la posicién p, p1, ..., p4-
2: if d =0 then
3: Fy < e(p)

4: else

5: m < «

6: fori«+ 1...ddo

7 t <+ —Fz(pi,—ﬁ, —m)
8: if t > m then

9: m <t

10: if m > 3 then

11: goto [A]

12: [A] Fy < m

Lema 3.3.1. La funcién F5 calculada por el algoritmo anterior cumple 3.3.

Demostracion. Tenemos que probar que para toda posiciéon p y para toda cota
real b € [—00, +00] se cumple 3.3. Por induccién en la altura de p en el drbol de

juego:

Caso base: p es terminal. Entonces, para todos «, 8 € [—00, +o0] con a < 3,

Fy(p, o, B) = e(p) = F(p) y se verifica 3.3 trivialmente.

Paso de induccién: Supongamos que p no es terminal, que sus suceso-
res son p1,...,pq y que para cada j € {1,...,d}, p; satisface 3.3 para todos

a, B € [—o00,400] con a < .

Por induccién en i € {1,...,d} podemos probar que durante el célculo de
Fs5(p, a, ), al principio de la i-ésima iteracién del bucle for (si se produce) se
verifica

m =méx{a,—F(p1),...,—F(pi—1)} y m < B.

Para i = 1 esto es trivial pues m = max{a} = «. Si se cumple para un i < d
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entonces también se tiene para ¢ + 1 < d ya que, por hipdtesis de induccion

< -8, siF(p)<-B
Fy(pi,—B,—m) = F(p;), si —B<F(p;) <—m

> —m, siF(p;)>—m.

Si F(p;) < —p entonces —F»(p;, —B3,—m) = —F(p;) > B y el valor devuelto

por el procedimiento serd

F2(p7a75) = _F2<pi7 _Ba _m) Z 6

sin que se produzcan més iteraciones del bucle for.

Si —f < F(p;) < —m entonces
m < —Fy(pi, —B,—m) = —F(p;) <
y el nuevo valor de m al inicio de la (i + 1)-ésima iteracién del bucle for serd
max{—m, —F(p;)} = max{a, =F(p1),--- = F(pi)} = =F(p:) <.
Por ultimo, si F(p;) > —m, entonces
—F>(pi, —B,—m) <m < 8

y m conservard su valor en la (i 4+ 1)-ésima iteracién del bucle for.

O

Este algoritmo estd desarrollado bajo la perspectiva neg-max. Para comple-
tar de manera coherente la teoria vamos a reescribir el correspondiente algoritmo
separado en dos subrutinas (F» y G2), una para cada jugador, que se llaman

mutuamente y generan el mismo resultado.
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Algoritmo 4 Subrutina 1.

Entrada: Funcién de evaluacién e(-), posicién p y cotas a, 3.
Salida: F5.

: Determina los sucesores de la posicion p, p1,...,p4.
if d =0 then
Fy, +e(p)
else
m<— o
fori+1...ddo
t < GQ(pia m, B)
if t > m then
m<—t
10: if m > 3 then
11: goto [A]
12: [A] Fy < m

Algoritmo 5 Subrutina 2.

Entrada: Funcién de evaluacién e(-), posicién p y cotas a, S.
Salida: F5.

: Determina los sucesores de la posicién p, p1, ..., pq4.
if d =0 then
G2 < —e(p)
else
m< 3
fori+1...ddo
t + Fy(pis,m, )
if t <m then
m <t
if m < o then
goto [A]
[A] Fy<m

— =
= O

.i
!\.’

La siguiente pregunta natural es, ;podemos mejorar aiin mas éste procedi-
miento? La respuesta es no, este procedimiento ya es éptimo en cierto sentido

que veremos en las secciones 3.4 y 3.5.

No obstante, notemos que la eficiencia de este método depende directamente
del orden en el que se encuentran los nodos terminales. En juegos complejos,
la diferencia entre el mejor y el peor caso posible puede ser significativa. Estu-
diemos, a continuacién, qué ocurre en el mejor de los casos, es decir, el caso de

orden perfecto.
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3.4. Analisis del mejor caso. Orden perfecto.

El orden perfecto es aquél en el que la mejor jugada posible en cada turno es
siempre el primer sucesor accesible desde la posicién en la que se encuentre la

partida. Usaremos la siguiente notacién para facilitar la prueba de los resultados.

Cada posicién en el nivel [ tiene asociada una secuencia de niimeros enteros
positivos a; ...a;. El nodo raiz tiene asociado la secuencia vacia y los suceso-
res de la posicién aq ...a; tienen asignadas las correspondientes coordenadas
ay...aqlyaq...a;2,...,a1...a;d. Por ejemplo, la posicién 314 se obtiene a par-
tir del tercer posible movimiento desde la posicién inicial, después el primer

movimiento posible y, mas tarde, el cuarto.

Definicién 3.4.1. Una posicion a; ...a; se dird que es critica si a; = 1 para

todo ¢ par o para todo ¢ impar. El nodo raiz se considera siempre critico.

Esta definicién nos ayuda a obtener el siguiente teorema debido a Knuth y

Moore que completa un resultado previo enunciado por Levin [14].

Teorema 3.4.1. Consideremos un arbol de juego para el cual la evaluacion del
nodo raiz no es +00, y para el cual el primer sucesor de cada posicién es éptimo,

es decir,

e(ay...ap) si aj ...a; es terminal,

F(a1 ce al) =
—F(aj...q;1) en otro caso.

Entonces, el procedimiento F5((-), —00,+00) de a- examina exactamente las

posiciones criticas de este arbol de juego.

Demostracion. Diremos que una posicién critica aq ...a; es de tipo I si todos
los a; son 1; de tipo II si la primera entrada a; mayor que 1 verifica [ — j par y
de tipo III en caso contrario (I — j es impar y, por ello, a; = 1). Veamos ahora

como se comporta el algoritmo en estas posiciones criticas.

Tipo I: Una posiciéon p = 1...1 de este tipo es examinada con la llama-

1
da F5(p, —00,00). Si no es terminal, su sucesor p; = 1...11 es de tipo I y

G
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F(p) = —F(p1) # £oo. El resto de sucesores po = 1...12,...,pg = 1...1d son
de tipo II (porque a; > 1 coincide con ay, es decir, I = j y I' — j = 0, que es

par) y todos son examinados con la llamada F»(p;, —0o, F(p1)).

Tipo II: En este caso la posicién p es examinada con Fs(p, —o0, ) con
—00 < 8 < F(p). Si no es terminal, su sucesor p; es de tipo IIT (pues si I — j
par, el sucesor tiene longitud {+1 y [4+1—7 es un ndmero impar), F(p) = —F(p1)

y los otros sucesores ps, ..., pq no son examinados.

Tipo III: En este caso la posicién p es examinada con Fs(p,a,+00) con
+00 > « > F(p). Ahora, si la posicién no es terminal, los sucesores son de tipo
II (pues, si I —j era impar, [+1—j es par independientemente del valor de a;41),
y son examinados con Fy(p;, —oo, —a). Como consecuencia, todas las posiciones

criticas son examinadas.

Si una posicién p = a; ...aq; no es critica, entonces existen r, s < [ tales que

r < sy pes de la forma

aj...QrQr410p42...0505410g542 ...0]

verificando que:

Siie{l,...,r},a; =1
Ar41,0s41 > 1.
s —r = 2h + 1 para cierto h > 0.

ary2; = 1 para todo i € {1,...,h}.

Es facil comprobar que: a; ...a, es una posiciéon de tipo I y, por tanto,
aj ...apar41 es de tipo II. En consecuencia, dado que s — (r+1) es par, a; ... as
es una posicién de tipo IT luego a; . .. asas41 es un sucesor secundariode a; . . . as
y, por tanto, no es examinado por el procedimiento ni él ni su descendiente
ai ...a;. Esto prueba que sélo son examinadas las posiciones criticas.

O
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Corolario 3.4.1.1. Si toda posicién en los niveles 0,1,...,] — 1 de un arbol
de juego en las condiciones del teorema anterior tiene exactamente d sucesores,

d > 0, entonces la poda a-f3 examina exactamente

a2l 4 g/ _q

posiciones en el nivel [.

Demostracion. Existen dl'/2] secuencias aq...a; con 1 < a; < d para todo ¢
tales que a; = 1 para todos los i impares y d[/2] con a; = 1 para todos los i

pares. Debemos restar 1 por la secuencia 1...1 que ha sido contada dos veces.

O

Podriamos pensar que la poda a-( seria més efectiva cuando el orden per-
fecto se da, es decir, cuando el primer sucesor de cada posicion es el mejor

movimiento posible. Esto no es siempre cierto como se ejemplifica en [14].

Figura 3.3: En el arbol de la izquierda tenemos una ordenacién perfecta de las
posiciones. El algoritmo -8 examina las 6 posiciones marcadas (ya que son las
posiciones criticas). En cambio, en el drbol de la derecha, el algoritmo -8 sélo
examina 3 posiciones a pesar de que su ordenacién no es perfecta.

Encontrar el verdadero 6ptimo no es trivial. No obstante, veamos que es
posible siempre encontrar un orden para procesar el arbol tal que el algoritmo
«a-f examina el minimo posible de posiciones terminales y ningtun algoritmo lo

puede hacer mejor.
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Teorema 3.4.2. El algoritmo de poda a- es un procedimiento éptimo en
el siguiente sentido: dado cualquier arbol de juego y cualquier algoritmo que
calcula el valor de la posicién raiz, existe un modo de reordenar los sucesores
tal que todas las posiciones terminales examinadas por el algoritmo a-8 son
examinadas por el algoritmo dado. Ademsés si el valor de la raiz no es +oo, el
algoritmo -8 examina exactamente las posiciones que son criticas bajo dicha

permutacion.

Demostracion. Definimos las siguientes funciones F} y Fy,, para las mejores co-
tas posibles para el valor de cualquier posiciéon p, basadas en las posiciones

terminales examinadas por el algoritmo dado:

—00 si p es terminal y no ha sido examinado
Fi(p) = e(p) si p es terminal y ha sido examinado
max{—F,(p1),...,—Fu(ps)} en otro caso
(3.4)
+o00 si p es terminal y no ha sido examinado
Fu(p) = e(p) si p es terminal y ha sido examinado
méx{—Fi(p1),...,—Fi(pa)} en otro caso
(3.5)

Notemos que Fj(p) < F,(p) para toda posicién p. Ademds F(p) puede tomar
todos los valores entre ambas cantidades pero nunca puede pasar sus limites.

En el caso de ser p el nodo raiz, se debe cumplir que Fi(p) = F,(p) = F(p).

Supongamos que el valor de la raiz no es +o0o. Veamos como reordenar el
arbol para que cada posicién critica terminal sea examinada por el algoritmo
y que, ademads, el algoritmo a-f dado por F» examina exactamente dichas po-
siciones terminales. Al igual que haciamos en el teorema 3.4.1, las posiciones
criticas pueden ser clasificadas como tipo I, IT o III, siendo la raiz una posiciéon

critica de tipo I. Entonces, por induccién:

Una posicién p tipo I cumple Fj(p) = F,(p) # +oo y es examinada por



CAPITULO 3. ALGORITMO MINIMAX CON PODA a-8. 33

el algoritmo «-f mediante la funcién Fs(p, —00,00). Si p es terminal, debe ser
examinada por el algoritmo dado que Fj(p) # —oo. Si no es terminal, sean j y

k tales que Fi(p) = —F,(p;) y Fu(p) = —F;(px). Entonces, por 3.4y 3.5

Fi(px) < Fi(pj) < Fulpj) = —F(p) = Fi(pw)-

Por tanto, Fi(p;) = Fi(pr) y podemos asumir que j = k = 1. La posicién p;
(tras el ordenamiento) es de tipo I. Los otros sucesores pa, ..., pg son de tipo 11

y son examinados con Fs(p;, —oo, —F(p1)).

Una posicién p tipo IT cumple F;(p) > —oo y es examinada por el algoritmo
a-f3 con Fy(p, —00,8) y —oo < B8 < Fi(p). Si p es terminal, debe ser examinada
por el algoritmo. Si no lo es, sea j tal que Fi(p) = —F,(p;) y ordenamos los
sucesores si es necesario para que j = 1. La posicién p; tras el reordenamiento
es de tipo III y es examinada con Fy(p;, —3, 00). Como Fy,(p1) = Fi(p) < —f, el
procedimiento devuelve un valor menor o igual que — 3. Por tanto, los sucesores
P2, ...,P4 (que no son posiciones criticas) no son examinados por el procedi-

miento a-8 ni tampoco sus descendientes.

Una posicién p tipo III cumple Fy,(p) < oo y es examinada por el algoritmo
a-f mediante F»(p, a, 00) siendo Fy,(p) < a < 0o. Si p es terminal, debe ser exa-
minada por el algoritmo. Si no, todos sus sucesores p; son de tipo II y deben ser
examinados por Fy(p;, —00, —a). En este caso, no es necesario reordenar dado

que no provoca ninguna diferencia.

El caso en el que el nodo raiz tiene valor co el argumento es similar y debemos
tratarlo como una posicién tipo II mientras que si tiene valor —oco como una

posicién tipo III. O

Notemos que, pese a constatar que el niimero de posiciones a evaluar por
minimax es minimo si tenemos un cierto ordenamiento del drbol de juego (con
respecto a cualquier otro algoritmo de biisqueda), no tenemos un método que

nos genere el ordenamiento del arbol.
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Es por ello interesante realizar un estudio de la poda «a-8 desde el punto de
vista de la influencia que tienen los nodos podados sobre el nodo raiz. Esta infor-
macion sera util para construir un criterio que determine si un nodo cualquiera

serd importante con respecto al rendimiento esperado de la poda a-8.

3.5. Rendimiento del algoritmo.

Supongamos que nos encontramos en cierto punto de la poda. Centrémonos
en el camino P;_ ; de la figura 3.4 Todos los nodos terminales a la izquierda han
sido explorados y toca decidir si el nodo J ha de ser cortado, es decir, decidir
si tiene o no influencia en el valor del nodo raiz. La informacién necesaria para
tomar la decisién se encuentra en los pardmetros a(K), 8(L), a(M),B(N),...
donde a(K) es el maximo valor de los subdrboles descendientes de K hacia la
izquierda de Ps_j, B(L) es el valor minimo para los correspondientes subérboles

descendientes de L, etc.

. K
’
’
o -
l” - *
- ~
7 oK) ,
’
s’ J

Figura 3.4: Proceso y decisién de la poda para el nodo J.

Supongamos que J es el ultimo nodo en ser evaluado antes de declarar el valor

del nodo raiz. En tal caso, ese valor, e(s) serd una funcién de e(.J). Denotaremos
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a esta curva como V(J) = Fy(x). Si F;(x) es constante, J no afecta al valor de
s y puede ser cortado. Llamaremos a F'; funcién de influencia para el nodo raiz
con respecto al nodo J. Notemos que si J realmente influye en la raiz entonces
J debe hacerlo a través de sus ascendientes K, L, etc. Asi Fy(x) es en realidad
una cascada de influencias [20]. Definimos fx s como la influencia directa del
nodo J sobre su nodo padre K con V(K) = fk, ;(V(J)). Notemos que se tiene

la relacién por composicién

Fy(z) = Fx(fr,s(x)) (3.6)

Y continuando de manera natural este proceso desde J hasta s se tiene que

Fy(@) = fs( . (fL.x(fK.1))) (3.7)

Examinemos detenidamente la funcién de evaluacién padre-hijo fx, ;. No-
temos que esta funcién estd estrechamente relacionada con los pardmetros a-3

del padre. Si K es un nodo en el que juega MAX con parametro «, entonces

fr.s(z) = fI(z) := méx{a,z} (3.8)

y equivalentemente para un nodo en el que juega MIN con parametro 3, entonces

fr,g(x) = f[;(a:) :=min{s, x} (3.9)

¥y, por tanto, F;(z) puede ser escrita como

Fy(@) = Faon (P Fa i (@) (3.10)

La forma de las funciones f (z) y f5 (v) y del par

x, a<lz<pg
Log(x):=fz(ff(@)=Sa, z<a<p (3.11)
B, x>a>p

es mostrada en la figura 3.5. L, g(x) es una funcién lineal truncada (rampa)

por debajo de o y por encima de .
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Teorema 3.5.1. La familia de funciones f{, x = {+,-}, £ ={a, 8} es cerrada

bajo composicién.

Demostracion. Si componemos fi (x) y fi (x) obtenemos otra funcién de la
familia f (x) con as = max{a1, as}. Para la familia f~(-) obtenemos el resul-

tado andlogo con B3 = min{fs, B3} O

Corolario 3.5.1.1. La composicién de funciones f7, * = {+,—}, £ = {a, B}
es conmutativa en el siguiente sentido: al componer f con [z obtenemos una
funcion lineal creciente truncada para los valores anteriores a « y posteriores
a B (véase figura 3.5) mientras que si las componemos en sentido inverso ob-

tendriamos una funcién lineal decreciente y truncada para los mismos valores.

Demostracion. Trivial atendiendo a la forma de las funciones descritas y refle-

jadas en la figura 3.5 y a la nocién de conmutatividad dada.

O

fi@ 4
x =

fi(@) 1
A e

')

£ (F (=)

X ‘@ =-1:

Figura 3.5: Forma cualitativa de las funciones.
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Notemos que realmente no nos importa qué tipo de funcién lineal (creciente
o decreciente) resulta de la composicién. Lo realmente relevante es dénde se

establecen las cotas o y 8 donde la composicion resulta en una constante.

Usando este resultado podemos escribir Fy(z) es una funcién lineal truncada

Fy(@) = fan(fAn@) = Lacy, () (3.12)

con

A(J) = méx{a(K),a(M),...}
B(J) =min{8(L),3(N),...}

Por tanto, las funciones de influencia para todos los nodos son funciones

(3.13)

lineales truncadas de 45°. Es obvio que Fj(x) serd constante si A(J) > B(J) en
cuyo caso J puede ser cortado. Si no, J debe ser explorado pues su valor aun

puede afectar al de la raiz.

Esto da lugar tanto a la condicion de corte para a-3 como la manera median-
te la cual se actualizan las cotas pues a y 3 son en realidad los pardmetros A y
B descritos anteriormente. Asi, obtenemos una condicién necesaria y suficiente
para generacién (como oposicién a la poda) de un nodo J. Como consecuencia

hemos probado el siguiente resultado.

Teorema 3.5.2. Sea el nodo J del camino Ps_; y sean A(J), B(J) las can-
tidades definidas en 3.13. Entonces, J serd generado por el algoritmo a-f si y

s0lo si:

A(J) < B(J) (3.14)

Gracias a esta condicién de poda podemos estudiar el rendimiento del algo-

ritmo de poda a-f.

Supondremos que nos encontramos ante el caso de arboles con b sucesores

por nodo y realizaremos todo el estudio a una profundidad d. Ya conocemos
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gracias Slagle y Dixon [26] que el nimero de nodos terminales examinados por
a-B debe ser al menos bl%/21 + pld/2] _ 1 pero en el peor caso posible puede
llegar a ser necesario examinar los b% nodos. No obstante, también conocemos
el resultado de Knuth y Moore (1975) [14] que dice que es posible encontrar
una reordenacién tal que el algoritmo -8 no necesite buscar mas alld del mini-
mo que acabamos de mostrar. También Fuller, Gaschnig y Gillogly (1973) [9]
dedujeron férmulas para el nimero medio de posiciones terminales que exami-
nar I, g(d,b). Mostraremos a continuacién el resultado de Pearl que muestra

que el factor de ramificacién para el algoritmo -8 esta acotado inferiormente

&b
1-&

por la cantidad con &, rafz positiva de 2’ +x —1 = 0 (Baudet (1978). [6]).

Consideremos un nodo arbitrario J en un arbol (d, b, F'), esto es, un arbol
uniforme de profundidad d, en el que cada nodo no terminal tiene b sucesores y
los valores asignados por la funcién de evaluacién a los nodos terminales siguen
una distribucién de probabilidad F'. Ya hemos visto que una condicién necesaria

y suficiente para que el algoritmo a-8 genere J estd dada por la inecuacion 3.14.

Para obtener el nimero esperado de nodos terminales examinados por el
algoritmo a-f en drboles de juego (d, b, F') necesitamos calcular la probabilidad

P[A(J) < B(J)] y sumar para todos los nodos terminales:

Ing(d,b) = > PIA(J) < B(J)). (3.15)

J terminal
Para el caso en el que todos los nodos terminales estan ordenados de manera
aleatoria y son independientes pero con funcién de distribucién comun Fy(x) =
P[Vy < z]. Si V; es el valor minimax del nodo MIN al nivel k de profundidad,
entonces su distribucién Fj se relaciona con el de sus descendientes directos

como

Fr(z)=1—[1—- Fp_1(z))° (3.16)

véase [20] y, de manera recursiva, podemos calcular el resto de niveles de manera
que se puede obtener Fa(y)(z) y Fp(s) para las variables A(J) y B(J) de cual-

quier nodo terminal J. Ademds, suponiendo condiciones de regularidad y para
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la distribucién de valores minimax, podemos calcular la probabilidad anterior

mediante la integral de Riemann-Stieltjes [3].

P[A(J)<B(J)]/+Oo > Faw(@)Fp(2) do (3.17)

©° J terminal

siendo entonces I,-5(d, b) de la forma

+oo
Io5(d,b) = Fany (@) Fpy gy (@) da + b2 4 pla/2l — g (3.18)

— 0o

Los términos afiadidos representan los nodos criticos (que han de ser exami-
nados). Cada nodo critico tiene o bien A(J) = —oo o B(J) = +o0 lo cual no
cumple en ningin caso la condicién A(J) > B(J) razén por la cual han de ser

incluidos.

La cantidad (I,5(d,b))"/¢ puede ser acotada asintéticamente por

R*(b) = liibfb dando lugar al siguiente teorema probado por Pearl (véase [21]).

Teorema 3.5.3. El niimero esperado de posiciones terminales examinadas por
el algoritmo a-f en la evaluacién de drboles de juego (d,b, F') tiene como factor

de ramificacién

Rop = lim (I.p(d,b)"¢ = R*(b).

d——+oo
Este resultado es muy interesante pues supone un éptimo asintético (véase
una vez mas el capitulo 8 de [21] ) de a-f sobre el conjunto de algoritmos de

btsqueda.

Hemos probado que el algoritmo minimax es éptimo para la busqueda de
jugadas dentro del arbol de juego. En el capitulo 4, planteamos un nuevo algo-
ritmo que contrasta con minimax en la manera de obtener la mejor jugada vy,
aun asi, aproxima los resultados dados por minimax con mucha precisiéon. Deta-
llamos también las ventajas e inconvenientes de ambos algoritmos y planteamos

la, construccién de métodos hibridos.



Capitulo 4

Arbol de busqueda Monte
Carlo (MCTS).

When you see a good move, look for a better one.

— Dr. Emmanuel Lasker, matemadtico y 2° campeén del mundo de

ajedrez (1894 a 1921).

Hasta ahora hemos estudiado en detalle las caracteristicas del algoritmo
minimax junto a sus mejoras. No obstante, este algoritmo se encuentra con
dificultades a la hora de evaluar cierto tipo de posiciones (como veremos en las
secciones 4.5, 4.6 y en el capitulo 5). Es por ello interesante explorar otro tipo
de algoritmo que tenga filosoffa diferente (basada en métodos estocdsticos) a
la hora de seleccionar la mejor jugada posible y, sin embargo, se aproxime al
6ptimo dado por minimax. Ese algoritmo es el arbol de bisqueda Monte Carlo

(MCTS).

4.1. Introduccion.

El drbol de bisqueda Monte Carlo (MCTS) [12, 18, 22] es un método pa-
ra encontrar decisiones 6ptimas en un domino dado cuyo resultado es dificil o
imposible de resolver usando otras aproximaciones. Su principal caracteristica
diferenciadora es que realiza experimentos aleatorios por medio de muestreos

para la toma de decisiones, creando un arbol sobre el aplicar una biisqueda con

40
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los resultados obtenidos de los experimentos ejecutados.

Este método ha tenido gran éxito en juegos de tablero que no presentan
estrategias ni estructuras conocidas (en los cuales suele ser menos potente la
aplicacién de algoritmos minimax como los vistos en el capitulo anterior), y ha
sido especialmente fructifero en el juego del Go [27], que se conoce especial-
mente complicado y que ha supuesto el objetivo de la generaciéon automaética de
jugadores desde que el ajedrez se considerd ya resuelto, asi como en otros tipos
de juegos que no hemos considerado en el capitulo anterior, como son los juegos
con informacién incompleta o en los que interviene el azar (por ejemplo, juegos

de cartas y dados).

Aunque algunos métodos basados en muestreos estadisticos ya eran conoci-
dos en aplicaciones anteriores, una version primitiva de esta variante que trabaja
en la construccion de arboles de juego aparece por primer vez en la tesis doctoral
de Bruce Abramsom [1], en la cual se combina una biisqueda minimax con un
modelo estadistico de prediccién como sustituto de la funcién de evaluacion, y
donde se muestra que el método aproxima de manera precisa, eficiente e inde-

pendiente del dominio de juego, el valor de un movimiento o jugada.

La idea que sigue este procedimiento la podemos resumir en un algoritmo
que viene dado por la repeticién (en principio, no acotada) de los siguientes

pasos principales’:

1. Construimos un arbol de manera incremental, es decir, anadiendo nodos
hijos cada cierto tiempo, o cuando se verifica una determinada condicion.
Ademés, permitimos que el crecimiento de este arbol sea asimétrico, es
decir, no todos los nodos posibles de un nivel son creados a la vez para, mas
tarde, podar algunas partes como hacia minimax, sino que se crean solo

aquellos que parecen mas prometedores para la busqueda que se realiza.

2. En cada iteracién del algoritmo usamos una regla para encontrar el nodo

mas prometedor (aquel que se estime con mds probabilidad de dirigirnos

1Veremos con més precisién estos pasos més adelante, en la seccién que detalla las fases
del algoritmo.
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a una victoria o a una decisién éptima). Como veremos, esta regla debe
ser capaz de mantener un equilibrio adecuado entre la exploracion (creci-
miento del drbol por zonas que no hayan sido analizadas) y la explotacidn
(crecimiento de ramas que ya conocemos y que con gran probabilidad lle-
van al jugador a una victoria), que representa el problema fundamental

en todos los procesos de busqueda y optimizacién.

3. A partir del nodo recién seleccionado se realiza una simulacién, es decir,
ampliamos aleatoria y temporalmente (esto quiere decir que los nodos
que se creen a partir de este punto no seran definitivos y serdn olvidados
inmediatamente) el drbol de juego a partir de este nodo hasta encontrar
una posicion terminal. De esta forma, obtenemos informacién estocastica

(aunque incompleta) acerca de cémo de bueno es el nuevo nodo anadido.

4. Cuando se hayan realizado suficientes simulaciones (este nimero puede
venir determinado por una cota absoluta o una cota temporal) realiza-
mos un movimiento/decisién, es decir, con la informacién recogida en las
simulaciones vemos qué movimiento es el que da lugar a mas posiciones

terminales favorables.

4.2. Fundamentos.

Para establecer los fundamentos tedricos que hay detrds de este método
hemos de hacer una breve visita a la Teoria de Decisién (en particular, veremos
los Procesos de Decisién de Markov), la cual combina Teorfa de Probabilidad
con Teorfa Econémica de Utilidad? para dar un marco general para la toma
de decisiones bajo cierta incertidumbre. En el caso concreto que nos ocupa, las
decisiones que tengamos que tomar vendran dadas en forma de secuencias de
acciones, como definfamos en el capitulo de juegos finitos. Pasemos pues a definir

qué entendemos por proceso de decision.

2En este contexto, la utilidad es el beneficio que se obtiene de adquirir informacién.
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Definicién 4.2.1. Un Proceso de Decisién de Markov (MDP, por sus siglas en
inglés) modela problemas en los que hay que realizar elecciones secuencialmente

y que pueden representarse por medio de cuatro componentes:

Conjunto de estados posibles, con sg € S siendo el estado inicial.
A Conjunto de acciones disponibles.
T(s,a,s") Modelo de transicién que determina la probabilidad de alcanzar el
estado s’ si la accién a se aplica al estado s.

R(s) Funcién de recompensa asociada al estado alcanzado s.

Una decisién es un par (s,a) en el cual la probabilidad de llegar al estado s’

viene dada por una funcién de distribucién que depende del par.

Obsérvese que, en el caso que nos ocupa, el conjunto de estados posibles serd
el conjunto de posiciones legales del juego, y el conjunto de acciones posibles
serd el conjunto de caminos entre nodos padre-hijo, es decir, los movimientos
legales que permite realizar el juego. Es evidente el paralelismo que existe entre
la estructura de estados y acciones que se puede generar en el contexto de las
decisiones y la estructura de arbol de juego que hemos visto en las secciones

anteriores de esta memoria.

Definido el problema, jcémo sabemos qué accién tomar? Desde el punto
de vista de la automatizacién de la toma de decisiones, lo que se busca es la
generacién de un sistema capaz de devolver la acciéon adecuada cuando recibe
como entrada el estado actual del problema. En este contexto, esta respuesta

viene dada por lo que se denomina una politica:

Definicién 4.2.2. Una politica, 7, es una aplicacion entre estados y acciones
que especifica qué accion serd elegida del espacio de acciones, A. El objetivo es
encontrar la politica con mayor recompensa esperada.

Llamaremos @-valor de una accién a la recompensa esperada de dicha accion:

Q(s,a) = Nis.a) Z I;(s,a)z;

donde N(s,a) es el ntimero de veces que la accién a ha sido seleccionada para
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el nodo s (a lo largo de todas los experimentos realizados previamente), N(s) es
el nimero de veces que el juego ha contenido al nodo s en un experimento, z;
es el resultado (recompensa en los MDP) del i-ésimo experimento para el nodo
s (normalmente, +1, —1, o 0 si ha encontrado una posicién de victoria, derrota
o tablas, respectivamente), y I;(s,a) es 1 si la accién a fue seleccionada para el

estado s en la i-ésima partida que parte del nodo s, y 0 en otro caso.

Es decir, la politica (o estrategia vista desde el punto de vista de juegos fini-
tos) es la aplicacién que nos indica cémo debemos expandir el drbol usando la
informacién que ya conocemos e intentando maximizar, con dicha informacién,
el valor esperado de la recompensa. La maximizacién de dicha recompensa se

consigue buscando posiciones terminales ganadoras para el jugador en cuestién.

Esta idea de estudiar distintas partidas dentro del arbol y de recompensar
la busqueda asimétrica dentro del mismo para encontrar posiciones terminales

ganadoras serd la semilla que germinara convirtiéndose en nuestro algoritmo

MCTS.

Un caso especialmente relevante para entender el algoritmo MCTS es el co-
nocido Problema de las Tragaperras Multiples [5, 15]. En este tipo de problemas
un jugador ha de tomar una decisién sobre un conjunto de maquinas tragaperras
(o una mdquina con varias palancas y/o botones). En concreto, debe decidir en
qué maquinas juega, y en qué orden. Cada tragaperras devuelve una recompen-
sa aleatoria y dependiente de la maquina. El objetivo del jugador es maximizar
la suma de las recompensas obtenidas tras una secuencia de elecciones sobre el

conjunto de las maquinas.

Como se puede observar, este problema puede ser interpretado como un ca-
so particular de MDP, donde las secuencias de acciones consisten en tomar una
decisién entre las K posibles acciones (seleccién de la mdquina) para maximi-
zar la recompensa obtenida. Las elecciones tomadas no son triviales pues no
conocemos en principio la distribucién de la funcién de recompensa. Para poder
resolver este problema desde un punto de vista real, un jugador deberia rea-

lizar estimaciones con la informacién que obtenga de experimentos (jugadas o



CAPITULO 4. ARBOL DE BUSQUEDA MONTE CARLO (MCTS). 45

intentos) ya realizados. Esto lleva a un gran problema, que resolveremos en la
seccion 4.4, como es el ya comentado sobre el balanceo entre la explotacion de la
accion que creemos éptima para obtener mayor recompensa con la exploracion
de otras posibles acciones que parecen no ser 6ptimas pero pueden llegar a ser
mejores en el futuro al estudiar mds partes del drbol (e informar, posiblemente,

de cémo se comportan otras zonas de juego).

El problema de las K méquinas tragaperras se puede definir formalmente

como sigue:

Definicién 4.2.3. Supongamos que tenemos una sucesion de variables aleato-
rias:

{Xin:1<i<K, n>1}

donde 1 < 4 < K representa cada una de las maquinas, y n es la jugada n-ésima?.
Fijado el valor de %, la sucesién de variables X; 1, X;2,... representa las
jugadas sucesivas que se pueden hacer sobre la maquina i-ésima. Vamos a supo-
ner que estas variables son independientes e idénticamente distribuidas siguiendo
cada una de ellas una ley desconocida de media ;.
Ademss de la independencia de jugadas dentro de una misma maquina,
supondremos que se da la independencia entre maquinas, es decir, que las va-

riables X; s y X, son independientes (aunque probablemente no idénticamente

distribuidas) para cualesquiera 1 <14 < j < K y cada s,t > 1.

Nuestro objetivo es encontrar una politica (para elegir qué accién/maquina
elegir) que maximice la recompensa/ganancia obtenida o, lo que es equivalente,
que minimice la pérdida posible de no haber elegido la mejor maquina existente

en cada una de las jugadas.

Definicién 4.2.4. Si T;(n) es el nimero de veces que la politica m ha seleccio-
nado la maquina 7 durante las primeras n jugadas, entonces la pérdida se define

Como:

i=1,...,

K
Ry =p'n—=Y_ wE[T(n)], p*= max i
=1

3Tenemos K sucesiones de decisiones, una para cada méaquina, y para cada una de ellas
podemos estudiar la jugada o decisién n-ésima.
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donde p* es la mejor posible recompensa esperada. Es decir, la pérdida es la
tasa de derrotas esperadas si elegimos de manera incorrecta una accion.
Notemos que es central no asignar probabilidades nulas a cualquier posible
accién en ningiin momento para no obviar la solucién 6ptima. Es por ello ne-
cesario establecer unas cotas de confianza para la funcién de recompensa que

aseguren que no se dé tal situacién.

Para este problema la cota méas conocida para obtener una accién éptima
es la llamada cota superior de confianza o upper confident bound (UCB). Hay
varias variantes similares de la misma, pero para nuestro objetivo es suficiente

analizar cualitativamente la expresién dada como:

2logn
i(n)

UCBl =X, +

donde Xj = T%n) Zz‘Ti(fL) X, es la recompensa media de la maquina j-ésima, y
J

n es el numero total de partidas simuladas.

Auer [5] probé que, sin conocimiento previo de la distribucién de la funcién
de recompensa, UCB1 tenia un crecimiento esperado de la funcién de pérdida
logaritmico (en n). Ese crecimiento coincide con la mejor estrategia tedrica para
este problema, lo que quiere decir que la diferencia entre la jugada dada por
UCBI con respecto a la mejor jugada posible crece muy poco con el nimero de
jugadas, y tiene el beneficio adicional de ser muy facil de calcular, pues solo hay

que llevar un contador para cada maquina.

El primer sumando de la expresién anterior apoya la explotacién de las
méquinas con mayor probabilidad de ganar, pues asegura que la recompensa
obtenida esté dentro del intervalo. El término de la raiz prima la exploracion
de los términos menos visitados, pues si T;(n) es pequeno la cota se dispara,

mientras que si es grande la cota es cada vez menor y, por tanto, mas precisa.

Las similitudes entre este conocido problema de las tragaperras multiples y
nuestro problema de decisiéon en el arbol de juego son evidentes, ya que decidir

qué accién tomar para transformar adecuadamente nuestro estado de juego es si-
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milar a decidir qué maquina de tragaperras elegir para nuestra siguiente partida.

Asi pues, es momento ya de dar el siguiente paso y presentar con més de-
talle el algoritmo MCTS, que veremos que lleva incluido un procedimiento de
evaluacién en la toma de decisiones que se parece mucho al mecanismo UCB1

visto para este problema.

4.3. Fases y estrategias del algoritmo.

En primer lugar es necesario tener en cuenta que una de las dificultades a
las que se enfrenta el algoritmo MCTS, como el de la mayoria de algoritmos de
biisqueda, reside en caer en trampas (combinaciones de pocos movimientos que
resulten en una posicién ganadora para uno de los jugadores) cuando el nimero
de simulaciones no es suficientemente alto por no haber explorado suficientes

nodos o hasta suficiente profundidad.

Para solucionar este problema vamos a dar una alternativa al UCBI1: el lla-
mado UCT (Upper Confident bound for Trees). Esta cota minimiza los riesgos
de caer en este tipo de trampas y se basa en la idea de que si tenemos estadisticas
disponibles para todos los estados sucesores del estado actual, entonces pode-
mos extraer una estadistica de bondad para el mismo. Esto quiere decir que en
lugar de hacer muchas simulaciones aleatorias, esta variante hace iteraciones de
un proceso que consta de varias fases y que tiene como objetivo mejorar nuestra
informacién del sistema (exploracién) a la vez que potencia aquellas opciones
més prometedoras (explotacion). Estas fases son las que describen con precisién
el algoritmo a la vez que le dan la riqueza y potencia de calculo necesaria para

destacar entre los algoritmos de busqueda.
Las cuatro fases del algoritmo MCTS son:
1. Seleccion: El objetivo de esta fase es encontrar el nodo hijo méas prome-

tedor desde el estado en el que nos encontremos. Para ello, se recorre el drbol

desde el nodo raiz hasta una posicién posterior yendo de nodo prometedor en
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nodo prometedor por el camino que los une. Va a caballo entre exploracién (lo
cual evita convergencia demasiado rédpida a una trampa) y explotacién de los

nodos mas prometedores.

Para valorar qué nodo seleccionar, aplicamos UCB1 la primera vez que un
nodo sea visitado. A partir de ese momento el objetivo es maximizar la siguiente

formula UCT:
Q(s)
N(s)

log N (so)
N(s)

UCT(s) = + 20,

donde N(sg) es el nimero de veces que el nodo sy (padre de s) ha sido visi-
tado, N(s) es el nimero de veces que se ha visitado el nodo hijo, s, y Q(s) es
la recompensa total de las partidas que pasan a través del nodo s (C), es una

constante que debe ser ajustada, y que puede depender de las caracteristicas del

juego).

Aqui la primera fraccion representa la recompensa media de todas las ju-
gadas. Cuando N(s) = 0, es decir, cuando el sucesor nunca se ha visitado, el
valor UCT es oo y, por tanto, seria elegido por la estrategia. Para evitar este
problema, esta férmula solo se utiliza en caso de que todos los hijos hayan sido

visitados al menos una vez. Ademads, como con UCT se busca un equilibrio entre
Q(s)

la explotacién y exploracién, el factor 37~y decrece a medida que cada estado
(s)
se visita. Por otra parte, el término de exploracién % crece cuando se

visita otro sucesor de su nodo padre (hermano suyo). Asi, aseguramos que in-
cluso sucesores con recompensas bajas sean seleccionados si se les da el tiempo
suficiente (y evitamos caer en trampas). La constante C) se escoge para ajustar
el nivel de exploracién. En [15] demostraron que Cp = 1/v/2 es un valor éptimo
cuando las recompensas se encuentran en el intervalo [0, 1]. En caso contrario, se
deben determinar experimentalmente. Ademds, Kocsis y Szepesvari demostra-
ron en [15] que la probabilidad de encontrar una accién no ptima para la rafz
del arbol tiende a 0 a velocidad polinomial si el niimero de iteraciones tiende a

infinito, es decir, UCT— Minimax.

Todas estas consideraciones seran detalladas en la siguiente seccién. De mo-
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mento nos basta una idea superficial para entender las fases del algoritmo.

8
]
J
e ] e
e e e e @ e e o o

Figura 4.1: Fase de seleccién. A partir del nodo raiz s se ha elegido el nodo J
como mas prometedor. A continuacion, se realizan el resto de fases del algoritmo
y se vuelve a elegir el siguiente nodo prometedor K. El proceso se repite tantas
veces como sea, posible en el tiempo disponible.

2. Expansion: Esta fase es més sencilla conceptualmente. Simplemente

anadimos un nodo o posiciéon nueva al arbol para la posterior simulacién.

Figura 4.2: Fase de expansion. Si nuestra estrategia de expansién es anadir
nodos sin visitas previas, el nodo con ng = 0 es el nodo al que expandirse desde
J y el nodo con ng = 0 es el que expandirse desde el que tiene contador de
visitas n; = 2. Los sucesores de estos nodos estan marcados en rojo y no han
sido visitados y serdn susceptibles de ser anadidos al arbol cuando vuelva a
realizarse la expansion.

Algunas estrategias de expansion estudiadas por la bibliografia discuten so-

bre la posibilidad de expandirse a un nodo sea cual sea el nimero de veces que
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haya sido visitado antes. Otras referencias proponen expandirse a un nodo sélo
a partir de cierto nimero minimo de visitas e incluso en algunos casos se discute

la posibilidad de expandirse a mas de un nodo en cada iteracién.

3. Simulacién: Comenzamos en el nodo que queremos simular. A partir de
él, tomamos distintas opciones aleatorias disponibles en el conjunto de jugadas
legales. Con ellas formamos caminos buscando posiciones terminales. Esta fa-
se es costosa pues pueden existir muchas jugadas legales posibles. Por ello, es
posible intentar buscar hasta una cierta profundidad o tiempo acotado (pero
entonces ha de disponerse de una funcién de evaluacién que indique la bondad
del estado no terminal que se alcance). Este punto es una debilidad aniadida al
algoritmo pues la fuerza del mismo consiste en encontrar posiciones terminales,

no siendo necesaria ninguna informacién adicional sobre el juego.

Hemos de tener también en cuenta que debemos realizar todas las simula-
ciones posibles para el nodo, con el fin de minimizar la probabilidad de caer en
trampas o errores y proporcionar un mejor valor estimado del nodo simulado,

como ya hemos comentado en varias ocasiones.

Figura 4.3: Fase de simulacién para el nodo J. Cada color refleja un camino
simulado diferente. Las zonas de interseccién se reflejan en negro por superpo-
sicion. Recordemos que no todos los nodos que aparecen en el nivel del nodo J
tienen por qué estar incluidos en el arbol de juego.
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4. Retropropagacion: En esta fase se actualiza el valor de los nodos pre-
vios con la informacién obtenida en la simulacién. Para ello, se procede de la
siguiente forma: se actualiza primero el nodo hoja, luego el padre de éste y asi
sucesivamente hasta alcanzar la raiz. En cada actualizacién se suma 1 al conta-

dor N(s) y se actualiza el valor del nodo usando el resultado de la simulacién.

Las estrategias mas comunes en la literatura estudian el caso de retropro-
pagacion: usando el valor méximo de todos los resultados (similar a minimax),

usando la media, o por combinacién de varias técnicas.

win Y

win

win g 9.98 1.26
L] [ ]
win 998 1.26 0.06—1.14 draw drav draw —2.26 —10.3 —3.36 2.20

Figura 4.4: Fase de retropropagacién. En este caso la actualizacién del nodo del
nivel 4 marcado como win actualiza el valor de todos sus antecesores, es decir,
el algoritmo ha encontrado una estrategia ganadora. Otro ejemplo es el camino
marcado de verde. Se usa la estrategia de actualizaciéon dada por el méximo.
Vemos que en este caso el jugador tiene clara oportunidad de ganar el juego o, al
menos, de tener una situacion favorable. No obstante, existen caminos cercanos
que dejan al jugador en una mala posicion, p.e., los sucesores del nodo marcado
con 2,20 del segundo llevan o bien al empate o bien a una posicién desfavorable
en la mayoria de casos. Este tipo de trampas son las que pueden hacer que el
algoritmo falle en ciertas ocasiones si no encuentra un camino favorable.

Cuando el tiempo de simulacién haya concluido, el movimiento elegido es el
mas prometedor, dada la informacion obtenida en las anteriores fases. De nuevo,
existen varias estrategias para la eleccién del mismo, siendo lo mas comun la
de balancear la valoraciéon de los nodos con el nimero de veces que han sido

visitados para la siguiente seleccion.

Una vez seleccionado el nodo el proceso se repite hasta alcanzar un tiempo

fijo de computacién, y se realiza la mejor jugada hasta el momento.
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Por tdltimo, el algoritmo completo con sus fases puede ser representado con

pseudocédigo de la siguiente manera.

Algoritmo 6 Pseudocddigo del algoritmo MCTS.

Entrada: Posiciéon inicial sg.
Salida: Nodo seleccionado.

function MCTS-UCT(sg)
Crear nodo raiz ng con estado sq
while Existan recursos computacionales do
n < Seleccién(ny)
G <+ Simula(s(n))
Retropropaga(n, G)
Devuelve a(MejorHijo(ny)).

function SELECCION(n)

10: while s(n) no sea terminal do

11: if nno estd completamente expandido then
12: Devuelve Expande(n)

13: else

14: n < MejorSucesorUCT(n, ¢)
15: Devuelve n.

16:

17: function EXPANDE(n)

18: a <+ elige accién no probada de Acciones(s(n))
19: Anade un nuevo sucesor m de n.

20: s(m) < aplica(a, s(n))

21: a(m) < a

22: Devuelve m.

23:

24: function MEJORSUCESORUCT (n)

25: Devuelve argmax(UCT(n))

26:

27: function SIMULA(s)

28: while a no sea terminal do

29: a < un elemento de A(s)

30: s+ f(s,a).

31: Devuelve recompensa del estado s.
32:

33: procedure RETROPROPAGA(n, G)

34: while n # 0 do

35: N(n)+ N(n)+1

36: Qn)«~ Qn)+G

n < Padre de n.

w
:‘
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Definidas las fases vamos a desarrollar los detalles concernientes a como las
cotas realizan la labor de la compensacién entre la exploracion y explotacion de

nodos del arbol de juego en el algoritmo MCTS.

4.4. Exploracién vs explotacion.

Como hemos comentado, los métodos Monte Carlo se han usado en juegos
como los que ya hemos comentado. Simulando una gran cantidad de posibles
partidas, la jugada realizada en cada turno es aquella con la mayor probabilidad
de victoria. En la mayor parte de los casos, las acciones empleadas para realizar
las simulaciones se estudian usando experimentos aleatorios uniformes en todas

las posibles ramas del arbol de juego pero sin garantias de encontrar el éptimo.

No obstante, podemos mejorar las simulaciones mediante las cotas de con-
fianza y las funciones de recompensa y pérdida. Nos centraremos en dar funda-
mento tedrico a esas cotas ahora, concretamente en referencia al buen balanceo
entre exploracién y explotacién de los nodos. La diferencia principal (y muy
importante, ya que complica considerablemente los célculos asociados) entre el
caso de Monte Carlo para las maquinas tragaperras vistas anteriormente (y pa-
ra el que habiamos dado una cota relativamente eficiente por medio de UCB1)
y el caso de la generacién dinamica de los arboles de juego, es que en estos
ultimos las diversas variables aleatorias a una misma rama de juego no son
independientes ni idénticamente distribuidas, por lo que no es tan facil pro-
bar la convergencia del algoritmo a un éptimo. A pesar de ello, veremos que se

probé esta convergencia por medio de una ligera variante del algoritmo anterior.

La clave del éxito para el MCTS vino de manos de Kocsis y Szepesvéri [15]
gracias al mecanismo de selecciéon que propusieron. Tenia una pequena proba-
bilidad de error si el algoritmo tenia que detenerse antes de realizar un niimero

suficiente de simulaciones y convergia al éptimo con el suficiente tiempo.
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Si recordamos la ecuacién

Q(s)
N(s)

log N (s0)
N(s) ’

UCT(s) = +2C,
deciamos que el primer sumando debia ser entendido como la esperanza de la
recompensa dentro del intervalo [0,1]. Con esa consideracién, la constante C),
del término de exploracién se puede calcular para que satisfaga la desigualdad
de Hoeflding [15], necesaria para probar los teoremas que aseguran la conver-

gencia del método.

Los teoremas presentados a continuacion demuestran la potencia real del
algortimo MCTS con la cota UCT y la convergencia a minimax. Més alla de
la forma de las cotas que se van a dar a continuacién (para lo cual habria que
entrar en bastante mas detalle), la importancia de dichos resultados reside en

la interpretacion de los mismos.

Como hemos visto en la presentacién anterior del algoritmo, los valores que
etiquetan los nodos internos se calculan promediando las recompensas acumu-
ladas de las jugadas que comienzan con ese nodo. A partir de estos valores se
calcula el peso de la accién que genera ese estado/nodo, por tanto, la convergen-
cia de esos promedios determina la convergencia de los valores asignados a las
acciones (y que son, finalmente, los que deciden la accién a tomar). El siguiente
teorema da una cota de esta convergencia que es fundamental para asegurar el

buen comportamiento de este paso del algoritmo:

Teorema 4.4.1. Sea X,, = Zfil Lin) ¥, 7,(n)- Entonces

n L

|E[Xn — ]| < |67] + O

(K(Cg log(n) + N0)>

Este teorema nos dice que las recompensas medias de los nodos internos se

concentran rapidamente en torno a sus medias tedricas.

El siguiente teorema muestra que el nimero de veces que una maquina es

usada (ndmero de veces que se elige una accién en un nodo dado) puede ser
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acotado inferiormente por el logaritmo del nimero de veces que es visitada

(ntimero de veces que el nodo es visitado):

Teorema 4.4.2. Existe una constante positiva p tal que, para todas las maqui-

nas i y para todo n, T;(n) > [plog(n)]

Este resultado junto al anterior nos ayuda a generalizar el hecho de obte-
ner recompensas proximas a las medias tedricas rapidamente para los nodos.

Formalmente:

Teorema 4.4.3. Sean § > 0 fijo y A,, = 94/2nlog(2/§). Las siguientes cotas

se dan si n es suficientemente grande.

P(nX, >nE[X,]+A,) <4,

P(nX, <nE[X,]-A,) <.

Damos también una cota para la probabilidad de fallo del algoritmo para el

nodo raiz:

Teorema 4.4.4. Sea I, = arg max; X; 7,(+). Entonces, existe una costante C

tal que:

1) p (m]’ni?é* Ay )2

En particular, se tiene que:

lim P(I, #i*) =0,

t—o00

Es decir, la probabilidad de fallo del algoritmo UCB1 para la seleccién de un
nodo prometedor tiende a 0 cuando el nimero de visitas tiende a infinito (aqui

i* representa la eleccién éptima).

Estamos en condiciones de presentar el correspondiente teorema de conver-
gencia para UCT, el cual justifica la importancia de este algoritmo de seleccion

de nodos:

Teorema 4.4.5. Consideremos el algoritmo UCT ejecutdndose en un arbol

de juego de profundidad D, con un méximo de K acciones posibles para un
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estado (ramificacién méxima), y con recompensas estocdsticas en las hojas en
el intervalo [0, 1]. Entonces, el sesgo de la recompensa estimada, E[X,] — p*,
es O((KDlog(n) + KP)/n). Adem4s, la probabilidad de fallo en el nodo raiz
converge a cero a velocidad polinomial cuando n — oo (el nimero de muestras

crece).

4.5. Fortalezas y Debilidades.

MCTS es potente en ciertos dominios, pero no en otros [4, 19, 22] pues exis-

ten distintos grados de aplicabilidad.

Puede fallar cuando exista una tunica variante ganadora, porque se haya vi-
sitado menos veces que los nodos vecinos y la cantidad de simulaciones no haya
permitido encontrar la variante completa, si bien es cierto que puede parar en
cualquier momento y devuelve el mejor valor que haya calculado hasta ese ins-

tante.

Ademas, es mas facil que caiga en trampas o jugadas erréneas si no ha rea-

lizado suficientes simulaciones por problemas de tiempo [4].

Sin embargo, es especialmente 1til en ciertas ocasiones donde algoritmos
como minimax se encuentran con problemas. En juegos con un gran factor de
ramificacién existe el problema de asignar con seguridad un valor estético (al
aumentar la profundidad poco a poco) a un nodo no terminal. Nos gustaria que,
si bien el valor real del nodo no pudiéramos estimarlo con precisiéon, al menos
si poder saber que no va a variar mucho. El problema con las funciones de eva-
luacién usadas es que, al tener que operar por niveles y de manera simétrica,
no puede alcanzar posiciones terminales tan rapido como MCTS. Mostraremos

algunos ejemplos de este tipo para el caso del ajedrez en el siguiente capitulo.

Ademsds, en juegos como Go, es muy dificil determinar de antemano si una
pieza serd o no capturada, o si un grupo estard o no seguro en cierta zona del

tablero. El crecimiento asimétrico y la funcién de recompensa son capaces de



solventar de manera mas rapida ese tipo de situaciones al no tener que considerar
caracteristicas propias del juego. El algoritmo sdlo necesita saber las reglas del
juego (jugadas legales y posiciones terminales). Las estrategias ganadoras seran
obtenidas de manera natural por el algoritmo, como veremos a continuacién.
Esto supone una gran ventaja como motor de juego general (al no necesitar
conocimiento especifico més alld de las jugadas legales) y, en especial, para

juegos estocasticos.

4.6. Mejoras.

Una ventaja indiscutible del algoritmo MCTS es que permite la hibridaciéon
de distintas técnicas, como pueden ser el uso del algoritmo minimax para la
evaluacién de estados intermedios y la reutilizacién de conocimientos generales

sobre el dominio de juego.

La hibridaciéon de métodos resulta ttil para resolver problemas que no son
facilmente tratables con distintas técnicas por separado. Este hecho facilita que
tenga un mayor rendimiento en juegos como el Go, en los que es improbable
obtener una posicién claramente perdedora en pocas jugadas desde un estado
dado, frente a otros juegos, como el ajedrez, en los que pequenas combinaciones

de 3 0 4 jugadas pueden resultar en victoria asegurada para uno de los jugadores.

El conocimiento previo, dado por el humano o como consecuencia del apren-
dizaje automético (del cual hablaremos un poco las conclusiones), puede ayudar
a reducir el numero de calculos y posibles fallos en este tipo de problemas. En
el caso del ajedrez, el conocimiento tedrico humano sobre distintas aperturas
y estructuras sirve para avanzar en aproximadamente las primeras 15 jugadas
sin tener que realizar grandes cdlculos y evitando pequenas trampas conocidas
que puedan suponer una diferencia de tiempo importante. De igual manera, la
inclusién de las tablas de Nalimov (o finales) suponen un algoritmo directo y
tedrico para jugar los finales con menos de 7 piezas. De esta manera, el célcu-
lo se puede centrar en los nodos internos (el medio juego) hasta alcanzar una

posicion tedrica conocida que no necesitemos seguir explorando.
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Capitulo 5

Aplicacién al ajedrez.

It is important to draw wisdom from different places. If you take it

from only one place it becomes rigid and stale.

— Iroh, ’El dragén del oeste’.

El objetivo de este capitulo es poner en contexto todos los conceptos ya desarro-
llados en capitulos anteriores para el juego del ajedrez. Para comenzar, nuestro
arbol de juego parte del nodo raiz s que en este caso es la conocida posicion

inicial de ajedrez.

w »~» 01 OO0 N

N

Tablero 1. Nodo raiz para el ajedrez.

Usaremos la notacién algebraica para referirnos a las jugadas del tablero. El

lector puede encontrar una breve explicacién de esta notacién en el Anexo 1.

58
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El objetivo de ambos jugadores en el ajedrez es dar jaque mate al otro juga-
dor, es decir, amenazar el rey en la casilla en la que se encuentre e impedir su
movimiento (legal) a cualquier casilla a su alcance. Ejemplos basicos y conocidos

son los siguientes mates:

% /% %
'y

7
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% %%

Tablero 2. Mate de torre.
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Tablero 3. Mate de alfil y caballo.

Para alcanzar posiciones de este tipo hemos de recorrer todo el arbol de juego
y obtener una estrategia ganadora como ya se ha descrito. Profundizaremos a
continuacién en como evaliian las posiciones los algoritmos para obtener la me-
jor jugada posible. Nos detendremos en primer caso en la piedra angular del

algoritmo a-3, la funcién de evaluacién.
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Antes de ello, como divertimento matematico y ajedrecistico, vamos a in-
troducir el concepto de ajedrez aleatorio, ajedrez de Fisher o ajedrez 960. Esta
variante del ajedrez no tiene siempre el mismo nodo raiz dado en el Tablero 1
sino que, si bien la posiciéon de los peones permanece inalterada, la del resto de
piezas en la primera y octava fila se elige de modo aleatorio. Fue propuesta por
el mismo Bobby Fisher en busca de evitar la preparacién teérica de posiciones
en la apertura (~ 15 primeras jugadas) algo que ocurre tanto a nivel humano
[17] como a nivel maquina con la inclusién de grandes bases de datos para las
aperturas en busca de impedir el avance de las maquinas frente a los humanos

en este juego.

El nombre de ajedrez 960 proviene de la cantidad de posiciones diferentes
como nodo inicial posibles. Veamos cudl es el algoritmo de posicionamiento de

las piezas y realicemos el cdlculo combinatorio.

En primer lugar, se debe cumplir que los alfiles estén en casillas de colores
diferentes y el rey debe situarse entre las dos torres para poder realizarse el
enroque. Ademds, la posicion ha de ser simétrica, es decir, el jugador de piezas
blancas y el jugador de piezas negras tendran colocadas sus piezas en la misma

posicién.

Un posible algoritmo para realizar el montaje del juego es el siguiente. Co-
locaremos para empezar el alfil de casillas negras (A,) en una de las cuatro
disponibles. A continuacién colocaremos el alfil de casillas blancas (Ap) en algu-
na de las 4 casillas blancas disponibles. Después realizaremos el mismo proceso
con la dama D (6 posibilidades) y los caballos Cy v C,, (5 y 4 posibilidades
respectivamente). En este momento sélo quedan 3 casillas disponibles. Dispon-

dremos las piezas restantes de manera que el rey esté entre las dos torres.

Realizando el célculo segun la regla del producto, el nimero de combinacio-
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nes posibles es

C=0Cy,  Ca-Cp-Ccq-Cc,=4-4-6-5-4=1920 posiciones.

Tengamos en cuenta que en realidad como la posicién de los caballos es to-
talmente intercambiable asi que tenemos que dividir este nimero por 2 para
obtener el numero total de posiciones diferentes, obteniendo las 960 que dan

nombre a esta variante.

N W R~ 1O N

Tablero 4. Posicién aleatoria para la variante Ajedrez 960.

5.1. El nucleo del algoritmo «-3: la funcion de
evaluacion.

Como primera aproximacién podemos definir la funcién de evaluaciéon como una

combinacion lineal de m caracteristicas.
e(r) = w1 - fi(x) +wa - fa(x) + -+ Wi - frn()

donde w; es el peso asociado a la caracteristica f;(z). Una versién muy bésica
de funcién de evaluacién consistiria en considerar las diferencias de material, es

decir, la diferencia en nimero de piezas de cada uno de los jugadores.

Tengamos en cuenta que suele ser habitual normalizar el valor de las piezas
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’ Pieza | Valor w;(z) | Caracteristica (diferencia de material) fi(z) |
Dama (D) 9 #{damas blancas- damas negras}
Torre (T) 5 #{torres blancas- torres negras}
Alfil (A) 3 #{alfiles blancos- alfiles negros}
Caballo (C) 3 #{caballos blancos- caballos negros}
Peén () 1 #{peones blancos- peones negros}

Tabla 5.1: Valor de las piezas en ajedrez con normalizacién respecto al peén.
Se anaden ademaés los simbolos que representan a todas las piezas del tablero
a excepcién del rey cuyo simbolo es R y de los peones, que no tienen simbolo
asignado sino que su posicién se declara mediante las coordenadas en el tablero.

(v de la posicién en general) con respecto al valor del peén. Un peén vale tedri-
camente 100 centipeones, siendo esta unidad la minima usada para evaluar una

posicién.

Notemos que esta funcién de evaluaciéon no es fiable pues, como vemos en
el siguiente ejemplo, es posible tener gran ventaja de material y atin asi encon-

trarse ante una posicién perdida.
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Tablero 5. En este caso extremo e irreal, el jugador negro tiene gran ventaja de
material. La funcién de evaluacion le dar{a una ventaja de 9-(0—10)+5-(2—0) =

—80,00. No obstante, el jugador blanco puede dar mate con el movimiento

Tg8+#.

Es evidente que debemos tener en cuenta mas caracteristicas para que la

funcién de evaluacién realmente estime bien el estado de la posiciéon. Desarro-
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llamos brevemente alguna de las mejoras posibles a la funcién de evaluacién con
especial interés del caso de la poda a-3, que es la que realmente necesita evaluar

todas las caracteristicas de los nodos para estimar el estado de la posicién.

1. Evaluacion gradual: En este tipo de evaluacién, los pesos w; son funcio-
nes del tiempo w;(t) (esto quiere decir que dos posiciones iguales pueden tener
distintas valoraciones si se producen en distintos momentos del desarrollo del
juego). Normalmente, no se usa un grano tan fino como es el nimero de la juga-
da, sino que se distinguen tres fases principales de la partida: apertura, medio
juego y final. También podrian ser variables en funcién del nimero de piezas

restantes en el tablero, etc.

2. Pareja de alfiles: Se anade un bonus (~ 0,5 peones) por tener ambos alfiles
frente a los dos caballos, o un alfil y un caballo, especialmente en la parte final

de la partida y en posiciones abiertas (con pocos peones).

3. Tabla de piezas y casillas: Se puede asignar un valor especifico que con-
sidere qué pieza esta en qué parte del tablero. Por ejemplo, los caballos son
muy potentes en las cuatro casillas centrales, mientras que pierden fuerza en el
borde. De igual modo, piezas sin movilidad (por impedimento de otras piezas

de menor valor y/o propias) serdan penalizadas.

4. Seguridad del rey: Teniendo en cuenta el objetivo final del juego, se puede
valorar hasta qué punto el rey esta asegurado por la posicién que ocupa €l y
las piezas que le rodean. Por ejemplo, contando el niimero de peones cercanos

0 piezas mayores.

5. Estructura de peones: En este caso se introduce una penalizacién para el
caso en el que encontremos dos o més peones en la misma columna, asi como
una bonificacién por peones pasados (sin oposicién por otro pedén en su columna

ni en las adyacentes).
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Tablero 6. Las blancas cuentan con gran cantidad de espacio tras 12 jugadas.

El material estd igualado y atn asi Stockfish a profundidad 23 da una ventaja

de 2.1 a las blancas.

= N W s~ 1o N

o
WA

. A7

a b ¢ d e f g h

Tablero 7. Las negras cuentan con un unico peén de mas. Sin embargo, Stockfish

a profundidad 23 da una ventaja de -5.6 a las negras como consecuencia de la

mala estructura de peones de las blancas y la inseguridad de su rey.

Ademsds de estas, vamos a estudiar algunos efectos y estrategias cualitativa-

mente diferentes:
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El efecto horizonte.

Uno de los grandes problemas computacionales a la hora de evaluar una po-
sicién es decidir hasta qué profundidad hemos de mirar el arbol de juego que se
deriva de la posicién actual [7, 23]. En el siguiente diagrama las blancas acaban
de jugar 1. Tb1 y podria parecer para nuestro médulo de ajedrez una posicion
muy favorable al blanco pues todas las caracteristicas anteriores asi lo confir-
man: tenemos mas material y buena posicion general, pues hay peones pasados
negros pero la torre blanca los controla. Si el blanco hubiera calculado hasta
profundidad 2, antes de realizar el movimiento de torre, podria pensar que es
inevitable que gane, pero en realidad la posicion estd completamente perdida
tras 1. Th1l a3. 2. Txb3 a2, y ahora el peén de columna a es imparable puesto
el peén de b4 controla la casilla a3 y el peén de a2 controla la casilla bl. Es
inevitable la coronacién del pedn llegando a un final ganado tedricamente por

las negras.
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Tablero 8. Efecto horizonte.
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El software de Stockfish! a profundidad 23 en la web Lichess? consigue calcular
que la mejor jugada no era colocar la torre frente a los peones sino acercar el

rey para capturarlos apoyado por la torre.

1Campeén del TCEC en varias ocasiones.
2Web de cédigo abierto para jugar y entrenar ajedrez.
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Movimiento nulo, movimiento asesino y quiescencia.

El movimiento nulo es una estrategia propuesta por Goetsch y Campbell [10]
para aumentar el nimero de podas realizadas con «-3. Consiste en lo siguiente:
Supongamos que vamos a evaluar un nodo tipo MAX. Evaluamos el nodo supo-
niendo que dejamos mover al otro jugador sin realizar nosotros ninguna jugada.
Si la posicién obtenida no es peor que la anterior tenemos una cota inferior de
confianza para el valor del nodo. Si el valor es igual o mayor que el valor 8 del
nodo padre podemos podar y no revisar ninguno de los nodos hermanos (del
mismo nivel). Esta técnica es interesante y muy ttil, pero tiene un punto débil,
especialmente para el ajedrez, y son las llamadas posiciones zugzwang, aquellas
en las que cualquier movimiento es peor que no hacer nada (véase el siguiente

tablero).

%% /%%%y/
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Tablero 9. En este caso ambos jugadores estan en zuzgwang. Si mueven las ne-
gras, las blancas coronan el peén en dos jugadas y ganan. Si mueven las blancas,
o bien el rey negro se queda ahogado (sin movimientos legales) o bien se captura

el pedn blanco, se darfan las tablas y las blancas no ganarian.

En contraposicién, el movimiento asesino trata de estudiar primero las ju-
gadas que supongan capturas de piezas con alto valor asi como posibles jaques

marte.
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Existe, ademas, la estrategia que busca priorizar la evaluaciéon de caminos
de jugadas donde existan intercambios de piezas o amenazas de mate hasta que
lleguen a una posicién en la que no sean posibles. Estas posiciones son llamadas

quiescentes.

Por tultimo, existe la técnica conocida como ’de perdidos al rio’. Se basa
en intentar aprovechar posibles errores del adversario. Supongamos que estamos
en una posicién perdedora (valores a-f bajos). En este caso, la mejor estrategia
es no realizar la mejor jugada sino la que méas posibles errores pueda provocar

al adversario.
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Tablero 10. En este caso la mejor jugada segin Stockfish a profundidad 23 es
Ae3 con evaluacién -4.6, es decir, las blancas estan perdiendo. Sin embargo, si
jugaramos Af2 con evaluacion -4.8 las blancas podrian jugar erroneamente a5
permitiendo Ah4 capturando la torre (que no puede mover pues cubre al rey)

y entablando la partida.
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5.2. La potencia de MCTS. Fortalezas y tablas
en ajedrez.

El uso mas interesante del MCTS en ajedrez resulta en dos tipos de posicio-

nes opuestas por su naturaleza.

El primero de estos tipos son las llamadas fortalezas, estas son, posiciones
en las que uno de los jugadores posee menos piezas o de valor menor que el

adversario y, pese a ello, es capaz de defenderse sin llegar a perder la partida.
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Tablero 11. Ejemplo de fortaleza. Las negras sélo deben mover su torre de {6 a

h6 o f8 y las blancas no podran hacer nada para progresar.

En este tipo de posiciones los métodos de evaluaciéon y buisqueda como mi-
nimax tienen maés problemas debido al problema del horizonte mencionado an-
teriormente. Existen posibilidades para hacer tablas, pero suele ser necesario
evaluar muchos mas niveles del arbol de las que el algoritmo puede manejar. De
este modo, la evaluacion siempre serd superior para el bando con mas piezas o
de mayor valor, pero no sera capaz de ganar la partida. No obstante, MCTS al
no encontrar ningin nodo préximo con una posicién final por ningin camino

evaluara la posiciéon como tablas.
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Tablero 12. Ejemplo de fortaleza mas compleja. Las negras tienen todas sus

piezas protegidas, impiden la llegada del rey a las casillas g6, h6, {7 y f8. La

dama blanca puede dar jaques pero el rey negro siempre va a pivotar entre las

casillas g8 y h7 y nunca se va a poder dar mate.

Como caso opuesto, en posiciones con algunos caminos ganadores para uno

de los jugadores, pero también fuera del horizonte, minimax evaluard una posi-

cién como tablas o como ligeramente desigual, que rapidamente MCTS encon-

traria explotando el camino de nodos prometedores y dando una evaluacion més

precisa de la posicién (al construir un drbol asimétrico que es capaz de explotar

posiciones mds prometedoras).

8
7
6
5
4
3
2
1

Tablero 13. Ejemplo del campeonato por el titulo mundial de 2018. Blancas:
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Caruana, F. Negras: Carlsen, M. Mueven negras. El superodenador Sesse llega
a calcular un mate en 36 jugadas mientras que Stockfish hasta nivel 53 de pro-
fundidad evalia la ventaja como —2,18. Analizar todos los niveles hace que no

encuentre posiciones terminales en el tiempo disponible.

Dado que estas situaciones no son comunes en ajedrez, la mayoria de los me-
jores médulos de ajedrez estan basados en minimax con a-f, libro de aperturas

y libro de finales tedricos.

Métodos hibridos y entrenamiento con aprendizaje automéatico reforzado han
ayudado a que MCTS tenga relevancia en el campo de la programacién de ju-
gadores automaticos siendo MCTS Komodo y AlphaZero los mejores jugadores

automaticos que incluyen este algoritmo.

5.3. Un ejemplo en el que ambos fallan.

El siguiente ejemplo es debido al analisis del Gran Maestro Daniel Alsina pa-
ra la web Chess24 [2]. La partida estd encmarcada dentro de la final del TCEC
que comentabamos en el capitulo 1. Juega con las piezas blancas el jugador
automdtico basado en aprendizaje automdtico LeelaChessZero (que no es exac-
tamente MCTS pero posee similitudes) frente al jugador automadtico basado en

minimax con poda a-f Stockfish.
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Tablero 14. Complejo final de peones y alfiles de distinto color. Hasta este mo-
mento ninguno de los jugadores autométicos ha mostrado ninguna evaluacion

extrana para un jugador humano experimentado.

LeelaChessZero evalia la posicién con una pequena ventaja para las piezas
blancas pero insuficiente para la victoria (pues evalia que lo mds probable es
llegar a un final con un peén de mds para las blancas que acabard en tablas),
mientras que Stockfish da una ventaja decisiva para las blancas sin llegar a cal-

cular una variante de jugadas concreta que lleve a esa victoria.

Es cierto que, en posiciones en las que existen fortalezas, los médulos co-
mo Stockfish suelen dar ventaja de en torno a 3 peones pese a no encontrar la
variante ganadora, pero no es este el caso. En este ejemplo, Stockfish da una
ventaja de mas de 13 peones, ventaja que implica la victoria directa en la ma-
yoria de los casos. En la posicion actual del tablero, una evaluacién tan alta
implicaria que Stockfish es capaz de ver como el pedén de la columna a llega a

coronar (llegar a ultima fila y convertirse en una dama).

El GM Alsina, tras forzar a ambos médulos a calcular variantes selecciona-
das por é€l, se da cuenta de que la Unica manera de intentar ganar ventaja es

capturar los peones de las columnas g y h.

w »H O OO N @

N

Tablero 15. Momento critico para la victoria de las piezas blancas.
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En esta posicion, las negras acaban de jugar Rf8 amenazando capturar el
alfil blanco. Incluso en esta posicién, ambos moédulos siguen con evaluaciones
similares a las del tablero anterior pero siguen sin llegar a calcular qué jugada
es la ganadora. Alsina detecta que puede ser Ah7 y tras Rg7 el alfil se sacrifica
por el peén Axg6, el rey negro lo captura y el rey blanco se dirige a apoyar la
coronacioén del pedn de la columna a. Obviamente, el alfil negro deberd sacrificar-

se por el pedn para evitar dicha coronacién, llegando a un final de peones y reyes.

Una vez se jugé Ah7, ambos médulos fueron capaces de ver toda la linea
hasta llegar a un final ganado para las blancas. No obstante, resulta interesante
observar céomo los médulos siguen fallando en cierto tipo de posiciones en las
que, por un lado, el efecto horizonte sigue siendo un gran problema para los
modulos basados en minimax y, por otro lado, los algoritmos basados en MCTS
evalian como tablas posiciones que se pueden ganar en los casos en los que sélo

una variante es ganadora.



Capitulo 6

Construccion de un jugador

automatico.

Play the opening like a book, the middle game like a magician, and

the endgame like a machine.

— Rudolf Spielmann.

Finalmente, este capitulo trata la implementaciéon de los algoritmos de bisque-

da de jugadas en un lenguaje de programacién concreto, en este caso, Python.

Desarrollaremos un estudio bibliogréafico sobre el trabajo existente, nos cen-
traremos en entender la implementacién de los algoritmos estudiados, pasando
por encima de detallar el funcionamiento de algunas funciones auxiliares menos
relevantes. Veamos, en primer lugar, una posible implementacién del algoritmo

minimax en su version mas bdsica.

6.1. Implementacién de Minimax.

El paquete chess de Python nos ayuda a realizar la implementacion en
la geometria del tablero de ajedrez, donde éste se representa como una lista de
longitud 64. En cada posicion de esta lista tendremos un simbolo que especifique
si hay una pieza blanca: peén (P), caballo (N), alfil (B), torre (R), dama (Q) y

rey (K), si hay una pieza negra (usando los mismos caracteres en mintscula), o

73
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nada, lo cual denotaremos con un punto (.).
Damos en primer lugar el valor de las piezas para definir una versién bésica

de la funcién de evaluacion.

Algoritmo 7 Definicién del valor de las piezas renormalizando a 10 el valor del
peon.

Entrada: Pieza.
Salida: Valor de la pieza.
1: def getPieceValue(piece):

2: if (piece == None) then

3: return 0

4: value =0

5. if piece == 'P’ or piece == 'p’ then
6: value = 10

7. if piece == "N’ or piece == 'n’ then
8: value = 30

9: if piece == "B’ or piece == "b’ then
10: value = 30

11: if piece == 'R’ or piece == 1’ then
12: value = 50

13: if piece == ’Q’ or piece == 'q’ then
14: value = 90

15: if piece == 'K’ or piece == ’k’ then
16: value = 900

17: return value

Notemos que asignamos el valor 0 a las casillas en blanco y un valor muy
alto al rey para que la futura funcién de evaluacion no considere sacrificarlo por
otra pieza. Vemos cémo, definida la geometria del tablero y las piezas, podemos
obtener una funcién de evaluacién considerando la diferencia de material en el

tablero tal y como se describié en el capitulo 5.
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Algoritmo 8 Funcién de evaluacién bésica. La inclusiéon de mas caracteristicas
a considerar resultaria en un jugador automatico de mayor nivel.

Entrada: Posicion.
Salida: Evaluacién de la posicién.
1: def evaluation(board):

2:7=0

3: evaluation = 0

4: x = True

5. try:

6: x = bool(board.piece_at(i).color)

7: except AttributeError as e:

8: r=x

9: while i < 63 do

10: i+ =1

11 if x then

12: evaluation = evaluation + (getPieceValue(str(board.piece_at(i)))
13 else

14: evaluation = evaluation -getPieceValue(str(board.piece_at(i))))

: return evaluation

—_
ot

Recordemos que en Python las listas comienzan con el indice 0. Este algo-
ritmo lee la lista board y detecta si hay o no una pieza en cada posicion de la
lista (lineas 5-8). Cuando detecta una pieza, afiade su valor a la funcién de eva-
luacién, con el signo mas para las blancas, y con el signo menos para las negras
(lineas 11-5). Finalmente, devolvemos la evaluacién final, que en este caso no es

mdés que la diferencia de material en el tablero.

Veamos ahora como generar los movimientos que forman el arbol de jue-
go. La generacion de los sucesores construira el arbol de juego nivel a nivel.
Posteriormente, la funcién de evaluacién los estudiard para aplicar el algoritmo

minimax.
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Algoritmo 9 Algoritmo minimax. Versién bésica.

Entrada: Profundidad méxima a evaluar, posicién del tablero, si juegan
blancas (TRUE) o negras (FALSE).
Salida: Mejor movimiento.

1: def minimax(depth, board, is_maximizing):

2: if (depth == 0) then

3: return -evaluation(board)

4: possibleMoves = board.legal_ moves

5: if (is_maximizing) then

6: bestMove = -9999

7 for x in possibleMoves do

8: move = chess.Move.from_uci(str(x))

9: board.push(move) > Realizamos el movimiento.
10: bestMove =  max(bestMove,minimax(depth—1, board, not

is_maximizing))

11: board.pop() > Deshacemos el movimiento
12: return bestMove

13: else

14: bestMove = 9999

15: for x in possibleMoves do

16: move = chess.Move.from_uci(str(x))

17: board.push(move)

18: bestMove = min(bestMove, minimax(depth—1, board, not

is_maximizing))

19: board.pop()
20: return bestMove

Veamos cémo seria una ejecucion del algoritmo minimax siguiendo esta im-

plementacion:

1.Recibimos como entrada una profundidad, una posicién y qué jugador tie-
ne que mover. Si queremos aplicar el algoritmo a profundidad cero simplemente

llamamos a la funcién de evaluacién y la aplicamos a la posicién.

2. Si elegimos una profundidad positiva, generamos todos los movimientos
legales (funcién que proporciona el paquete chess). Si le toca jugar a las blan-
cas estudiamos todos los posibles sucesores y, secuencialmente, estudiamos el
maximo entre el mejor movimiento calculado hasta el momento y la ejecucion

del algoritmo minimax en el siguiente nivel.!

1Si estdbamos aplicando minimax a una profundidad de 10 niveles, al aplicar minimax
tenemos que hallar un maximo o un minimo entre el mejor movimiento calculado hasta el
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3. Si le toca jugar a las negras el razonamiento es analogo.

Como vemos, la implementacién es sencilla (méxime si poseemos un paquete
con funciones predefinidas que nos resuelven detalles relativos a la generacion
de movimientos legales). El siguiente paso natural es, como sabemos, la mejora

con la poda a-f.

Algoritmo 10 Algoritmo minimax con poda a-f.

Entrada: Profundidad méxima a evaluar, posicién del tablero, cotas o y 3
y si juegan blancas (TRUE) o negras (FALSE).
Salida: Mejor movimiento.

1: def minimax(depth, board, alpha, beta, is_maximizing):
2: if (depth == 0): then
3: return -evaluation(board)

4: possibleMoves = board.legal_moves
5: if (is_maximizing): then
6: bestMove = —9999
7 for x in possibleMoves: do
8: move = chess.Move.from_uci(str(x))
9: board.push(move)
10: bestMove =
11: max(bestMove,minimax(depth—1, board,alpha,beta, not is_maximizing))
12: board.pop()
13: alpha = max(alpha,bestMove)
14: if beta <= alpha: then
15: return bestMove
16: return bestMove
17: else
18: bestMove = 9999
19: for x in possibleMoves: do
20: move = chess.Move.from_uci(str(x))
21: board.push(move)
22: bestMove =
23: min(bestMove, minimax(depth—1, board,alpha,beta, not is_maximizing))
24: board.pop()
25: beta = min(beta,bestMove)
26: if (beta <= alpha): then
27: return bestMove
28: return bestMove

momento y la aplicacién del algoritmo al siguiente nivel, es decir, aplicamos minimax con una
profundidad de 9 niveles para las negras.
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Esta implementacién es muy similar a la del algoritmo minimax anterior,

con la salvedad de la condicién de poda que se da en las lineas 13-15 y 25-27.

Esta implementacién, no obstante, genera un jugador automético de poco
nivel, pues la funcién de evaluacién estima muy pocas caracteristicas. En el ar-
chivo adjunto sunfish.py encontramos el caso de un jugador en el que se tienen
en cuenta varias caracteristicas descritas en el capitulo 5, como por ejemplo
la variabilidad en el valor de las piezas en funcién de la casilla en la que se
encuentran. Realizando un seguimiento de este jugador automaético en la web
Lichess, encontramos que su nivel de juego (contra otros jugadores automé&ticos)
es aproximadamente la de un jugador aficionado de alto nivel (1900 de elo?), es
decir, no tiene un nivel profesional (> 2300 de elo), pero es capaz de ganar a

jugadores experimentados.

2Sistema de puntuacién oficial para ajedrez. Un jugador principiante tiene un elo de 1200,
un aficionado aproximadamente 1700 y jugadores aficionados experimentados 2000. Los ju-
gadores profesionales consiguen titulos de maestria a partir de los 2300, 2400 y 2500 de elo
junto a otros méritos. El campedén del mundo actual, Magnus Carlsen, tiene un elo de 2870.
El campedn del altimo TCEC, LeelaChessZero tiene un elo aproximado de 3500.
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6.2. Implementacion de MCTS.

Por otro lado, veamos una posible implementacion del algoritmo MCTS:

Algoritmo 11 Implementacién de MCTS genérico. Se definen las fases bésicas.

1. def __init__(self, exploration_weight=1):

2: self.QQ = defaultdict(int) > Recompensa de cada nodo.
3: self.N = defaultdict(int) > Visitas a cada nodo.
4: self.children = dict() > Sucesores cada nodo.
5: self.exploration_weight = exploration_weight

def choose(self, node):
if node.is_terminal(): then
raise RuntimeError(f "El nodo elegido {node} es terminal’)

if node not in self.children: then
10: return node.find_random_child()

11: def score(n):

12: if self.N[n] == 0: then

13: return float(-inf’)

14: return self.Q[n] / self.N|n]

15: return max(self.children[node], key=score)

16: def do_rollout(self, node):

17: path = self._select(node)

18: leaf = path[-1]

19: self._expand(leaf)

20: reward = self._simulate(leaf) self._backpropagate(path, reward)

21: def _select(self, node):

22: path = []

23: while True: do

24: path.append(node)

25: if node not in self.children or not self.children[node|: then
26: return path

27: unexplored = self.children[node] - self.children.keys()

28: if unexplored: then

29: n = unexplored.pop() path.append(n)
30: return path
31: node = self._uct_select(node)

32: def _expand(self, node):
33: if node in self.children: then
34: return {'Ya expandido’}

35: self.children[node] = node.find_children()




CAPITULO 6. CONSTRUCCION DE UN JUGADOR AUTOMATICO. 80

Algoritmo 12

36: def _simulate(self, node):
37: invert_reward = True
38: while True: do

39: if node.is_terminal(): then

40: reward = node.reward()

41: return 1 - reward if invert_reward else reward
42: node = node.find_random_child()

43: invert_reward = not invert_reward

44: def _backpropagate(self, path, reward):

45: for node in reversed(path): do

46: self.N[node] +=1

47: self.Q[node] += reward

48: reward = 1 - reward > 1 para el jugador que mueve, 0 para el otro.

49: def _uct_select(self, node):
50: assert all(n in self.children for n in self.children[node])
51: log_N_vertex = math.log(self.N[node])

52: def uct(n):

53: return self.Q[n] / self.N[n] +

54: self.exploration_weight * math.sqrt( log_N_vertex / self.N[n] )
55: return max(self.children[node], key=uct)

En primer lugar, creamos variables para guardar las estadisticas de los no-

dos: recompensas, visitas y sucesores.

A continuacién, creamos una funcién capaz de detectar si el nodo seleccio-
nado es o no terminal (choose). A su vez, score y do_rollout generan las
primeras estadisticas para construir ramas del arbol y simular los nodos cerca-

1nos.

Las fases de seleccién (usando el criterio UCT) y expansién se definen a
continuacion junto a la simulaciéon de nuevos nodos y la retropropagacién de la

informacién obtenida.

Como aplicacién sencilla, véase (y compilese para jugar) el tic-tac-toe (0 3 en
raya) en el archivo adjunto tictactoe.py. En dicho archivo se define el entorno

y reglas de juego donde aplicar la implementacién anterior.
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Como trabajo futuro seria posible mejorar las implementaciones presenta-
das, especialmente en la funciéon de evaluacion del algoritmo minimax y en la
implementaciéon de MCTS en un entorno de ajedrez. Seria interesante realizar
una comparativa de rendimientos de varios tipos de jugadores automaticos rea-
lizando pruebas con distintas funciones de evaluacion, distintos valores de la

profundidad méaxima considerada, etc.



Capitulo 7

Conclusiones y trabajo

futuro.

El trabajo realizado ha tratado los temas fijados en los objetivos del mis-
mo. Se ha realizado una revisiéon de los fundamentos de inteligencia artificial,
comenzando por el establecimiento de un marco general y presentando poste-

riormente algunos resultados interesantes para los algoritmos Minimax y MCTS.

El desarrollo tedrico ha sido extenso y ha tratado de ser un compendio de
distintas referencias clésicas, a la vez que se han formalizado conceptos que
suelen figurar en la literatura de manera vaga, especialmente en lo referente a
Monte Carlo, para el que, debido a su reciente aparicién en comparacion con

Minimax, es mucho maés dificil encontrar referencias adecuadas.

Este aspecto del trabajo ha sido central en el desarrollo del mismo pues,
como trabajo en matematicas que es, debe ser preciso en las definiciones y re-
sultados obtenidos. Si bien algunas pruebas técnicas no se han incluido, en parte
debido a su dificultad técnica, que superaba los objetivos de este trabajo, y en
parte para no resultar en una lectura demasiado pesada, el lector interesado

puede encontrarlas en las referencias aportadas en la memoria.

La aplicacién practica hacia el juego del Ajedrez proporciona asimismo un

82



CAPITULO 7. CONCLUSIONES Y TRABAJO FUTURO. 83

doble objetivo de este trabajo. Por un lado, la modelizacién matematica de un
problema, su planteamiento abstracto, hipdtesis, desarrollo de resultados, y su
posterior aplicacién de vuelta al problema real original, es una de las carac-
teristicas mas destacadas de las matematicas con respecto a otras disciplinas.
Por otro lado, como aficionado al ajedrez y matemaético, encuentro una gran
motivacion en el estudio de dos pasiones unidas en el campo de la computacién

y de los jugadores automaticos de ajedrez.

La implementacién de los algoritmos estudiados en busca de la construccion
completa de un jugador automatico de ajedrez ha escapado a las limitaciones
de tiempo y profundidad tipicas de un Trabajo Fin de Grado, y finalmente sélo
ha sido posible abordar una implementacién basica de los mismos. No obstante,
tengo la intencién personal de continuar el trabajo en el futuro con una fijacion
més importante en este aspecto, asi como en el siguiente paso natural al que
ya hemos hecho alusién varias veces a lo largo de la memoria, este es, el uso de

técnicas de aprendizaje automaéatico para aumentar el nivel de nuestro jugador.

Concluiremos este trabajo dando una breve descripcién de estas técnicas y

como podrian ser aplicadas.

7.1. El papel del Aprendizaje Automatico.

Uno de los objetivos del aprendizaje automatico es construir un método que
permita reconocer patrones para un conjunto de datos y dar, a partir de él, pre-
dicciones para datos nuevos. Normalmente, este objetivo lo aborda por medio
de la resolucién de dos problemas principales: el problema de regresién, para la
prediccién de valores numéricos, y el problema de clasificacién, para hacer lo

propio clasificando por categorias o caracteristicas.

Hay muchas aproximaciones posibles para realizar estas tareas. A cada una
de esas posibles aproximaciones (que combinan una familia de algoritmos con
una familia de funciones matematicas representadas de forma computacional)

se le suele asociar el concepto de Modelo de Aprendizaje.
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Uno de los modelos de aprendizaje que més éxitos estd cosechando en los
dltimos anos y es responsable del nuevo vigor que estd tomando la Inteligencia
Artificial en todos los campos, aunque su aparicién es muy anterior, es el de
redes neuronales. En este modelo, el elemento basico usado es el de neurona
artificial (una modelizacién simplificada de lo que serfa una neurona real). Una
de las cualidades més interesantes de estas neuronas artificiales es la capacidad
para combinar de forma sencilla gran cantidad de neuronas para que compar-
tan informacidn, y asi obtener modelos de alta complejidad que pueden realizar
tareas dependientes de muchos factores y que reconocen patrones complejos en

los datos.

Aligual que en la mayoria de los modelos basados en Aprendizaje Automati-
co, para que las neuronas categoricen o calculen de manera correcta datos tene-
mos que realizar un entrenamiento o estimacién de pardmetros del modelo [8].
De este modo, la inferencia realizada con datos nuevos es més fiable cuanto més

datos en la muestra de entrenamiento poseamos.

En 2015 el grupo de Inteligencia Artificial de Google, DeepMind, consiguié
un hito histérico al construir un jugador automatico de Go, AlphaGo, que,
basado en el uso conjunto de MCTS, aprendizaje con refuerzo y redes neuro-
nales profundas (lo que se denomina Deep Learning) se convirti6 en la primera
méquina de Go en ganar a un jugador profesional de Go, Lee Sedol, campedn

del mundo.

Poco después, en 2017, los mismos investigadores dan un paso més a este
proyecto y desarrollan un jugador automético de ajedrez [25], Alpha Zero (real-
mente, es un jugador simultdneo de Go, Ajedrez y Shogi). La particularidad de
este jugador era su entrenamiento, que fue realizado sin datos aportados por hu-
manos, es decir, sin mas informacién que las reglas del juego (por eso el apellido
Zero). El entrenamiento de la red neuronal fue realizado por el propio algorit-
mo al entrenarse jugando contra si mismo y derrotando con un impresionante

resultado de 100-0 a su version anterior AlphaGo.
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La idea principal que hay detréds de la aproximacién de DeepMind (y que ya
se habia intentado con anterioridad, pero sin los recursos técnicos que aporta
una empresa como Google) es la de sustituir las grandes tablas de asociacién
que podemos extraer de MCTS por medio de una red neuronal profunda que
extrapola los conocimientos adquiridos por la ejecuciéon de MCTS para obtener

una politica més robusta y general.

La mejora con respecto a la fase de selecciéon en MCTS es consecuencia de
considerar mas rapidamente las mejores opciones futuras de expansién en lugar

de estudiar todas de manera equiprobable.

Una vez realizado MCTS para un estado, éste se convierte en un dato para
entrenar la red neuronal y se vuelve a empezar. Al actualizar toda la red pode-
mos enfrentar la nueva y la antigua red a una serie de partidas fijadas. Si surge
como vencedora en un porcentaje superior a la anterior (~ 55 %), la red antigua

se desecha y volvemos a repetir el proceso completo.

Por ejemplo, DeepMind estimé que siguiendo este proceso, tras 4 horas de
entrenamiento desde cero (en una mdaquina simple con 4 TPUs, un procesador
especifico para entrenar redes neuronales) jugaba con un elo superior a Stockfish
8. Sin embargo, y como comparativa entre las diversas aproximaciones, Alpha-
Zero solo busca unas 80,000 posiciones por segundo en ajedrez, frente a los 70
millones de posiciones que analiza Stockfish, lo que indica que las posiciones
evaluadas por AlphaZero son mucho més prometedoras y es capaz de discernir

partes del drbol de juego que le van a proporcionar més rendimiento.

La fundamentacién tedrica de este proceso es interesante y continia de ma-
nera natural el trabajo realizado. Se propone como trabajo futuro el desarrollo
tedrico necesario para fundamentar la teoria de aprendizaje automatico aplicado
al juego de ajedrez asi como su implementacién en un lenguaje de programa-
cién adecuado, analizando implementaciones libres que ya se pueden encontrar

disponibles.



Anexo A. Notacion

algebraica en ajedrez.

La notacién algebraica es la notacién mas usada para representar movi-
mientos y secuencias de movimientos en ajedrez asi como para la anotaciéon de

partidas de manera oficial en los torneos de ajedrez.

Combina las ya conocidas letras para representar las piezas: peén (), caballo
(C), alfil (A), torre (T), dama (D) y rey (R) con las coordenadas del tablero en
columnas (a-h) y filas (1-8).

o o N

w

a b ¢ d e f g h

Tablero 16. Ejemplo de notacion. Para describir la posicién de las piezas escri-

birifamos: Ral, Ab4, Cg3, DeT.

Pero esto no es suficiente para describir todos los casos. Cuando una pieza

mueve y captura a otra ademas de indicar qué pieza se mueve y a dénde anadi-
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mos un 'x’ antes de las coordenadas para indicar la captura. También, si dos
piezas iguales pueden acceder a la misma casilla en un movimiento anadimos la
letra de la columna en la que se encuentre la pieza que mueve (si ambas estdn
en distintas columnas) o el ndmero de la fila de la pieza que mueve (si ambas

estan en la misma columna). Véase el siguiente ejemplo.

S N o

o

_

_
g h

N W b

Wy
% 7

a b ¢ d e f

Tablero 17. Si el caballo de gl quisiera capturar la dama de e2 el movimiento
seria denotado como Cgxe2. También si la torre de a2 quisiera acceder a la
misma casilla el movimiento seria Txe2 pues la otra torre no puede acceder a
e2. Asi la torre de a6 capturara la torre de a7 seria Txa7 pero si quisiera mover

a a4 seria T6a4.
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