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Resumen

La légica tradicional resulta muy 1til para formalizar razonamientos ma-
tematicos: teoremas, definiciones... en los que se establecen reglas que se
cumplen de forma atemporal y para todos los elementos de los que se habla.
Por ejemplo, al decir que todas las curvas derivables son continuas, esta afir-
macion se aplica a todas las curvas bien definidas y derivables; ademas, es
cierta en todo momento, no hay posibilidad de que deje de serlo en el futu-
ro. Sin embargo, cuando queremos formalizar razonamientos méas practicos e
“inteligentes” debemos considerar la posibilidad de que las conclusiones que
saquemos no se apliquen a todos los elementos del grupo del que hablemos.
Por ejemplo, al decir que “todos los pajaros vuelan”, sabemos que existen ex-
cepciones, como los pingiiinos. Ademés, debemos considerar la opcién de que
un pajaro que hoy puede volar podria dejar de ser capaz de volar en el futuro
si, por ejemplo, pierde un ala. Para razonamientos asi la logica tradicional
no es del todo adecuada y es por ello que surge la l6gica no mondétona.

La diferencia principal entre la logica tradicional y la 16gica no monétona
es que en la légica no monotona surge la posibilidad de “retractarse” en el
futuro, es decir, algo que consideramos cierto con la informacién que tenemos
podria dejar de serlo en el futuro cuando ampliemos esta informacion.

En este trabajo veremos varios mecanismos de légica no mondtona, entre
los que destacan la hipétesis de mundo cerrado, completacion de predicados
y la semantica de los modelos estables para los programas légicos; sus utili-
dades frente a la logica tradicional y, finalmente, un sistema que nos permite
programar con légica no monoétona: Clingo, con el que seremos capaces de
resolver problemas aparentemente complejos de una forma bastante simple.



Summary

Traditional logic is very useful for formalizing mathematical reasoning:
theorems, definitions ... in which rules are established that are met in a
timeless manner and for all the elements that are spoken of, for example, by
saying that all derivable curves are continuous, this statement applies to all
well-defined and derivable curves, in addition, it is true at all times, there is
no possibility of it ceasing to be so in the future. However, when we want
to formalize more practical and ’intelligent’ reasoning, we must consider the
possibility that the conclusions we draw may not apply to all the elements
of the group we are talking about, for example, by saying that ’all birds fly,’
we know that there are exceptions, such as penguins, in addition, we must
consider the option that a bird that can fly today could no longer be able
to fly in the future if, for example, it loses a wing. For reasoning like this,
traditional logic remains short and that is why the non-monotonous logic
arises.

The main difference between traditional and non-monotonous logic is that
in non-monotonous logic the possibility of 'retracting’ in the future arises,
that is, something we consider true with the information we have could cease
to be in the future when we expand this information.

In this work we will see several mechanisms of non-monotonous logic
among which the closed world assumption, completion of predicates and sta-
ble models semantics for logic programs stand out, their utilities compared
to traditional logic and, finally, a system that allows us to program with
non-monotonous logic: Clingo, with which we will be able to solve seemingly
complex problems in a fairly simple way.



Capitulo 1

Introduccion

El razonamiento no monétono dentro de la aproximacion logica a la Inteli-
gencia Artificial engloba una familia de formalismos creados para representar
conclusiones revisables, esto es, conclusiones que un agente razonador acepta
en un cierto momento como verdaderas pero de las que puede retractarse en
el futuro en vista de nueva informacién que nos haga dudar de su validez.
Existen numerosos ejemplos de esto, desde razonamientos basicos como el
ensayo-error hasta opiniones de expertos como una diagnosis médica.

El razonamiento revisable, al igual que el razonamiento deductivo, puede
tener procedimientos bastante complejos y es necesario desarrollar forma-
lismos que aclaren este tipo de razonamiento no mondtono. El objetivo del
presente trabajo es presentar algunos de esos formalismos para el estudio
matematico de las propiedades del razonamiento revisable.

1.1. Razonamiento revisable

Un ejemplo tipico de razonamiento revisable es sacar conclusiones basa-
das en suposiciones por “normalidad” o “generalidad”. Por ejemplo, podemos
concluir que Piolin vuela basandonos en los hechos de que Piolin es un péja-
ro, v de que, en general, los pajaros vuelan. Tendriamos, sin embargo, que
retractarnos de esa conclusion si aprendemos mas tarde que Piolén es aun
un bebé péjaro.

Otro ejemplo es concluir que ha llovido al ver las calles mojadas. Sin em-
bargo, al aprender que ese dia se han limpiado las calles y ver que los tejados
estan secos, querremos retirar esa conclusion de nuestra base de conocimien-
to.

Estas deducciones violan el principio de monotonia del que disfruta la
logica clasica. Este principio dice que dado un conjunto de féormulas ¥, si



tenemos otro conjunto ampliado ¥, ¥ C Y| se tiene

She=Y ko

con = la relacién de consecuencia légica correspondiente. Es decir, que si
hacemos una deduccién con la informacién que tenemos, esa informacion se-
guira siendo cierta sin importar la informacién nueva que podamos tener en
el futuro. Es una forma de razonar que se muestra ttil en ramas como las
matematicas donde solo hacemos deducciones de las que estemos completa-
mente seguros y que son, en general, reglas universales (Todas las funciones
derivables son continuas, toda funcién continua en un compacto tiene un
minimo,...), pero que, sin embargo, se muestra poco 1til en razonamientos
del dia a dia, més basados en el sentido comun.

La mayoria de razonamientos revisables estan sujetos a conocimientos ex-
ternos y por tanto violan el principio de monotonia, ya que las consecuencias
que se saquen podrian no persistir al obtenerse nueva informacién. Veremos
numerosos ejemplos a lo largo del presente trabajo.

1.2. Creando légica no mondétona

En la légica tradicional, partiendo de un conjunto A de férmulas que
representa una base de conocimiento, se dice que una férmula o se deduce
légicamente de A si « es cierto en todos los modelos de A.

Cuando nuestro objetivo es formalizar razonamiento no monétono, debe-
mos cambiar este enfoque clasico. Lo primero es que, en légica no monodtona,
a la informacién con la que tratamos A la llamaremos un conjunto de creen-
cias, pues somos conscientes de que puede no recopilar toda la informacién
existente sobre el objeto de estudio, y que en un futuro A se puede ampliar o
modificar. Pero, sobre todo y de manera mas importante, modificaremos de
una forma u otra la definicién clasica de consecuencia légica arriba descrita.
En el presente trabajo, estudiaremos dos maneras bien conocidas de modificar
dicha nocién clasica de consecuencia légica para hacer emerger formalismos
no monotonos.

La primera de ellas consiste en considerar que una férmula « se deduce
de un conjunto de creencias A ya no si « es cierta en todos los modelos
de A, sino que bastard con que « sea el caso para cierto tipo especial o
preferido de modelos de A. Estos modelos preferidos suelen ser modelos
minimales que intentan capturar cierta intuicién del razonamiento basado
en el sentido comin. Veremos esto con més detalle cuando estudiemos los
modelos minimos, los modelos estables y los conjuntos de respuesta de los



programas logicos normales y extendidos en la segunda parte del presente
trabajo.

La segunda forma de deduccién no mondtona que estudiaremos en este
trabajo es mediante un mecanismo de expansion del conjunto de creencias.
Dado A un conjunto de creencias, mediante un mecanismo de expansion que
intenta capturar cierta intuicion de razonamiento basado en sentido comun,
hallaremos una extensién de A: la denotamos en ext(A). A continuacion,
consideraremos cierto todo aquello que podamos deducir de A U ext(A).

Estos mecanismos son no monoétonos ya que, en general, al anadirle una
informacion X al conjunto de creencias se tendra

AUert(A) € AUX Uext(AU X)

Ejemplos que estudiaremos en este trabajo son: la hipdtesis de mundo ce-
rrado y la completacién de predicados, hablamos de ellos més a fondo a
continuacion.

1.3. Mecanismos clasicos de légica no mondéto-
na

Vamos a presentar a continuacién algunos de los mecanismos mas clésicos
de la 16gica no mondétona, que se estudiaran a fondo mas adelante en el trabajo
(capitulo 3).

1.3.1. Hipoétesis de Mundo Cerrado

La hipotesis de mundo cerrado es la formalizaciéon de un mecanismo
habitual en el estudio de las bases de datos en el que suponemos que ideal-
mente tenemos informacion completa sobre qué hechos basicos son ciertos en
nuestra base de conocimiento. En lineas muy generales, este mecanismo de
expansion consiste en la siguiente suposicién: Si no nos consta que un cierto
hecho baésico es verdadero de acuerdo a la base de conocimiento, anadiremos
a nuestro conocimiento automaticamente que dicho hecho es falso y emplea-
remos esta nueva informacién para obtener nuevas consecuencias.

Veamos un ejemplo tipico. Supongamos un cliente que, tras mirar la carta
de un restaurante, observa que en ella no se ofrece salmorejo. El cliente podréa
entonces deducir que, en dicho restaurante, no sirven salmorejo. El cliente no
tiene constancia de que en ese restaurante en especifico no se cocine salmorejo,
sino que esta deduccion parte de la suposicion de que en la carta aparecen



todos los platos que ofrece el restaurante (informacién completa en la base
de datos).

Esta hipdtesis sirve para reducir el tamano de la base de datos, pues, de
esta manera, el restaurante no necesita especificar en la carta que no sirven
salmorejo, sino que se entiende que cualquier plato que no aparezca en la
carta es un plato que no se cocina en el restaurante.

Este es un caso de razonamiento no monotona, pues, al aumentar la in-
formacion se podria cambiar la deduccién; por ejemplo, si el camarero cita
el salmorejo entre los platos del dia.

1.3.2. Herencias y taxonomias

Cuando tenemos una base de datos clasificada en clases con subgrupos
especificos tendemos a suponer que dichos subgrupos heredan las propieda-
des de una clase. Por ejemplo, los vencejos vuelan puesto que son pajaros, y,
en general, los pdjaros vuelan. Sin embargo, se pueden dar excepciones; por
ejemplo, las avestruces son un tipo de pajaro que no vuelan. Se dice que las
avestruces forman un subgrupo de los pajaros con abnormalidad respecto a
la propiedad “volar”. Podemos imaginar un caso de avestruces que si vuelen,
por ejemplo, si lleva un jetpack; llamemos a esta clase las avestruces volado-
res. Decimos entonces que las avestruces voladores son un subgrupo de las
avestruces con abnormalidad respecto a la propiedad “ no-volar”. Represen-
tamos la clasificacion en el siguiente diagrama:

Avestruz volador — Avestruz — Pajaro

Asi, si tenemos un avestruz con un jetpack, tenemos tres informaciones
que nos llegan: que vuela por ser un avestruz volador, que no vuela por ser un
avestruz, y que vuela por ser un péajaro. Obviamente, la informacién con la
que nos quedaremos es con que vuela, puesto que es un avestruz volador. De
manera general, se aplica este procedimiento al consultar una base de datos
catalogada, teniendo en cuenta las deducciones asociadas al subgrupo mas
especifico que encontremos, puesto que presenta informacion mas precisa y
concreta sobre el objeto de estudio que las clases a las que pertenece.

Ahora bien, cualquiera de estas deducciones basadas en reglas con ex-
cepciones pueden presentar anomalias que nos obligarian a retirar alguna de
nuestras conclusiones. De ahi su caracter no mondétono.

En el presente trabajo, estudiaremos con detalle este mecanismo en el
contexto de la completacién de predicados (capitulo 3).



1.3.3. Razonamiento por defecto

Uno de los mecanismos méas importantes de la légica no mondtona es el
razonamiento por defecto. Este consiste en hacer una deduccién de la
forma “si tenemos a y no nos consta que tengamos b, entonces tenemos c¢”.
Se representa mediante lo que llamamos reglas que tienen la siguiente forma:

C < ai,qs, ..., a,, N0t by, not by, ...,not b,

Donde ¢, ay, ..., by, son literales de la légica de primer orden.

Notese que estas reglas usan la légica no mondtona en el sentido de que,
si usando estas reglas deducimos ¢ y, en algiin momento posterior deducimos
también b,,, perderiamos la deduccién y ya no podriamos afirmar c. (Esto
puede generar ciclos, si hemos usado ¢ para deducir b,,; veremos mas adelante
en el trabajo restricciones que nos permitan asegurarnos de que no va a pasar
este efecto indeseable).

Usando la negacién por defecto podemos trabajar con los mecanismos
vistos anteriormente:

Para la hip6tesis de mundo cerrado, dada una propiedad p(X) podemos
escribir la regla

~p(X)  not p(X)

que dice que, salvo que se tenga constancia de que X satisface la propiedad
p, podemos suponer que no la satisface. Para las herencias y taxonomias

podemos escribir, por ejemplo, las reglas siguientes:

vuela(X) « pajaro(X), not rarol(X)
—wuela(X) + avestruz(X),not raro2(X)
vuela(X) avestruzVolador(X),not raro3(X)
rarol(X) « avestruz(X)
raro2(X) « avestruzVolador(X)

Donde se explica que los pdjaros vuelan salvo que sean abnormales, que los
avestruces no vuelan salvo que tengan una abnormalidad, y que las avestruces
voladoras vuelan salvo que sean abnormales. Ademas de especificar que los
péajaros y las avestruces son abnormales respecto de su clase.

Notar que el hecho de que el avestruz sea abnormal no implica que no
vuele, sino que no podemos afirmar que vuela, en este caso si que sabemos
que, en general, vuelan, gracias a la informaciéon que nos aporta la segunda
regla.

Hablaremos mas a fondo de la negacién por defecto a partir del capitulo
5 “la negacion en los programas légicos”. Dedicaremos bastante espacio a



este tipo de reglas dada su importancia, tanto tedrica como practica, en el
estudio del razonamiento no mondétono. De hecho, en el ultimo capitulo del
trabajo estudiaremos una implementacion informatica de este tipo de ideas
(el sistema CLINGO dentro del paradigma de la programacién con conjuntos
de respuestas).

1.4. Contenidos del trabajo

En lineas generales, en este trabajo pretendemos explicar la légica no
monoétona, su relacion con la légica de primer orden, y el uso que tiene a la
hora de resolver diversos problemas. Aparte de este primer capitulo intro-
ductorio, este trabajo consta de seis capitulos mas.

En el capitulo 2 Conocimiento declarativo damos una breve descrip-
cién de los elementos mas bésicos de la logica de primer orden y de cémo
podemos usar la légica de primer orden como un lenguaje de especificacion
para formalizar el conocimiento declarativo. Estudiamos ademéas un punado
de ejemplos clasicos: el mundo de las cajas, especificacion de un circuito
booleano y descripcion de una base de datos familiar.

En el capitulo 3 Razonamiento no mondétono estudiamos los primeros
mecanismos de razonamiento no monotono del trabajo: la Hipdtesis de Mun-
do Cerrado y la Completacién de Predicados. En este tltimo caso, estudiamos
con cierto detalle como usar el formalismo para especificar mecanismos de
herencias y taxonomias jerarquicas.

A partir del capitulo 4, cambiamos el enfoque y nos restringimos al lengua-
je de la Programacion Légica, donde una base de conocimiento se reescribe
siempre en forma de clausulas (reglas) de primer orden.

En el capitulo 4 Programas logicos positivos estudiamos los progra-
mas logicos mas fundamentales, los cuales gozan de una seméntica clara con
muy buenas propiedades matematicas. Incluimos demostraciones de las pro-
piedad basica de estos programas: poseen siempre un modelo candnico, el
modelo de Herbrand minimo. Ahora bien, es importante destacar que los
programas logicos positivos NO dan lugar a razonamiento no monétono. Es
necesario ampliarlos para romper la monotonia (como haremos en los capitu-
los sucesivos).

El capitulo 5 Negacién en los programas légicos introduce formal-
mente la negacién por defecto. Veremos condiciones suficientes para estar
seguros de que un programa no entra en bucles y hablaremos de los modelos
de estos programas y, en concreto, de los modelos estables, que son aquellos
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que buscaremos en general y uno de los conceptos fundamentales del trabajo.
Tanto incluiremos propiedades tedricas de los programas légicos con negacion
por defecto como ilustraremos los principales conceptos con un buen ntiimero
de ejemplos.

En el capitulo 6 Extensiones de los programas légicos normales
extenderemos los programas légicos mediante la introducciéon de restriccio-
nes, disyunciones y negaciones fuertes. Adaptaremos también los principales
resultados y definiciones del capitulo 5 a este contexto mas general.

Finalmente, en el capitulo 7 El paradigma de la programacién con
conjuntos de respuesta ASP veremos una implementacién informatica
del modelo matematico estudiado en el capitulo anterior. Veremos asimismo
como resolver usando este paradigma de programaciéon una serie de pro-
blemas esencialmente combinatorios, que iran desde resolucion de puzles y
rompecabezas (sudoku, buscaminas, n-damas) hasta problemas de grafos (3-
coloraciones, caminos eulerianos) y problemas sabor matemaético (construc-
cién de un grupo no abeliano, cdlculo de los nimeros de Shur).
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Capitulo 2

Conocimiento declarativo

El comportamiento inteligente depende en gran medida del conocimiento
que tiene el sujeto sobre su entorno. El objetivo de este capitulo es ser capaces
de expresar ese conocimiento de forma “declarativa”.

2.1. Sintaxis

2.1.1. Conceptualizacion

Para empezar a formalizar el conocimiento de forma declarativa necesi-
tamos una conceptualizacion. En lineas generales, la conceptualizacion de un
dominio de estudio consiste en fijar los objetos del entorno que estudiaremos
y las relaciones existentes entre ellos que seran de nuestro interés.

La definicion de objeto en este caso es bastante general. Un objeto puede
ser algo concreto (por ejemplo, un libro o una persona) o abstracto (por
ejemplo, el nimero 2 o un concepto). Llamaremos pues objeto a cualquier
entidad del dominio de estudio (concreta o abstracta) sobre la que queramos
decir algo. Llamaremos Universo de trabajo al conjunto de todos aquellos
objetos del dominio que queramos estudiar.

Figura 2.1: Mundo de las cajas

12



Ejemplo 2.1.1 (El mundo de las cajas). Veamos, como un primer ejemplo
de conceptualizacion, el mundo de las cajas descrito en la Figura[2.1] En este
caso, el universo de trabajo estara compuesto por cada una de las cajas que
se muestran en la figura (podria considerarse también como objeto adicional
del universo la tabla sobre la que descansan las cajas, pero, por simplicidad,
no lo haremos este primer ejemplo). Obtenemos pues el siguiente universo de
trabajo:
{a,b,c,d,e,f}

Una vez fijado el universo de trabajo, el siguiente paso de la conceptuali-
zacion consistira en decidir qué relaciones entre los objetos del universo serdn
de nuestro interés.

Un primer tipo de interrelaciones entre los objetos del universo de tra-
bajo que usaremos habitualmente son las funciones. Desde el punto de vista
combinatorio, son muchas las funciones (cada una con su correspondiente
aridad, esto es, su correspondiente nimero de argumentos de entrada) que
se pueden definir entre los objetos del universo. Sin embargo, tipicamente
elegiremos un punado de entre estas funciones que sean de interés por su
significacién para el dominio que pretendemos estudiar (funciones base de la
conceptualizacién) e ignoraremos el resto.

Por ejemplo, en el ejemplo del mundo de las cajas anterior, una funciéon
natural que nos podria interesar destacar en la conceptualizacion es la funcion
l-aria sombrero que relaciona cada caja con la que tiene encima (en caso de
tenerla). Las duplas correspondientes a esta funcién serfan:

{(a,b), (b,c), (e,0)}

Notese que la funcion sombrero arriba descrita es una funcion parcial. Las
cajas ¢, d y f, que se encuentran en lo alto de cada una de las tres pilas de
cajas de la Figura [2.1 no tienen imagen definida por la funcién sombrero.
Aunque en la descripcién informal de una conceptualizacion tiene perfecto
sentido considerar funciones parciales, es importante destacar que cuando
pasemos a la contrapartida formal de la conceptualizacion y utilicemos para
ello la légica de primer orden como lenguaje formal de especificacion, todas
las funciones consideradas han de ser, por definicién, funciones totales. Esto
no debe suponer un problema. Bastara con extender la definicién de la funcion
parcial, teniendo en cuenta que los nuevos valores no seran relevantes para las
propiedades de la conceptualizacion. Por ejemplo, una eleccion natural para
hacer total la funcion sombrero anterior es asignar a cada caja que no tiene
ninguna caja encima ella misma como imagen por la funcién. Las duplas
correspondientes a esta nueva funcion total serian pues:

{{a;b), (b,c), (e.0), (c,0), (d,d), (£D)}

13



Una funcién que, a priori, no interesaria considerar en el conjunto de fun-
ciones base es la funcién siguiente, la cual asigna a cada caja su caja siguiente
en el orden alfabético usual (por ejemplo, siguiente(d) = e). Obsérvese que
esta funcién no tiene ningun significado geométrico y no parece aportar in-
formacién relevante para el mundo de las cajas.

Otro tipo fundamental de interrelaciones entre objetos del universo son
las relaciones, que nos permiten expresar tanto propiedades de algunos ele-
mentos (relaciones de aridad 1) como relacionar dos o més elementos entre
ellos (relaciones de aridad n con n > 1). Como en el caso de las funciones,
elegiremos una serie de relaciones de interés que constituiran las relaciones
base de la conceptualizacion.

En este caso, por ejemplo, nos puede interesar la relaciéon binaria encima
que relaciona dos elementos si el primero esté encima del segundo (con o sin
cajas de por medio), y la relacién binaria sobre que relaciona dos objetos si
el primero esta directamente sobre el segundo. Las duplas asociadas a ambas
relaciones son, respectivamente:

{(b.a), (¢,b), (c,a), (fie) }

{(b,a), (c,b), (Fe)}

También nos interesan las relaciones 1-arias despejado y tabla. Un elemen-
to satisface la relacion despejado si no tiene ninguna caja encima; mientras
que un elemento satisface la relacion tabla si esta sobre la tabla. Dichas re-
laciones corresponden a los siguientes conjuntos, respectivamente:

{c,d,f}

{a,d,e}

Formalmente, definimos una conceptualizacion como una terna que in-
cluye el universo de trabajo, un conjunto de funciones y un conjunto de
relaciones. Por ejemplo, en este caso nuestra conceptualizacion seria:

({a,b,c,de,f}, {sombrero}, {sobre, encima despejado, tabla})

2.1.2. El lenguaje de la légica de primer orden

Una vez fijada la conceptualizacion del dominio que se pretende estudiar,
podemos empezar a formalizar el conocimiento que tenemos mediante frases
en un lenguaje adecuado: el lenguaje de la Légica de Primer Orden, también
conocida como Cdlculo de predicados.
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El lenguaje de la logica de primer orden consta dos tipos de simbolos: los
simbolos 16gicos, que son independientes del lenguaje y comunes a todos los
lenguajes que formemos, y los simbolos propios, que usaremos para definir los
elementos concretos del dominio de estudio en cuestion. Méas concretamente:

Simbolos l6gicos:

» Variables: x,y, z, 1, y1, ... Intuitivamente, designaran elementos genéri-
cos del universo de trabajo.

= Conectivas proposicionales: =, V, A, =, <=, <.
= Cuantificadores: 4, V.
= Simbolo de igualdad: =.

» Simbolos auxiliares: (,)

Simbolos propios:

= Simbolos de constantes: a,b, ¢, juan, lluvia, ... Intuitivamente, desig-
naran elementos concretos del universo de trabajo.

= Simbolos de predicado (o relacion): p, ¢, r, hermanos, ... Intuitivamente,
designaran relaciones entre los elementos del universo. Cada simbolo
de predicado tiene asociada su aridad (un nimero natural n > 1 que
indica el nimero de argumentos que relaciona). A veces, se reserva el
término predicado para nombrar las relaciones de aridad 1. Nosotros
emplearemos indistintamente ambos términos.

= Simbolos de funcion: f, s, t, log, edad, .... Intuitivamente, designaran fun-
ciones totales definidas sobre el universo de trabajo. Cada simbolo de
funcién tiene asociada su aridad (un numero natural n > 1 que indica
el nimero de argumentos de entrada de la funcién).

Un lenguaje de primer orden L vendra especificado por tres conjuntos que
describen sus simbolos propios: el conjunto de los simbolos de constante de
L, el conjunto de los simbolos de predicado de L y el conjunto de los simbolos
de funcién de L. Cualquiera de esos tres conjuntos puede ser vacio.

Definicién 2.1.1 (Términos). Se definen los términos de un lenguaje L de
la siguiente forma:

= Un simbolo de constante es un término.
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s Una variable es un término.

= Si7,..,7, son términos y f es un simbolo de funcién con aridad n,
entonces f(7y,...,7,) es un término.

Notacién. Para los operadores matematicos usuales, tales como la suma o
el producto, usaremos notacién infija y escribiremos 7, + 7 para representar
+(7'1, 7'2).

Para expresar hechos en un lenguaje L, usaremos las formulas del lengua-
je, que pasamos a definir a continuacion:

Definicién 2.1.2 (Férmulas atémicas). Una formula atdmica o dtomo de
un lenguaje L se compone de un simbolo de predicado p de aridad n y de n
términos 7, .., 7,. Se escribira

p(T1, o Ta)

También incluimos en las férmulas atémicas la composicion del simbolo de
igualdad = con dos términos 7, 7: T = To.

Definicién 2.1.3 (Férmulas). Definimos las férmulas de un lenguaje L como
sigue:

Las formulas atémicas de L son férmulas.

Si F' es una férmula, también lo es = F.

Si F'y G son férmulas, también lo son: (F'V G), (FAG), (F = G),
(F<G), (Fea).

= Si F' es una férmula y z es una variable, dx F' y Va F' también son
féormulas.

Criterios de reduccion de paréntesis.-

El orden de prioridad de los operadores es el siguiente (de méds a menos
prioritario): V,3, =, A, V, =, <, <.

Se omitiran los paréntesis mas externos.

Cuando una conectiva se use varias veces, se asociara por la derecha:

71 V T2 V T3 es una abreviatura de(m V (12 V 73)).

71 A T A 73 es una abreviatura de(r; A (75 A 73)).

16



Definicién 2.1.4 (Variables libres y variables ligadas). Una aparicién (u
ocurrencia) de una variable z en una férmula F' se dird ligada si dicha apari-
cién ocurre bajo el alcance de un cuantificador de la forma Jx o Vz. En caso
contrario, dicha aparicién de x se dird libre en la férmula F'. Una variable x
se dira libre en F' si tiene, al menos, una aparicion libre.

Definicién 2.1.5 (Férmulas cerradas). Diremos que una férmula F' de un
lenguaje L es cerrada si F' no contiene ninguna variable libre.

En lineas generales, fijada una conceptualizacion, usaremos un conjun-
to de formulas cerradas del lenguaje L asociado para expresar formalmente
propiedades del dominio de estudio. Serda importante pues también definir
formalmente cuando una férmula cerrada es verdadera en un determinado
dominio.

2.2. Semantica

En esta seccion vamos a establecer la relacién entre el lenguaje formal que
hemos introducido y los elementos de la conceptualizacién que pretendemos
estudiar.

Definicién 2.2.1 (Estructuras). Una estructura del lenguaje L es un par
(Q, 1) tal que:

= () es un conjunto no vacio cualquiera, denominado el universo o el
dominio de la estructura;

= la interpretacion I es una funcién con dominio el conjunto de los simbo-
los propios de L tal que:

e si 0 es una constante, entonces o € €.
e si 7 es una simbolo de funcién con aridad n, entonces 7! : Q" — Q.

e si p es una sfmbolo de predicado con aridad n, entonces p! C Q™.

Nota: En la definicién anterior hemos escrito of, 7l y p! en lugar de I(o),
I(m) e I(p), respectivamente.

Ejemplo 2.2.1. Consideramos de nuevo el ejemplo del mundo de las cajas
que vimos en el apartado de conceptualizacion. Partimos de un lenguaje L
con los simbolos de constante a, b, c,d,e y f, el simbolo de funcién sombre-
ro/1 y los simbolos de predicado sobre/2,encima/2,tabla/1 y despejado/1.
(Los sufijos /n anteriores indican la aridad de los simbolos de funcién o pre-
dicado el lenguaje). La siguiente L-estructura corresponde a la interpretacién
esperada de estos simbolos:
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» Dominio: Q = {a,b,c,d,e,f}.

= Interpretacion: I dada por
I

a = a
=D
CI:C
d'=d
eI:e

f=t

sombrero’ = {(b,a), (c,b), (f.e)(a,a), (e,e), (d,d)}
sobre! = {(a,b), (b,c), (e,))}

encima’ = {(a,b), (b, c), (c,a), (e,f)}

tabla’ = {a,d,e}

despejado’ = {c,d.f}

Definicién 2.2.2 (Asignacién de variables). Una asignacion de variables U
en una L-estructura (€2,7) es una funcién que asigna a cada variable del
lenguaje un elemento del universo 2. Si o es una variable, se designara por
oV o por U(o) la imagen de o por la asignacién U.

Definicién 2.2.3 (Asignacién de términos). Dadas una L-estructura (€2, 1)
y una asignacién de variables U, se define la asignacion de términos Try
como sigue:

» si 7 es un simbolo de constante de L, entonces Ty (1) = I(7),
= si 7 es una variable, entonces Ty (1) = U(7),

» si 7 es dela forma 7(m,..,7,), donde 7 es un simbolo de funcién de L,
entonces Try(7) = (7)) (T (11), -, Tiv(12))-

Las nociones de L-estructura y asignacion de variables nos permiten defi-
nir de manera formal una nocién de verdad o satisfaccion. Si una interpreta-
cién I y una asignacion de variables U satisfacen a una féormula ¢, entonces
diremos que ¢ es verdadera relativa a [ y U y se denotard =y ¢[U]. Veamos
la definicién formal de esta nocion de capital importancia.

Notacién. En la siguiente definicién, en vez de escribir =(f=; ¢[U]) escribi-
remos [~y ¢[U]. (Esta serd una notacién habitual, a veces evitaremos usar el
simbolo — si va seguido de otro simbolo y simplemente tacharemos el simbolo
que le sigue).
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Definicién 2.2.4 (Satisfaccién). Dadas una L- estructura (2, ) y una asig-
nacién de variables U diremos que:

» =/ (0 =7)[U]siysolosi Tiy(o) = Tiy(7), donde o y 7 son L-términos.

» =7 p(71,...,7)[U] siy solo si (Try(m),..., T (1)) € I(p), con p un
simbolo de predicado de aridad n y 7; términos.

= =1 (m¢)[U] siy solo si [£r ¢[U].

s =1 (¢1 A d2)[U] sy solo si [=; i[U] para todo 4, 1 < i < 2.

s =7 (61 V $2)[U] siy solo si =7 ¢;[U] para al menos un i, 1 < i < 2.

s b (6= ¥)[U] iy solo si K 6[U] o =1 U],

s (6= 9)[U] siy solo si K $lU] o 1 6[U].

= =1 (0= P)[U] siysolosi =1 (¢ = ¢)[U]y 1 (¢ <= )[U].

» =7 (Yug)[U] siy solo si para todo d € € se cumple que =7 ¢[V], donde

V(v) =dy V(w) =U(w) para toda variable w distinta de v.

Er (Jue)[U] si y solo si para algin d € Q se cumple que =; ¢[V],
donde V(v) = dy V(w) = U(w) para toda variable w distinta de v.

Definicién 2.2.5 (Modelo). Sean M = (€,I) una L-estructura y ¢ una
formula. Si la interpretacién [ satisface a ¢ para cualquier asignaciéon de
variables, se dice que M es un modelo de ¢ y se denota =; ¢.

Por ejemplo, en el mundo de las cajas, la estructura M definida en el
Ejemplo es un modelo de la férmula ¢ = sobre(x,y) = encima(x,y).

Definicién 2.2.6 (Satisfaccién y validez). Una L-férmula ¢ se dice satisfa-
cible si existen alguna L-estructura y alguna asignacion de variables en dicha
estructura que la satisfagan. En caso contrario, se dird insatisfacible.

Una féormula L-formula ¢ se dice wdlida si es satisfecha por toda L-
estructura y toda asignacion de variables.

Nota 2.2.1. Podemos extender estas definiciones a un conjunto de férmulas
[' de manera natural. Diremos que una interpretacién I y una asignacién
de variables U satisfacen a I' (se denota |=; T'[U]) si I y U satisfacen a
todas las férmulas de I'. Una estructura M es modelo de I si es modelo de
cada una de sus féormulas. Se dice que I' es satisfacible o consistente si existe
una interpretacion y una asignacién de variables que satisfagan a todos sus
miembros, en caso contrario se dice que I' es insatisfacible o inconsistente.

19



Definicién 2.2.7 (Consecuencia légica). Sea I' un conjunto de férmulas y
¢ una formula. Diremos que ¢ es consecuencia logica de I', y lo denotaremos
por I' |= ¢, si para toda interpretacion I y toda asignacién de variables U se

cumple que:
Fi DUl = =i olU]

Definicién 2.2.8 (Equivalencia ldgica). Dos férmulas ¢ y v son ldgicamente
equivalentes si para toda interpretacion I y toda asignacién de variables U

se cumple que:
FrolUl < Ery[U]

Proposicién 2.2.1 (Monotonia de la légica clasica). Sean I', I conjuntos
de férmulas cerradas y ¢, ¥ féormulas cerradas.

1. (Reflexiva) Si ¢ € I' entonces I' |= ¢.

2. (Corte) SiT' =¢ y TU{¢} | ¢ entonces I' = ¢.
3. (Monotonia) Si I' C I" entonces: I' = ¢ = [ |= ¢.

Destacamos la propiedad de monotonia de la relacién de consecuencia
de la logica clasica pues, como ya hemos mencionado, el objetivo del pre-
sente trabajo es estudiar otros contextos formales donde dicha propiedad de
monotonia deja de ser cierta.

2.3. El mundo de las cajas

Como ejemplo para expresar el conocimiento vamos a considerar otra vez
el mundo de las cajas como se expresa en la Figura

Los elementos de la conceptualizacion son las seis cajas y las relaciones
sobre, encima, despejado y tabla. Nuestro lenguaje consta de los simbolos
de constante a, b, ¢, d, e, f y de los simbolos de predicado sobre/2, enci-
ma/2, despejado/1, tabla/1. Para interpretarlos, asumimos la interpretaciéon
estandar [ descrita anteriormente en el Ejemplo 2.2.1]

Las férmulas que siguen engloban la informacion esencial sobre este caso
(férmulas atémicas sin variables verdaderas en la interpretacion):

sobre(b,a) encima(b,a) despejado(c) tabla(a)

sobre(c,b) encima(c,b) despejado(d) tabla(d)

sobre(f,e) encima(c,a) despejado(f) tabla(e)
encima(f,e)
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Usando formulas més complejas, podemos expresar hechos mas generales.
Por ejemplo, podemos expresar la propiedad transitiva de la relacién enci-
ma y la propiedad “si una caja esta sobre otra, entonces esta encima’”de la
siguiente manera:

VaVyVz (encima(x, y) A encima(y,z) = encima(zx, z))
VaVy (sobre(z,y) = encima(z,y))

Notese que el predicado despejado puede definirse a partir del predicado
sobre y la logica de primer orden. Esto es:

Yy (—3x sobre(x,y) < despejado(y))

De manera anéaloga, podemos definir el simbolo de predicad tabla a partir
del predicado sobre:

Yy (—3x sobre(y, x) < tabla(y))

El problema de saber qué funciones y qué relaciones se deben incluir en
la conceptualizacién no tiene una solucién general. En el caso anterior, por
ejemplo, hemos visto que podria prescindirse de los simbolos de predicado
tabla y despejado sin perder poder expresivo, pues son definibles a partir del
resto de simbolos del lenguaje. Sin embargo, en otros escenarios, el conside-
rar o no la presencia de un determinado simbolo de predicado en el lenguaje
que usemos para la formalizacion de una base de conocimiento puede alterar
significativamente la capacidad expresiva y las propiedades del lenguaje. In-
cluso conservando el poder expresivo, el hecho de incluir o no un simbolo en
el lenguaje puede hacer que la escritura de las propiedades se convierta en
una tarea mucho méas laboriosa o menos intuitiva.

2.4. Ejemplo de Circuitos

Consideremos el circuito f descrito en la Figura [2.2] donde las puertas
21, 9 son puertas XOR, la puerta a; es una puerta AND y las puertas o1, 0o
son puertas OR. Las entradas de cada componente estan a la izquierda y el
cable de la derecha representa la salida. Cada puerta tiene dos entradas y
una salida, mientras que el circuito f tiene tres entradas y dos salidas.

El universo de trabajo tendria, en principio, 26 objetos: los 20 puertos
de entrada/salida, las 5 puertas y el propio circuito. Uno podria considerar
un lenguaje de primer orden con simbolos de constante para cada uno de
estos elementos, pero resultaria demasiado prolijo. En su lugar, podemos
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Figura 2.2: Circuito

considerar un lenguaje méas reducido y crear funciones que asocien puertos y
componentes. Por ejemplo, podemos considerar una funcién entrada i(n, x)
que al recibir un entero n y una componente x devuelva la entrada n-ésima
de dicha componente, y la funcién salida o(n, x) que al recibir un entero n y
una componente z devuelva la salida n-ésima de dicha componente. Ahora
bien, esta eleccion nos obliga a ampliar el universo de trabajo subyacente con
el conjunto de nimeros naturales {1,2, 3} para denotar las posibles entradas
o salidas de las componentes.

Por otra parte, también necesitamos una relaciéon que nos especifique qué
puertos estan conectados entre ellos (por ejemplo, “la tercera entrada de f
estd conectada a la segunda entrada de a;”). Optamos pues por considerar
el siguiente lenguaje de primer orden:

w f, 21, 22, al, 01, 02 son simbolos de constante, que representan las seis
componentes (el propio circuito y sus cinco puertas).

= 1, 2, 3 son simbolos de constante, que representas las posibles entradas
y salidas de las componentes.

» circuito(x) es un simbolo de relacién que indica que x es un circuito.
» zorp(zx) es un simbolo de relacién que indica que z es una puerta xor.
= andp(x) es un simbolo de relacién que indica que x es una puerta and.
» orp(z) es un simbolo de relacién que indica que = es una puerta or.

= i(n,z) es un simbolo de funcién que recibe un entero n y una compo-
nente x y devuelve la n-ésima entrada de x.
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= o(n,z) es un simbolo de funcién que recibe un entero n y una compo-
nente x y devuelve la n-ésima salida de x.

» con(z,y) es un simbolo de relacién que indica que el objeto x esta
conectado con el objeto y.

Dado este vocabulario, y teniendo en mente la interpretacién natural de
estos simbolos, podemos describir la estructura del circuito con las siguientes
férmulas atomicas. Las seis primeras indican qué tipo de componente es cada
componente y el resto indica como estan conectadas:

circuito(f)

zorp(zl)

zorp(z2)

andp(al)

orp(ol)

orp(02)
con(i(1,f),i(1,21))
con(i(2,f),i(2,21))
con(i(2,f),i(1,a1))
con(i(3,f),i(2,a1))
con(i(3,f),i(2,02))
con(o(1,x1),i(1,22))
con(o(1,z1),i(1,01))
con(o(1,al),i(2,01))
con(o(1,01),i(1,02))
con(o(1,01),i(2,22))
con(o(1,22),0(1,f))
con(o(1,02),0(2,f))

Ahora bien, al ser o e ¢ simbolos de funciéon de un lenguaje de primer
orden, pueden ser aplicadas a todos los elementos del universo de traba-
jo. Por ejemplo, ha de existir un valor para el término o(1,3) o el término
i(o(1,1),i(02,1)) aunque dichas expresiones no tengan sentido en la préctica.
Una posible solucién es ampliar el universo de trabajo con el nimero 0 y usar
el 0 como un valor por defecto para todos estos términos sin sentido en la
préctica.
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Una vez descrita la estructura del circuito, pasamos a tratar la propa-
gacion de senales eléctricas a través de él. Podemos describir el estado del
circuito f expandiendo nuestro lenguaje para incluir bits que indiquen si la
frecuencia es alta o baja en una componente y una relaciéon que asocie a
cada puerto el valor de dicho puerto. Podemos hacerlo anadiendo a nuestro
lenguaje lo siguiente:

= () es un simbolo de constante que indican baja frecuencia. ’Alta frecuen-
cia’ estara representado por la constante I que ya pertenece a nuestro
lenguaje.

» v(z,2) es un simbolo de relacién que indica que el valor en el puerto z
es z (z € {0,1}).

Usando este vocabulario, podemos introducir valores especificos que nos
digan la frecuencia en algiin puerto, por ejemplo:

v(i(1,f),0)
v(i(2,f),1)
v(i(3.f),1)

Podemos describir ahora el comportamiento de cada componente del cir-
cuito con férmulas cerradas mas complejas. En este caso, las dos primeras
férmulas describen el comportamiento de una puerta AND, las siguientes dos
describen una puerta OR, las siguientes dos describen una puerta XOR, y la
ultima describe la transmision de la senal a través del circuito.

Va (andp(xz) Av(i(1,2),1) Av(i(2,z),1) = v(o(1,z),1))
Vavn (andp(z) A v(i(n,z),0) = v(o(1,z),0))
Vavn (orp(xz) Av(i(n,z),1) = v(o(1,x),1))
Va (orp(x) Av(i(1,x),0) Av(i(2,x),0) = v(o(1,z),0))
VaVz (zorp(z) Av(i(1, ), 2) ANv(i(2,z),2) = v(o(1,z),0))
VaVyVz (zorp(z) Av(i(1l,z),y) Av(i(2,z),2) ANy # z = v(o(1,z),1))
VaVyVz (con(z,y) ANv(z, z) = v(y, 2))
Con esto hemos descrito completamente el funcionamiento del circuito f.
Ademas, si cambiaramos de circuito, sélo tendriamos que cambiar las férmu-

las atémicas que dan informacién explicita del circuito, ya que el funciona-
miento seria véalido para cualquier circuito.
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Nota 2.4.1. En las férmulas anteriores, al escribir por ejemplo Vn, la variable
n puede tomar cualquier valor del universo de la estructura subyacente, es
decir, podria ser un nimero del 1 al 3 (que es el caso para el cual tiene sentido)
pero también podria ser una puerta o un valor de encendido/apagado. En este
caso concreto esto no da problemas puesto que la relacién v/2 solo se verifican
para ciertos elementos y, por tanto, la implicacién solo aporta informacién en
los casos en los que n es un elemento del tipo que esperamos que sea. Ahora
bien, en otros casos (veremos un ejemplo en el ejemplo que sigue) puede
ser necesario explicitar el tipo de una variable de primer orden. En principio,
esto no seria posible pues el lenguaje de la légica de primer orden no contiene
tipos. Sin embargo es facil simularlos de una manera canénica. Se anade un
predicado 1-ario para el tipo p(v) que queremos tratar y se relativizan los
cuantificadores correspondientes: Vv (p(v) = ...) y Jv (p(v) A...).

2.5. Base de datos familiar

Por ltimo, vamos a ver un ejemplo de una base de datos familiar y repre-
sentar el conocimiento de ésta. Primero veremos los conceptos basicos como
hermano y hermana, luego definiremos el concepto de huérfano y, finalmente,
una definicién recursiva de ancestro.

2.5.1. Conceptos basicos

Partimos del siguiente vocabulario:

= juan, pablo, irene, alberto, macho, hembra son simbolos de constante
que representan a cuatro personas y dos géneros.

= persona(z) es un simbolo de predicado que indica que x es una persona.
= genero(z) es un simbolo de predicado que indica que x es un género.

» padre(z,y) es un simbolo de predicado que indica que z es el padre de
Y.

» madre(z,y) es un simbolo de predicado que indica que x es la madre de
Y.

= generode(z,y) es un simbolo de predicado que indica que el género de
xresy.
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Tenemos la siguiente informacion explicita:

persona(juan)
persona(pablo)
persona(irene)
persona(alberto)
genero(macho)
genero(hembra)
padre(juan,pablo)
madre(irene,pablo)
padre(juan,alberto)
madreirene,alberto)
generode(juan,macho)
generode(pablo,macho)
generode(irene,hembra)

generode(alberto,macho)

y anadimos las siguientes férmulas que dan informacion sobre las relaciones
derivadas progenitor(x,y), hijo(z,y) y hermano(z,y).

1. VaVy (padre(z,y) V madre(z,y) = progenitor(z,y))
2. VaVy (progenitor(z,y) = hijo(y,z))
3. VaVy (3z3v (padre(z,x) N padre(z,y) A madre(v,z)

Amadre(v,y) N x # y) = hermano(z,y))

Con las formulas que tenemos hasta el momento, podriamos anadir sin pro-
vocar ninguna contradiccién que, por ejemplo, Irene sea el padre de Alberto.
Sin embargo, en la vida real, no aceptariamos dicho hecho en nuestra base
de datos familiar pues hariamos uso de la regla implicita de sentido comun
que afirma que el padre de un individuo ha de ser de género masculino y la
madre de un individuo ha de ser de género femenino. Vamos a corregir eso
anadiendo férmulas para que los padres solo puedan ser hombres y las ma-
dres sean mujeres, ademas de una férmula que especifique que una persona
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no puede tener dos géneros simultaneamente.

4. YaVy (generode(z,macho) = —madre(z,y))
5. VaVy ( generode(z,hembra) = —padre(z,y))
6. VaVyVz ( generode(z,y) N\ y#z A genero(z) = —generode(z,z))

Anadimos también una férmula para expresar que una persona x no puede
tener mas de un padre o més de una madre (al menos biolégicamente).

7. VaVyVz  ( padre(y,x) N y#z N persona(z) = —padre(z,z) )
8. VaVyVz ( madre(y,x) N\ y#z N persona(z) = —madre(z,z) )

De esta forma, podriamos ya detectar una contradicién si anadimos a
nuestra base de datos familiar el hecho padre(irene,alberto), asi como de-
ducir otros hechos de sentido comiun. Hacer explicita toda esta informacion
implicita que manejamos en los ejemplos de aplicaciones reales es otro gran
reto en la formalizacion del conocimiento declarativo.

2.5.2. Huérfanos

Para definir la relacién huérfano, nos cenimos a la definicién del dicciona-
rio de la R.A.E. de la palabra huérfano: adj. Dicho de una persona menor de
edad: A quien se le han muerto el padre y la madre o uno de los dos. Nece-
sitamos por tanto incluir en el vocabulario nuevas relaciones primitivas que
indiquen si alguien estd muerto y si alguien es menor de edad. Ampliamos
pues nuestro lenguaje de primer orden con los simbolos de predicado:

» menorDeFEdad(z) que indica que x es menor de edad.

» hafallecido(x) que indica que = estd muerto o muerta.

Anadimos la férmula cerrada que define la relacién derivada huérfano/a:

9. VaVy ( menorDeFEdad(z) N hafallecido(y) A progenitor(y,x) = huerfano(z) )

Si ahora anadimos por ejemplo a la informacion inicial la férmula atémica
hafallecido(irene), podemos deducir huer fano(pablo) y huer fano(alberto).
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2.5.3. Ancestros

Queremos definir ahora la relacion ancestro(z,y) que se cumple si z es un
ancestro (padre/madre, abuelo/abuela...) de y, es decir, queremos expresar
que nuestros padres son nuestros ancestros, que los padres de nuestros pa-
dres también lo son, y asi sucesivamente. Para ello, podemos usar recursion
codificada en la logica de primer orden como sigue:

10. YaVy (progenitor(z,y) = ancestro(z,y) )
11. VaVyVz (progenitor(xz,y) N ancestro(y,z) = ancestro(z,z))
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Capitulo 3

Razonamiento no monotono

En el presente capitulo introducimos los primeros formalismos de razona-
miento no monotono, que estardan basados en la extension de un conjunto de
creencias a partir de un cierto supuesto que pretende describir un esquema
de razonamiento basado en el sentido comun.

3.1. Hipoétesis de Mundo Cerrado

Dado un lenguaje de primer orden L, un conjunto de creencias A es
simplemente un conjunto de féormulas cerradas de L; mientras que una L-
teoria T es un conjunto de férmulas cerradas de L cerrado bajo consecuencia
l6gica. Todo conjunto de creencias da lugar de manera natural a una teoria
asociada.

Definicién 3.1.1. Dado un conjunto de L-férmulas cerradas A, se define la
teorfa 7(A) como el conjunto de las férmulas cerradas de L que se pueden
deducir 16gicamente de A. Esto es:

7(A) = {A : A férmula cerrada de L, A = A}.

Obsérvese que A desempena el papel de los aziomas propios de un conjunto
de creencias y la teoria 7(A) no es mas que el conjunto de las propiedades
de primer orden que se pueden deducir (desde el punto de vista clasico) a
partir de A. Si no se menciona explicitamente el lenguaje de primer orden en
el que se escriben las formulas de A, entenderemos que el lenguaje asociado
serd el menor lenguaje que permita escribir las formulas de A.

Una teoria 7 se dice consistente si tiene algiin modelo e inconsistente en
caso contrarid’} Un conjunto de creencias A se dice consistente o inconsistente
segin lo sea su teorfa asociada 7(A).

ILa nocién de consistencia de una teorfa suele corresponder con un enfoque sintéctico:
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Definicién 3.1.2 (Atomos y Literales). Dado un lenguaje de primer orden
L, llamamos dtomos a las féormulas atéomicas de L, y llamamos [iterales a un
atomo de L o a su negacién. Recordemos que un atomo (resp. un literal) se
dira basico si no contiene variables. Por otra parte, un dtomo se dird también
un literal positivo mientras que la negacién de un atomo se dird un literal
negativo.

Definicién 3.1.3 (Atomo-completitud). Sea L un lenguaje de primer orden.
Una L-teoria 7 se dice dtomo-completa si para toda A férmula atémica basica
de L, o bien A € 7 o bien =A € 7.

Por ejemplo, si consideramos el conjunto de creencias

A ={p(a), p(a) = q(a) N p(b)}

entonces la teoria 7(A) no es dtomo-completa; pues, aunque se pueden de-
ducir p(a), g(a) y p(b) a partir de 7(A), no se deduce ni ¢(b) ni su negacion.

La Hipdétesis de Mundo cerrado o CWA (por sus siglas en inglés) consiste
en completar una teoria definida por un conjunto de creencias A, incluyendo
en dicha teoria la negacién de todos los dtomos bésicos que no se puedan
deducir légicamente de A. Dicho de otro modo, si no podemos demostrar
que un cierto hecho basico es el caso, entonces anadiremos a nuestro sistema
de creencias su negacion. En el ejemplo mencionado méas arriba, puesto que
del conjunto A no se deduce el dtomo ¢(b), la aplicacién de la hipétesis de
mundo cerrado consiste en expandir el conjunto de creencias con el literal
—q(b) (que convierte dicha expansién en atomo-completa).

Es claro que este método de expansion es no mondtono ya que, al anadir
nuevas férmulas a A, se podria reducir dicha expansién (siempre que las
nuevas férmulas aporten nuevos literales positivos a nuestra teorfa). Veremos
ejemplos concretos mas adelante. Veamos ahora le definicién formal de este
mecanismo de expansion.

Definicién 3.1.4 (Cierre bajo CWA). Sea A un conjunto de creencias en
un lenguaje L.

s Definimos su extension de mundo cerrado, Agpe, como el conjunto de
los literales = A tal que A es un dtomo bésico de L'y A & T(A).

no existe una prueba en un cierto calculo deductivo para la légica de primer orden de
una contradiccién a partir de los axiomas de la teoria. Sin embargo, por el Teorema de
Completitud de la légica de primer orden, sabemos que dicho enfoque es equivalente a la
definicién semantica por la que hemos optado en el presente trabajo.
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» La teoria aumentada CW A[A], el cierre de A bajo la hipdtesis de mun-
do cerrado, se define como 7(A U A.,). Esto es, como el conjunto de
todas las L-férmulas cerradas ¢ tales que A U Ay = 6.

» Sea ¢ un férmula cerrada de L. Escribiremos A |Fcw 4 ¢ para denotar
que ¢ € T(AU Agpne)-

La relacién de consecuencia F=cow 4 que acabamos de introducir es nuestro
primer ejemplo de relacién de consecuencia légica no mondtona.

Proposicién 3.1.1. La relacién de consecuencia oy a no es monétona.

Demostracion: Consideramos el ejemplo anterior dado por

A = {p(a), p(a) = q(a) Ap(b)}.

Entonces, Agpne = {—q(b)} v, por tanto, A Eewa —q(b).
Ahora bien, (A 4 ¢(b))eme = 0 y, por tanto, A + q(b) Ecwa —q(b). O

Ejemplo 3.1.1. Si en una base de datos queremos introducir todas las pro-
vincias espanolas y establecer una relacion de vecindad escribiriamos:

vecino(sevilla, huelva)
vecino(huelva, cadiz)

vecino(granada, sevilla)

VaVy (vecino(z,y) = vecino(y, ))

En un tal conjunto de creencias A convendria asumir que si dos provincias
no aparecen en la lista como vecinos, o no es posible deducir su vecindad
aplicando la regla, entonces no lo son. Esta suposicién es un ejemplo de
Hipétesis de Mundo Cerrado. Si no recurrimos a esto, entonces deberiamos
enunciar todas las parejas de provincias no vecinas y el tamano de la base
de datos aumentaria considerablemente. Obsérvese, por ejemplo, que A =
—wecino(sevilla, teruel); mientras que A FEowa —vecino(sevilla, teruel).

Es importante notar que, en general, el cierre bajo CWA no tiene por
qué conservar la consistencia de un conjunto de creencias. Consideremos el
siguiente ejemplo simple:

A = {p(a) Vq(a)}.
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Puesto que ni p(a) ni ¢(a) estan en 7(A), =p(a) y —q(a) estardn en Ay
Ahora bien, esto entra en contradiccién con la férmula de A y, por tanto,
CW A[A] es inconsistente.

En el ejemplo anterior, el problema viene de tener una disyuncién con dos
literales positivos y no poder deducir légicamente ninguno de ellos. Veremos
que este hecho no es casual. El siguiente teorema establece los requisitos para
que una ampliacion por mundo cerrado sea consistente.

Nota 3.1.1. Recordemos que una clausula es una disyuncién de literales (que
se interpreta seméanticamente como el cierre universal de dicha disyuncién de
literales si contiene alguna variable) y que una cldusula es positiva si solo
contiene literales positivos.

Teorema 3.1.1. Sea A un conjunto de creencias consistente en un lenguaje
L. Son equivalentes:

1. Su ampliacién CW A[A] es consistente.

2. Para cada clausula positiva sin variables L; V ...V L,, que se deduce de
A, hay al menos un atomo L; que se deduce de A.

Demostracién: Equivalentemente, basta demostrar que la teoria CW A[A]
es inconsistente si y solo si existen literales positivos basicos Ly, ..., L, tales
que A =Ly V...V L, pero A & L;Vi=1..n.

La teoria CW A[A] es inconsistente si y solo st AUA,,,. lo es. Supongamos
que lo es. Entonces, puesto que A es consistente, por el teorema de compa-
cidad de la légica de primer orden, existe un subconjunto finito no vacio de
Aeme que contradice a A. Sea {—Ly,...,—L,}, con L; &tomos basicos y n > 1,
dicho conjunto finito. Puesto que A U {—L4,...,—~L,} es inconsistente, tene-
mos que A = (=L A... A L,). Esto implica que A |= Ly V...V L,. Por otra
parte, como tenemos que —L; estd en A,,,. para cada ¢ < n, ninguno de los
L; es consecuencia légica de A. La otra implicacion es inmediata. 0

Nota 3.1.2. Noétese que en el teorema anterior es importante fijar qué len-
guaje de primer orden se esta considerando. Veamos el siguiente ejemplo. Sea
A el conjunto de creencias dado por las siguientes férmulas:

v (p(z) V q(x))
p(a)
q(b)

Si consideramos el lenguaje L = {a,b,p/1,q/1}, entonces se cumplen las
condiciones del teorema y la ampliacion CW A[A] es consistente. De hecho,
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Aeme = {—q(a), 7p(b)} vy AU Agpe es claramente consistente (y atomo-
completa). Sin embargo, si consideramos el mismo conjunto de férmulas pero
ahora en el lenguaje L' = {a,b,c,p/1,q/1}, donde ¢ es un nuevo simbolo de
constante, la ampliacion CW A[A] resulta ahora inconsistente, pues A |=
p(c) V q(c) y, sin embargo, A [~ p(c) y A F~ q(c). La hipdtesis de mundo
cerrado nos obligaria a extender A con los literales —p(c) y —¢(c), lo cual
entraria en contradiccién con la primera féormula de A.

Nota 3.1.3. En relacién con este ultimo ejemplo, el supuesto de dominio
cerrado es un método de ampliacién de un conjunto de creencias A en la
que asumimos que los 1inicos objetos en el universo de trabajo son aquellos
que se pueden nombrar mediante los términos sin variables del lenguaje.
Formalmente se puede representar con la férmula:

Ve(z=t; Vae=ty V...)

donde los t; son las términos sin variables del lenguaje. En caso de tener infi-
nitos términos basicos (ya sea por contar con un nimero infinito de simbolos
de constante o por contar con simbolos de funcién en el lenguaje), no se
podria representar con una féormula de primer orden.

Otra suposicién relacionada que aparece a menudo en la l6gica no monéto-
na es el Supuesto de Nombre Unico (SNU), que asume que dos términos
bésicos no son iguales entre si a menos que se pueda deducir légicamente del
conjunto de creencias. Obsérvese que esto no es mas que aplicar la Hipdtesis
de Mundo Cerrado al predicado de igualdad.

Puesto que las condiciones del teorema [3.1.1| anterior pueden ser dificiles
de probar, enunciamos un corolario que nos proporciona una condiciéon su-
ficiente para aplicar el teorema que es mas facil de comprobar. Recordemos
que una cldusula de Horn es una clausula con, a lo méas, un literal positivo.

Proposicién 3.1.2. Sea A un conjunto de creencias formado por clausulas
de Horn. Supongamos que AU{—Ly, ..., =L, } es inconsistente, con L; 4tomos
bésicos. Entonces, existe i € {1,...,n} tal que A U{—L;} es inconsistente.

Demostracién: La proposicién se deduce de los siguientes hechos: 1) un
conjunto de clausulas es consistente si y solo si tiene un modelo de Herbrand
(véase el capitulo 4 para definiciones); y 2) la intersecciéon de un numero
finito de modelos de Herbrand de un conjunto de cldusulas de Horn A es un
nuevo modelo de Herbrand de A. O

Corolario 3.1.1. Sea A un conjunto de creencias consistente que puede
expresarse como un conjunto de clausulas de Horn. Entonces, la ampliacion
CW A[A] es una teorfa consistente y atomo-completa.

33



Demostracién: Lo vemos por reduccién al absurdo. Supongamos que nues-
tro conjunto de creencias A es consistente y de Horn y que, sin embargo, su
ampliacién CTW A[A] inconsistente. Entonces, usando el teorema , pode-
mos deducir de A una disyuncién L; V ---V L, de atomos bésicos tal que
ninguno de ellos se deduce de A. Entonces, AU{=Ly, ..., L, } es inconsisten-
te. Sin embargo, como A solamente contiene clausulas de Horn, debe existir
un ¢ tal que AU {—=L;} es inconsistente (aplicando la proposicién anterior).
Luego, para algin i, A | L;; esto entra en contradiccién con la eleccién de
los L;. O

Notese que el corolario anterior nos proporciona una condicion suficiente
para la consistencia de CW A[A] pero que dicha condicién no es necesaria.
Basta considerar de nuevo el primer ejemplo de la nota 3.2.2. anterior para
mostrar un ejemplo de un conjunto de creencias A que no es de Horn y, sin
embargo, su extension CW A[A] si es consistente.

Nota 3.1.4. La Hipotesis de Mundo Cerrado en toda su generalidad es
demasiado fuerte en muchas aplicaciones. No siempre sera natural considerar
que cualgquier atomo basico que no podamos probar sea automdticamente
falso. En algunos casos, conviene considerar la Hipotesis de Mundo Cerrado
respecto de un conjunto de predicados I1. Esto es, supondremos falsos todos
los literales positivos basicos que no se deduzcan del conjunto de creencias
pero solo para los literales que incluyan algiin predicado en el conjunto fijado
I1. Consideremos el siguiente ejemplo. Sea A el conjunto de creencias

Vv (p(z) V q(x))

en el lenguaje L = {a,b}. Entonces, CW A[A] es inconsistente (ndtese que
la clausula no es de Horn). Sin embargo, si consideramos CWA respecto de
IT = {p}, la ampliacién de mundo cerrado correspondiente si es consistente
y nos permite inferir Vz ¢(x) si anadimos el supuesto de dominio cerrado.

Nota 3.1.5. En general, que un conjunto de creencias A sea Horn respecto
de un conjunto de predicados II (esto es, cada cldusula de A sélo contiene, a
lo més, un literal positivo con predicado en II) no implica que la ampliacion
de mundo cerrado respecto de II sea consistente. Esto es, en este contexto no
se verifica el Corolario [3.1.1] anterior. Por ejemplo, tomemos A dado por

pla) V q(c)
p(b) V =q(c)
Es claro que A es de Horn con respecto de I = {p}, pero la correspondiente

ampliacion de mundo cerrado respecto de II es inconsistente (puesto que
tanto —p(a) como —p(b) estarian en ella).
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3.2. Completacién de Predicados

El objetivo de la completacion de un predicado p en un conjunto de
creencias A es expandir el conjunto de creencias de manera que los tnicos
elementos que cumplan p son aquellos que sabemos que necesariamente lo
cumplen a partir de las formulas de A. Por ejemplo, en un caso basico en el
que tenemos A dado por

Vo (r =a= p(x))
la completacién del predicado p seria anadir a A la férmula
Vo (p(r) = x = a)

En este caso, la ampliacién del predicado tiene el mismo efecto que la hipote-
sis de mundo cerrado respecto de p.

La completacion de un predicado en un conjunto de creencias general
A puede ser muy complicada y dar lugar a inconsistencias o argumentos
circulares. Para evitarlo, nos restringiremos a ciertos casos de buen compor-
tamiento.

Definicién 3.2.1 (Conjunto de creencias solitario en un predicado). Dado
un conjunto de creencias A expresado en forma clausal y un predicado p de
su lenguaje, se dice que A es solitario en el predicado p si cada clausula en
A con una ocurrencia positiva de p tiene, como mucho, una ocurrencia de p.
En otras palabras, si una clausula de A contiene una ocurrencia positiva de
p, ésa es la tnica ocurrencia de p (positiva o negativa) que puede aparecer
en ella.

Nota 3.2.1. Si un conjunto de cldusulas es solitario en p, entonces también
es de Horn en p. La implicacion en el otro sentido no es cierta en general:
p(a) V —p(b) es de Horn en p, pero no es solitaria en p.

Dado un conjunto de creencias A finito expresado en forma clausal y
solitario en el predicado p, podemos escribir cada clausula de A en la que
ocurra p de forma positiva como sigue:

Yy (g A= Agm = p(t))

con t una tupla de términos ti, ..., t, (siendo n la aridad de p) y ¢; literales
que no contienen a p. Si no hubiera ningtin ¢;, la clausula seria simplemente
p(t). Los ¢; y t pueden contener variables, las notamos por y. La expresién
es entonces equivalente a

ViVy (x =t Aq A ... A gm = p(x))
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Donde x es una tupla de variables nuevas que no estan en t, y donde x=t es
una abreviacion para x; = t; A ... A x, = t,. Finalmente, como las variables
y so6lo estan presentes en la parte izquierda de la implicacién, la féormula es
equivalente a:

Vx(Fy(x =t Aq A ... Agm) = p(x))

Esta forma de reescribir la clausula se llama la forma normal de la cldusula.
Supongamos que tenemos k clausulas con una ocurrencia positiva de p, y sus
formas normales:

Vx (B = p(x))
Vx (B = p(x))

Vx (Ej, = p(x))

Cada F; es una conjuncion de literales afectada por un cuantificador existen-
cial dy, como en el caso anterior. Podemos juntar todas estas clausulas como
una sola implicacién de la siguiente forma:

Vx (EL V...V E = p(x)) (3.1)

Hemos juntado en una implicacién todos los elementos que satisfacen a p de
los que tenemos informacion. La completacién del predicado p se puede hacer
ahora anadiendo la formula siguiente, que implica que estos son los tnicos
elementos que satisfacen a p:

Vx (p(x) = E1 V...V Ey)

Tenemos entonces una doble implicacion y podemos escribirla como sigue:
Vx (Ey V...V E, < p(x))

Esto nos permite dar la siguiente definicién:

Definicién 3.2.2 (Completacién de un predicado). Dado un conjunto de
creencias A finito expresado en forma clausal y solitario en el predicado p,
definimos la completacién del predicado p en A como

COMP[A,p| .= A+Vx(Ey V..V E, < p(x))
Nota 3.2.2.

1. Si en el conjunto A aparece la cldusula Vx p(x), podemos reescribirla
como Vx (True = p(x)). En consecuencia, la completacién de p en A
anadirfa una férmula del tipo Vx (p(x) = True V ...) que no aporta
ninguna informacién nueva. Por tanto, COM P[A, p| = A.
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2. Si en el conjunto A no aparece ninguna clausula en la que el predica-
do p ocurra de forma positiva, podemos suponer que en A ocurre la
clausula Vx (Flalse = p(x)). En consecuencia, la completacién de p en
A anadiria la férmula Vx (p(x) = False). Por tanto, COM P[A,p| =
A + Vx —p(x).

Enunciamos, sin demostracion, el principal resultado sobre la consistencia
de la completacion respecto a un predicado.

Teorema 3.2.1. Sea A un conjunto de creencias finito y consistente expre-
sado en forma clausal y solitario en un predicado p. Entonces, COM P[A, p|
es también consistente.

Ejemplo 3.2.1. Consideremos un ejemplo simple. El conjunto A esté for-
mado por las siguientes féormulas:

Va (pinguino(x) = pajaro(z))
pajaro(juan)

—pinguino(maria)

Tenemos que A es solitario en el predicado pajaro. Vamos a proceder entonces
a completarlo. Escribimos la forma normal de las cldusulas para pajaro y
obtenemos:

Va (pinguino(x) V x = juan = pajaro(x)).

Entonces:
COMPIA, pajaro] = A + YV (pinguino(x) V x = juan < pajaro(z)).

Usando la completacién del predicado pajaro y el supuesto de nombre tinico
(que nos permite suponer que Maria no es Juan) podemos deducir que Maria
no es un pajaro. La completacion del predicado pajaro nos dice en este caso
que los tnicos péjaros que existen son los pingiiinos y Juan.

Veamos a continuacién que la completacion de un predicado nos propor-
ciona un nuevo mecanismo de razonamiento no monotono.

Definicién 3.2.3 (Relacion de consecuencia asociada a COMP). Dados un
conjunto de creencias A finito expresado en forma clausal y solitario en el

predicado p y una férmula cerrada ¢, escribiremos A [=conmp, ¢ para denotar
COMPIA,p] = 6.
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Proposicién 3.2.1. La relacién de consecuencia légica F=conp, anterior no
satisface la propiedad de monotonia.

Demostracién: Basta considerar de nuevo el ejemplo 3.2.1| anterior. Enton-
ces, A + (juan # maria) FEcomppajaro —Pajaro(maria) mientras que, por
otra parte, se tiene que A + (juan # maria) + pajaro(maria) ¥comppajaro
—pajaro(maria). d

Ejemplo 3.2.2. La condicién del teorema [3.2.1] anterior es suficiente pero
no necesaria. De hecho, aplicando la definiciéon de completacién a conjuntos
de clausulas que son de Horn en un predicado p aunque no necesariamente
solitarias en p, podemos a veces obtener resultados coherentes y con sentido.
Un ejemplo tipico es la definicién del factorial. La relacion factorial(z,y)
indica que el factorial de x es y. Sea A el conjunto de las siguientes férmulas:

Vr (z=0= factorial(x,1))
VaVy ( a#0 A factorial(menos(x,1),y) = factorial(z,producto(z,y)))

La primera férmula nos dice que el factorial de 0 es 1, la segunda nos dice que
si el factorial de z — 1 es y, entonces el factorial de z es x - y. Escribiéndolo
en forma normal nos queda:

VavVz(x=0 N\ z=1 = factorial(z,z))
VaVz(3y (z # 0 A z=producto(z,y) N\ factorial(menos(z,1),y) = factorial(x,z)))

Ahora podemos completar el predicado factorial:

VaVz (factorial(x,z) = (z=0 N\ 2=1) V
(Jy (x#0 N\ z=producto(z,y) N factorial(menos(z,1),y)))

Esto se interpreta como una definicién recursiva del factorial que dice que si
x es 0, entonces su factorial es 1; y si  no es cero entonces su factorial es x
por el factorial de = — 1.

3.2.1. Completacion Paralela

Es posible también realizar la completacién de un conjunto de creencias
A con respecto a varios predicados en paralelo. En el proceso de comple-
tacion paralela de un conjunto de predicados, cada predicado se trata de
manera separada y las formulas nuevas que anadimos al completar respecto
a uno de los predicados del conjunto no han de considerarse para efectuar la
completacién del siguiente predicado del conjunto.
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Para evitar problemas de referencias circulares en la completacion para-
lela, serd necesario imponer ciertas restricciones en cuanto a como pueden
ocurrir los predicados respectos a los cuales queremos efectuar la completa-
cién en el conjunto original de creencias A. No bastara con que el conjunto
A sea solitario en cada uno de los predicados del conjunto. Veamos a conti-
nuacion cuales son estas restricciones adicionales.

Recordemos que una clausula solitaria en un predicado p se puede escribir
en su forma normal como sigue:

Vo (E1 V...V E, = p(x))

que se puede reescribir compactando la conjuncion de los E; en un solo pre-
dicado E:
Vo (E = p(z)).
A continuacion, debemos considerar un orden en el conjunto de los pre-
dicados respecto a los cuales queremos efectuar la completacién paralela:
IT={p; <..<pn}, con p; predicados en A. Debemos escribir las cldusulas

que contengan literales positivos de II en su forma normal, y combinar las
que tengan los mismos p; en formulas Unicas:

Vo (B = pi(x))
Vo (Ey = po(x))

Vo (B, = pa(x))

La completacion paralela se ejecuta entonces anadiendo las formulas
Va (pi(x) = Ei)

¢t = 1,...,n. Ahora bien, para evitar definiciones circulares de los predica-
dos p;, debe verificarse que la ordenacion de los p; considerada haga que
ningin FE; contenga ocurrencias de {p;, pii1, .., Pn}, i ocurrencias negativas
de {p1, ..., pi—1}. Cuando se cumple esto, diremos que las clausulas de A estén
ordenadas en II.

Esta definicién nos permite enunciar el siguiente resultado.
Teorema 3.2.2. Sea A un conjunto de creencias finito y consistente expre-
sado en forma clausal y sea Il un conjunto ordenado de predicados de A. Si

A es ordenado en II, entonces la completacion paralela de IT en A es también
consistente.
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Veamos un ejemplo muy sencillo de completacion paralela en el que es
posible aplicar el teorema anterior (en el siguiente pardgrafo estudiaremos
ejemplos mas elaborados). Consideramos el conjunto de creencias A com-
puesto por las siguientes formulas:

seta(oronja)
Vz (seta(x) A ~comestible(x) = venenosa(x))

venenosa(pipasDeManzana)

Haremos la completacion con los predicados seta y venenosa. Debemos
aislar pues el predicado venenosa, obteniendo:

Va ((seta(z) A ~comestible(x)) V x = pipasDeManzana) = venenosa(x))
Ademas debemos reescribir la primera férmula en su forma normal, es decir:
Vz (x = oronja = seta(r))

Elegimos el orden IT = {pl = seta, p2 = venenosa}. Entonces, tenemos
E, = (x = oronja)

E, = (seta(x) A ~comestible(x)) V (x = pipasDeManzana)

Se tiene que A es ordenado en II, pues E; no contiene ocurrencias ni de seta
ni de venenosa; y Fo, no contiene ocurrencias de venenosa ni ocurrencias
negativas de seta.

La completacién paralela consiste entonces en anadir las formulas:

Vz (seta(x) = x = oronja)

Va (venenosa(x) = (x = pipasDeManzana V (seta(x) A ~comestible(x))

Al realizar la completacion paralela por predicados hemos asumido que la
Unica seta que consideramos es la seta oronja y la tnica comida venenosa
que consideramos son las pipas de manzana y aquellas setas que no son
comestibles.

Nota 3.2.3. La completacién en paralelo no coincide, en general, con la com-
posicién secuencial de completaciones. Es facil comprobar que en el ejemplo
anterior el resultado obtenido es distinto si primero completamos respecto al
predicado venenosa y, a continuacion, completamos el conjunto de creencias
extendido respecto del predicado seta.
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3.3. Taxonomia Jerarquica y Razonamiento
por Defecto

El objetivo de esta seccion es ilustrar el uso de la completacion de predi-
cados para formalizar el razonamiento por defecto. El ejemplo que usaremos
es el dado por los pajaros normalmente vuelan. Queremos expresar que, en
general, los pajaros vuelan, pero que se dan ciertas excepciones. Vamos a
empezar definiendo los conceptos con una taronomia jerdrquica. Para sim-
plificar la notacién, en lo que sigue omitiremos los cuantificadores universales
mas externos.

1. cosa(piolin)
2. pajaro(x) = cosa(x)
3. avestruz(x) = pajaro(x)

4. avestruzV (v) = avestruz(x)

Donde avestruzV hace referencia a las avestruces que pueden volar (si las
hubiera). Este conjunto de férmulas expresa que Piolin es una cosa, todas
las cosas son pdajaros, todas las avestruces son pajaros y todas las avestruces
voladoras son avestruces. Denotaremos (el cierre universal de) estas férmulas
como Ay.

Supongamos ahora que queremos expresar que, en general, las cosas no
vuelan, que los pédjaros en general si vuelan, y que las avestruces no suelen
volar. Escribirfamos:

5. cosa(x) N—pajaro(z) = —wvuela(x)

6. pajaro(r) N—avestruz(z) = vuela(z)

7. avestruz(xz) N—avestruzV(z) = —wvuela(x)
8. avestruzV(z) = vuela(z)

Definiremos este subconjunto de formulas como Ap, el conjunto de propieda-
des de cada categoria. Estas formulas nos dan unas propiedades taxénomicas
de los objetos, es decir, segin la clase que le hemos otorgado al objeto pode-
mos saber si vuela o no vuela. Sin embargo sabemos que pueden existir mas
excepciones a la hora de detectar pajaros que no vuelen (por ejemplo, los
pingiiinos o un pajaro muerto). Si conociésemos todas las excepciones de an-
temano, bastaria con rehacer la regla 7 con todas las excepciones juntas. Sin
embargo, la idea del razonamiento no mondtona es ir descubriendo nuevas
excepciones sobre la marcha. Ello nos obligaria a ir modificando las reglas de
A p continuamente. Asi que desechamos la idea de listar todas las excepciones
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al estilo de la regla 7. En su lugar, vamos a utilizar una técnica que nos diga

que los pdjaros, en general, pueden volar, a no ser que sean una excepcion.

De la misma manera queremos expresar que las cosas en general no pueden

volar, pero los pajaros no son la tnica excepcién (mosquitos,aviones...).
Vamos a crear una jerarquia de excepciones:

9. cosa(x) N—rarol(x) = —wvuela(z)

Donde rarol es un predicado que indica una anormalidad en un objeto para
la propiedad wvolar. Este enunciado nos dice que un objeto que no tenga una
anormalidad puede volar; sin embargo, que el objeto sea anormal no implica
que pueda volar. Los pajaros forman parte de esa anormalidad:

10. pajaro(x) = rarol(z)

Llamamos a esta regla una Regla de cancelacion de herencia. En términos
generales, podriamos pensar que el hecho de que los pdjaros sean cosas implica
que heredan la incapacidad para volar de dichas cosas; sin embargo, con la
propiedad rarol podemos cancelar esa herencia.

Al ampliar nuestro conocimiento sobre el mundo podriamos anadir reglas
que supongan nuevas excepciones. Por ejemplo, una regla que diga que todo
avion cumple la propiedad rarol. De esta manera, el conjunto de creencias
se amplia anadiendo reglas en vez de modificandolas.

Siguiendo con el ejemplo queremos expresar ahora que, en general, los
péajaros vuelan:

11. pajaro(x) A—raro2(x) = wvuela(x)

El predicado raro2 sirve para decir que aunque x sea un péjaro, no sabe-
mos con certeza que pueda volar (por ejemplo, las avestruces cumplen este
predicado).

12. avestruz(z) = raro2(x)

En principio las avestruces no vuelan:
13. avestruz(z) N—raro3(r) = —wuela(z)

Donde raro3 nos indica una anormalidad que nos impide deducir que el aves-
truz en cuestién no vuele. Las avestruces voladoras cumplen esta propiedad:

14. avestruzV(z) = raro3(x)
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Las avestruces voladoras vuelan:
15. avestruzV(z) = vuela(z)
Incluimos estas féormulas en Ay y nos queda:

. avestruzV(x) = avestruz(x)

4
3. avestruz(v) = pajaro(z)
2. pajaro(z) = cosa(z)

1. cosa(piolin)

10. pajaro(xz) = rarol(z)
12. avestruz(z) = raro2(x)

14. avestruzV(z) = raro3(z)

Y reemplazamos Ap por las nuevas propiedades que hemos enunciado:

9. cosa(r) A—rarol(r) = —wuela(z)

11. pajaro(x) A—raro2(z) = vuela(x)
13. avestruz(z) A—raro3(x) = —wvuela(x)
15. avestruzV(z) = vuela(x)

Podemos ahora realizar una completacion paralela de Apy con respecto al
conjunto de predicados

IT = {avestruzV < avestruz < pajaro < cosa < raro3 < raro2 < rarol}

Nétese que Agy es ordenado en dicho conjunto. Esto nos hara asumir que los
unicos objetos que son raros, pajaros, cosas, avestruces o avestruces voladores
son aquellos que Ay nos dice que lo son. Al hacerlo nos queda:

16.cosa(x) = pajaro(z) V x=piolin
17. pajaro(xz) = avestruz(x)

18. avestruz(z) = avestruzV(z)
19. = AvestruzV(x)

20. rarol(z) = pajaro(z)

21. raro2(z) = avestruz(z)

22. raro3(z) = avestruzV(zx)
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El unico objeto que se menciona es Piolin y estas cldusulas nos dicen que
no hay otros objetos y, por lo tanto, no hay ni pédjaros ni avestruces ni
avestruces voladoras, tampoco hay ningin objeto con anormalidad. Usando
la regla 19, podemos deducir —avestruzV(piolin). Luego, —avestruz(piolin),
—pajaro(piolin), ~rarol(piolin), y, finalmente, —vuela(piolin).

3.3.1. Completacién Entera

Notese que para realizar la completacién de predicados hemos omitido por
completo el conjunto Ap. Sin embargo, éste nos dice tres féormulas sobre las
anormalidades rarol, raro2 y raro3 que podriamos usar para completar el
predicado. Por esto se dice que hemos realizado una completacion delimitada.
El motivo por el que las hemos omitido es porque agregarlas nos da una
restriccion mas débil del universo. Veamoslo: las propiedades 9,11 y 13 pueden
reescribirse como:

9. cosa(x) N\ vuela(x) = rarol(z)
11, pajaro(z) N\ —wuela(x) = raro2(z)
13", avestruz(z) A vuela(x) = raro3(z)

Uniendo estas nuevas reglas con las de Ay el conjunto sigue siendo ordenado,
luego podemos hacer la completacion paralela de predicados. Al hacer la
completacién de predicados tendriamos entonces que las reglas 20,21,22 se
reescribirfan como:

20". rarol(x) = pajaro(z) V (cosa(x) A vuela(z))
21'. raro2(z) = avestruz(z) vV (pajaro(z) A —wuela(x))
22", raro3(x) = avestruzV(z) V (avestruz(z) N vuela(z))

Comparemos estas nuevas reglas con las que teniamos antes. Por ejemplo, la
regla 20" y la regla 20. Con la regla 20 podiamos deducir que todo objeto
con la anormalidad 1 era un péajaro. Ahora, sin embargo, también estamos
abiertos a la posibilidad de que un objeto con la anormalidad 1 no sea un
péajaro, podria ser una cosa con la capacidad de volar.

3.3.2. Ampliando conocimientos

Si ampliamos los conocimientos que tenemos, estos conjuntos se modifi-
carfan y podriamos llegar a nuevas conclusiones. Vamos a ver algin ejemplo.
Vamos a anadir nuevas categorias:
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= Los patos, son pdjaros que, en general, no se ven afectados por la anor-
malidad 2, se dird pato(z);

= avion(z): los aviones son objetos con la anormalidad 1, que en principio
vuelan;

» 7oto(x): expresa que un z estd estropeado y, por lo tanto, no puede
volar, se aplica a aviones;

= [ucas,donald son dos patos con una anormalidad, de los cuales sabemos
que Donald no puede volar;

» raro4(z) indica que un x tiene una anormalidad que no nos permite
afirmar que vuela.

Vamos entonces a incluir en Ay las nuevas féormulas que expresan esto,
ademas, vamos a actualizar el conocimiento y expresar que Piolin es un paja-
ro:

23. z=donald V z=lucas = pato(z)
24. pajaro(piolin)

25. avion(x)= cosa(z)

26. roto(z)= avion(x)

27. pato(z) = pajaro(z)

28. avion(x)= rarol(x)

29. z=donald V z=lucas = raro2(z)
31. roto(z) = raroj(z)

Al conjunto Ap de las propiedades le queremos anadir que los aviones en
general vuelan, que un aviéon roto no vuela, que Lucas y Donald no vuelan:

32. avion(x) N\— raroj(z) = vuela(z)
33. roto(x) = — vuela(z)
34. —vuela(donald)

Para realizar la completacion paralela en Ay, necesitamos unir algunas férmu-
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las entre ellas. Tenemos entonces que Ay es:

© XN g W

z=piolin V pajaro(z) V avion(x) = cosa(r)
roto(z) = avion(z)

z=piolin V pato(x) V avestruz(z) = pajaro(z)
r=lucas V z=donald = pato(z)

avestruzV(z) = avestruz(z)

pajaro(x) V avion(x) = rarol(x)

r=lucas V z=donald V avestruz(z) = raro2(x)
avestruzV(z) = raro3(x)

roto(x) = raro4(z)

Mientras que Ap es:

10. cosa(z) N—rarol(z) = —wvuela(z)

11. pajaro(xz) N—raro2(x) = vuela(z)
12. avestruz(z) A—raro3(x) = —wvuela(x)
13. avestruzV(xz) = vuela(z)

14. avion(z) N—raroj(xz) = vuela(z)

15. roto(z) = —wuela(z)

16. —wvuela(donald)

Vamos ahora a realizar la completacion paralela de los predicados

roto < raro4 < pato < avion < avestruzV < avestruz < pajaro

en Ag:

17.
19.
20.
21.
22.
23.
24.
25.
26.
27.
28.

< cosa < rarold < raro2 < rarol

cosa(x) = x=piolin V pajaro(x) V avion(z)
avion(x) = roto(x)

—roto(z)

pajaro(z) = pato(z) V avestruz(x) V z=piolin
pato(z) = x=donald V x=lucas

avestruz(z) = avestruzV(z)

—avestruzV(z)

rarol(x) = pajaro(z) V avion(z)

raro2(x) = avestruz(z) V z=donald V z=lucas
raro3(x) = avestruzV(x)

raro4(x) = roto(x)
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Hecho todo esto nos podemos preguntar si los objetos que tenemos vuelan o
no:

= Sabemos que Donald no vuela por la regla 16.

= Sabemos que Lucas es un pato y, por la regla 3, deducimos que es un
péjaro. Sin embargo, como tiene la anormalidad 2 (regla 7), no podemos
decir que vuele. Tampoco hay una féormula que nos diga que no vuele,
asi que no sabemos si vuela.

= Sabemos que Piolin es un pdajaro por la regla 2, no es un avestruz
volador por la regla 24, y, por tanto, tampoco es un avestruz por la
regla 23. Con la suposicion de nombre tinico sabemos que Piolin no
es Lucas ni Donald. Con esto podemos deducir que Piolin no tiene la
anormalidad 2 (usando la regla 26); luego, con la regla 11, podemos
deducir que Piolin vuela.
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Capitulo 4

Programas logicos positivos

En este capitulo nos adentramos en la Programacién Logica, uno de los
paradigmas de programaciéon mas importantes dentro de la programacion
declarativa y del estudio del razonamiento no monétono.

En este capitulo nos centraremos en el caso mas fundamental y mejor
comprendido: los programas légicos positivos y la semantica del menor punto
fijo asociada. Es importante senalar que estos programas ain gozan de la
propiedad de monotonia, pero, mas adelante, introduciremos casos de logica
no mondétona mediante la inclusion de la negacion por defecto en este tipo
de programas logicos.

4.1. Programas légicos positivos. Definiciones

Definicién 4.1.1 (Programa légico positivo). Se define un programa 16gi-
co positivo P como un conjunto finito de cldusulas de primer orden, que
llamaremos reglas, de la forma

donde m >0,y A, By, ..., B,, representan férmulas atomicas de un lenguaje
de primer orden L. Se llama cuerpo de la regla a la conjuncién By A ... A\ By,
(que podria ser vacia si m = 0) y cabeza de la regla al &tomo A. Si una regla
no tiene cuerpo, se dird que es un hecho y se denotara simplemente por A.

Nota 4.1.1. Obsérvese que un programa légico positivo esta formado por un
conjunto de cldusulas de Horn con, exactamente, un literal positivo. Aunque
a primera vista pueda parecer una restriccion fuerte en la capacidad expresiva
del lenguaje, hemos vista ya en el capitulo anterior como muchos conjuntos
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de creencias que modelan parcelas de la realidad pueden reescribirse como
conjuntos de clausulas he Horn.

Notacion. En general, representaremos las reglas A <= By A ... A B, de la
siguiente forma: A < By, ..., B,. Por otra parte, como es costumbre en la
programacion logica, a partir de ahora escribiremos las variables que puedan
aparecer en las reglas de un programa logico con la letra mayuscula.

Una regla puede ser vista esencialmente como una instrucciéon de tipo if
., then ..., cominmente usada en programacion. Por ejemplo, la regla

conectado(sevilla) < llegada(madrid), enlazados(madrid, sevilla)
se puede interpretar como ”Si un avién llega a Madrid y Madrid y Sevilla

estan enlazados, entonces el avion esta conectado con Sevilla”.

Definicién 4.1.2 (Reglas bésicas). Diremos que una regla de un programa
légico P es bdsica si solo contiene férmulas atémicas béasicas, (es decir, si no
contiene variables).

Ejemplo 4.1.1. Dado el lenguaje L = {a,b,c,d,p, f}, con p un predicado
l-ario y f una funcién 2-aria, se tiene que:

a es un término basico.

f(c,a) es un término bésico.
f(X,a) no es un término bésico puesto que contiene una variable.
= p(d) es una férmula atémica bésica.
p(X) no es una férmula atémica bésica puesto que contiene una varia-
ble.

p(f(a,b)) < p(a),p(b) es una regla bésica.

p(f(X,Y)) < p(X),p(Y) no es una regla basica puesto que contiene
variables

El ejemplo antes dado de conectividad es una regla basica (sin variables),
pero un programa légico puede perfectamente contener reglas con variables;
por ejemplo, reescribiendo la misma regla de forma mas general como sigue:

conectado(Y') « llegada(X), enlazados(X,Y)
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Podemos pensar en un programa logico como en una descripcion declara-
tiva de un determinado escenario en el cual ciertas reglas, de caracter general
(con variables) o especifico (reglas bésicas), han de cumplirse. Determinar con
precision cudl es dicho escenario asociado a un programa P es la tarea de aso-
ciar a cada programa su contenido semantico. Para ello, seran fundamentales
las siguientes definiciones.

Definicién 4.1.3 (Universo de Herbrand). Dado un programa légico positivo
P y sulenguaje L, se define el universo de Herbrand de P, denotado HU(P),
como el conjunto de todos los términos basicos de L.

Definicién 4.1.4 (Base de Herbrand). Dado un programa légico positivo P
y su lenguaje L, se define la Base de Herbrand de P, denotado H B(P), como
el conjunto de todas las formulas atémicas basicas del lenguaje L.

Definicién 4.1.5 (Interpretacién de Herbrand). Por tltimo, una interpre-

tacion de Herbrand de P (o, simplemente, interpretacion) es cualquier sub-
conjunto I de HB(P).

Ejemplo 4.1.2. Consideremos, de nuevo, el mundo de las cajas. Esta vez
formalizado con las siguientes reglas que constituyen un programa logico
positivo P:

caja(a)

caja(b)

caja(c)

caja(d)

caja(e)

caja(f)

sobre(b,a)

sobre(c,b)

sobre(f,e)

encima(X,Y) < sobre(X,Y)
encima(X,Z) < sobre(X,Y),encima(Y,Z)

Las nueve primeras reglas son hechos que indican que los objetos son cajas
y qué cajas estan sobre otras. Las dos ultimas reglas forman una definicion
recursiva de la propiedad encima.

Salvo que se especifique otra cosa, entenderemos que el lenguaje asociado
a un programa P es el menor lenguaje de primer orden que perite escribirlo.

En este caso, L = {a,b,c,d, e, f,sobre/2,encima/2}. Por tanto, HU(P) =
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{a,b,c,d,e,f}, no hay més términos puesto que no hay ningin simbolo de
funcién en el lenguaje. Por otra parte HB(P) =

{caja(a),caja(b), ...,caja(f),
sobre(a, a), sobre(a,b), ..., sobre(f, f),
encimal(a, a), encima(a,b), ...,encima(f, f)}

Ejemplos de interpretaciones son:

I ={caja(a),sobre(a,a)}
IQ :w
I, =HB(P)

Puesto que la base de Herbrand esta formado por 105=7+49+49 elementos,
existen un total de 2!% interpretaciones de Herbrand para P.

Definicién 4.1.6 (Instancia bésica). Sea un lenguaje L. Dada una cldusula
C'y el conjunto de las variables que aparecen en ella Var(C'), se dice que C” es
una instancia basica de C si se puede obtener de C aplicando una asignacion
de variables y en C’ no hay variables. Se denota grnd(C') al conjunto de todas
las instancias basicas de C.

Definicién 4.1.7. Dado un programa P, se define grnd(P) = |Jocp grnd(C).

Nota 4.1.2. Intuitivamente, grnd(C') permite materializar los términos de
los que habla una clausula, de hecho, se puede pensar en C' como un atajo
que denotamos para hablar de un conjunto de clausulas grnd(C).

Ejemplo 4.1.3. Volviendo al mundo de las cajas de antes, grnd(P) estaria
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formado por:

caja(a)
caja(b)
caja(c)

sobre(b,a)
sobre(c,b)
sobre(f,e)
encima(a,a) < sobre(a,a)

encima(a,b) < sobre(a,b)

encima(f,f) < sobre(f.f)
encima(a,a) < sobre(a,a),encima(a,a)

encima(a,b) < sobre(a,a),encima(a,b)

éncz’ma(f,f) <« sobre(f.f),encima(f,f)

Para calcular el nimero de formulas que hemos generado, obsérvese que los
hechos se quedan sin modificar y que las reglas con variables en cambio
aparecen ahora x™ veces, siendo x el nimero de simbolos de constantes que
tiene el lenguaje L y n el nimero de variables que tiene la regla. En este caso,
por ejemplo, tenemos 9 hechos (6 nos indican que son cajas y otros 3 son las
de la relacién sobre). La regla encima(X,Y) < sobre(X,Y) nos da 6% = 36
férmulas; y, por otra parte, la regla encima(X,Z) < sobre(X,Y),encima(Y,Z)
nos trae 62 = 216 nuevas reglas. Tenemos entonces 261 reglas en total, con
la ventaja de que ninguna contiene variables.

Intuitivamente, una interpretacion de Herbrand puede verse como un con-
junto que contiene aquellos atomos basicos que son verdaderos en un escena-
rio dado. Ello justifica la siguiente definicién.

Definicién 4.1.8 (Modelo de Herbrand). Dada una interpretacién I se dice
que:

s [ esun modelo de Herbrand de una clausula basica C' = A < By, ..., B,,
siAel,osi{By,..,Bn} 1. Sedenotal =y C.

» [ es un modelo de Herbrand de una clausula C' si I =5 C” para toda
instancia basica C" de C. Se denota [ g C.
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» [ es un modelo de Herbrand de un programa P si [ =g C para todas
las cldusulas C' € P.

Nota 4.1.3. Una interpretaciéon de Herbrand para un programa P puede
verse de manera candnica como una L-estructura general en el sentido de
la l6gica de primer orden tal y como se definié en el capitulo 2. Ademas es
bien conocido que un conjunto de cldusulas tiene un modelo (en el sentido
general) si y solo si tiene un modelo de Herbrand.

Volvamos al ejemplo del mundo de las cajas. Iy = HB(P) claramente es
un modelo de Herbrand del programa puesto que la cabeza de cada regla
siempre en .

Otro ejemplo de modelo de Herbrand es I, = HB(P)\ {sobre(X, X)| X €
{a,b,c,d}} puesto que ninguna caja esta sobre ella misma.

Finalmente, otro ejemplo de modelo de Herbrand es I3 =

{caja(a),caja(b), ..., caja(f),
sobre(b, a), sobre(c, b), sobre(f,e),

encima(c, a), encima(c,b), encima(b, a), encima(f,e)}

4.2. Modelos Minimos

En general, existen varias interpretaciones que modelan un programa P.
Sin embargo, una interpretacién que modela un programa P puede contener
informacion de mas que no esta indicada por P. Este el caso en el ejemplo
de las cajas de I} = HB(P). I, modela a P, pero contiene informacién que
no se deduce directamente de P (por ejemplo, encima(e,f)) y, por lo tanto,
no modela de manera satisfactoria el dominio de trabajo.

El objetivo de este apartado es encontrar una interpretacion I para cada
programa légico positivo P, tal que I modele a P y no contenga informacion
que no se pueda deducir de P. Esto se consigue creando una interpretacion
que so6lo contenga la informacion que “necesariamente debe ser cierta” por
P. Esta nociéon de “necesidad” se llama comuinmente interpretaciones justi-
ficadas. En lugar de dar una definicion formal, veamos algunos ejemplos.

Ejemplo 4.2.1. Consideremos el programa P:
a+b. b+ c c

En este ejemplo, la interpretacién I; = {a,b,c} es justificada: ¢ debe ser
cierto porque estda en un hecho, lo que implica b, y, por tanto, a. Por otra
parte, la interpretacién I, = {c} es justificada pero no es un modelo de P.
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Consideremos ahora el programa P’
a<+0b.ba.c

En este ejemplo, la interpretacion I; = {a, b, ¢} es un modelo de P’ pero no
es justificado, ya que ninguna regla fuerza el hecho de que aparezcan a y b.
Sin embargo, el modelo Iy = {c} si es justificado.

Esta intuicion puede trasladarse a una definiciéon formal mediante el con-
cepto de modelo minimo (preferimos los modelos con el menor nimero posible
de dtomos en ellos).

Definicién 4.2.1. Un modelo de Herbrand I de un programa P se dira
minimo si no existe un modelo de Herbrand J de P tal que J C I.

La existencia de modelos minimos se sigue de manera directa de la si-
guiente observacion.

Proposicién 4.2.1. Si [ y J son modelos de Herbrand de un programa
l6gico positivo P, entonces I N J es también modelo de P.

Demostracion: Sea C' = A < By, ..., B,, una instancia basica de una regla
de P. Por hipétesis, tanto [ =g C como J =g C.
Caso 1: A € I'nJ. Entonces, es claro que I NJ =g C.

Caso 2: A ¢ INJ. Entonces, o bien {By, ..., B,,} € I o bien {By, ..., B} € J.
En cualquier caso se tiene que {By, ..., B,,} € INJ y, por tanto, INJ =y C
por definicién. O

Teorema 4.2.1. Todo programa légico positivo P tiene un tunico modelo
minimo (el cual se denotara por LM (P)).

Demostracion: Basta observar que

LM(P) = ﬂ{IZ | I; es un modelo de Herbrand de P}

en vista de la Proposiciéon anterior. Il

El menor modelo de Herbrand de un programa logica positivo P sera pues
su interpretacion candnica.

4.2.1. Operador de consecuencia inmediata

En esta seccién veremos como obtener el menor modelo de Herbrand de
un programa logico positivo de manera constructiva mediante un proceso
iterativo. Para ello, a cada programa P le asociaremos un operador Tp que
actia sobre la base de Herbrand de P.

o4



Definicién 4.2.2. Dado un programa P se define el operador de consecuen-
cia inmediata Tp : P(HB(P)) — P(HB(P)) como sigue:

Tp(I) ={A|3(A < By, ..., B,) € grnd(P) con {B,...,B,,} C I}

Asimismo, se define T9 = () y Tp' = Tp(Th) Vi > 0.

El resultado fundamental es el siguiente teorema.

Teorema 4.2.2. Sea P un programa légico positivo. El operador Tp tiene un
minimo punto fijo, que denotaremos mpf(P), y la sucesién {T}};>o converge
a mpf(P) (es decir, se cumple mpf(P) = U5 Tp)-

La demostracién de este Teorema se basa en el Teorema del Punto Fijo
de Kleene, que veremos mas adelante. Antes detallamos algunas propiedades
interesantes del operador T'p.

Nota 4.2.1. Dado un programa légico positivo P, se tiene que:
» una interpretacién I es un modelo de P siy solo si Tp(I) C I.
» una interpretacién I estd justificada por P siy solo si I C Tp([).

= combinando estos dos hechos, obtenemos que una interpretacion I es
un modelo justificado de P si y solo si I = Tp(1).

Corolario 4.2.1. Sea P un programa logico positivo. Entonces, se cumple
que mpf(P) = LM(P).

4.2.2. Minimo punto fijo de Tp

En esta seccién ofrecemos una prueba del Teorema[4.2.2 anterior y obten-
dremos, en particular, un método iterativo para el cdlculo del menor modelo
de Herbrand de un programa légico positivo.

Como mencionamos previamente, el Teorema 4.2.2| es un caso particular
del Teorema del Punto Fijo de Kleene, que es valido en el marco general de
los reticulos completos. Daremos pues la prueba del Teorema en este
contexto mas general. Comenzamos con un punado de definiciones basicas.

Definicién 4.2.3 (Orden parcial). Dado un conjunto no vacio U y una
relacion binaria R sobre U, R se dice de orden parcial si cumple las siguientes
propiedades:

= Propiedad Reflexiva: Vax € U, zRx.
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» Propiedad Antisimétrica: Va,y € U, xRy NyRx = x = y.
= Propiedad Transitiva Vz,y,z € U, xRy AN yRz = xRz.
Se llama conjunto parcialmente ordenado a la dupla (U, R).
Nota 4.2.2. En lo que sigue, escribiremos z < y en lugar de xRy.

Definicién 4.2.4 (Cota superior). Dados un conjunto parcialmente ordena-
do (U, <) y un subconjunto W C U, se llama cota superior de W a todo
elemento v € U tal que w < v VYw € W.

Definicién 4.2.5 (Cota inferior). Dados un conjunto parcialmente ordenado
(U, <) y un subconjunto W C U se llama cota inferior de W a todo elemento
veUtal quev <w Vw e W.

Definicién 4.2.6 (Infimo). Dados un conjunto parcialmente ordenado (U, <
), un subconjunto W C U y una cota inferior de W, «, se dice que « es infimo
de W si cumple que v < « para toda cota inferior v de W.

Definicién 4.2.7 (Supremo). Dados un conjunto parcialmente ordenado
(U, <), un subconjunto W C U y una cota superior de W, (3, se dice que
B es supremo de W si cumple que S < v para toda cota superior v de W.

Definicién 4.2.8 (Reticulo completo). Un conjunto parcialmente ordenado
(U, <) se dice un reticulo completo si todo W C U no vacio tiene un supremo
y un infimo.

Nota 4.2.3. Sea P un programa légico positivo. Si tomamos U = P(H B(P))
y <=C, entonces (P(HB(P)),C) es un conjunto parcialmente ordenado.
Ademsds, si W C P(H B(P)) no vacio, se tiene:

e supV) = | 1
LeWw

" inf(W): ﬂ I;

LieWw

Corolario 4.2.2. Sea P un programa légico positivo. Entonces, se tiene que
(P(HB(P)),C) es un reticulo completo.

Definicién 4.2.9 (Funcién monétona). Una funcién T : (U, <) — (U, <)
se dice mondtona siVa,y € U, v <y = T(z) <T(y).
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Nota 4.2.4. Sea P un programa légico positivo. Entonces, el operador de
consecuencia inmediata Tp es un operador mondtono.

En efecto, sean I C J dos interpretaciones de Herbrand para P. Sea
A € Tp(I). Por definicién de Tp, existe A — By, ..., B, € ground(P) tal que
{By,..., B} C I. Entonces, {Bjy, ..., B} C J y, por tanto, A € Tp(J).

El Teorema del Punto Fijo de Knaster-Tarski nos permite garantizar ya
la existencia del menor punto fijo del operador Tp.

Teorema 4.2.3 (Knaster-Tarski). Todo operador monétono 7' en un reticu-
lo completo (V, <) tiene un punto fijo minimo mfp(T), y

mpf(T) = inf({x € V|T(z) < x}).

Demostracién: Sea un reticulo completo (V, <) ysea W ={z € V |T(z) <
x}. Entonces W es no vacio (el elemento méximo de V' estd en W) y, por
definicién de reticulo completo, existe I = inf(W).

Supongamos primero 7'(I) < I. Entonces, por monotonia de T', T(T'(I)) <
T(I). Luego T'(I) € W, lo que entra en contradiccién con que I sea el infimo
de W.

Supongamos ahora T'(I) > I. Sea J # I, J € W cualquiera. Como [ es
el infimo de W, tenemos I < J. Por monotonia de T" tenemos T'(1) < T'(J),
por tanto:

I<T()<TJ)<J

Entonces, T'(I) es una cota inferior de W, lo que entra en contradiccién con
que I es el infimo de W.

La unica posibilidad que queda entonces es I = T'(I). Ademaés es facil ver
que [ es el menor punto fijo de T'. O

.2.5. Por el teorema anterior, tenemos entonces asegurada la unicida
Nota 4.2.5. Porel t t ,t t dal dad
y existencia del menor modelo de Herbrand de un programa positivo P. Ahora
bien, el método que nos proporciona el teorema para calcularlo no es mas
que el que ya teniamos antes, en el que deciamos que:

LM(P) = ﬂ{[l : I; es un modelo de Herbrand de P}

)

puesto que en el reticulo completo de las interpretaciones de Herbrand de P
el infimo coincide con la interseccién, y la condicién Tr(I) < I equivale a
que I es modelo de P.

En lo que sigue, vamos a buscar un método mas sencillo para encontrar

mpf(P).
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Definicién 4.2.10 (Conjunto dirigido). Sea (V, <) un conjunto parcialmente
ordenado. Un conjunto W C V es dirigido si para cualquier par z,y € W
existeun z e W:zx < z,y < z.

Definicién 4.2.11 (Operador continuo).

1. Un operador T : (V,<) — (V, <) en un reticulo completo se dice con-
tinuo si

T(sup(W)) = sup({T'(z)|x € W})

para todo conjunto dirigido W C V' no vacio.

2. Se define T° = inf(V) y T*" = T(T") para cada i > 0.

Nota 4.2.6. La definiciéon de conjunto dirigido se expresa para un par de
elementos x,y de W. Pero es facil ver por inducciéon que, dado un conjunto
parcialmente ordenado (V, <) y un conjunto dirigido W, se tiene la siguiente
propiedad mas general:

Dados p elementos de W, ay, ..., a,, existe un elemento w € W tal que
w > a; para todo i =1, ..., p.

Proposicién 4.2.2. Dado un programa légico positivo P, el operador Tp es
continuo.

Demostracién: Sea un subconjunto dirigido W C P(H B(P)) no vacio.

» Por una parte, sup(W) > I VI € W. Luego Tp(sup(W)) > Tp(I)
VI € W por monotonia de Tp. Por tanto, Tp(sup(W)) > sup(Tp(W)).

» Por otra parte, sea A € Tp(sup(W)). Existe una regla bésica A «+
By, ..., By, € ground(P) tal que {Bj, ..., B,,} C sup(W). Luego, existen
Ii,.... I, € W tales que B; € I;. Puesto que W es dirigido, existe
Ip € W tal que I; C Iy para 1 < i < m y, por tanto, {Bj, ..., B} C I.
Tenemos entonces que A € Tp(ly) con Iy € W vy, por tanto, A €
sup(Tp(W)). Luego se cumple la segunda desigualdad:

Tp(sup(W)) < sup(Tp(W))

Esto concluye la demostracion. O
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Teorema 4.2.4 (Kleene). Todo operador continuo 7" en un reticulo com-
pleto (V, <) tiene un minimo punto fijo, que denotamos mpf(T), y

mpf(T) = sup{T"|i > 0}.

Demostracién: Primero veamos que 7% < T*"1Vi > 0 por induccién en i:
» i = 0: Se tiene T! > T° ya que T° es el infimo de V.

» § = i+ 1: Se tiene por hipétesis T > T, luego por monotonia de T'
se tiene T(T**') > T(T"). Finalmente, T2 > T,

Sabemos entonces que el conjunto W = {T° T, ...} es un conjunto dirigido,
pues dados T%, 79 € W se tiene que T™#{%} o5 mayor o igual que ambos.
Ademds, W tiene un supremo ya que (V, <) es un reticulo completo. Sea
entonces m = sup(W).

Como W es un conjunto dirigido y 7" es un operador continuo, se tiene
que T'(sup(W)) = sup(T'(W)). Por tanto, T'(m) = sup(T(W)).

Por otra parte, W = T(W) U {T°}. Como T° es el infimo de V, no
interviene en la bisqueda de supremo de W, luego sup(W) = sup(T'(W)) =
m. Luego, m = T'(m).

Se tiene ademds que m es el minimo punto fijo: supongamos que existe
un punto fijo &, vamos a ver por induccién en i que 7% < k Vi > 0

= Sii=0es trivial ya que T° es el infimo de V.

= Sitenemos 7" < k entonces, por monotonfa de T', T(T") < T'(k). Luego,
T <T(k) = k.

Esto concluye la demostracion. U

Ejemplo 4.2.2. Volviendo al mundo de las cajas y aplicando el algoritmo
tenemos:

T =10

T' = {caja(a),caja(b),caja(c),...,caja(f),s0bre(b,a),s0bre(c,b),sobre(f.e)}
T? = T U {encima(b,a),encima(c,b),encima(f.e)}

T° = T* U {encima(c,a)}

T4 — T3

Como T* = T3 sabemos que T% = T3 Vi > 3
Vemos que el algoritmo se estabiliza después de 3 pasos (que es la altura
de la mayor pila de cajas). T, siendo el infimo de todas las interpretaciones de
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Herbrand posibles para P es claramente el vacio, 17 se compone por tanto de
los hechos del programa (esto es cierto para cualquier programa P), después
cada T afiade la relacién encima de las cajas que estdn a una altura i de
otra caja.

Ejemplo 4.2.3. Veamos un ejemplo con simbolos de funciones. Esto com-
plica el proceso ya que, al poder aplicar la funcién infinitas veces, tenemos
infinitos términos y, por lo tanto, grnd(P) no es finito. Tomamos el programa
P con la constante 0, el simbolo de funcién 1-ario siguiente s y la relacién
1-aria natural:

natural(0)
natural(s(X)) < natural(X)

En este caso, aplicando el algoritmo obtenemos:
T =0
T' = {natural(0)}
T? = {natural(0), natural(s(0))}

T" = {natural(0), ..., natural (s (0))}

Como la sucesién {T} es creciente, sabemos que su supremo es lim 7" =
1— 00
{natural(s"(0))|n € N}.

Mediante este algoritmo, se garantiza que se pueda encontrar una solucién de
forma iterativa; sin embargo, el nimero de pasos necesario para encontrarla
puede ser infinito. Esto puede pasar cuando hay simbolos de funciones ya
que crea un numero de términos basicos infinitos, lo que a su vez crea un
universo de Herbrand de tamano infinito. Es por ello que en el futuro, en
general, evitaremos los simbolos de funciones para nuestros ejemplos.

Nota 4.2.7. Cabe destacar que uno de los requisitos para que el operador
Tp sea continuo es que su programa asociado P tenga reglas finitas (esto es,
con cuerpos formados por un nimero finito de dtomos). De hecho, vemos a
continuacion un ejemplo de programa logico positivo “extendido” P con una
regla infinita cuya sucesiéon T no converge ni siquiera en infinitos pasos:

natural(0)
natural(s(X)) < natural(X)
exito + natural(s(0)), natural(s*(0)), natural(s*(0)), ...
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Donde el término éxito mide si el programa ha funcionado. Aqui, al aplicar
infinitos pasos, obtenemos

U Th = {natural(0), natural(s(0)), natural(s*(0)), ...}

neN

pero nunca se llega a incluir el atomo exito en el menor punto fijo U T5. Por

neN
tanto, éste no es un modelo de P ya que incumple la regla 3. Se necesitan en

este caso “ Infinito + 1 7 iteraciones del operador Tp para alcanzar el menor
modelo de Herbrand.
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Capitulo 5

Negacion en los programas
l6gicos

En este capitulo vamos a ampliar los programas logicos positivos anadien-
do la negacién por defecto not. Esta negacion se distingue de la negacion
clasica de la légica de primer orden ya que la expresién not A no indicard
que el atomo A sea falso, sino que no se sabe que sea cierto. Veremos esta
diferencia mas en profundidad en el siguiente capitulo, donde introduciremos
la negacion fuerte en los programas légicos y compararemos ambas.

El operador de negacién por defecto not sera esencial para nuestro proposi-
to pues es su inclusion en los programas logicos lo que causa la pérdida de la
propiedad de monotonia de la relacién de consecuencia logica asociada.

5.1. Definiciones

Definicién 5.1.1. Un programa légico normal (o, simplemente, programa
l6gico) es un conjunto de cldusulas (o reglas) de la forma:

a < by,....,bp,n0t ¢y, ...,n0t ¢,

donde a, b;,c;,i = 1...m,j = 1..n, son atomos de un lenguaje L de primer
orden. Aparecen en el cuerpo de la regla ahora: not ¢y, ..., not ¢,,, que llamamos
literales negados por defecto; mientras que los by, ..., b, son literales positivos.
Tanto n como m pueden ser 0.

Intuitivamente, se considera que un literal negado por defecto not ¢ es
verdadero si no se puede probar ¢ en un nimero finito de pasos.

Nos interesa buscar modelos minimos en este tipo de programas, es decir,
una interpretacion que modele al programa y no tenga ningun subconjunto
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propio que modele a P. Pero veremos que no todos los modelos minimos nos
interesan, pues queremos que no incluyan nada que no estén obligados a creer
segin P, lo cual no sera siempre el caso.

Antes que nada, vamos a proceder a ampliar los conceptos de Universo
de Herbrand, Base de Herbrand, Interpretacién de Herbrand y modelo de
Herbrand a los programas logicos normales. La definiciéon es esencialmente
igual que la de los programas logicos positivos.

Definicién 5.1.2 (Universo de Herbrand). Dado un programa légico P y su
lenguaje L, se define el universo de Herbrand de P, denotado HU(P), como
el conjunto de todos los términos basicos de L.

Definicién 5.1.3 (Base de Herbrand). Dado un programa légico P y su
lenguaje L, se define la base de Herbrand de P,denotado HB(P), como el
conjunto de todas las féormulas atéomicas del lenguaje L.

Definicién 5.1.4 (Interpretaciéon de Herbrand). Dado un programa légico
P, una interpretacion de Herbrand de P es cualquier subconjunto de H B(P),
a menudo la llamaremos interpretacién de P a secas.

La siguiente definicion es la inica que presenta alguna novedad.

Definicién 5.1.5 (Modelo). Dada una interpretacién I, se dice que I es
modelo de:

= una cldusula basica C': a < by, .., b,,, n0t ¢, .., n0t ¢,, con n,m > 0, si
{b1,....;00} £ T osi{a,cq,...,cn} NI # (. Se denota I = C.

» Una cldusula C, si I = C'VC" € grnd(C).

» Un programa P, si I es modelo de todas las clausulas de P.

5.2. Estratificacion

El objetivo de la estratificacién es dar un orden a seguir para evaluar
los predicados de un programa de manera que no se caiga en bucles. No
todos los programas logicos se pueden estratificar pero daremos una condicion
suficiente para ello.

Definicién 5.2.1 (Grafo de dependencia). Dado un programa légico P, de-
finiremos su Grafo de Dependencia como un grafo cuyos vértices son todos
los predicados del lenguaje de P y sus aristas son de la siguiente forma:

= existe una arista p — ¢ si existe una regla R € P tal que p estd en la
cabeza de Ry q esta en el cuerpo de R.
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= existe una arista negativa p — ¢ si existe una regla R € P tal que p
esta en la cabeza de R y not g estd en el cuerpo de R.

Definicién 5.2.2 (Estratificacién). Dado un programa légico Py su grafo
de dependencia G, definimos una Estratificacion de P como ¥ = {S;|i €
{1,...,n}} una particién de pred(P) (es decir, cada S; es un conjunto de

predicados de P de manera que los S; son disjuntos entre ellos y U S; =
i=1
pred(P)) que cumple que:

» sip€ S;,q €S;yp— qesuna arista de GG, entonces 7 > j.
» sipe S;,q€S; yp—" qesuna arista de GG, entonces ¢ > j.

Los conjuntos Sy, ..., S, se llaman los estratos de P. Un programa légico se
dice estratificable si tiene alguna estratificacion.

Definiciéon 5.2.3 (Base de Herbrand restringida). Dados un programa P
y una estratificacion ¥ = {5y, ..., Sk}, definimos Ps, como el conjunto de
reglas cuya cabeza tiene un predicado en S; y definimos la base de Herbrand
restringida al estrato S; como HB*(Ps,) = U, {p(t) € HB(P)|p € S;}.

Definicién 5.2.4 (Modelo minimo iterativo). Dados un programa légico P
y una estratificacién ¥ = {Sj,..., Sk} de P, definimos el modelo minimo
iterativo M; C HB(P),i =1, ...,k como sigue:

» M, es el modelo minimo de Ps,. Por la definicién de estratificacion te-
nemos que Pg, es un programa légico positivo, asi que se puede calcular
M; con el método visto en el capitulo anterior.

s M;, para i > 1, es el menor subconjunto M € HB(P) tal que M es un
modelo de Ps,, y M N HB*(Ps,_,) = M;_y N HB*(Ps,_,).

Es decir, M; debe modelar las reglas cuya cabeza esté en el estrato S;, y
ademas debe tener los elementos del modelo minimo M;_;. Construyendo
iterativamente llegamos a que en la ultima iteraciéon tenemos un modelo
minimo de P. Con esto tenemos asegurada la existencia de modelo minimo
para programas estratificables El modelo M}, se denota Mpy.

Ejemplo 5.2.1. Consideremos el programa logico P:

seta(oronja)
comestible(X) < seta(X), buena(X)
venenoso(X) <« seta(X),not buena(X)
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Una estratificacién valida para P es Sy = {seta, buena}, So = {comestible}
y S5 = {venenoso}. Es claro que M; = {seta(oronja)}. Nétese ahora que

Ps, = {comestible(X) < seta(X),buena(X)}

HB*(Ps,) = {seta(oronja), buena(oronja)}

Entonces, My = {seta(oronja)} es modelo de Ps,, y My N HB*(Ps,) =
M, N HB*(Ps,), ademas es el menor subconjunto con estas propiedades.
Finalmente tenemos

Ps, = {venenoso(X) <+ seta(X),not buena(X)}

HB*(Ps,) = {seta(oronja), buena(oronja), comestible(oronja)}
Entonces, Mz = {seta(oronja),venenoso(oronja))} es el menor modelo de
Ps, que cumple M3 N HB*(Ps,) = My N HB*(Ps,).

En definitiva, Mpy, = {seta(oronja), venenoso(oronja))}.

Otra estratificacién de P es S1 = {seta, buena, comestible}, Sy = {venenoso}.
En este caso tenemos

Ps, = {seta(oronja); comestible(X) < seta(X), buena(X)}

y obtenemos M; = {seta(oronja)}.
En la siguiente iteracion tenemos

Ps, = {venenoso(X) < seta(X), not buena(X)}

y My = {venenoso(oronja)} U M; es el menor modelo de Ps, que cumple
My N HB*(Ps,) = My N HB*(Ps,).

Notese que en ambas estratificaciones el resultado final es el mismo. Esto
no es casualidad; lo vemos de forma mas general en el siguiente teorema.

Teorema 5.2.1. Sea P un programa estratificable. Para cada estratificacion
Y y ¥’ se tiene Mpy, = Mpyy. Denotaremos entonces Mp el minimo modelo
de P mediante cualquier estratificacién X. Esto nos garantiza la unicidad del
modelo minimo de un programa estratificable, por eso lo llamamos el modelo
perfecto de P.

Ejemplo 5.2.2. Consideremos el programa légico P’, que considera que una
seta que no es venenosa es comestible, y una seta que no es comestible es
venenosa:

seta(oronja)
venenoso(X) « seta(X ), not comestible(X)
comestible(X) <+ seta(X),not venenoso(X)
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Este programa no es estratificable ya que, de serlo, comestible deberia estar
en un estrato anterior al estrato de venenoso y venenoso deberia estar en uno
anterior al de comestible, lo cual es imposible. De hecho, el programa P’ no
tiene un Unico modelo minimal. Siguiendo la definicién intuitiva de modelo
minimo, serfan validos tanto N = {seta(oronja),comestible(oronja)} como
M = {seta(oronja),venenoso(oronja)}.

5.3. Modelos estables

La semantica de los modelos estables para los programas logicos con nega-
ci6én por defecto fue introducida por M. Gelfond and V. Lifschitz en 1988 ( The
stable model semantics for logic programming. In: Proceedings of the Fifth In-
ternational Conference on Logic Programming (ICLP), pages 1070-1080) y
en la actualidad es una de las aproximaciones clasicas a la seméntica de
dichos programas. Veamos las definiciones basicas.

Definicién 5.3.1 (Reduccién de un programa). Dado un programa légico
sin variables P y una interpretacién de Herbrand M para P, se define la
reduccion o el reducto de P respecto de M, denotado PM, como el programa
l6gico obtenido de la siguiente forma:

= quitando todas las reglas de P que contengan not a en su cuerpo, para
cada atomo a € M.

= quitando todos los literales negados por defecto de las restantes reglas
de P.

La idea de esta definicién es que si un atomo a estd en la interpretacion
M, entonces una regla que contenga not a en su cuerpo es automaticamente
verdadera (puesto que su cuerpo sera falso). Para el resto de las reglas, todos
los literales negados por defecto son verdaderos, asi que no aportan nada y
pueden ser eliminados.

Es importante notar que P siempre va a resultar en un programa légico
positivo, luego tendrd un modelo minimo LM (P™) por los resultados del
capitulo anterior. Esto justifica la siguiente definicion:

Definicién 5.3.2 (Modelo estable). Dado un programa légico P, se dice
que una interpretacién de Herbrand M para P es un modelo estable de P si
M = LM (ground(P)M).

Noétese que si P es un programa logico positivo, entonces ground(P) =
ground(P)M para cualquier interpretacién M; luego esta definicién de mode-
lo estable expande la definiciéon de modelo minimo para los programas 1égicos
positivos.
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Ejemplo 5.3.1. Volviendo al ejemplo P:

seta(oronja)
venenoso(X) < seta(X ), not comestible(X)
comestible(X) + seta(X), not venenoso(X)

consideremos las siguientes interpretaciones:

» My = {seta(oronja),venenoso(oronja)}

» My = {seta(oronja),comestible(oronja)}

» M3 = {seta(oronja),comestible(oronja), venenoso(oronja)}
» My = {seta(oronja)}

Veamos que sélo las dos primeras son modelos estables de P:

» Empezemos con M, tenemos que ground(P)™ es:

seta(oronja)

venenoso(oronja) < seta(oronja)

cuyo modelo minimo es M = {seta(oronja),venenoso(oronja)}. Se
cumple M = My, luego M; es un modelo estable de P.

» Andlogamente, tenemos que ground(P)™2 es:

seta(oronja)

comestible(oronja) < seta(oronja)

cuyo modelo minimo es M = {seta(oronja),comestible(oronja)}. Se
cumple M = M, luego M, es otro modelo estable de P.

= Veamos que Ms no es un modelo estable: para crear ground(P)™: de-
bemos quitar la segunda y tercera regla de P, nos queda pues:

seta(oronja)

cuyo modelo minimo es M = {seta(oronja)}. Como M # Mj tenemos
que M3 no es un modelo estable de P.
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» M, tampoco es un modelo estable de P, pues ground(P)M+ es:

seta(oronja)
venenoso(oronja) < seta(oronja)

comestible(oronja) < seta(oronja)
cuyo modelo minimo es
M = {seta(oronja), venenoso(oronja), comestible(oronja)}
vy M # M.

Ejemplo 5.3.2 (Gelfond&Lifschitz). Este ejemplo fue el usado por M. Gel-
fond y V. Lifschitz para introducir por primera vez el concepto de modelo
estable en su articulo de 1988. Vamos a buscar los modelos estables para el
siguiente programa P:

p(1,2) (5.1)
q(X) < p(X,Y),not ¢(Y)

Al llevarlo a su forma bésica, obtenemos que ground(P) estd formado por:

p(1,2) (5.3)
q(1) < p(1,1),not ¢(1) (5.4)
q(1) < p(1,2),not q(2) (5.5)
q(2) < p(2,1),not ¢(1) (5.6)
q(2) < p(2,2),not ¢(2) (5.7)

Este programa no es estratificable (ni siquiera de forma “local”), puesto que
de serlo, el predicado ¢(1) deberia estar en un estrato anterior a ¢(2) y, por
otra parte, ¢(2) deberia estar en un estrato anterior al de ¢(1).

Existen 2% interpretaciones entre las cuales buscar un modelo estable;
sin embargo, para que una interpretacion M sea modelo del programa, esta
claro que debe contener p(1,2), pues aparece como hecho. Como buscamos
un modelo minimo, obviamos los otros p(X,Y’) puesto que no salen en la
cabeza de ninguna regla y, por lo tanto, no se pueden deducir. Asi que la
Unica regla de la que se puede deducir algo es la 5.5. Nuestro candidato a
modelo estable es entonces M = {¢q(1), p(1,2)}. Para comprobar si realmento
lo es, calculemos el reducto ground(P)M

p(1,2)
q(1) « p(1,2)
q(2) < p(2,2)
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cuyo modelo minimo es M. Luego M es un modelo estable.

Otro candidato seria M; = {q(2),p(1,2)}. Sin embargo, la reduccién
grond(P)M es:
p(1,2)
q(1) < p(1,1)
q(2) < p(2,1)

cuyo modelo es minimo es {p(1,2)} que no coincide con M;. Luego M; no es
modelo estable de Py, por tanto, M es el iinico modelo estable del programa.

Ejemplo 5.3.3. Como un tltimo ejemplo, consideremos el programa P:

p(a) < not p(a)

La base de Herbrand de P se reduce a {p(a)} y, por tanto, solo hay dos
candidatos a modelo estable: M; = 0 y My = {p(a)}. Ahora bien, es facil
comprobar que LM (P*) = My y LM(PM?) = M. Luego ninguno de los
dos es un modelo estable. Estamos pues ante un programa que tiene modelos
de Herbrand minimales pero no tiene ningtin modelo estable.

A la vista de los tres ejemplos anteriores, un programa légico P puede
tener un 1inico modelo estable, o bien tener varios modelos estables distintos,
o bien no tener ninguno.

5.3.1. Propiedades de los modelos estables

En esta seccion destacamos algunas propiedades basicas de la clase de
modelos que acabamos de introducir.

Teorema 5.3.1. Sea P un programa logico.

= Un modelo estable M de P es, en particular, un modelo de Herbrand
de P.

» (Minimalidad) Un modelo estable M de P no contiene a ningin modelo
propio M’ de P.

Este teorema nos dice que un modelo estable de P cumple con las condiciones
que se esperan de un modelo de Herbarnd minimo.
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Corolario 5.3.1 (No comparabilidad). Dados dos modelos estables My, M,
distintos de un programa P, se tiene My € My 'y My & M.

Hemos resaltado anteriormente que la definicion de modelo estable ex-
tiende a la definicién de modelo minimal de un programa logico positivo.
Lo mismo ocurre para programas normales estratificados para la nocion de
modelo perfecto.

Teorema 5.3.2. Si un programa P es estratificable, entonces P tiene un
unico modelo estable y éste coincide con su modelo perfecto.

Es posible extender de manera natural el operador de consecuencia inme-
diata Tp para programas logicos normales.

Definicién 5.3.3 (Operador consecuencia inmediata). Dado un programa
P, definimos el operador Tp : P(HB(P)) — P(HB(P)) como sigue:

Tp(I)= {a|3a < by,...,by,not c,...,n0t ¢, € grnd(P) :
bielNc;¢1,1<i<m,1<j<n}
Se puede pensar en este operador como la extensién a programas légicos
normales del operador Tp que usamos en programas logicos positivos para
calcular modelos minimos. Sin embargo, al anadir la negacién por defecto,

el operador Tp pierde, en general, las buenas propiedades que nos permitian
garantizar unicidad y existencia de modelo minimo.

Ejemplo 5.3.4. Consideremos el programa P:
pajaro(piolin)
vuela(X) < pajaro(X),not raro(X)

Consideremos las interpretaciones M; = {pajaro(piolin)} y, por otra parte,
Msy={pajaro(piolin), raro(piolin)}. Entonces, se tiene que:

Tp(My) = {pajaro(piolin), vuela(piolin)}
Tp(Ms) = {pajaro(piolin)}
Por tanto, M; C M, vy, sin embargo, Tp(M;) € Tp(Ms). Luego, Tp no es un

operador monétono y no podemos aplicar, en general, los teoremas de punto
fijo que mencionamos en el capitulo anterior.

Consideremos ahora la interpretacién Mz = {pajaro(piolin), vuela(piolin)}
para P. Tenemos que ground(P)™ es el programa:

pajaro(piolin)
vuela(piolin) < pajaro(piolin)
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cuyo modelo minimo es M3, asi que M3 es un modelo estable de P. Nétese
que si le aplicamos el operador T obtenemos Tp(M;z) = Ms. Este es un
hecho general.

Teorema 5.3.3. Sea P un programa logico y M una interpretacién para P.
Si M es un modelo estable de P, entonces Tp(M) = M.

El teorema anterior nos da una condicién necesaria para ser modelo es-
table. El siguiente ejemplo muestra que la condicién no es suficiente.

Ejemplo 5.3.5. Veamos un ejemplo en el cual un minimo punto fijo del
operador Tp no es un modelo estable. Sea P el programa siguiente:

a < not b
b+ c
c<+b

Consideremos las interpretaciones M; = {a}, My = {b,c}. Ambas son mo-
delos minimos de P, M; es modelo estable de P y, sin embargo, M, no es
modelo estable de P (ya que el modelo minimo de P2 es la interpretacién
vacia). Atdn asi, aplicando el operador nos queda Tp(My) = M,, y ningin
subconjunto propio de Mj es un punto fijo de Tp. Asi pues, Ms es un minimo
punto fijo de Tp pero no es modelo estable de P.

5.4. No monotonia de los programas légicos
normales

Puesto que un programa P puede tener uno o varios modelos estables,
introducimos dos versiones de consecuencia légica para la semantica de los
modelos estables.

Definicién 5.4.1. Dado un programa logico P y su lenguaje L

= Se dice que un atomo bésico a de L es consecuencia crédula de P si
existe algiin modelo estable M de P tal que a € M. Se denota P |=. a.

= Se dice que un atomo basico a de L es consecuencia escéptica de P si
para todo modelo estable M de P se cumple a € M. Se denota P =, a.

Esta definiciéon nos permite diferenciar las conclusiones que siempre van
a ser ciertas en un programa de aquellas que lo seran en escenarios concretos.
Notese que un atomo que esté en la cabeza de un hecho siempre va a ser una
consecuencia escéptica de P.

71



Ejemplo 5.4.1. En el ejemplo de las setas (ejemplo 5.3.1), se tiene que
P =, venenoso(oronja), P =, comestible(oronja) y P |=. seta(oronja), ya
que en todos los modelos tenemos seta(oronja), mientras que para el resto
de conocimientos depende del modelo estable que escojamos.

Tanto |=. como =, son relaciones no mondtonas. Veamoslo.

Ejemplo 5.4.2. Veamos un ejemplo de la no monotonia de estas relaciones:
Consideremos el ejemplo de las setas (ejemplo 5.3.1) con las dos primeras
reglas nada mas:

seta(oronja)

venenoso(oronja) < seta(oronja),not comestible(oronja)
En este caso, tenemos un tnico modelo estable dado por
M = {seta(oronja),venenoso(oronja)}

Luego se tiene tanto P =, venenoso(oronja) como P |=. venenoso(oronja).
Sin embargo, al ampliar la informacién y anadir la nueva regla

comestible(oronja)

el inico modelo estable del programa aumentado es ahora la interpretacion
{seta(oronja), comestible(oronja)}. Por tanto:

P U {comestible(oronja)} . venenoso(oronja)

P U {comestible(oronja)} . venenoso(oronja)
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Capitulo 6

Extensiones de los programas
l6gicos normales

En este capitulo introducimos tres formas de ampliar los programas 16gi-
cos vistos hasta ahora: las restricciones, la negacion fuerte y las disyunciones.
Veremos asimismo céomo adaptar las nociones anteriores a este marco mas

general.

6.1. Extensiones

= Lo primero que vamos a anadir son las restricciones. Una restriccion
es una regla de la forma falso < not falso,by,....,b, con falso una
féormula atémica libre en el programa (esto es, sélo aparece en las re-
glas que son restricciones de esta manera y en ninguna otra parte del
programa légico). Denotaremos estas reglas como

<— bl, ,bn

y diremos que no tienen cabeza. Intuitivamente lo que una restriccién
implica es que alguno de los b; es necesariamente falso. Efectivamente,
si todos fuesen verdaderos, entonces tendriamos falso < not falso,
regla que nunca puede satisfacerse en un modelo estable.

Lo segundo que anadiremos es la negacion fuerte. Se define el com-
plementario de una férmula atémica b como —b y se diferencia de la
negacion por defecto en que —b se interpreta como que sabemos que b
es falso, mientras que escribiendo not b no tenemos esa certeza, aunque
tampoco la tengamos de que b sea verdadero. Formalmente, la nega-
cion fuerte para cada féormula atémica b, se define como una férmula
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atémica con la misma aridad que b, se denota —b, y se introduce la
restriccion:
)

para evitar que se den al mismo tiempo by —b. Para abreviar la nota-
cién, y como por definicién, —b cumple esa restriccién y estas reglas se
omiten.

Veamos un par de ejemplos en los que la negacion fuerte es ttil:

Ejemplo 6.1.1. Supongamos que queremos expresar “si la seta no es ve-
nenosa, entonces nos la comemos”. Podemos utilizar una de las siguientes
reglas para formalizar la frase:

comer(X) < seta(X), —venenoso(X)
comer(X) < seta(X), not venenoso(X)

La primera féormula expresa que si tenemos la certeza de que X no es vene-
nosa, entonces nos la podemos comer. La segunda, en cambio, dice que nos
podemos comer la seta si no tenemos constancia de que sea venenosa. En
escenarios criticos como éste conviene hacer uso de la negacion fuerte.

Otro uso de la negacion fuerte es para formalizar la negacién por defecto
como la vimos en el capitulo 3. Por ejemplo, para expresar que los pajaros
normalmente vuelan podemos escribir:

vuela(X) « pajaro(X),not — vuela(X)

que expresa que si X es un pajaro, a menos que nos conste que X no vuela
(caso del avestruz), entonces podemos suponer que X vuela.

Analogamente, se puede usar la negacion fuerte para introducir la supo-
sicién de mundo cerrado con reglas del tipo —p < not p.

= Finalmente, vamos a introducir la disyunciéon V en la cabeza de una
regla. Por ejemplo, la regla hembra(X)Vmacho(X) < animal(X) nos
dice que todo animal es macho o hembra.

Una utilidad de la disyuncién es que puede permitir al programa hacer
suposiciones. Por ejemplo en el caso:

funciona(X) V — funciona(X) < ordenador(X)

Como buscamos modelos minimos, en general, solo consideraremos una de las
dos opciones y haremos suposiciones a partir de ella (eso si, dependiendo del
resto del programa, habrd veces en la que varias componentes de la cabeza
estén en el modelo minimo).
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Ejemplo 6.1.2. Con las disyunciones podemos reescribir el programas de la
seta venenosa como:
seta(oronja)
comestible(X) V venenoso(X) < seta(X)
Lo que nos permite reducir el tamano del programa, (expresa que cada seta

es venenosa o comestible, lo que nos ahorra expresar que si una seta no es
comestible entonces es venenosa y viceversa).

De los tres nuevos mecanismos de los que hemos hablado, sélo las disyun-
ciones son una ampliacién real de la capacidad expresiva lenguaje, puesto
que los otros dos mecanismos se pueden emular mediante un programa logi-
co normal. Desarrollemos esta idea en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 6.1.3. Vamos a encontrar el modelo minimo para un programa P,
que incluye negacion fuerte, con los mecanismos estudiados para un programa
légico normal. Sea el programa P con las reglas siguientes:
—venQjos(juan)
—stenteCorazon(X) < —venOjos(X)
sienteCorazon(X) < not — sienteCorazon(X)
el programa sirve para expresar que si los ojos de cierta persona no ven,
entonces su corazon no siente, que, en concreto, los ojos de Juan no ven, y
que, por defecto, suponemos que el corazén de una persona siente. Podemos
reescribirlo como un programa légico P’ con las siguientes reglas:
noVenOjos(juan)
noSienteCorazon(X) < noVenOjos(X)
sienteCorazon(X) < not noSienteCorazon(X)
falso < not falso,venOjos(X),noVenOjos(X)
(X)

falso < not falso, sienteCorazon(X), noSienteCorazon(X
Un modelo minimo, un modelo de P’ es
M = {noVenOjos(juan),noSienteCorazon(juan)}

y es un modelo estable puesto que ground(P")™ resulta en el siguiente pro-
grama:
noVenQOjos(juan)
noSienteCorazon(juan) < noVenOjos(juan)
falso < venOjos(juan),noVenOjos(juan)
(Juan)

falso < sienteCorazon(juan), noSienteCorazon(juan
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del cual M es también modelo minimo.

Damos ahora una definicion méas formal de una programa légico extendi-

do.

Definicién 6.1.1 (Programa Légico extendido). Un programa légico exten-
dido P es un conjunto finito de reglas de la forma

arV..Va < by,....b,,not cq,...,not ¢,

donde a;, bj, ¢ son literales (admitimos negacion fuerte) de un lenguaje de
primer orden Ly [ >1, m >0, n > 0.

6.2. Semantica de los programas légicos ex-
tendidos

La semantica de los programas l6gicos extendidos no es muy diferente de
la de los programas 16gicos normales, pues la mayoria de las definiciones no
son mas que expansiones naturales. La mayor diferencia con las anteriores
es que ahora admitimos en las interpretaciones la negacién fuerte de una
férmula atémica, es decir, ahora las interpretaciones se componen de literales
en vez de férmulas atémicas. No debe sorprender esta nueva definicién puesto
que, como hemos visto anteriormente, al introducir la negacion fuerte en un
programa estamos introduciendo una nueva féormula atémica para indicar
que no se tiene la férmula atomica original. La definicion de modelo también
varia de forma intuitiva y acorde a los nuevos mecanismos.

Definicién 6.2.1 (Base de Herbrand extendida). Dado un lenguaje L, se
llama base de Herbrand extendida de L al conjunto de todos los literales
béasicos de L.

Definicién 6.2.2 (Interpretacion de Herbrand extendida). Dado un len-
guaje L, se llama interpretacion de Herbrand extendida de L a cualquier
subconjunto de la base de Herbrand extendida de L. Solo consideraremos
interpretaciones consistentes, es decir, que no contengan a un atomo y a su
negacion.

Definicién 6.2.3 (Modelo). Dado un lenguaje L y una interpretacién de
Herbrand extendida I, se dice:

= que es modelo de una clausula béasica
C:a1V..Va < by,.. by, not cq,...,not ¢,

si {by,.,bm} €1 0si{ay,...,ax,c1y...cynty NI # 0. Se denota I = C.
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= que es modelo de una clausula C si I = C" VC' € grnd(C'). Se denota
IE=C.

= que es modelo de un programa P si I |= C para todas las clausulas C
del programa P. Se denota [ = P.

Ejemplo 6.2.1. Sea P el programa conformado por la siguiente regla:

p(a) V p(b) < q(b), —t(c),not £(b)

Su base de Herbrand extendida es

HB(P) = {p(a), p(b), p(c), q(a), q(b),
Q(C)7 t(a)7 t(b)a t(c)a —p(a), —p(b), e —t(C)}

y sean las siguientes interpretaciones:

Sy ={-pla),q(b), —t(c)}
SQ = Q)

Sz ={q(b), —t(c)}
Vamos a ver, para cada una, si es modelo de P. Para ser modelo de
P, una interpretacién debe cumplir que A = {q(b), —t(c)} € I o bien que

B = {p(a),p(b),t(b)} N1 # 0.

= 57 no satisface la regla, puesto que no se cumple que A ¢ S; ni se
cumple BN S; # 0.

= Sy satisface la regla puesto que se cumple A € Ss.

» S3 satisface la regla puesto que se cumple BN Sz = {p(a)} # 0.

= S, satisface la regla puesto que se cumple BN S, = {t(b)} # 0.

= S5 satisface la regla puesto que se cumple A  Ss.

= Sg satisface la regla pueto que se cumple BN Sg = {p(a)} # 0.

» S7 no satisface la regla puesto A = S;,y por otra parte B N .S; = ().

Definicién 6.2.4 (Reduccién de un programa). Dado un programa légico
extendido P sin variables y una interpretacién M, definimos P, la reduccién
de P respecto de M, como el programa obtenido de la siguiente forma:
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= quitando todas las reglas que contengan not a en su cuerpo, para cada
literal a € M.

= quitando todos los literales negados por defecto de las otras reglas.

Definicién 6.2.5 (Modelo estable). Dado un programa légico extendido P,
se dice que una interpretacién M es un modelo estable de P si M es un
modelo minimal de ground(P)M.

Nota 6.2.1. Esta definicion varia ligeramente de la de modelo estable para
programas l6gicos en la que M es modelo estable si M = LM (ground(P)M).
En este caso no podemos usarla ya que no tenemos garantia de unicidad de
modelos minimales en general por la presencia de la disyuncién. Por ejemplo,
el programa P con la regla:

bVa

tiene dos modelos minimales: M; = {a} y My = {b}.
Al variar ligeramente la definicién, algunos autores prefieren llamar a los
modelos estables en programas légicos extendidos Conjuntos de respuesta.

Las propiedades basicas de los modelos estables de los programas exten-

didos son similares a las anteriormente mencionadas.

Teorema 6.2.1. Dado un programa légico extendido P:

s Todo modelo estable M de P es un modelo de P.

= Un modelo estable M no contiene a ningtin modelo propio M’ de P.

Corolario 6.2.1. Dados dos modelos estables M, M, distintos de P, se tiene
MlgngMgng.

Proposicién 6.2.1. Dado un programa légico extendido P y S un conjunto
de respuesta de P, se cumple:

» S es un modelo minimal de P.

= S es un conjunto “sustentado” de P. Es decir, para cada literal [ € 9,
existe una regla r en ground(P) tal que S satisface el cuerpo de r y 1
es el unico literal en la cabeza de r que satisface S.

Nota 6.2.2. El reciproco no es cierto. Por ejemplo, tomando el programa P:
pla) <p(a)
p(a) <ot p(a)

la interpretacion {p(a)} es minimal y justificada. Sin embargo, no es un
conjunto de respuesta.
Finalizamos con un ejemplo.
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Ejemplo 6.2.2. Consideramos el programa P:

s(b)
r(a)
p(a) V p(b)
q(a) < p(a),r(a), not s(a)
q(b) < p(b),r(b),not s(b)

Tiene dos modelos estables:
Ml = {S(b)a T(a),p(a/), q(a)}

M2 - {S(b)v r(a),p(b)}

En efecto, ground(P)M! es el programa siguiente:

Que resulta ser el mismo programa que ground(P)™2. Este programa tiene
dos modelos minimos: M; y Ms, luego ambos son modelos estables.
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Capitulo 7

El paradigma de la
programacion con conjuntos de
respuesta: ASP

Se llama un conjunto de respuesta de un programa P a un modelo estable
del mismo. El objetivo de este capitulo es formalizar problemas de manera
que su conjunto de respuesta sea la respuesta a ese problema. A esta meto-
dologia se le llama la programacién con conjuntos de respuesta (ASP: answer
set programming). Veremos varios ejemplos y métodos para trabajar con di-
ferentes problemas. En particular, se pretende que se puedan resolver puzles
como son el sudoku o acertijos, asi como también consideraremos problemas
de sabor mas matematico.

7.1. Clingo

Clingo es una herramienta que recibe un programa légico extendido Py
devuelve el/los conjunto/s de respuesta de P (si los hay). No entraremos en
el funcionamiento de la aplicacién ya que se escapa del alcance del presen-
te trabajo, pero usaremos Clingo para resolver los ejemplos que veremos a
continuacion. Explicamos brevemente la notacion de Clingo:

La implicacién < se escribe como : —

La disyuncién or se escribe como ;

La negacion por defecto se escribe como not

La negacion fuerte — se escribe como —
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Toda regla acaba en un punto.

Las variables se escriben con el primer caracter en mayuscula; las cons-
tantes, empezando en mintuscula.

» Las operaciones aritméticas basicas estan incluidas en el lenguaje: + -
* /5 también las relaciones de orden: <, <, >, >.

La igualdad se escribe como =. Se usa | = para expresar #.

Por ejemplo, si queremos decir que una seta es venenosa o comestible y que
la oronja es una seta, escribimos en Clingo:

seta(oronja).
venenosa(X ); comestible(X) : — seta(X).

La siguiente regla expresa que los pajaros normalmente vuelan:
vuela(X) : — pajaro(X), not rarol(X).

Clingo dispone también de varios atajos en le lenguaje que permite es-
cribir los programas de manera mas cémoda. Por ejemplo, se permite usar
intervalos para describir un dominio numeérico. Para intervalos se usan dos
puntos (..) separando los extremos del intervalo. Cuando usamos intervalos,
Clingo entiende que nos referimos a los niimeros naturales que se encuentran
entre dos nimeros, por ejemplo:

num(1..9).

establece que los numeros del 1 al 9, ambos inclusive, satisfacen el predicado
1-ario num.

Finalmente, una gran utilidad de Clingo es la regla de eleccidn, que
permite atajar el cédigo de manera muy comoda. Se escribe

syafty : Ly; ..ty @ Ly }tse
donde:

= 51,89 son términos del lenguaje con el que se esté tratando, se pueden
omitir si no influyen. Por ejemplo, si la restriccion no tiene cota inferior,
se omite ss.

= {q,..,1, son relaciones, predicados o términos.

= [.,.., L, son relaciones o predicados que le indican a cada relacién entre
qué elementos puede elegir.
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= o es una funcion entre las siguientes COUNT, SUM, MIN, MAX; se
puede omitir en el caso de COUNT.

Se aplica la restricciéon de la siguiente manera: Se aplica la funciéon o al
conjunto de los t; que quedan después de evaluar las condiciones expresadas
por su respectivo L;, y se exige que se satisfagan s; < a{ty : Ly;...;t, : Ly}
v aft; : Ly; ..ty - Ly} < so.

Por ejemplo, si escribimos

num(0..10).
{notade(juan, X) : num(X)}1.

estamos diciendo que Juan tiene una, y solo una nota, entre los nimeros
naturales que van del 0 al 10.

Veamos otro ejemplo. Vamos a crear un programa que a cada alumno le
asigne de una a cinco notas comprendidas entre el 0 y el 10

num(0..10).
H{notade(A, X) : num(X)}5 : — alumno(A).

7.2. Técnicas varias

Destacaremos varias técnicas de programacion en ASP que veremos a
continuacion:

= la doble negacién como técnica para calcular de forma eficiente el maxi-
mo de un conjunto de elementos.

= La técnica de generaciéon y filtrado para resolver problemas combina-
torios.

s La técnica de forzar el éxito.

7.2.1. Doble negacién

Cuando hablamos de doble negacién, estamos refiriéndonos a una mezcla
de la negacién por defecto y la negacion fuerte de la forma "not —a”, no se
debe confundir con la doble negacién de la 16gica de primer orden (——a = a).

Esta técnica es 1til para calcular el maximo de un conjunto. La idea es,
en vez de hacer todos los calculos diciendo que x es el méaximo del conjunto
si es mayor que todos los demas elementos, decir que x no es el maximo si
encontramos algin elemento que sea mayor que z (—maz(X) < Y > X).
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Ejemplo 7.2.1. Si en una clase queremos saber quién tiene la nota mas alta
y tenemos la relacién nota(X,Y) que expresa que la nota del alumno X es
Y, la relaciéon maznota(X) nos indica que X es el alumno con mayor nota.
Podemos usar el programa P:

—mazxnota(X) : —nota(X, Y1), nota(Z,Y2),Y1 < Y2.
maxnota(X) : —nota(X,Y), not —maxnota(X).

Entrando como base de datos (hechos) todas las relaciones nota con los
alumnos y sus respectivas notas, el conjunto de respuesta del programa P
serd el conjunto de todos los alumnos y sus notas y mazxnota(X) con X el
alumno de mayor nota.

7.2.2. Regla de eleccion.

La idea de esta técnica es tener una o varias reglas de eleccion, de donde
se puedan escoger varias opciones, luego, usar un conjunto de reglas de wve-
rificacion que nos permitan deducir cudles de esas opciones son validas para
nuestro problema. Esta técnica también se conoce como programacion por
generacion y filtrado. Veamos un ejemplo tipico.

Ejemplo 7.2.2. Consideremos el problema de 3-colorear un grafo, usando
los colores rojo, verde y azul, denotamos r(X),v(X) y a(X) para asignarle
a cada nodo del grafo su respectivo color. La regla de eleccion es entonces:

r(X); v(X);a(X) : —nodo(X).
O, con notacién de regla de eleccion:
H{r(X);v(X);a(X)} : —nodo(X).

En las reglas de verificacion queremos anadir las restricciones del proble-
ma: si existe una arista que una dos nodos del grafo, entonces dichos nodos
no pueden tener el mismo color:

= r(X),r(Y),arista(X,Y).

c—u(X),v(Y),arista(X,Y).

c—a(X),a(Y),arista(X,Y).

Tenemos entonces que de todas las posibles combinaciones que nos deja
la regla 1 (todos rojos, todos azules, todos rojos menos el primero...) sélo

son validas aquellas que cumplen con las restricciones del problema de 3-
coloracion, en otro caso, el programa resulta insatisfacible.
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7.2.3. Técnica de forzar el éxito

La idea de esta técnica es primero crear reglas de eleccién para generar
un espacio de busqueda y después forzar el éxito de la busca con una regla
de la siguiente forma:

exito : — a1 (X1), a2(Xa), .., an(X,).
con exito un predicado de aridad 0. A continuacion anadimos la regla:
:—not exito.

Anadiendo esta regla, forzamos que ezito esté en el modelo estable (si
existe) y esto fuerza que se cumplan las propiedades a;(X3), .., a,(X,). En
caso de no existir una combinacion valida, el programa serd insatisfacible.

Ejemplo 7.2.3. Se plantea encontrar un camino euleriano dado un grafo
dirigido con nodos V' = {1,2,..,n} y aristas que los conectan, teniendo el
predicado nodo(X) para expresar que X es un nodo y arista(X,Y) para
expresar que hay una arista que va de X a Y. Fijamos la regla de eleccion
para elegir una arista por cada nodo para que conforme el camino:

Heamino(X,Y) : arista(X,Y)}1 : —nodo(X).

Ahora, anadimos otra regla para precisar que a cada nodo solo le llega
una arista en el camino

H{camino(X,Y) : arista(X,Y)}1 : —nodo(Y").

Finalmente, queremos que el camino pase por todos los nodos, podemos
ver los nodos que estan unidos por el camino mediante una funcién iterativa:

unidos(X,Y) : —camino(X,Y).
unidos(X,Y) : —unidos(X, Z), camino(Z,Y).

Finalmente, forzamos el éxito, que, en este caso, llamaremos euleriano:

euleriano : —unidos(1,1).
:—not euleriano.

7.3. Haciendo matematicas en Clingo

7.3.1. Encontrar grupos finitos no abelianos

Vamos a usar el paradigma de la programacion con conjuntos de respuesta
con un fin un poco mas tedrico: encontrar grupos finitos no abelianos. Como
bien sabemos, un grupo esta formado por un conjunto de elementos y una
operacién interna y binaria, lo expresamos con las siguientes reglas:
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num(0..n).
Hoperacion(X,Y, Z) : num(X)}1 : — num(Z), num(Y').

Con el predicado operacion(X,Y, Z) expresamos que Y x Z = X, de esta
manera estamos diciendo que tenemos n + 1 elementos que se representaran
mediante nimeros y que al efectuar Y * Z obtenemos un solo resultado, que
es parte del grupo. A la hora de ejecutar el grupo deberemos cambiar n por el
nimero que corresponda segun el orden del grupo que queramos encontrar.

Para que la respuesta que nos devuelva tenga estructura de grupo de-
be cumplir dos requisitos: existencia de elemento neutro (que sera el 0), y
existencia de elemento inverso para cada elemento, lo implementamos a con-
tinuacion:

operacion(Y,Y,0) : —num(Y).

operacion(Z,0,7) : —num(Z).

H{operacion(0,Y, Z) : num(Y)}1 : — num(Z).

Las dos primeras reglas hacen referencia al elemento neutro y la tres exige
la existencia y unicidad de elemento inverso para cada elemento del grupo.
Finalmente debemos exigir que la operacion cumpla la propiedad asociativa,
con la siguiente regla

operacion(X, AmasB, C) : — operacion(X, A, BmasC'), operacion(AmasB, A, B),
operacion(BmasC, B, ().

Como queremos que el grupo no sea abeliano, vamos a usar la técnica de
forzar el éxito con el predicado noabeliano:

noabeliano : — operacion(X1,Y, Z), operacion(X2, Z,Y), X1 = X2.
: — not noabeliano.

Ahora, este programa devuelve un grupo no abeliano de orden n + 1 si
existe algin grupo no abeliano con este orden, y es inconsistente si no existe
ninguno grupo de orden n + 1 que no sea abeliano.

Un ejemplo de respuesta para n =5 es:

num(0) num(1) num(2) num(3) num(4) num(5) suma(0,0,0) suma(1,0,1)
suma(1,1,0) suma(2,0,2) suma(2,2,0) suma(3,0,3) suma(3,3,0) suma(4,0,4)
suma(4,4,0) suma(5,0,5) suma(5,5,0) suma(0,2,5) suma(1,3,5) suma(2,5,5)
suma(3,4,5) suma(4,1,5) suma(5,1,4) suma(3,2,4) suma(2,3,4) suma(0,4,4)
suma(1,5,4) suma(2,1,3) suma(1,2,3) suma(0,3,3) suma(5,4,3) suma(4,5,3)
( ) suma(5,2,2) suma(4,3,2) suma(l,4,2) Suma(05 2) ( )
(4,2,1)

suma, a(l, suma 0,1,1
suma(5,3,1) suma(2,4,1) Suma(3,5,1) noabeliano

suma
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7.3.2. Numeros de Schur

Vamos a atacar en esta seccion un problema clédsico in: el calculo de los
numeros de Schur, presentado por Vladimir Lifschitz en 2000 ( Programming
with CLINGO). Empezaremos dando un par de definiciones introductorias

Definicién 7.3.1 (Conjunto insumable). Se dice que un conjunto X de
numeros naturales positivos es insumable si Vr,y € X, v +y & X.

Ejemplo 7.3.1.

» El conjunto {1,3,5} es insumable.

» El conjunto X = {1,3,4,5} no es insumable, pues 1 +4 =5 € X.

El objetivo es descomponer un conjunto de la forma A, = {1,...,n} en
el menor nimero de subconjuntos insumables posibles. Por ejemplo, si n =
4, podemos descomponer Ay en dos conjuntos insumables: X = {1,4} e
Y = {2,3}; sin embargo, A5 no se puede descomponer en dos conjuntos
insumables.

Proposicién 7.3.1. Si A,, no se puede descomponer en r conjuntos insuma-
bles, entonces A,, tampoco se puede descomponer en r conjuntos insumables
para todo m > n.

Demostracion: Si un conjunto es insumable, también lo es al quitarle el
mayor de sus elementos, luego, si podemos descomponer A,, en r conjuntos
insumables, también podemos descomponer A,,_; en r conjuntos insumables.

g

Definicién 7.3.2 (Numeros de Shur). Se define S(r) con r € N—{0} como el
mayor numero n tal que podemos descomponer A,, en r conjuntos insumables

Ejemplo 7.3.2. Para r = 2 ya vimos que se puede descomponer A4 en dos

conjuntos insumables, sin embargo, no se puede decir lo mismo de Ay, por lo
tanto S(2) = 4.

Para valores mayores de r, vamos a usar conjuntos de respuesta. Creamos
un programa, con parametros r y n que modificaremos seglin convenga, pa-
ra que descomponga A, en r conjuntos insumables. Usaremos la propiedad
en(B, R) que nos dice que el nimero B estd en el conjunto Ig:

{en(B,1..r)}1:— B =1..n.
c—en(B, X),en(C, X),en(B+ C, X).

Este programa nos devolvera la particion de A, en r conjuntos insuma-
bles cuando sea posible, y seréd insatisfacible cuando no se pueda. Vamos a
probarlo con diferentes parametros:
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= con n = 13, r = 3 obtenemos una particién.

= con n = 14, r = 3 obtenemos insatisfacible, sabemos por tanto que
S(3) = 13.

= con n = 44, r = 4 obtenemos una particién, el programa tarda 2.953
segundos.

= con n = 45, r = 4 obtenemos insatisfacible, sabemos por tanto que
S(4) = 44. (El programa tarda, vemos que cuando no encuentra res-
puesta, el programa tarda mucho méas que cuando solo tiene que en-
contrar una).

Nota 7.3.1. Recientemente, se ha demostrado que S(5) = 160. Este es,
hasta la fecha, el mayor nimero de Shur que se conoce con exactitud. (La
prueba de que S(5) = 160 fue anunciada en 2007 y ocupa hasta 2 petabytes
de espacio. Para aumentar la confianza en dicha prueba, la prueba ha sido
verificada en el demostrador automatico ACL2).

7.4. Resolucion de Puzles

Veamos un par de ejemplos de resolucion de puzles:

7.4.1. El Sudoku

Vamos a crear un programa para resolver el Sudoku: Describiremos el
tablero de sudoku dando a cada casilla (X, Y) un valor N que sera el nimero
que le corresponda a la casilla, usando la relacién pos(N, X,Y).

Describimos primero el tablero:

num(1..9).
coord(X,Y) : — num(X),num(Y).

Escribimos ahora una regla para indicar que en cada casilla debe haber
un numero.

H{pos(N, X,Y) : num(N)} : — coord(X,Y).

Mediante esta regla decimos que hay un nimero N en cada coordenada.
Debemos anadir ahora las otras tres reglas que nos permiten saber que
NO hay un nimero N en una coordenada (X,Y’), estas son: El nimero N se
encuentra en otra casilla en la fila de (X,Y'); El nimero N se encuentra en
otra casilla en la columna de (X,Y"), el niimero N se encuentra en otra casilla
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en la misma regién que (X,Y’). Las dos primeras reglas no son dificiles de
escribir puesto que basta con cambiar una de las coordenadas, sin embargo,
para decir que una casilla estd en la misma regiéon vamos a tener que usar
una regla auxiliar, que nos diga en que regién se encuentra cada coordenada:

mismoint(X1, X2) :— X1 <4,X2<4,X1>0,X2>0.
mismoint(X1,X2):— X1 >3, X1 <7, X2>3X2<T.
mismoint(X1,X2):— X1 >6,X2>6,X1<10,X2 < 10.
mismaregion(X1,Y1, X2 Y2) : — mismoint(X1, X2), mismoint(Y1,Y?2).

Ahora tenemos una relacion mismaregion(X1,Y1, X2 Y2) que se sa-
tisface solo si (X1,Y1) estan en la misma regién que (X2,Y2). Vamos a
proceder a escribir las reglas que describan las restricciones antes menciona-
das:

—pos(N, X,Y) :— pos(N, X,Y1),coord(X,Y1), Y1l =Y.

—pos(N, X,Y) :— pos(N, X1,Y), coord(X1,Y), X1 = X.

—pos(N, X,Y) : — pos(N, X1,Y1), mismaregion(X,Y, X1,Y1),
X1l=XYll=Y

El programa devuelve ahora pos(N,X,Y) con un tunico N para cada
coordenada (X,Y) dando una solucién valida al sudoku. Para rellenar un
sudoku dado se deben incluir hechos con el nimero que le corresponde a
cada coordenada.

7.4.2. SEND+MORE=MONEY

Vamos a resolver un problema cldsico de criptoaritmética: “ SEND +
MORE = MONEY ”. La idea es, dada la suma simbélica anterior y tratando
cada letra como un nimero comprendido entre 0 y 9, asignarle a cada letra
un numero de manera que la igualdad sea cierta (Suponiendo que si dos letras
son la misma se le asigna el mismo valor y si dos letras son distintas se le
asigna un valor distinto).

Empezamos introduciendo los datos:

letra(s). letra(e). letra(n). letra(d). letra(m). letra(o). letra(r). letra(y).

Le decimos al programa que a cada letra se le asigna un solo valor, y un
solo valor para cada letra:

num(0..9).
H{walor(N, L) : num(N)} : — letra(L).

y ahora vamos a crear una regla de manera que el programa nos devuelva
un modelo minimo que contenga los valores correctos asociados a cada letra:
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ha funcionado : —valor(S, s),valor(E,e),valor(N,n),valod(D,d),
valor(M, m),valor(O, 0),valor(R,r),valor(Y,y),
Sl=0,M!=0,
SI=E,S!'=N,8'=D,S!=M,S'=0,5!'=R,S! =
E'=NFE'=D E'=M,E'=0,E'=R,E!'=Y,
N!'=D N!'=M,N!'=0O,N! = R N!'=Y
D' M,D!'=0,D!'=R,D! =

=0,M! = R M!'=Y,
O! R,O! =
RI=Y,
A=1000%S+100« £+ 10« N + D,
B =1000% M + 100 %O + 10 R, E,
C = 10000 * M + 1000 * O +100* N +10* £+ Y,
A+B=C.

Finalmente, nos aseguramos de que se cumpla la propiedad ha funcionado

:—not hafuncionado.

7.4.3. Buscaminas

Vamos a atacar otro puzle clasico como es el buscaminas. Para resolverlo
en ASP, nos basta con explicar como funciona el juego y darle un tablero de
entrada, consideraremos un tablero de la siguiente forma

2 .3

.. 24
1 . 3 4
3 . 3

Donde los puntos representan los espacios en los que no se sabe lo que hay
aun y los nimeros el nimero que hay en esa casilla. El objetivo es saber qué
hay en cada punto, si una bomba o un nimero. Para empezar definiremos

el tablero de forma genérica, queremos decirle que hay f filas, ¢ columnas y
nueve posibles nimeros en una casilla (del 0 al 8).

nums(0..8).

fila(1..f).

col(1..c).

Cuando usemos un tablero concreto, cambiaremos ¢ y f por los nimeros
que convengan, por ejemplo, con el tablero de antes tendriamos f = 6, c = 6.
Usaremos las siguientes propiedades:
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» numero(f,c,n) indica que en la casilla (f, ¢) se encuentra el niimero n.

= bomba(f,c) indica que en la casilla (f, ¢) se encuentra una bomba.

En el buscaminas, que un nimero n esté en una casilla indica que alrede-
dor de esa casilla se encuentran n bombas, tenemos, por lo tanto, que definir
el concepto de adyacencia en el tablero:
adj(R,C, R1,C1) : — fila(F), fila(F1), col(C), col(C1), |R-R1| + |F-F1|==1.
adj(R,C, R1,C1) : — fila(F), fila(F1),col(C), col(C1), |R-R1| ==1, |F-F1|==1.
Indicamos que en cada casilla se encuentra bien una bomba, bien un
nimero:

Hnumero(F,C, Z) : nums(Z); mina(F,C)}1 :— fila(F), col(C).

Finalmente, alrededor de un niimero N, se encuentran N bombas:

N{mina(F2,C2) : adj(F2,C2,F1,C1)}N :— numero(F1,C1,N).

Con esto, el programa ya es capaz de resolver un buscaminas. Vamos a
ponerle de ejemplo el tablero anterior, para ello, ademéas de cambiar f y ¢

por 6, introducimos los datos:
numero(1,3,2).

numero(1,5,3).
numero(2,1,2).
numero(3, 3, 2).
numero(3,4,4).
numero(3,6,3).
numero(4,1,1).
numero(4, 3, 3).
numero(4,4,4).
numero(5, 6, 3).
numero(6,2, 3).

numero(6,4,3).

En tan solo 0.3 segundos, el programa nos devuelve una respuesta, de la
que sacamos la siguiente informacién:

numero(3,1,1) numero(5,1,2) numero(1,2,2) numero(3,2,1) numero(4,2,2)
numero(2,3,2) numero(6,3,3) numero(1,4,2) numero(5,5,4) numero(2,6,3) nu-
mero(4,6,2) mina(1,1) mina(6,1) mina(2,2) mina(5,2) mina(5,3) mina(2,4)
mina(5,4) mina(2,5) mina(3,5) mina(4,5) mina(6,5) mina(1,6) mina(6,6)
Nota 7.4.1. Este programa solo es realmente efectivo cuando el tablero ad-
mite una nica solucién, puesto que trata de encontrar la soluciéon partiendo

de la informacién que tiene, sin embargo, al jugar al buscaminas, se amplia
la informacion y finalmente, solo una de las soluciones es valida.
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7.4.4. Las n damas

Finalmente, el acertijo de las n damas consiste en colocar n damas en un
tablero de ajedrez de tamano n X n de manera que no se amenacen entre
ellas. Inicialmente nacié en 1848 como el problema de las 8 damas y es un
ejemplo clasico para explicar algoritmos de backtracking. Con n = 8, existen
92 soluciones, que se quedan en 12 al eliminar soluciones simétricas entre
ellas. El nimero de soluciones que tiene el problema tiene a crecer cuando
n crece, teniendo mas de dos millones de soluciones para n = 15. Vamos a
buscar alguna solucién con programacion de conjuntos de respuesta.

Lo primero es establecer el rango n con el que se trabajard y que se ha
de sustituir por el nimero con el que vayamos a tratar:

num(1..n).

A continuacién, si dos damas estédn en una misma fila/columna, entonces
se amenazan, debemos impedir que esto pase. Al estar en un tablero n x n y
colocar n damas, es obvio que habra una en cada fila y una en cada columna,
expresamos estas dos exigencias juntas:

1{damaen(X,Y) : numero(Y)}1 : —numero(X).
1{damaen(X,Y) : numero(X)}1 : —numero(Y).

Finalmente, dos damas no pueden estar en la misma diagonal:

: —damaen(X1,Y1),damaen(X2,Y2), X1 < X2,Y1+ X1 ==Y2+ X2.
: —damaen(X1,Y1),damaen(X2,Y2), X1 < X2, Y1 -X1==Y2—- X2

Haciendo pruebas con n = 8 obtenemos:

number(1) number(2) number(3) number(4) number(5) number(6) number(7)
number(8) damaen(2,3) damaen(1,5) damaen(3,1) damaen(4,7) damaen(5,2)
damaen(6,8) damaen(7,6) damaen(8,4)

en 0.065 segundos; usando n = 50 obtenemos una respuesta en 10.693 segun-
dos.

Con el programa como lo tenemos, la restriccién de la diagonal implica
que por cada casilla, se crean del orden de n? reglas (una por cada una de
las otras casillas), una de las formas de mejorar la eficiencia es sustituir estas
reglas por las siguientes:

: —#Hcount{(X,Y) : queen(X,Y),diagl(X,Y,D)} >=2,D =1..2xn—1.
: —#Heount{(X,Y) : queen(X,Y),diag2(X,Y,D)} >=2,D =1..2xn—1.
diagl(X,Y, X +Y — 1) : —numero(X), numero(Y).
diag2(X,Y, X =Y 4+ n) : —numero(X), numero(Y').
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De esta manera, el programa solo usa 2n reglas para cada diagonal, re-
duciendo la complejidad del problema. Obtenemos con estos cambios una
respuesta para el caso n = 50 en tan solo 1.067 segundos.
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Capitulo 8

Conclusion

En este trabajo hemos estudiado una ampliaciéon de la logica tradicional
que nos permite crear nuevas reglas y mecanismos de deduccion légica que se
adapten de manera mas adecuada a los razonamientos humanos que, en mu-
chas circunstancias, son razonamientos no mondtonos basados en el sentido
comun. Una de las mayores ventajas es poder crear reglas que se cumplen “en
general” pero que admiten excepciones sin generar por ello una contradiccion
logica y que, ademas, se pueden rectificar al ampliar la informacion que se
tenga. Uno de los mecanismos que se destacan de este trabajo es el hecho de
aceptar algo de forma escéptica o crédula, ya que son dos mecanismos no
mondétonos que nos permiten recopilar informacion rectificable, uno de ellos
mostrando la informacién de la que se esta seguro y el otro ensenando toda
la posible informacion que se puede deducir con la informacién que se tiene
en el momento.

Como hemos podido ver en el capitulo final, usando el paradigma de la
programacion con conjuntos de respuesta podemos resolver problemas apa-
rentemente complejos en muy poco tiempo y, sobre todo, con un cddigo
altamente declarativo y sorprendentemente simple. Este paradigma usa me-
canismos algo complejos para optimizar la complejidad con la que se atacan
los problemas y que no se han visto en este trabajo. Sin embargo, resulta un
lenguaje cémodo para implementar el primer prototipado de un problema.
Ademas, usa como base la logica no mondtona y para utilizarlo no hace fal-
ta conocimientos més alld de lo que se estudian en este trabajo. Una linea
interesante de trabajo futuro seria profundizar en el estudio del paradigma
de la programacion con conjuntos de respuesta.

Finalmente, aclarar, por si no quedaba claro, que la seta oronja es perfec-
tamente comestible. Sin embargo, no tengo ni idea de si Piolin vuela ni parece
haber documentacion al respecto en internet, queda también pendiente para
el trabajo futuro.
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