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INTRADUCCION -

La teorfa que presentamos arranca de una idea que, embrio
nariamente, aparecid en la tesina que expusimos en esta Uni
versidad para optar al grado de Licenciado. Se trataba de
estudiar los hipergrafos por medio de las hipermatrices aso
ciadas, siguiendo un proceso paralelo al que se realiza en
teorTa de grafos y que permite, en &sta, no solo.un estudio
tedrico de algunos de sué aspectos, sino, lo que“es mas im-
portante, un tratamiento por medio de ordenadores de muchos
de los problemas practicos que se presentans Inéluimos en

nuestra Bibliograffa algunas obras que tratan este tema (*).

(%) Vease, por ejemplo: Faure R. (9), Picard C. (26).



HabTa, pue%, en primer lugar, due desarrollar o, si se
nos permite la expresidn, desenterrar la teorfa de hiperma-
trices o n-matrices, iniciada por Cayley en 1843 y que se
habTa abandonado hacia 1925 por no encontrarse aplicaciones
practicas y por la apéricién y desarrollo de nuevos instru=
mentos mateméticos,kmerced a los trabajos de Riccf y Levi
Civita en 1900 sobre tensores, que yenfan a llenar uno de
los huecos que, primitivamente, pretendfan cubrir las n-ma-
trices. Tal trabajo se realizd en nuesfra tesina, basandonos
en una obra de Muir (%) y completandola en algunos aspectds,
y de &1 incluimos un resumen con.los resultados obtenidos pa
ra facilitar al lector la blsqueda de-algunos de los concep-
tos allf definidos y que se utilizah en este trabajo;

El método que utilizabamos para definir un hipergfafo por
medio de una de tales n-matrices no era otro que hacer corres
ponder a cada arista de aquel un cierto nimero de elementos
no nglos en la n-matriz booleana asociada, de tal modo que
si la arista en cuestién era, en particular, de dimensién k
se le hacTa corresponder k! elementos no nulos situados en
tugares convenientes.

Hasta aqul la idea que comentabamos.

E1 problema adopta otra versidén cuando se plantea la pre
gunta de qué sentido tendrd el asignar, en vez de k! elemen
tos no nulos, a cada arista un Gnico elemento no nulo. Evi-
dentemente ello lleva consigo una eleccién y, ligada a ella,

~ g v o
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(%) Vease Muir T. (22) cap. XXIV
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una ordenaciéh pueﬁto que, en d1timo extremo, lo que se eli
ge es una ordenacidn determinada de las k! ordenaciones po-
sibles correspondientes a los k vértices que constituyen la
arista. Se ha llegado, pues, a una orientacién de las aris-
tas y, de esta férma, al concepto de hipergrafo orientado.

En el»ané]isis 'a posteriori'' de este nuevo concepto, hi
pergrafo orientado, en relacion con el ya existente de hiper
grafo, se pone-.en evidencia el hecho, a todas luces ildgico,
de que al generalizar la teoria de gféfos, para llegar a los
hipergrafos, se haya despreciado u olvidado una propiedad
tan con;ustancial a aquella como es la orientacidn. Cuanto
mds si hacemos notar que nuestra teorfa no responde tan solo
a un afan teorizante sino que, de hecHo, pueden encohtrarse
situaciones reales que sean unicamente susceptibles de tradu
cirse en los términos de la teorfa que exponemos.

Pensemos, insistiendo en esta idea, en un grupo de n per
sonas y supongamos que una de ellas quiere transmjtir a otra
una informacién valiendose de las restantes personas como in
termediarios, pero sin que éstas se enteren de dicha informa
cién,(tal ocurrirfa si la informacién se realizara utilizan-
do un sobre cerrado y el orden viniera condicionado, por ejem
plo, por la colocacién de unas mesas). Es este un modelo feal
que no puede formularse:en términos de grafos, puesto que no -
se trata de una relacidn binaria, ni en términos de hipergra-
fos, ya que, si bien intervignen un grupo de elemgntos, éstos

vienen ordenados. Otros ejemplos, sin duda, podrfan formularse,

N
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sobre todo en Teorfa de la Informéacién, Fisica, Electréni-
ca y EconomTa.

Queremos advertir que hemos cambiado el nombre de la teo
rTa conocida de hipergrafos por el de teorfa de esquemas y
hemos reservado aquel nombre para la nuestra. En tal deci-
sién han influido las razones que se exponen en el capitulo
primero.

El orden que hemos adoptado en nuestra exposicibn es el
siguiente: |

En e],cap?tulo | se tratan, junto a la definicidn axio-
mética de hipergrafos, aquellas generalidades y definiciones
necesarias para un desarrollo posterior, constituyendose un
glosario base para la teoria de hipergrafos. Al mismo tiempo
se abordan, especificamente, temas tales como: representacio
nes de un hipergrafo, planaria y lineal, ( esta dltima de no
table sencillez), funciones de orden y n-matrices asociadas.

Si, en el capitulo 1, se tratan las definiciones y pro-
piedades basicas que van a permitir el desarrollo de la teo
ria, en el segundo se aborda el estudio especifico de los
ciclos.

Se divide el capitulo en tres apartados. En el primero se
dan los concéptos mas importantes: cadenas, ciclos, circui~
tos, etc., apareciendo implicitos en ellos, de fofma velada,
la idea de transitividad, idea que se ésfudia, de manera pre
cisa, en el segundo apartado; menéién especial merce, dentro

de éste, el teorema relativo al andlisis de la transitividad

A Lo . - :
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de un hipergré?o por medio de la n-matriz asociada, teorema
que proporciona un-claro ejemplo de que la idea que postula
bamos al principio no es vana y que cabe un tratamiento:.de
los hipergrafos mediante el ordenador. En este sentido, y ba
sdndonos en el teorema citado, incluimos, en el Apendice IV,
un programa elaborado a tal fin, en lenguage FORTRAN V, pa-
ra el ordenador UNIVAC 11 30.

En el Gltimo apartado, se estudian las diferentes formas
de conexidn y se establecen condicioneé necesarias y sufi-
cientes, en algunos casos, para que un hipergrafo con un de
terminado tipo de conexién carezca de ciclos o tenga un ni-
mero concreto de ellos. La importancia de estos teoremas re
sulta clara ya que sientan las bases necesarias para el es-
tudio de determinados carentes de ciélos: hiperarboles, hi-
perbosques, etc.

El capitulo til es, en cierta‘manera, continuacién del an
terior. En el se introduce el concepto de cociclo y se da un
tratamiento vectorial al espacio de ciclos y cociclos. Teore
mas esenciales para ello son los relativos a la descomposi-
cibn de ciclos y cociclos como suma,respectivamente, de ci=
clos‘y cociclos elementales, que permiten demostrar que bor
un arco dado pasa o un ciclo elemental ¢ un cociclo elemen-
tal, teorema, este Gltimo, que nos lleva a probar la ortogo
nalidad de ambos espacios y encoﬁtrar el nimero de ciclos Y
V cociclos de sus respectivas bgses;

"En el Gltimo capitulo, IV, se tratan unos hipergrafos es
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peciales, loé‘hipergrafos conforhes, dandose dos condiciones
necesarias y suficientes para que un hipergrafo dado séa con
forme.

Resumiendo:

Dos son las bases de nuestra tesis:

- De una parte la creacidn de una teoria que ehg]oba a las
teorfas de grafos y de esquemas.

- De otra, la aplicacién de las n-matrices como Gtil mate
matico que permite un estudio de)los hipergrafos con or
denador.

Dentro de la primera se han sentado las ideas principales

y se ha profundizado en un tema especffico; los ciclos, &s-
tudiéhddse, al mismo tiempo, una clase de hipergrafos espe-
ciales: los hipergrafos conformes.

Dentro de la segunda nos hemos limitado a demostrar su
viabilidad mediante el teorema de la transitividad como bo-
tén de muestra.

Hemos pretendido, pues, hacer de nuestra tesis una tesis
abierta ya que, en ambos caminos, son amplias las posibili-

dades que se ofrecen a la investigacion.
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CAPITULD T :

GENERALIDADES

DEFINICION, -

Llamamos HIPERGRAFO ORIENTADD(*) a una dupla, H = (X,E) ,
constituida por:
12.- Un conjunto finito de elementos,

= { ces
X x1,x2, ,xn}

Ilamados VERTICES.
22,- Una familia finita de conjuntos,

E = {EI’EZ""’Eh} | hsn

(*) Usaremos, simplemente, la palabra HIPERGRAFO, haciendo ex
clusién del calificativo de orientado, aln cuando con a--
quel término se designa, en la actualidad, a otro tipo de
estructura que nosotros llamaremos ESQUEMA.
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estando®cada conjunto no vacio formado por elemenfos,

E = {e‘,e2

m
e e,€ 0 ¢<sgh
S s s, H } ~ s

=
11amados ARCOS, que verifican:

a) Pertenecen al conjunto
X% = X x.2.x X = Llxpseeax )/ X8 X, ¥i,Tcigs)

b) X # xj, ¥oi,j.

verificandose, ademis, que todo pertenece, al menos, a algin

arco.

Los vértices del arco e constituyen las COORDENADAS del
mismo. Notaremos por {es} al conjunto de dichas coordenadas,
que llamaremos tambien, a veces, CONJUNTO BASE de e,

Las coordenadas inicial y final de un arco se llaman EX--
TREMIDADES.

Se denominard CONJUNTO DE VERTICES TERMINALES del hiper--

grafo H = (X,E) al subconjunto, X de X formado por aque--

T’
1los elementss que verifican ser extremos de algln arco de H.

Llamaremos DIMENSION de un arco a la dimensién de la s=du

pla que lo define.

J

Cada elemento o arco s de dimensidn s, puede estar repe

tido P i veces en el conjunto Es.

3

Sea

ps = m?x {Ps’j} ’ ‘

entonces el hipergrafo se 1lama un .p_- HIPERGRAFO para la di

‘mensidén s.



p = max {ps}
s

el hipergrafo se llamarad un p-HIPERGRAFO.

RANGO ., -
Llamamos RANGO de un hipergrafo al mdximo de las dimensio

nes de sas arcos, y lo notaremos por [EJ.

ORDEN. -
Llamamos ORDEN de un hipergrafo al nimero de vértices s0-

bre los que estd definido. Se notard en la forma [X].

BUCLES. -
Se llaman as? a los arcos pgrtenecientes al conjunto de d

dimensibn 1, ET'

REPRESENTACION PLANARIA DE UN HIPERGRAFO.~-

Si la diemensidn del arco es la unidad se representard tal
arco mediante una linea, orientada en cualquier séntido, que
parta del punto que representa el vértice considerado y ter-
mine en &1,

Si la dimensidn es igual a 2, se representaré mediante u-
na linea orientada que se inicieen la primera éoordenada y
termine en la segunda.

Si la dimension del arco es mayor que 2, adoptaremos los
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siguientes criterior ap]icabhés, indistintamente, para cada
caso y alin para un mismo hipergrafo.

Envolveremos, en todos los casos, mediante una linea conz
tinua cerrada y orientada, las coordenadas del arco conside~-
rado, pudiendo, a continuacién, adoptar algunos de los si-=--
guientes criterios:
1= A.- Unir, sucesiva y ordenadamente, las coordenadas del

arco mediante una linea, de un determinado color o
punteado, orientada en el seﬁtido inducido por el
vorden de las coordenadas.
2% Az~ Escribir sobre la linea cerrada wrientada, pero no
a la altura del sTmbofo (flecha) que indica el sen
tido, el nombre del arco que‘consideramos, y, al =
margen de la representacidon, indicar como esta éoqi
tituido.
3= A.- Disponer,circular y ordenadamente, las coordenadas,
escribiendo el nombre del arco y el simbolo que in
dica-el sentido de su orientacién (flecha) sobre -
la linea que lo envuelve y a la altura de la prime
ra coordenada.

Cuando se consideran varios arcos definidos sobre los mis
mos vértices podremos:

12 B.- Representar cada arco segiin 12 A mediante un color

o punteado distinto para cada uno de ellos.

22 B.- Representarauno o varios arcos cualesquiera segin

N -

12 A, (incluso cabrfa no representar ninguno en es



ta forma), y:

a) Escribir al margen los restantes, segiin 22 A.

b) DesdobL;ar, dentro de la linea cerrada, uné o va
rias veces, cada coordenada, (notandolas con pﬁi
mas), y representar sobre éstas, segln 1% A, los
arcos que resten.

3% B.- Si los arcos dados pueden adoptar una representacion

-

circular, (directa o inversa), analoga a la 32 A, va
lida para todos ellos simultaneamente, bastard escri
.bir, sobre la misma linea cerrada que envuelve sus
~coordenadas, conveﬁienﬁgmente, tantas veces el sig-
no indicador del sentido de orientacién de cada ar
co, acompafiado del nombre cor}espondiente, como ar
cos dados; y todo ello a la altura de la primera -
coordenada de cada proo.
Tal representacién puede combinarse con 12 B y
2% B si ello es conveniente.
k2 B.- Si figuran en el hipergrafo una, y solo una, vez
todos los arcos de dimensién s que se pueden defi-
nir sobre sus”coordenadas, se suprimiran todos los
simbolos de orientacién y sobre la linea cerrada
envolvente se escribirdn los nombres de los s! ar;
cos dados o bien el nombre del conjunto que los re
presente.
EJEMPLOS. -

12.- Sea el hipergrafo H = (X,E), con



X = {x],xz,x3}

Yy E={1, E}
donde
(o) 2 &3y
1 i’ 1
E2 =
. v 2
Ey =les,eq)
siendo:

T _ 2 _ 3 1T _ 2
e; = e = (x3) €] = (XZ) ) ©5 = (x1,x2,x3), e; = (XZ’XI’XB)

Su representacidn planaria ser§:

e moe e - k-»‘ e::
grenene ...-A«B”“"els*

-

x; xg

corresponde el hipergrafp H = (X,E), donde
X ={x1,xz,x3,xq,x5,x6,x7,x8} y E {E], 9 3 h}
siendo: '

E, = g, E, ={e;} , donde_ e; = (XS’XQ)’



= E7 = fe) 2 3 4 5 6
E3 = E8 {e3,e3,e3,e3,e3,e3} , donde
e1 = (Xgp,X; 9 X ) ez (Xpi%,., %, ) e3 = (X.yXg,X 2~
3 874750 2 73 g5t 0 73 578"k}
e§«= (XS’VXL}’XS) ’ eg (XQ’XS’X8) s eg = (x)_},x89x5)
.1 2 3 L4 5
Eh = {e“,ek,eb,e“,eh} , donde
e1 = (X4, X 3Xo 3 Xe) ez = (X, 3 Xn 3 Xy Xo)
4 20712730 4 12722732787
. !
eg = (Xé’xh’XS’x7) , e; =“(xh,x7,x6,x5),
e} - (xg1xg %755, -

MATRICES ASOCIADAS A UN HIPERGRAFO.~

Considerafemos tres tipos:

1.- Matriz de incidencia.

2.- n-Matriz asociada.

3.- Diccionario de un hipergrafo.

Las dos primeras'se definiran a continuacién. La dltima se

expondra posteriormente.

MATRIZ DE INCIDENCIA.,-

Dado el hipergrafo H=(X,E), llamaremos asf a adﬁella matrisz
[laijllcon m vectores filas, reprgsentando los arcoskde E, nu
merados desde 2 hasta mtl, y n vectores columnas representaﬁ
do los vértices de X, numerados desde 2 hasta n+1, y de coefi
cientes |

a,, = (bi,ci.),

. t] J
donde:
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° bi = Comstante para todos los arcos defini--
dos sobre el mismo conjunto base.Toman~
do el valor 1 para el primer arco y el

valor bi+1 para el arco e. si, vy solo

i+1
si, tal arco estd definido sobre el mis

mo conjunto base.De aqui: 1< bi< m.

j+1 i+1

{k si %, es la coord. k=sima de e.

Ci'
J 0 si x,

no pertenece a e, ,.
j+1 p’ i+1

Si en la matriz de incidencia de un hipergrafo aparece bi

repetido en t! filas distintas, siendo t= méx{ciJL podremos,
opcionalmente, agrupar las t! filas en una sola,que notare--
- 1 t! A -
mos por E§ ={ L }, v sustituir las duplas (bi’cij)
por el nimero 1.
Con este criterio, la matriz de incidencia de un hipergra
fo (en el sentido cldsico) serd un caso particular de ésta.
Ejemplo:
Al hipergrafo H = (X,E),con X ={x2,x3,x4,x5,x6} y
E = {62’83’64’65’66} donde e,= (xz,x3,x5), ey= (xs,x3,x2) ,
e,= (x3,x6) ) €= (x6,x3), €g= (X6’Xh) , coregesponde la mat-

triz de incidencia:

*2 *3 *y *5 %6
e, (1,1). (1,2) (1,3)
e; |2 | (1,3) |
e, (2,1) (2,2)
;5 (2,2) (2,1)
e (3,2)f (3,1)
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gue en forma reducida puede ponerse:

‘xz x3 XL! XS X6
e, ) | (1) (1,0
EA 1 1
66 (3,2) (3»1)

con Eh = {64’85&
Reciprocamente, dada una matriz de incidencia es facil re

presentar el hipergrafo correspondiente.

n-MATR1Z ASOCIADA. A BN HIPERGRAFDB.~-

A todo hipergrafo orientado H=(X,E), com

2,x3,...,xn+]},

de orden n y rango r, le hacemos corresponder una r-matriz
hémogenea (*) bodleana A, de dimensién r y de orden n+t, de
la siguiente forma: |

Sea e; = (xi yee X ) un arco del hipergrafo H; formemos
1 h .
a partir de los h subindices de e; , Y de r-h elementos uni-

dad, la r-epla

a ( r-h

TEPYRRFS FURTS PR ).

Tomaremos, por definicidn, igual a 1 el elemento de A:

aiI,..,ih_l,l,...,l,ih

Reciprocamdnte, el elemento

a. . . 4 s
11,..,ls_l,l,f.§.,l,l

l£’ Vease Apéndice.
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serd igual a 1"si existe an arco e; tal que e;=(xi],..,xi )
que pertenezca a Es’ y serd igual a cero en ot}o caso. )

De todo ello se deduce que el ndmero de arcos del hipergra
fo H es igual al nlmero de elementos no nulos de la r-matriz
booleana asociada.

Logicamente en todo lo qué precede nos hemos referido al
caso en que H es un t-hipergrafo.

No obstante podemos extender tal correspondencia a un p-hi
pergrafo cualquiera asociandole una n;métriz P andloga a la
anterioemente definida, pero sin ser booleana, y de elementos
tales que:

k s'x'-(xi yeoaX, ) estd repetido k

a. . r-h , = 1 hzyeces en E .
l1""'h-1’]"""’1"h h
P .
G en otro taso

Ejemplo:
Dado el hipergrafo H = (X,E), de orden 4 y rango 3, cuya

representacidn es la siguiente

le corresponde una 3-matriz hogogenea de orden 5 y de elemen
tos:
°2,3,5° " %47

siendo nulos los restantes elementos.

L1amamos ELEMENTO SIMETRICO del a. .. eA,
: 7 : Ppoeeaipoeesipyeesis
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respecto del corte diagonal (h,k), véase Apendice, al elemen
to

3 i P
‘l)"’ k,"’h!"’r

En el caso de ser el hipergrafo orientado que considera=-~
mos tal que, dado e € ES , pertenezcan a &} los s! arcos --
distintos definido sobre el COﬁjunto base de e, se tendré
que si, en la n-matriz asociada, es

a.

: y . =1, conm+s =r,
H

precaioip T .
tambien seran iquales a 1 los s! elementos obtenidos median-

te las simetrfas sucesivas respecto de los cortes diagonales

Cpp i+ con hyk € {1,..,s=-1} U {r} yh # k.

REPRESENTACION LINEAL DE UN HIPERGRAFOQ.~-

Dentro de este paragrafo estudiaremos dos temas:
1.- Reduccidn de subindices en una variable subindicada.

2,~ La representacion lineal.

l.- REDUCCION DE SUBINDICES DE UNA VARIABLE SUB!NﬁICADA.

Aparte la aplicacidén que daremos en él apartado I, fesql
ta conveniente, a menudé, para no rebasar la capacidad de me
moria del ordenador asﬂgomo para facilitar los éélculos y el
manejo de variables subindicadas, reducir.el nimero de estos
subindices a uno solo.

Sea la h-matriz. de orden n, ||A|| . Consideremos un elemen-
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to cualquiera perteneciente a ella

A o elial
et

Sea s el subindice queiva a definir univocamente este mis
mo elemento una vez efectuada la réduccién.
Se plantean dos problemas: |
12 .~ Dada la h-pla, (i],..,ih) y el orden de la h-matrigz
calcular s.
2% .~ Dado s y el orden de la h-matriz, caléular la h-pla
(i1,..,ih)
Pasemos a su resolucidn:
i® .- La férmula que nosotros emplearemos, (puesto que,
sin duda, existitan otras ordenaciones), sera:

h-1

s = (31-1) n + ..+ “1) n + i

(e h'
Tal operacidn se puede realizar haciendo

ij~l = Aj’ para j<h , e ih = Ah”

dividiendo, a continuacidn, por Ruffini, el polinomio
h o het

X
t

t=1
por X = n, y tomando ei resto.
Ejemplo:
Dada la 4-pla de subindices,
(5,6,3,1)
siendo igual a 6 el orden de la 4-matriz a la que pertenece

el elemento a , el elemento a correspondiente sera:
. > 5’6’3’] . S .

- -~ -
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*h 5 2 1
6) 24 174 1056

L 29 176 (]057

con lo cual

5,6,3,1 = 21057
2%.- El1 problema reciproco, dados sﬁrﬁl el orden n vy la di-

mensién h de A, encontrar la h-pla i se resuelve asf:

1""ih

Dividimos s sucesivamente por n vy se'toman los restos y -
el Gltimoléociente en sentido inverso a como han ido apare-
ciendo, agmenfqndo todos ellos, (exeepto el @ltimo), en una
unidad; se completaran, si fuera necesario, los t nimeros ob
tenidos, con h-t términos iquales a la Qnidad, que se coloca
réan entre los lugares t-1 y t, para que el nimero total de -
coordenadas sea h.

Si el primer resto fuera igual a cero se tomard el cocien
te disminuido en una unidad.

Ejemplos:

1.- Sea s= 1057, n=€t y h=5, se tendra

1057 | 6
45 176 | 6

37 56 29 |6
1 2 5 L

con lo cual

%1057 ~ %1,5,6,3,1

2.- Sea s = 125, n=5, y h=5, se tendrd
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T125 |5
25 2h | 5

con lo cual

8125 T “1,1,5,5,5

Pl.~ REPRESENTACINON LINEAL DE UN HIPERGRAFO.

Consideremos la n-matriz, de orden n, asociada a un hiper
grafo orientado de rango h y orden n-1. Consideremos los ele
mentos de la n-matriz A notados en su forma reducida.

Sea q = nh el entero correspondiente al subindice reduci
do del elemento an,.g.,n , ¥ consideremos el conjunto de en-
teros {1,...,q)} Q.

Vamos a definir una funcidn

f:Q-> {0,1}

de tal manera que, ¥ s € Q, se tiene

Jl si el~ elemento a, de A es igdal a1

f(s)=
LO en otro caso.

Dada,pues, la dimension & el rango h ,la repres?ntacién
lineal del hipergrafo estard univocamente determinada por el
conjunto Q y la funcidn sobre &l definida, ya que el orden de
la h-matriz ser3 ‘{VE , yAél orden del hipergrafo \D’E -1. B

En tal representacidn se ten&ré que el nﬁméro de arcos es
igual al nidmero de veces que la fincién toma el valor 1.

gjemp]dsi

1.- Al hipprgrafd de representacién planaria
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corresponde la 3-matriz de orden 5 y elementos todos.nulos

excepto los

La representacidn lineal serd:

k * - ' h=3 .»:n=5.
1 -39 103 125

2.~ A la representacién lineal

; . h=l + n=5
1 k9 112 367 625

corresponde la n-matriz de elementes todos nulos éxcepto los

89 T 3 5., T 1 3190 T 35 5 1,9 T 1509733 ¢y =T

y a ella, el hipergrafo de rango 4 y orden 4, de vértices
{xz,x3,xu,x5}
y arcos
(XZ’XS’XM) . (x5,x3,x2) , (x3,x5,xh,x2).
La representacién lineal que se ha tratado ha sido para un
1-hipergrafo, no obstante cabrfa una representacfén analoga

para un p~hipergrafo cualquiera, haciendo-que el valor de f

‘en el punto correspondiente al arco considerado sea igual g k,
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siendo k el nlmero de veces que tal arco pertenece al p-hi-
pergrafo.

. Por otro lado, podrfa lograrse, para el caso de un 1-hi-
pergrafo, dando a f(s) el valor 1/{E} que la funcidn f fue
ra del tipo de una funcidn de densidad y se podria tratac -
de obtener, bien por éste o por otro camino, un método ana-
1Ttico para el estudio de los hipergrafos.

Del mismo modo, podria pensarse en definir una serie de
operaciones entre hipergrafos,biens avbartir de estas fune-
ciones asociadas, bien a partif de la representacién lineal
misma, e, incluso, tratar de inducir algun tipo de estructyu
ra. Hosotros abandonamos, momentaneamente, tales camdnos pa

ra en su dia, si nos parece conveniente, vélver a ellos.

GENERALIDADES SOBRE LA TEORIA DE HIPERGRAFOQS.-

ANTERIOR Y POSTERIOR. -
Se dice que un vértice Xj es un ANTERIOR, de dimensidn s
y grado p, de xisi xj y %, son coordenadas de alglin arco per
teneciente a Es tales que i = j+p. También diremo§ que x. es
un POSTERIOR de xj.
Notaremos por
a(xi)
el conjunto de los anteriores de X Y por
ﬂ(xi)

el conjunto de los posteriores.



Si queremo$ precisar la dimensidn, notaremos por
s s
o (xi) y a (xi)

el conjunto de los anteriores y posteriores de dimensidn s.

PREDECESOR Y SUCESOR.~-

Se dice que xj es un SUCESOR o SEGUIDOR, de dimensidn s,
de X, si existe un arco, perteneciente a Es’ que tenga como
extremidades, inicdéal y final, X,V xj, respectivamente.Tam
bien se dira que X, es un PREDECESOR oiPRECEDENTE, de dimen
sidén s, de xj.

Los vértices de los arces de dimensién unidad son prede-
cesores y sucesores de si mfsmo;;

Observese que puede tambien definirse el conjunto de pre
decesores y de sucesores, de dimensidn s, de un vértice X,
como el conjunto de anteriores y posteriores de grados Pp
Y Pp tales que

Pyt Pp = s

E1 conjunto de sucesores, de dimensidn s, de X, en el hi

pergrafo H se nota por

+s
ry ()

y el de predegcesores,

P;s(xi)

Llamamos CONUUNTO DE SUCESORES de X al conjunto
s=h
+ N +s.
i) = )
s=1

'Analogamente, 11amamos CONJUNTO DE PREDECESORES de ki’ é]

>
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junto,

- s=h s
Tybg) = J;% Iy Oc)

E1 €ONJUNTC DE VECINOS, de dimensidn s, de X, sera, por
definicion,

s _ ots -s
pl) = 07 G U T 7 0xg)

Llamagemos VECINOS de X, al conjunto

h ) . -
Tulx;) =;;ﬁ TR0G) = TR U TG

Si Tp(x,) =@, el “vértice x. se dird s-DIMENSIONALMENTE
AISLADO. Si ello ocurre para todo valor de s, el vértice X,
se dice AISLADD.

El conjunto de vértices aislados lo nbtaremos en la fdrma

*A

y podria tambien definirse como el conjuntb complementario,
respecto de X, dél conjunto de vértices terminales, XT’ que
definimos en la pag.2. Esto es:

X = XT u XA'

E1 hecho de que un vértice sea aislado no implica, obvia
mente, quenno pertenezca a ningln arco, ya que esto irfa en
contra de la definicién de hipergrafo dada al principio, sd
no que significa que no es extremidad de ninguno de los ao=
cos que constituyen el hipergrafo.

Sea A un subconjunto de X. Se définirs el conjunto de ve
~cinos,de . dimensién s,de A, y se notard en la forma,F;(A),pg

mo
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FE(A) = U Pz(x.)
x.E A J
J
Analogamente, el conjunto de vecinos- sera:

i) = U rylx;) = %?A (r (y ) U Tlx) ).

x.E A
j-

Si xiG PH(A) , Y se verifica que xiE A, el vértice X;
se dice ADYACEHTE al conjunto A.
Ejemplo:

Consideremos el hipergrafo H=(X,E), con

X = {x1,x2,x3,xh,x5}
y C E = {E,E), BT
siendo: E= (e}, E, =le],c2,60) E3={e;} , By =le))
con: e1= (XS) , ; (XS’X’)’ 2 (x1,xq), e (xz,x3) )
; (XI’XB 2) y Yy el = (x1,x2,x3,kb)

Este hipergrafo tendrd como representacidn planaria la ~

que sigue:

Resumamos los sucesores de los distintos 6rdenes en la -

siguiente tabla:
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Sucesores dey, Xy xz x3 Xy, x5
dimensidn 1 @ ] Y/ % {xs}
dimensidn 2 {xh} {x3} ] # ¢
dimensién 3 {xz} 2 vﬁ g #
dimensién k {xh} g ] ¢ g
CONJUNTO DE

SUCESORES Booxgh | xgh | 0 b7 xgexy)

Los vértices x, vy Xy, constituyen, en este casc, el conjun

3

to de vértices sin sucesores.
CONSIDERADIONES ACERCA DE LA APLICACION F+.~
En lo que sigue, s4 no hay }ugar a confusidn, notaremos la
correspondencia P+ por la letra I', vy la.correspondencié T p
por T_].
Obviamente,se verificara:
1.- Si I'(x) # @, se tendra
F—](F(x)) {x}.
Analogamente, si F—1(x) # 0,
rr (%) {x).
Notese que los conjuntos FF_l(x) y ! r{x) no son,
ndcesariamente, iguales.
2.- Supuesto que
tly) # 8 #17(x)
se tendrd que

x € T(y) si y solosi y &€ F-1(x)
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, N
LA APLICACION v .-
Dado el hipergrafo H=(X,E), de rango h, definimos sobre -
€l una aplicacidon vectorial multiforme, ?, cuyo dominio es X,
con h compenentes, cada una de las cuales es una aplicacion

multiforme, de manera que, ¥ xiE X, se tiene:

i) = 0T ) = T ) 1) ).

3 . + - - - - .
Es obvio que si Y(xi) = # el vértice x; es un vértice ais

lado.

LA APLICACIONT .-

Sobre el hipergrafo H=(X,E), de ranco h, definimos una ap
plicacidn vectorial mu]tiforme,? , de h componentes, con do-
minio en X, de manera que dado X, € X, se define

Fl) = (0Tyeen ) () = (T 0D, Tple)se T 0) ),

donde Fk(xi), con k22, es el conjunto de vectores formados
por las k-1 (ltimas coordenadas de los arwos que tiene como
primera coordenada el vértice X, ¥y que pertenecen a la fami=
lia Ek'
. . +1
ST k=1, se tiene que F1= r .
AsT, por ejemplo, el hipergrafo correspondiente a la apli

. 2 . . > .
cacidn vectorial multiforme,I’ , que sigue,

r (Xz) = (XZ’ (X3),9(X1+)3 (XB’XI;)’(XS’XI*) 9A (X3,XL},X5))

—
1

(6, (x), 6,0)
( g, 9,0, (X5’¥2’x3))
(¢3'¢:¢:¢)

TR )
£
&+
T

~—
i
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tiene como representacién planaria

- Reciprocamente, dado, por ejemplo, el hipergrafo de repre

sentacidn planaria

. B . s

) Iy
X

\\\*‘W'.’_‘___

la tabla correponrdiente a la aplicacién vectorial ,multiforme,

T , definida sobre &1, ser3:

x T T 00 Ta(x) r, (x) CTx)

X, g {(x3)} g {(x2x3,x[)} (1% Bl (x p x5 %))
xy | 1x,) ( ¢ g (1x,},0,6,0)

x; | ¢ ¢ 7 g #

x, | ¢ ()y 0 g (B,{(xg)}, 0,0)

xg | @ R (RPN 6 (8,8, {(xy,x, ) ,0)

tabla que, reducida a sus,primera yhﬁltima, columnas recibe el
nombre de DICCIONARIO del hipergrafo.
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Obviamentef un hfpergrafo
H = (X,E)
quedard completamente determinado por el conjunto de sus ==
vgrtiees X, y por la aplicaéién vectorial multiforme ?defi-
nida sobre &l, y podrd, por consiguiente, notarsele también
mediante la dupla

H= (X,T).

ESQUEMA., ~
Definimos una ARISTA como el conjunto de coordenadas de
un arco, esto es, como el conjunto base del mismo. Evidente
mente, varios arcos pueden generar la misma arista.
Consideremos la familia
A= {Ai}
de todas las aristas.
La familia A serd, por consiguiente, una subfamilia del
conjunto de las partes de X, tal que verificara:
U A =X
: i
i
La dupla (X,A) se denominard ESQUEMA.
Dado el arco
(X, yoeesx. )
i i
i s
notaremos la ardsta correspondiente en la forma

X, geeesXs
i,’ 7
1 s

A todo esquema podemos hacerle corresponder un‘hipérgraf

fo, orientando cada una de sus aristas de dimensidn s, en
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las s! orienta%iones posibles. Tal hipergrafo se 1lamard --
HIPERGRAFO MATRIZ del esquema dado.

Con 1igéras diférencias, puésto que se exige, ademas,que
A; # ¢ (¥i), se conoce en la actualidad (*), con el nombre
de hipergrafo, la estructura que nosotros hemos definido --
con el nombre de esquema.

Podriamos, dejandonos llevar por la costumbre, no medifi
car el nombre de tal estructura y adoptar cualquier otro pa
ra la nuestra. No haremos tal cosa por(la siguiente razodn:
Si en teorfa de grafos la orientacién es esencial, otro tan
to ocufrre en la nuestra, y, parece 16gico que al generalizar
totalmente, (orientacién incluida), el concepte de grafo se
rserve para €l la palabra hipergrafo. be otro modo, para no
sotros serd reiterativo decir hipergrafo orientado puesto -
que todo hipergrafo, por naturaleza, lo es.

Ahora bien, para ciertos tipos de problemas, resulta,a -
menudo,cémodo prescindir de la orientacidn, cuanto mds cuan
do, de hecho, existen, junto a conceptos qué sén, claramen-
te, orientados, (arco, sucesor,etc.), conceptos que no lo -
son, (arista, adyacente,etc.). Cuando se apliquen estas dos
clases de conceptos, copjuntamente, a un mismo hipergrafo ,
ha de tenerse en cugata que, cada vez que se haga uso de uh
concepto no orientado en un hipergrafo deberd considerarse
que se aplica al esquema correspondiente, deducido mediante

la supresién de la orientacidn. De la misma forma, cuando -

(*) Berge (3) pag.373.
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se aplique un concepto orientado en un esquema deberd consi

derarse que se aplica al hipergrafo matriz correspondiente.

GLOSARI0 BASE PARA LA TEORIA DE HIPERGRAFOS.-

ARCOS ADYACENTES, ARISTAS ADYACENTES.-
Dos arcos o dos aristas se dicen ADYACENTES si tienen,al

menos, una extremidad comin.

MULTIPLICIDAD DE UN PAR x,y .-

Nimero de arcos que tengan.el vértice x como extremidad
inicial e y como extremidad final. Se nota este niimero por
+
mH(x,y) y se pone:

+ -
mH(x,y) = mH(x,Y)

donde m;(x,y) es el nimero de arcos que tienen y como extre
midad inicial e y como extremiddd final.
Analogamente,

+ -
mH(X.y) = mH(x,y) + mH(x,y),

donde, si x#y, mH(x,y) designa el nlmero de arcos que tie--
nen como primera coordenada x 6 y, y como Gltima y 6 x. Si
x=y, por definicidn, es igual a dos veces el numero de bu--
cles ligados al vértice x.

Si A y B son dos subconjuntos disjuntos de X, se notara,
igualmente; por

+
mH.(A,B)‘

al ndmero de arcos cuya primera coordenada pertenece a A vy
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cuya Gltima pé}tenece a B.
Analogamente,
m, (A,B) = m.(A,B) + m_(A,B).
ARCO INCIDENTE A UN VERTICE.-
Si un vértice X, es la extremidad inicia1 de un arco ej,
se dice que tal arco ej es INCIDENTE a X HACIA EL EXTERIOR,
En un hipergrafo el nimero de arcos incidentes a.x; hacia
el exterior se nota por d;(x;), y se ]iama SEMIGRADO EXTERIOR
de X

Analogamente se definen el ARCO INCIDENTE a X, HACIA EL

INTERIOR y el SEMIGRADO INTERIOR d;(xi).

GRADO DE UN VERTICE.~

Es el nimero de arcos que tienen como extremidad tal vér
tice, x,. Se notard por dH(Xi)'

Cada buble habréd sido contado dos veces.

Se tiene:

dH(Xi) = d;(xi) + d;(xi).

ARCO INCIDENTE A UN SUBCONJUNTO.-

Consideremos un subconjunto A de X. Si la extremidad ini:
cial de un arco e pertenece a A,y no ocurre asf con su ex-
tremidad final, se dice que e; es INCIDENTE CON A HAC!A EL
EXTERIORJ y se nota

e. € u ()
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De forma aﬁéloga se define cuando un arco es INCIDENTE
CON A HACIA EL‘iNTERlOR, y al conjunto de todos ellos se
lea designa por ‘
w-(A).
Por Gltimo el CONJUNTO DE ARCOS INCIDENTES CON A, se ex-

peesard en la forma

wlA) = w (A) Uw (A).

HIPERGRAFO UTOMPENSADO.~-
Si para cualesquiera vértices ’Xi’xj’ se tiene:
Plxc) = (s x)
my, xi,xj =m, xi,xj R

el hipergrafo H se denominard HIFERGRAFO COMPENSADO.

HIPERGRAFO INVERSO.-~
Dado un hipergrafo H = (X,E), de rango r, consideremos -

la dupla

donde,

.tales que

(X, yoeeyX. 4%, ) EE .- (2)
s 2 N s

~La dupla . (X,E"I) es, evidentemente, un hipergrafo,
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‘y se 1lama HI%ERGRAFO INVERSO DE H.

Los arcos (15 y (2) se denominan ARCOS INVERSOS.

Obviamente;

- El inverso del inverso coincide consigo mismo.

- La condicidn necesaria y suficiente para que un arco

sea un bucle es que coincida con su inverso.

La pplicacibn vectorial multiforme ?-1 que determina uni
vocamente el hipergrafo H—1 se 1lama APLICACION [NVERSA de
la apldcacidn multiformeitque determiné univocamente el hi=
pergrafo H.

Ha de evitarse caer en el error de considerar que el hi-
pergrafo inverso de uno dado se obtiene, simplemente, cam-
biando el sentido de ordentaciodn. AsT,‘por ejemplo, el hi--

pergrafo inverso del:

no es el

sino
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HIPERGRAFO EIMETR!CO.;

Es aquel que coincide con su inverso.

+ Proposicidn:

" Todo hipergrafo simétrico es compensado''.

Se deduce inmediatamente de las definiciones.

El reciproco no es cierto, excepto en el caso de que el
hipergrafo sea de rango 2, en que ambas definiciones coinci

den.

- HIPERGRAFO DESCOMPENSADO. -
Si para todo par de vértices Xy xj, con x. # xj,

se tiene

-|~
My (xa%,) + my,

(xi,xj) £ 1

el hipergrafo H se llama DESCOMPENSADO.

Un hipergrafo descompensado carece de bucles.

HEPERGRAFO ANTISIMETRICO, -

Se llama asT a aquel que no contiene,simul tapeamente, a
un arco y a su inverso.

Un hipergréfo antisimétrico carece de bucles.>

Proposicidn.-

" Todo hipergrafo descompensado es antisimetri-
co ',

Sigue de las definiciones.

" El reciproco solo se cumple si se trata de un 1-hipergra

fo,
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HIPERGRAFO CTOMPLETO. -
Un hipergrafo sé dird COMPLETO si entre dos vértices dis

tintos existe, al menocs, un arco.

HIPERGRAFO TCTAL. -
Un hipergrafo H, de rango h, se ilama TOTAL si, ¥ssh ,y
para todo elemento del productb cartesiano

(¢ ,.e.,x, ) B X x .%. x X, con X, # X, ¥ J.kss ,

" s Y k
se verifica que existe, al menos, un e. € ES tal que
e, = (xi 1K peeenX, ).
1 2 s

Evidentemente, todo hipergrafo total es completo.

FUNCION RANGO, -
En un hipergrafo,H =(X,E), definimos la FUNCION RANGO,r,
como aquella que hace corresponder a todo subconjunto S de

X, el nlmero entero positivo r{S), siendo

r(S) = max [sn{e;}] .
i

E1 ndmero r(X) se llama RANGO del hipergrafo y coincide,
evidentemente, con la definicién que de &1 dimos al ppinci-
pio de este capitulo.

Si, para todo i, se tiene

r(x) ={{e 1]

se dice que H es un HIPERGRAFO UNIFORME de rango r(x).

Obviamente, la funcidn r, cuyo dominio es la c-algebra
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P (x), verifica:

1.~ No negativa. Esto es

r(s)>0 y r(S) =0 si,y solo si, S = 0.

2.- Monotona no decreciente.

3.- Acotada

b,- Subaditiva.

En efecto, si ANR = @, se tiene

r(A B) = méx [ausn{e}] = maxt [An{e 3], [ente 1}
i i

A

max [Aﬂ{eif1+ méx{Bﬁ{ei]] = r(A) + r(B).
i i

HIPERGRAFO PARCIAL.-

Dado el hipergrafo H = (X,E) y la familia FCE, 1lama-
mos HIPERGRAFO PARCIAL generado por la familia F, al hiper-
grafo H = (XF, F) , donde

X.={x.6 X/ x.Ee €F.CF}.
F i i J J

SUBHIPERGRAFO. -

Dado el hipergrafo H = (X,E) y un subconjunto A de X, 1la
maremos, por definicién, SUBHIPERGRAFO generado por A, al hi
pergrafo Hy = (A, EA) , donde

- b ]
EA { e; 0 A/ e € E,

I,e::ﬂA# g}

entendiendo por egﬂ A el arco que tiene como coordenadas la

interseccidon del conjunto {eé} con A, colocadas en el mismo

~orden relativo que ocupaban en e{.

Se tiene inmediatamenye:
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PRoposicién 1.~
" Si H=(X,E) es un hipergrafo con una funcidn

rango r, el subhipergrafo H, = (A,EA), engendrado

A

por un subconjunto A de X, es un hipergrafo con u

na funcibén rango r definida por

A!
rp(s) = r(s) { scA) .

De otro modp, r, es la RESTRICCION de r al subhipergra-

A
fo H

Al
k~SECCION DE UN HIPERGRAFO.-

Sea el hipergrafo H = (X,E) de rango h. Sea k un entero
positivo menor o igual que h. Llamamos k-SECCION DEL HIPER-
GRAFO H al hipergrafo

H = (X, E
0= % )
donde E(k) es la familia de conjuntos E(k),i’ (1gigk), ta-

les que E( es el conjunto de todos los arcos, de dimen

k), i
sién i, que se pueden formar con las coordenadas de los ar-
cos ei (s2i) con la orientacién inducida por éi , esto es,
colocadas en el mismo orden relativo que ocupabaﬁ en ei.
En particilar la 2-seccién de un hipergrafo H es un gra-
fo.
Proposicidn 2.-
" Si H es un hipergrafo, con una funcidén rango

r, la k-seccidén es un hipergrafo con una funcidn

rango F(k)’ con ksr(Xx), definida como sigUé:V
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- it
Y o= i

r(k)(S, min{k,r(S)

A veces hotaremos por (H)k la k-seccién de un-hipergrafo

desprovista de sus bucles.

Daremos, a continuacidn, algunos elemplos de hipergrafo
parcial, subhipergrafo, y k-seccidn.
Sea el hipprgrafo H = (X,E), con

X ={X1 ’XZ’XB,XI{”XS’XG} :

- .
y E {h1,E2,E3,hh}

. i 2 1
siendo: E, =, E, = {ez,ez,eg} , E3 =0, ={eq}

con: 81 =
tT2

XZ’XS) s @; = (XS’XA) ;‘ez % (Xﬁ’xh)’ Y
T _
eL’ = (XT ’xz’xb,’x3)

y cuya representacion planaria es:

El hipergrafo parcial engendrado pdr la Familia FCE,con

Fo={Fy,F),Fy,Fy)

. _ _ .3 - = fal
siwndo F1 =g, F2 = {ez}CE2 s F3 = q , Fh = {eh}c:Eh .
serd el

> HF = (XF: F)

dohﬁe o XF ={x1,x2,x3,xh,x6}
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4 - . 3 »
y cuya representacidn planaria es la quessigue:

El subhipergrafo generado por el conjunto
A ={ xz,x3,xL},x5}

serd el H, = (A,EA), donde

A
En = By 10 By g0 B gt
siendo;
_ 2 el
EA’1 =g , EA’2 = {e 70 © 2} , EA,3 {e 3}

R 2 A
donde, e ) = (xz,x5) ,y ey = (XS’XH) y 73 (XZ’XA’X3)

y cuya representacion planaria es

La 3-seccién de H = (X,E) seré: H(3) = (X, E(3))s
siendo
=5 ={s.,s, s}

) 1.2 3 k4 5 6 7 89
C?h. . 51 {51,51, 1, 1’51’ 1) 1’ ]’ -‘}
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“ sV 2 3 4L 5 6 7 8 9
S2 = tsz,sz,sz,sz,sz,sz,sz,52,92}
_ 123
53 {53,53,53}
siendo:
1 2 3 b, 5 _ 6 _
S] = (X-I), 5]" 5] = (XZ)’ 51 = (XB) s 751 = 51 = (x[*)s
7 8 9 _ : |
57 =8, = (XS) » S *(XG) ;
51 = (X.,X.) 2 = (x-y%,) 53 = (x,,%,) sh = (x,,%.)

2 2750y 7 GRS 72 NS S 1720 ¢
5 _ 6 _ N 8 .
55 = (x1,xh) , S, = (Xl'XS) , s; = (xz,xh), s, = (xz,x3) ,
9 . |

52 = (xl}’xg) s
1 2 3 _
53 = {X]',XZ,XL}) ’ 53 = (X1;?<2’>‘<3. s 53 = ("Z’Xl{'XB)'

Cuya representacifn planaria es:
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CICLOS

PSEUDOCADENA. - ‘

En un hipergrafo H = (X,E), una PSEUDOCADENA es una suce
sibdn,

U= e ,ez,...,eq R

de ¢ arcos (qz1) tales §ue cada uno de ellos tenga una extre
midad en comin con el precedente y la otra comin con el arco
siguiente.

El nlmero de arcos de la sucesidn u es la LONGITUD de la

pseudocadena.

CADENA. -~

Es una pseudocadena,

. 2
p o= e‘,e you. el . - (1)
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en la que se excluye la posibilidad de que un arco perténqg
ca dos veces sucesivas a la sucesidn que la define.

Sean

los g+1 vértices terminales de les arcos utilizados, sucesi
vamente, en la sucesidn que define la cadena.
Los vértices x. .y x. se llaman EXTREMOS de la cade-
" lq+l
na.

PodrTamos, quizas, pensar en definir una cadena como una

sucesién de vértices, (no necesariamente todos distintos),

P2 X, 43X, 4eea,X, 4 X. seeey X, (2)
tales que verificasen que '
X Y % y para p=1,..,q ,
p p*1

fueran las extremidades de un arco eJP de H.

Ello no es posible ya que, a partir de tal definicidn,es
tarfa indeterminada la sucesidn de arcos utilizados. De otro
modo, (1) implica (2), pero no reciprocamente.

Notaremos la cadena (1) en una de las dos formas

1 , 'si no hay

v = U[e1!eq.] , 0 bien, p = U[Xi y X
1 q+l

i
peligro de confusidn.
Una cadena se dira:
ELEMENTAL.- Cuando no utiliza dos veces el mismo vértice co
mo ehlace entre dos arcos.

SIMPLE .- Cuando no utiliza dos veces el mismo arco.

En particular, toda cadena elemental es simple.
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HAMILTON!ANA.: Cuando utiltiza una vez, y sodo una, cada uno
de los vértices, (todos), del hipergrafo so-
bre el que estd definida.

EULERIANA, - Cuando utiliza una vez, y sclo una, cada uno
de los arcos, {todos), del hipergrafo. La su
cesibén de arcos que definen la cadena seré,-
por consiguiente, dna permutacion del conjun
to de los arcos del hipergrafo H.

NGtese que no existen cadenas hamiltonian
nas y eulerianas en p=hipergrafos (p>1).

PREHAMILTONIANA ( PREEULERIANA).- Cuando utiliza una vez, al
menos, cada uno de los vértices (arcos) del

hipergrafo H.

CAMINO, -

Se 1lama CAMINC, de longitud g, a una cadena tal que, en
ella coinciden las extremidad final de cada arco con la ex-
tremidad inicial del siguiente.

La primera coordenada del primer arco,e‘, se llama EX--
TREMIDAD INICIAL u ORIGEN del camino, y la Gltima coordenad
da del Gltimo arco, eV, EXTREMIDAD FINAL del camino.

Para un camino se definen los términcs: elemental, simT=
ple,..., de forma igual a la anteriormente dada para cade--
nas.

Vamos, a continuacidn, a defin%r una relacién de orden

parcial entre cadenas.
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IGUALDAD E TNCLUSION DE CADENAS Y CAMINCS.-

Dos cadenas (caminos),

w=e |, , ©
J J
. 1
prEe o, ’ep
| he
se dicen IGUALES si, v solo si, g=pye  =e <, para

k=1,2,...,9 .

Se dice que una cadena (camino) u CONTIENE a otra (o) u~
si todo arco de la cadena (camino) u’éé arco de la cadena
{camino) wu.

Las cadenas (caminos) u y u”se dicen DISJUNTAS (0S) EN
EL SENTIDO DE LOS ARCOS si no poseen ningdn arco comin. Es-
ta relacién no excluye la presencia de vértices, (términa-
les o no), comunes, Si no existe ninguno las cadenas (cami-
nos) se dicen TOTALMENTE DISJUNTAS (0S) EN EL SENTIDO DE LOS

ARCOS.

PSEUDOCICLO. -
Un PSEUDOCICLO del hipergrafo H es una sucésidn circular,

no vacfa, de arcos

tales que dos consecutivos sean siempre adyacentes.

Por las dificultades de escritura se romperd el circulo,
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(tal operacién recibe el nombre de RUPTURA), de forma arbi-

traria y se esgribira:

i i i i :
soea,e 3 (e')

= a o1 P
o = e yeeey & e, e T (e

i
P+])
Légicamente, para un pseudociclo, careceran de sentido

las notaciones del primer, Gltimo, k-esimo arco

CICLO.-

Es uﬁ'pseudocéclo, con arcos de dimensidn mayor que 1,en
el que un mismo arco no figura dos veces consecutivas en la
sucesion circular., .

Observese que, contrariamente a lo gue ocurre en la teor
ria de grafos, un bucle no se considerard eomc un ciclo en

la nuestra.

CIRCUITO. -

Es un ciclo en el que para dos arcos consecutivos cuales
quiera la extremidad final del primerc coincide con la inie
cial del segundo.

Las definiciones: elemental, simple,..., que dimos para
cadenas y caminos, pueden enunciarse en los mismos térmihow

para ciclos y circuitos.

Proposicidn 1.- -

" Un ciclo es elemental si, y solo si, es un ci
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clo MINIMAL, es decir,si no se puede deducir otro
il

ciclo de &) por supresidn de arcos '.

" Evidente.

"IGUALDAD E INCLUSION DE CICLOS Y.CIRCUiTOS,—

Dos ciclos {(circuitos) son IGUALES si, vy solo si, existe
una ruptura del primero y otra del segundo que den origen a
dos cadenas (caminos) iguales.

Diremos que un ciclo (circuito) estd INCLUIDO en otro si
existe una ruptura del primero y otra del segundc que den -
lugar a dos cadenas (caminos) tales que estén incuidos la -

primera en la segunda (o).

FSOTOP LA, -

En un hipergrafo H = (X,E) 1lamaremos ARCO [SOTOPO de u-

.

J

no dado, e; € ES<:E , @ tocdo aquel e, cuyo conjunto base -

L i , .
coincida con el de e s esto es, se verifique

fe}= {e))

CLASE I1SOTOPA.~
El conjunto de arcos isGtopos a uno dado, eé, se llamard
CLASE ISOTOPA a e;, y se notard por 5; ; al nimero de ele-

. » S ) - i
mentos de la clase isétopa g; se le notara por [es].

" Observaciones:
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.
e
§

1.~ Si e € ES y H es un 1-hipergrafo, se verifica que:
. , ’,
[Es}< 5.
2,- Si[e;]= s! , para todo i,s, s<h ,siendo h el rango
del hipergrafo , se implicé que H es el hipergrafo ma

triz de un esquema.

ANITSOTOPIA, -
Llamamos CADENA ( CAMINO, CICLO, CIRCUITO ) ANISOTOPA (0),
a aquella (aquel) que no utiliza dos arcos isStopos.Esto es,
para dos cualesquiera de los arcos, e? , e? , de la sucesién
que la (1o) define, se verifica una de las dos condiciones
siguientes:
1. 0 #]

2.~ Si i =], entonces {e?}ﬂ{e?} # {e?}.

Proposicidén 2.~
" Toda cadena asisStopa es simple ',
Se desprende inmediatamente de las definiciones correspon

dientes. Tal proposicidn puede hacerse extensiva a caminos.

bl .= "TRANSITIVIDAD

>

ASCENDIENTE Y DESCENDIENTE.-
Sea H = (X,E) un hipergrafo vy X, uno de sus vértices. Se
Ilamard: 4

ASCENDIENTE VERDADERO de x; a todo vértice xj de X, no nece-
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sariamente distinto, tal que exista un camino que pase por

X; y % ( en estelorden).

DESCENDIENTE VERDADERO de x. a todo vértice xj ,- NO necesa~
riamente distinto de X s tal que exista un camino que pase
por x. v X; (en este orden).

Pocdemos considerar a X, como ascendiente, o descendiente,
de si mismo ailn cuando, de hecho, no sea ascendiente nd des-
cendiente verdadero. Se llamard, en tal caso, ASCENDIENTE -
(DESCENDIENTE) de X sin el calificativo ''verdadero! , al
conjunto de los ascendientes (descendientes) verdaderos jun
to con el vértice X

Se observard que un vértice X puede ser ascendiente y d
descendiente de xj; bastard para ello, que pase un circuito
POT X, ¥ X;, O bien, caso de ser x; = X; que (xi) € E,.

Si existe en un hipergrafo un vértiec X, NO necesaria--
mente (nico, tal que.sea ascendiente (descendiente) de todo
vértice de X se dice, entonces, que x; es una RAIZ (ANTIRALZ)
del hipergrafo H.

Obviamente, toda raiz (antiraiz) ha de ser un vértice ter
minal.,

Cuando una raiz X, es tal que existe, para todo vértice
X5 ( xj¢ Xi)’ al menos un camino de, a lo sumo, p arcos
" 'k
H=e ,...,e " (1sksp)
tal que .

i : i
x. € {e 1y Y X € {e k}

B

se dice que X, es una p-RAIZ.
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HIPERGRAFO TRANSITIVO.-

Un hipergrafo H = (X,E) se dice TRANSITIVO si, y solo -
si, para cualesquiera tres vértices terminales, Xis xj, Xy
se verifica que:

- Si X, Y Xj son, respectivamente, la& extremidades inic2al

y final de un arco el, Ys

- Si %, Yy %, son, respectivamente, las extremidades ini--

S
J k
cial y final de un arco eJ,
. h
entonces, existe un arco, al mencs, e en H, tal que Xos %y
son las extremidades inicial y final, respectivamente, de
h
e .

Esto es, en un hipergrafo transitivo cada vez que exis=
te un camino constituido por dos o mids arcos, existe otro =
que tiene como extremidades inicial y final, las mismas que
tenfa aquel. Notaremos, en particular, que en un hipergrafo
transitivo todo vértice terminal perteneciente a un circuizs
to, posee, necesariamente, un bucle.

Cea A la n-matriz asociada al hipergrafo H. En el conjun
to de las n-matrices homogeneas(®*) de orden m y rango n,con

sideremos la operacidn * definida de la manera siguiente:

Dadas la n-matrices

l

I y &=, ;
J,l,...,_jn

definiremos

(*) Vease Apéndice.
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siendo

: .
n=1"ln o Hpkgre okt Thkg ek g

Ci],kz,..,k . = méx {a. ' * b
donde T = {1,2,..,m}.

Estamos en condiciones de enunciar el siguiente:

TEOREMA 1.-
" Un hipergrafo H= (X,E) es transitivo si, y s6
lo si,su n-matriz ascciada A ve;ifica:
A X A A A
donde el signo<£significa que todo término de la
n-matriz de la izquierda es inferior o igualaa su

homologo de la n=-matriz de la derecha '".

Demostracidn:
Consideremos un elemento cualquiera, bi i ,de la n-ma
l)"’

triz B = A % A,

Del hecho de ser

se implicard la existencia de un valor k, O<ksm+l, (siendo

m el rango del hipergrafo), para el cual los elementos

a. .
ceayld k h, . X .
e taep [ PO N

serdn iguales a la woidad; y reciprocamente.

Por consiguiente, siendo X, y'xiv vértices terminales de
. ] n B :
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H, la propiedéd de que exista un camino, de longitud 2, que

vaya de Xo oA % serd equivalente al hecho de ser bi i
1"’

1 n n
igual a la unidad.
La transitividad de H se traduce entonces por:
b, . implica que a. . =1, implicacidn e
foseesi =1 T ysennsl -
1 n 1 n
quivalente a esta otra
b. . < a, RN
Pyseeni Pgseeesdy
GRADO DE TRANSITIVIDAD.-
Sea ek hipergrafo H = (X,E) . Diremos que H verifica la

PROPIEDAD T-1 , 8, simplemente, es T-1, si para cualesquiera

tres vértices Xi’xj’xk , tales que
Xis X, e{el} K
4 e en H, tal que x.,x € {e}

Xj’ Xy G{ej}
apareciendo, en todos los casos, xi,xj,xk, colocados en los
mismos ordenes relativos.

Obviamente, si un hipergrafo H verifica la propiedad T-1,
entonces, es un hipergrafo transitivo. El recipréco, cierta

mente, no se verifica.

Pongamos en H, X = Al’ y sea A2 el subconjunto de los vér
tices aislados de H. Sean, ahora,

Agrhyps ooy
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los conjuntosmde vértices aislados de los subhipergrafos

H H ‘e H

Ar 1 b b H
2 A3

respectivamente.
Naturalmente, se tendrd:

X = A1J/‘\2‘.')A3:7... DA

Kt
Diremos que H tiene un GRADO DE TRANSITIVIDAD f, o bien,
simplemente, es T-f, si ss verifica:

H no es 1-1
Aeo

Y H si lo es,

Proposicidn.-
'"" Todo hipergrafo transitivo, de rango h, tiene

un grado de transitividad menor que h-2 ",

HIPERGRAFO REFLEXIVC.-

Un hipergrafo H = (X,E) se dice REFLEXIVO si, y solo si,
para todo elemento x € X se tiene

(x) € E,-
La . n-matriz booleana asociada tendrd iguales a la unidad

todos loscelementos de la forma

1,1

para todo k, 1€ kgh + 1, siendo h el gangp de H.
Sé:tiene, en partieular, que cualquier k-seccién de un hi

pergrafo es un hipergrafo reftexivo.
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HIPERGRAFO "PREORDENADO. -

Un hieprgrafo H = (X,E) se dird HIPERGRAFO PREORDENADD o
PREQRDEN, si es , simultaneamsmte, transitivo y reféexivo.

Clasificaremos los hipergrafos preordenados atendiendo a
las propiedades de simetrfa y antisimetrfa defididas, aun-
gue no de forma explicita, en el capitulo |, conjuntamente
con las de hipergrafo simétrico y antisimétrico.

Se tendran asi tres grupos de preordenes:
I.- Preordenes no necesariamente siméfricos o antisimétri-
cos. Como casos particulares consideraremos los:
- PREORDENES COMPLETOS vy
- PREORDENES TOTALES,
cuyas definiciones resultan de unir, respectivamente; la de
finicién de preorden con las ya conocidas (pag. 30) de hiper
grafos completos e hipérgrafos totales.

Dentro, también,de este grupo consideraremos los T- PRE-
ORDENES, entendiendo por tales aquello hipergrafos que son,

simul taneamente, T-=1 y reflexivos.

I1.- Preordenes simétricos:
Recibirdn el nombre generico de EQUIVALENCIAS, y entre
los cuales distinguiremos:
- CLANES ; que son preordenes completos y simétricos.
- CLANES TOTALES: preordenes totales y simétricos.
Obviamente, no existe mas que Qn solo clan total qu ten

ga un nimero detérminado de vértices,k, y, sigue facilmente,
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su rango es igual a tal nimero k.
- T-CLANES : son t-predrdenes completos y simétricos.
Se verifica que todo clan total es un t-clan y que todo

t-clan es un clén.Ninguno de los reciprocos es cierto.

[11.- Prebrdenes antisimétricos:

Recibirdn el nombre genérico de ORDENES y se distingui
ran los:
- ORDENES PARCIALES: Predrdenes antisimétricos ho completos.
-~ ORDENES TOTALES: Dentro de los cuales distinguicemos los:

ORDENES TOTALES COMPLETOS: Predrdenes antisimé-

tricos completoes.

ORDENES DOBLEMENTE TOTALES: Preérdenés antisimé
tricos totales.
~ T-ORDENES: t-prebrdenes antisimétricos.

Es facil verificar que todo orden total es un t-orden.

CLASE DE EQUIVALENCIA Y CONJUNTO COCIENTE.~
Hemos designado, por definicidn, con la palabra EQUIVA--

LENCIA a aquellos hipergrafos, ( vy, por extensiéh, aqueilas
relacéones y aplicaciones multiunfvécas), que poseen las -".
tres propiedades:

- reflexiva

- simétrica

- transitiva

»

. Enunciaremos, . sin demostracidn, la siguiente:



Proposicadn:
" Toda equivalencia define una particion sobre

el conjunto X en el que estd definida vy , recfprg

camente, tcda particidédn define una equivalencia'.

Tal particidn puede venir definida como una yuxtaposi-
cidén de clanes.
Cada una de }as partes se denominard CLASE DE EQUIVALENS .

CiA , vy al conjunto de todas ellas CONJUNTO COCIENTE,

blt.~ CONEXION

COMPONENTE CONEXA DE UN HIPERGRAFC.-

Sobre el conjunto X de los vértices de un hipergrafo,

H = (X,E), vamos a establecer la siguiente equivalencia de
finida por la relacidn :

" Todos los elementos de X estdn relacionados
consigo mismos y dos elementos distintos cuales=--
quiera, X, Xj’ de X, estéan relacionados si, y -
solo si, existe una cadena que partiendo de X, ==
termina en xj“.

Tal relacién es, en efecto, de equivalencia e induce, so
bre el conjunto X, una particidn en clases. Cada una de ta-
les clases se denominard COMPONENTE CONEXA del hipergrafo H.

Notese que si un elemento no es extremidad de ningdn ar-

co, esto es, no es vértice terminal, &l mismo constituye u-
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na componente conexa.
AsT, por ejemplo, dado elhhipergrafo H = (X,E), con
X = {2’51 ’x2!x3!x[‘} ’XB’XG}

y E = (E),E,E5E)

AR Ty o
donde E1 = {e] }, E, ={e2 Y, E3 —.ﬂ » B = {eh }
siendo el = (%) ’e1 = (x,.,%,) e’ = (X 43X e X; 3 X, )
" 1 37 72 A T 1172274073

cuya representacidn planaria es la siguiente:

posee como componentes conexas las que siguen:

-

Cl = {xz} , ﬂCZ = {x3} , C3 = {XI’XH Yo, Cy, ={x5,x6}.

HIPERGRAFO CONEXO.~-

Es aquel tal que, para todo par Xi’xj’ de vértices distin

tos, existe una cadenali[xi,xj],‘que;los une.
De la definicidn sigue,binmed{ébéégaféj’q é’dﬁ Hfﬁéfg}afo
cohexo no posee vértices aislados. El reciproco, ciertamente,
no se vérifiéa.
Definicidn equivalente a la dada ser?é-decir que unvhipqi
grafo conexo es aquel cuyo nﬁmeoorde componentes cbnéxés eS

igual a\la»unidad.
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CLASES SIMPLEMENTE Y FUERTEMENTE CONEXAS.-

Dado el hipergrafo H = (X,E) consideremos las relaciones
binarias RS y Rf , definidas sobre el conjunto X de los véi
tices de H, por:

X, Rs xj si, y solo si, existe una cadena en(H)2
tal que X Y Xj son coordénadas de -
arcos de dicha cadena, o si x, = xj.

i Re %) si, y solo si{ existe un circuito en(H)2
tal que X: ¥ Xj son coordenadas de
arcos de dicho circuita, o si xi=xj.

Fstas dos relaciones se denominan, respectivamente, de
CONEXION SIMPLE y de CONEXION FUERTE.

Poe definicién, ambas relaciones son reflexivas y simé-
tricas. No es dificil demostrar que tambien son transitivas.
Por consiguiente ambas eelaciones son de equivalencia e in-
ducen, cada una de ellas, una particién de X.

Lag clases de X/RS se denominan CLASES SIMPLEMENTE CONE
XAS 6 abreviadamente, CLASES s-CONEXAS, y las clases del con
junto cociente X / Rf , CLASES FUERTEMENTE CONEXAS 6 f-CO-
NEXAS.

Un hipergrafo que posee solo una clase s-conexa se denomi
nard HIPERGRAFO s-CONEX0. De la misma forma, se denominard-
HIPERGRAFO f-CONEXO aquel que posee una sola clase f-conexa.

Se comprueba, de manera sencilla, las siguientes proposi_

ciones:

1= S S] es una clase s-conexa que contiene una coordena
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da de’ un arco e. € Ej’ entonces S, contiene

1

Cme s

completamente a e;.

Dos vértices pertenecientes a dos clases =~-
s-conexas distintas no pueden ser, nunca, -
adyacentes.

Un hipergrafo completo es ' a fortiori " s~
~COnexo.

El subhipergrafo congtituido por una clase
f-conexa, cualquiera, es é-conexo.

En un hipergrafo simétrico el subhipergrafo
constituido por una clase s-conexa es f-co-
nexo.

El nGmerQ, Pes de clases s-conexas es menor
o igual que el nimero de componentes conec-~
xas menos el nimero de vértices aislados.

Si H'= (X,E) es el hipergrafo matriz de -
un esquema ambas definiciones, clase s-cone
xa vy clase f~conexa, coinciden, y son igua-
a la definicidn de componente conexa que di

mos anteriormente.

En lo que sigue, mientras no se advierta lo contrario,nos

refa-iremos, unicamente, a 1-hipergrafos.

TEOREMA 2.-

" Un hipergrafo uhiforme;, H = (X,E), de orden y -

rango iguales a h, es conexo y sin ciclos si, y so



54
& -
lo si, posee h-1 arcos con extremidades distintas

dos a dos ',

Demostracidn:
Puesto que K es uniforme se tendrd E = {Ehk. Definamos,

a continuacidn, sobre el conjunto X, el grafo

G = (X, F)
donde,
F={F1, FZ}
sdendo
F1 = QF; = (xj) s i xj es un vértice aislado}
F, = {fi = (x.,x,) / e’ =(x h « ) € E |
2 2 e h G h

Para que G sea conexo y sin ciclos es condicién necesaria
y sufiiciente (*) que el nimero de arcos de dimensidn 2 sea
igual al orden de X menos una unidad; esto es, sea igual a
h=1.

Se verifica, ademds, que todo ciclo de G iﬁduce un ciclo
en H, vy fechrocamente; y, de la misma forma, toda componen
te conexa de G es componente conexa de H, y viceversa.

De lo‘anterfor, y de ser
()] = [k, ]

se sigue el teorema.

() Vease C. Berge (3) Cap. et
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COROLARIO. -
" Dado un hipergrafo H = (X,E), el hipergrafo
parcial generado por una clase isétOpa,’e;, es co
nexo y sin ciclos si, y solo si, las extremidades

i . .
de los arcos de e, SON, dos a dos, distintas, vy

[e;j = 5 = 1 ",

TEOREMA 3.-

(X,£), de rango h,

" Dado el 1-hipergrafo H

una condicidén necesaria para que H carezca de ci~-
- i

clos es que se verifique, para todo arco e, € ES,

con s<h, que

Demostracidn:
- i . . . .
Fijado el arco e consideremos el grafo bipartido si~--

guiente, G = (XI’XZ; F), donde: X, es el conjunto base del

1

i . i
arco e, X, un conjunto de [esj puntos representando los -

2

arcos isGtopos al e; , ¥ F ectd formado por el conjunto de

arcos,{fé}, tales que unen el vértice X, Y el punto repre-

J

sentativo de e si, y solo si, x,_ es una extremiadad del ar

k
J
co ey.

Nétese que, por ser G un grafo, no necesariamente se ha

de verificar que U {fé} = X.
i

N .

. El grafo bipartido G tiene s +[e;]vértices, y 2~[eé]ar- ‘
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cos. Sea p el”nimero de sus componentes conexas.Si H carece
de ciclos se implicar3d que G ha de carecer de ellos, y, por
consiguiente, se ha de verificar gue susnimero ciclomatico -
(*) es nulo; esto es,

' o i
v(e) = 2e]-s -[el]-p=0
3 s
de donde

[e;]t s - p<s,

i . . .
Puesto que e, es arbitrario se sigue el terrema.

El siguientevteorema proporciona una solucidn al proE]e-
ma fundamental de encontrar una condicién necesaria y sufi-
ciente para que un hipergrafo, sin ninguna limitacidn,carez
ca de ciclos, condicidn ésta que resalta esencial para el -
estudio de los hiperarboles, estructura en,la que, en la ac

tual idad, trabajamos.

TEOREMA L. -
" Si H = (X,E) es un hipergrafo con n vértices,
m arcos y p componentes conexas, no tiene ciclos~-

si, vy solo si, se verifica:

Demostracidn:

Consideremos el grafo bipartido G(H) = (XT’X F), andlo-

23

go al utilizado en el teorema anterior, donde X, es el con-

(%) Vease C.Berge: (3) pag.11.
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junto represé%tativo de los n vértices de H, X2 el conjunto
de puntos representativos de los m arcos de E, vy F es la fa
milia constituida por los arces obtenidos uniendo los puntos
representativos de X. Y e? si, y solo si, xj es una extremi
dad del arco e?.

E1 grafo G(M) admite Pr componentes conexas, m+n vértices
y 2m arcos. Ya que todo ciclo de H induce un ciclo en G(H) y
reciprocamente, se tendrd que H ﬁo tendrd ciclos si, y sclo
si, G(H) carece de ellos, esto es, sé4se verifica que

e

v(G(H)) = n® arcos ~ n® vért. + n® comp. conex. de G(I) = 0,
que, en nuestro caso, equivale a verificarse que
2m={(m+n) - Py
Ahora bien, de la relacidn existente entre el hipergrafo
H y el grafo bipartido G(H), se deduce que el nimero de con

ponentes conexas de ambos son iguales,con lo cual, operando

se llega a 4a igualdad

que pretendiamos demostrar.

Observacidn.-

Notese que,si hubiesemoslasignado al hipergrafo H un gra
fo bipartido G{H) andlogo al utilizado (*) para esquemas ’"
(est es, representando por puntos los vérticeé y los arcos
de H y uniendo el punto representativo.de un vértice x; con

k. \ .
el queszrepresenta unnarco ej si, y solo si, X, es una coor-

(*) Vease C.Berge (3) pag 376 pp. 4.
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denada de e?)t legarTamos a una condicidn suficiente para

que un hipergrafo carezca de ciclos; ésta es que sea

2 (jtely]- 1) =n=p,
S, i

que es semejante a la condicidn necesaria y suficiente para
que un esquema carezca de cicles. En nustro caso, si pres--
cindimos de la orientacidn del hipergrafo, la condicidn de

Berge se obtendria como una particularizacidn de ésta.

TEOREMA 5.,

SioH (X,E) es un hipergrafo con n vértices,
m arcos y p componentes conexas, admite un ciclo-

nico si, y solo si, se verifica,

m=n-p + 1 .

Demostracidn:

Dado que el grafo bipartido G(H), definido en el teorema
anterior, y el hipergrafo H tienen el mismo nﬁmero de ciclos,
el ndmero de éiclos de H serd la unidad si, y solo si, el de
G(H) 1o es. Si ello ocurre se tendrd que el ndmero ciclomiti
co v(E(H)) serd igual a 1; w de aquf,

1=2m~ (n+m) +‘pT.

Teniendo en cuenta, como en el teprema antgrior, que p
es igual a p, se llega a la expresidn

m=n-p+1.

Observacién.=-

Siguiendo un razonamiento anilogo al dado en la observa-
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cién del teoréma 4 se llegard que la condicidn suficiente -
para que H tenga un ciclo es que

. : ;Zi ( fki}}“ 1) =n-p+ 1.
S, i s

Las mismas consideraciones que alli hicemos son validas

en este €aso.

Proposicidn.-
" Se verifica, para un hipergrafo de n vértices,

T vértices terminales vy P clases s-conexas, que
n=-psT =P,
siendo p el nGmero de componentes conexas ''.

En efecto, de la proposicién 6, pag.53,

p<p-A (A = n® vért. aislados).

-

sigue, facilmente, la proposicién enunciada.

Como consecuencia de la anterior proposicidon podremos e-
nunciar estos dos corolarios de los teoremas 4 y 5, respec-

tivamente.

COROLARIO 4-1.-

" Una condicidén necesaria para que un hipergra

fo, con T vértices terminales, m arcos vy Pe cla--

ses s-conexas, no tenga ciclos es que se verifique,

h £ T - 'ps ",
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COROLARIO 5-1 .-
z Una condicidén necesaria para que un hipergra
fo, con T vértices terminales, m arcos y P cla--

ses s-conexas, posea un ciclo y solo uno, es que

se verifiqgue,

TEOREMA 6, ~
" Dado un hipergrafo ¥ = (X,E) de n vértices,

m arcos y p componentes conexas, se verifica

m2n - p (¥ n 22) ",

Demostracidn:
Operaremos por induccidn sobre el nﬁmerg de arcos.
Sim=1, se tiene que p = n-1 y, obviamente, se verifi-
ca:
t2n = (n-1) = 1.
Supongamos que se verifica, para un hipergrafo que posea
m=-1 arcos, la desigualdad
m=12n - p. (1)
Si afadi_mos un arco, el nimero de componentes conexas,
Py sera:
- lgual a o si el par de vértices terminales relacionados
por el nuevo arco ya lo estaban anteriormente.

- lgual a p-1 en otro caso.

i, -
~Si ocurre la primera de #as hipOtesis anteriores se ten-
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drd que, siendo cierta (1) , con mayor razén serd
m>n=p =N - py.
Andlogamente, si se verifica la segunda hipotesis, se --
tendrd que, siendo cierta (1), la desigualdad
mzn=ptl = n = (p=1) =n - p,,
tambien serd cierta.

En ambos casos queda demostrado el teorema.

COLORARIO. -

" Dado un hipergrafo H de n vértices, m arcos
y p componentes conexas, que posea algin ciclo, se
tendré:

m>n - p-V

Se deduce, inmediatamente, de los teoremas 4k vy 6.

TEOREMA 7.?
" Si H = (X,E) es un hipergrafo con

E={e / ic¢€1},
(donde se han numerado todos los arcos d¢ la fami
lia E, y se ha designado por | el conjunto de los
superindices obtenidos de esta manera), no tiene
ciclos si se verifica,para todo Jc<! , (J # %),
que '

[ U {e‘}] > ) ([Le'1] - 1) ".

ie J ; i€ J
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&

Demostracidn:
En efecto, si H admite un ciclo

0=61,...,eq, (61),

i . .
sea e el arco de extremidades Xis X, Haciendo, entonces,

i+1°
Q={1,2,...,q9}

se obtiene,

[iJ {ei}]

1

f U« {ei} - {X;}§j B %2;~[iei} - {xi}]:

P€Q i€ Q [eQ
= 2 [ fehnog] = 2 (frehy]-n.
i€ Q i€Q :

v la condicidn del enunciado no se verifica.

LEMA 1.~
" E] ndmero de ciclos de longitud k, o de un

“clan (#) de orden n, viene dado por’

- i
e 1/2 Cn,k P .

Demostracidn:

Este teorema pertenece a la teoria de grafos. En dicha teo
ria existe un método de enumeracién de ciclos (**), pero no
un método, o férmula, que de directamente el ndmero de ciclos
de una determinada longitud. Tal problema se soluciona median
te este teorema, que nosotros utilizaremos como lema previo

al teorema 8,

(*) C. Berge (1)

(%*) A, Kauffman y D. Coster (16) ﬁfg‘r
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El primer férmino del producto, las combinaciones de n e
lementos, tomados de k en k, Cn,k’ nos da los agrupamientos
distintos que podemos efectuar con los n vértices del clan,
en grupos de k elementos.

El problema se reduce, pues; a considerar, dentro de cada
agrupamiento, cuantos ciclos,de longitud k, podemos definir
sobre tales k vértices, XyoXolheoayXy

Podemos tomar como origenes de los ciclos un vértice cual
quiera, para fijar ideas, por ejempld,-el Xqys sin ninguna -
perdida de generalidad, y escribir los cicles en la forma

u[x1,xi beneaX, ,XT]
2 k
(Notese que en teorfa de grafos tal sucesidn define univoca
mente el ciclo. No asT en la ﬁuestra.)

Ei nimero de ciclos serfa, pues, en una primera aproxima
cidn, igual al nimero de permutaciones definidas sobre estos
k=1 vértices, Xi geeesXe Ahora bien, segln este criterio,

2 k
resultarfan ciclos cuya Gnica diferencia radicarfa en el sen
tido de recorrido; de aquf el factor 1/2 que figura en nues
tra férmula.

Notemos que Pk_1 es,precisamente, el ndmero dé permuta--
ciones circulares sin repeticidon de k elementos.

Ejemplo:
Puede tener interés en la teoria de grafos, aparte de la

comprobacidon que supone de nuestro teorema, enumerar los dis
‘ : 2

tintos modelos de ciclos de longitudes 5, 6 y 7, que se pue
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k] ’ .
den former sobre clanes de Srdenes 5,6,y 7, respectivamente.
- Para k=5, yn=5, se tienen log siguientes modelos,(dg
bajo de cada uno de ellos figura el nimero de veces que se -

repite en otras posiciones distintas).

OV A

-

Como se comprueba , 12 = 1/2 P

5-1°

- Para k = 6 y n=€, se tienen los siguientes modelos:
Q%M%%Q
' 6 6
m%%%%%

6

-

Como en el caso anterior, comprobamos: 60 = 1/2 P6-1'

- Parak=7y n=17, se tienen los siguientes modelos:

-7

1k

Q- E
O

O D-F-
G- Z
BE BSSE-Re
g
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*E YD B

14 14

AEXES

EEEEE

Andlogamente, comprobamos que 360 = 1/2 P

7-1

Sea el hipergrafo H = (X,E) v sea e; un arco cualquie
ra de ES. Consideremos la clase isdtopa a g;, ei. (Mo es di
ficij demostrar que la relacidn isotopfa es una relacidn de
equivalencia e induce una particién en E). Considéremos el

hipergrafo parcial

Obviamente, podemos considerar que H es la unién de todos

estos hipergrafos parciales y escribir

H = L~) H i

. €
i,S s

. . A i . .
o bien, identificando €g y H P escribir, menos precisa

€ S
mante

Ry
;‘9 e

1y

i
s
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Notaremos pgr
i
vk(%)
el nimero de ciclos de longitud k del hipergrafo parcial ge-
‘ . i
nerado por la clase isOtopa e, -

Facilmente, se tendrd la siguiente

Proposicidn.~
" El ndmero da ciclos,de longifud k, de un hiper

grafo H es menor o igual que la suma del nimero de

ciclos, de la misma longitud, de los hipergrafos -

parciales generados por cada una de las distintas

clases isGtopas de H. Esto es, .

v, (H) £ 2 v H ) ¥ ok "

i,s €
} s

El siguiente teorema proporciona una cota para
para el ndmero de ciclos de cada uno de los hiper-

grafos parciales generados por las distintas clases isdtopas.

TEOREMA 8.~

'"" Dado el hipergrafo H = (X,E), para cada una de

. s i . .
las clases tsotopas,es, se tendra

i
vk(es) < tk Cp,k

"siendo,i el ndmero de cfclos,de,Iohgitud5k;“que e

k
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.
existen en un clan de orden s, Cp " el ndmero de =--
H

combinaciones de p elementos tomados de k en k, vy

p=2 (s=-2)¢.",

Demostracidn:
Sea

i q}

e = {e] ez e
s s Tg’" g

donde gq = E;

Asociemos a:la clase isétopa s; el grafo G = (B,F), sien
do B el conjunto base de un arco cualquiera de la clase e; Y
F la familia de arcos tales que (xi,xj) € F si, y solo si,
xi Y Xj son, respectivamente, las extremidades iniciaj y fi~
nal de algln arco de la clase s;.

El nimero de arcos de G serd, evidentemepnte, igual a q.

A todo ciclo del grafo G le corresponderéd un ciclo en el
hipergrafo parcial generado por la clase isStopa 5; y Y rech
proca_mente. Esto es, se verificaré

v (H ) = v (8) vk o, (1)
€

s
Por otro tado, el grafo G = (B,F) es un grafo parcial del
p-grafo Gp = (B,F”) correspondiente al hipergrafo matriz del

esquema generado por H - En é1 se tendri [e;} = g!

€
S

El valor de p en tal p-grafo, esto es, el nimero miximo de
arcos que unen dos vértices cualesquiera serd : teniendo en

cuenta que, debido a la forma en que hemos construido Gp, --
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(simétrico y completo), el nimero de arcos que unen dos vérti
ces cualesquiera es el mismo en todos los casos,

nimero de arcos de Gp

p o=
n2 pares distintos de vértices
esto es:
st
p = = 2 (5-2)!
s (s~1)/ 2

Considere-os, a continuacién, el clan, de orden s, asocia
do al p-grafo Gp, sustituyendo los p arcos existentes entre
dos cualesquiera de sus vértices por una arista. Si llamamos,

ahora, t, (lema 1) al ndmero de ciclos, de longitud k, (k>2),

k
Y t, al nimero de diagonales,se tendrd que el nimero de ci--
clos , de longitud k, que podemos definir sobre Gp es igual

a.:

C .
k “p,k

t
Teniendo en cuenta que todo ciclo de G es un ciclo de Gp,

- {pero no reciprocamente),esto es,

vk(G) <vk(Gp) , Yk,

y puesto que, segin (1), se tiene

vk(H i) < vk(G)

€
S

se llega, finalmente, a la expresion

V() < ov, (6)

€
S

o bien, abusando del lenguage, como ya se hiciera anterior-
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%
mente, se tendrd la desigualdad del -enunciado.

TEOREMA 9.~

" Sea H = (X,E) el hipergrafo matriz de un esque
ma, con n vértices, m arcos y p componentes conexas.
Sea

g = {ES y E Ty eee, £}

el conjunto de sus t clases isdtopas distintas.
El hipergrafo H carecerd de ciclos anisétopos si,

. .
y soio si,

t

) (sj" 1) =n - p ",

j=1

Demostracibn:

Consideremos el grafo bipartido
%
tices de H, X2 el conjunto de puntos representativos de e, vy

i,
F el conjunto de arcos,distintos, tales que (xk, eSJ) € F si,

J
y solo si, existe un arco, perteneciente a la clase isGtopa

siendo: el conjunto de puntos representativos de los n vér

i, .
sSJ, cuyo conjunto base contenga a X e
J

El grafo G(H) admite p componentes conexas, t+n vértices

t
Yy 7.s. aristas.
=1

“El hipergrafo H no tendrd ciclos si, y solo si, G(H) care
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ce de ellos, Eara lo cual G(H) ha de ser un bosque vy verifi

car, por tanto,
.
= (t+n)-p.

.

S,
j=1 4

De donde,

COROLARIO., -
""'Una condicidén suficiente para que un hipergra
fo H = (X,E), de n vértices, m arcos, p component

tes conexas y t clases isdtopas distintas, no ten

ga ciclos anisGtopos es que se verifique,

Demostracidn:

En efecto, basta ver que el hipergrafo H carecerd de ci-
clos si carece de ellos el hipergrafo matriz correspondien-
te al esquema generado por H, para lo cual es suficiente --

que se verifique la igualdad dada por el teorema.

ARCOS DISTINGUIDOS.-

Dado un hipergrafo H = (X,E), definiremos el CONJUNTO DE
ARCOS DISTINGUIDOS como el subconjunto de los arcos de F ta
les que\dos cuaiesquiera de gllos.tiene distintas‘al menos

e

una de sus extremidades.
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El siguiente teorema proporciona un criterio para saber
el nimero de arcos distinguidos que posee un hipergrafo su-

jeto a determinadas hipdtesis restrictivas.

TECREMA 10.~
" Si un hipergrafo H = (X,E), de n vértices, m

arcos y p componentes conexas, verifica:

1o v (B =0, ¥ k3.
2.- E, =10

h k h k ;
3.- [{ei} n {ej}] £2 » ¥oel, e de H.

entonces, se tendrd que
d =n - p
siendo d el orden del conjunto de arcos distinguli

dos de H ',

Demostracidn:
1.- No existen arcos isStopos de orden mayor que 2.
En efecto, puesto que, en otro caso no se verificarfa
la hipStesis 3.
2.~ Consideremos, a continuacidn, el grafo bipartido G(H)=

=(X : F) siendo: X1 el conjunto de puntos representativos

7% '
‘de los n vértices de H, X2 el conjunto de puntos representa-
tivos de los d arcos distinguidos de H, vy F el conjunto de

arcos tales que tales que unen un punto de X1 con otro de X2

si, y solo si, el primero de’ellos es una coordenada (en H)
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perteneci6ﬂ1€e a]/conjunto base del segundo.
El grafo G(H) posee 2d arcos, d+n vértices y P componen
tes conexas.
El grafo G(H) carecerd de citlos.En efecto, si los pose-
yetra, serian de la forma:
(x1, el,xz, ez, Lo X ed, x1)
- Si q es mayor que 2, implicarfa que existe un ciclo de --
longitud mayor que 2 en H, contra la hipdtesis 1.
- Si g es igual a 2 implicarfa que e1 y ez tendrfan las mis
mas extremidades y no serian arcos distinguidos.
El grafo G(H) verifica, entonces, que
v(G(H)) = 0O
o lo que es lo mismo
2d - (n+d)+pT=0. -
Ahora bien, puesto que el nimero de componentes conexas
de G(H) es igual al ndmero de eopmponentes conexas de H, de
Bido a la forma en que construimos G(H), se tendra, finalmen

te, la igualdad

que pretendiamos demostrar.
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ESTUDIO VECTORIAL De CICLOS Y COCICLOS



CAPITULO TIT

ESTUDIO  VECTORIAL DE CICLOS Y COCICLOS

Si, en el capitulo anterior, dimgs las defini-
ciones y teoremas bisicos relativos a los ciclos,
‘vamos, en éste, a iniciar un estudio vectorial de
ellos; al mismo tiempo, y de manera andlcga,se de
sarrollars el estudio de los cociclos y las rela-

ciones entre ciclos y cociclos.

FORMA VECTORIAL DE UN CICLO.-

Consideremos fijado:

12 .- Una orientacién para el conjunto de los arcos de -

un hipergrafo H = (X,E), vy sea-

E = {e1, e?,..., e}
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22 .- Un séntido de recorrido para un ciclo dado, u, de-
. + . .
signandose por u el conjunto de arcos orientados
en dicho sentido y por u_ el conjunto de los res--
tantes arcos.

Entonces, con las condicicnes 12 y 2%,se puede hacer co-
rresponder a todo ciclo u , en el que se haya fijado un sen
tido de recorrido, un vector

._).
H= (OL]) 0"2:"-, O’vm)
con
. i + - .
0 si e fu Uy , esto es, si el arco

i .
e no se utiliza.

-1 si e €y

En lo que sigue, un ciclo, con un sentido de recorrido,
se identificard con el vector K que define; y cuando se di~-
. - . > > k
ga que un ciclo u es SUMA de los ciclos My Y u, se entende-
rd que se trata de la suma vectorial correspendiente.
Notese que para que la suma tenga sentido, el resultado

ha de ser un ciclo.

Proposicidén 1.-
" Todo ciclo es suma de ciclos elementales sin
arcos comunes ''.

. . . > .
En efecto, basta definir, al ir recorriendo u, un ciclo

_elemental cada vez que se llegue a un vértice (terminal) de
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enlace ya utilizado anteriormente.
La proposicidén se pude, como es 18gico, particularizar -

para el caso de ciclos anisdtopos.

cocicLo. -

Dado un hipergrafo, H = (X,E), vy un subconjunto B de X,
recordemos, designdbamos por w+(B) y w (B) los conjuntos de
arcos incidentes con B hacia el exterior y hacia el interior,
respectivamente, y por B

w(B) = w (B)7U w (B)
al conjunto de arcos tales que una de sus extremidades per
terece a B y la otra a X - B.

Un COCICLO es, por definicidn, un conjunto no vacfo de -
arcos de la forma w(B) y dividido en dos clases w+(B) yuw (B).
Si w(B) es igual al vacio,  tal conjunto se denominard --

COCICLO IMPROPIO.

Si, como antes, suponemos que los arcos de H estan orde-

nados, podemos hacer corcesponder a todo cociclo w(B), un -

vector

->
© = (Bys Byseves B)

con
0 si ei £ w(B)
B, = +1 si ei € w+(B),
1 sioel €W (B)

En lo. que sigue se identificard un cociclo con el vector

.
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que se le asotia.

Prposicién 2.~

" Si A es el conjunto de vértices aislados de
un hipergrafo, se tendrd que para cualquier sub-
conjunto B de A, el conjunto de arcos w(B) serd -

un cociclo impropio",

COCICLO ELEMENTAL.-
Un cociclo, M(BT)’ se dice ELEMENTAL si estd constituido
por el conjunto de arcos que unen entre sT dos subhipergra-

fos H, y H, generados por dos subconjuntos B, y B, de X
B1 52 : 1 2

tales que

3.- B1lJ82(ZC
siendo C una componente conexa del hipergrafo H.

Obviamente, si w(B) es un cociclo elemental BNA = &.

COCICLO s-ELEMENTAL.-
Si, en la definicién anterior, sustituimos la condicidn
3 por la
37.- B1 U B2 C CL

siendo CL una clase s-conexa del hipergrafo H, el cociclo se

dird s-ELEMENTAL.
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N o - A
Proposiciéon 3 .-
" Todo cociclo elemental es s-elementall’.
En efecto, ya que si se verifica la condicién 3 tambien
se verificard la 3°.

E1 reciproco no es cierto.

Ejemplo:

Dado el hipergrafo de representacidn planaria

se tendrd, por ejemplo,

3(31) = g({ x1’xli} ) = ( 0, 0, 0, 0, 0 )

i

w(By) =3 {x;} ) (1,-1,0,0,0)

5(8;) = wltxy,x,,x33)= (1,71, 1,0, 0)

5(8,) = &( {x5.xg} ) = (0,0, 1,0, 1)

AsT pues,

- Z(B]) es un cociclo impropio.

- Z(BZ) une los conjuntos B, y {x,} y es, por tanto, un
cociclo elemental vy, consecuentémeﬁte, s-elemen-
tal. |

- 3(83) une 83 con el conjunto {XQ’XS} y. es, por tanto,

un caciclo s-elemental, pero no elemental.
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-> B ' . .
T w(Bh) une By con el conjunto {xs,x9} y es un cociclo

que no es elemental ni s-elemental.

COCIRCUITO. -
. o + «

Un cociclo w(B) en el cual uno de los conjuntos,w (B) 6
w (B), es vacio se denomina- COCIRCUITO.

Esto es, un cocircuito es un cociclo , w(B), en el cual
los arcos estan orientados en el mismo sentido: bien sea hg
cia el exterior, bien hacia el interior de B.

AsT, en el ejemplo anterior, el cociclo w(BH) es un co--

circuito.

TEOREMA 1, ~
' Todo cociclo a'es suma de cociclos elementa-

les sin arcos comunes '.

Demostracién:

B B

Sea » un cociclo de la forma o (B) y sean Bl’ greeaBy

las intersecciones de B con cada una de las componentes cone
xas de H.
Se tendr3 que:
w(B) = w(B,) + w(B) + ... +&(B)
1 2 k
donde hemos prescindido de los cociclos impropios.
Por otra parte, los cociclos S(Bi), i=1,...,k, son, dos
a dos, disjuntos. En efecto: Si tal no ocurriera, entonces,

" de la ex?sten;ia de un arco & € w(Bi) N m(Bj),-f,j < kyi#j,
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se implicarfa que Biﬂ Bj # @, en contra de ser B. vy Bj -
dos componentes conexas distintas.

Sea Ci la componente conexa de H que contiene a Bi' El -
subhipergrafo denerado por Ci - Bi admitird como componen
1 .2 hj

tes conexas las Cor €0y vvn Ci' y se tendrd (en H), pres

cindiendo de los cociclos imprgios, que

5(8,) = - ule)) - aeh - .- ae )
siendo: .
12,- - Z(C?) un cociclo elemental ( V¥ tsiwi) puesto que,
siendo Sf el conjunto de vértices que el cociclo
- pone en comunicacidén coh C?, se tigne que
ctustcc,
i i i
2%.- La interseccidn
- J(C?) n - J(C?) =g, ¥p,q/ p,q éf]i,p¢q

En suma, podemos escribtir

k
aley) = 2. -
o

h

)
como querTamos demostrar.

COROLARIO. -
"

Todo cociclo s~elemental es suma. de cociclos

elementales sin arcos comunes ''.

Ejemplo:

En él~hipergrafo del apartado anterior, el cociclo $(Bh)
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puede expresarse como
3(84) = uf {xgh )+ 3({x8})
En el mismo hipergrafo se tiene
0 ({x)5xg5%gH) = (1,-1,1,1,0)
y se verificara:

5 (xgxguxg}) = 6 lhxy,x0) + 5(Ix3) + ulixgd)

Proposicidén 4.~
R > .
g w(B1) y w(Bz) son dos cociclos tales que
> - (e '
w(BT) w(FZ)

necesariamente ha de verificarse gue

B, -A = I, - A ( A conj. vert. aisl.

El teorema siguiente nos da otra definicién de cociclo e

Temantal equivalente a la ya conocida.

TEOREMA 2.-
" Un cociclo es elemental si, y solo si, es un
cociclo minimo. ( Es decir, si no puede deducirse

otro cociclo de &t por supresién de arcos) '.

Demostracidn:
Sea 3(8) un cociclo minimo. Existird un B]CZX tal que
©(8) = G(s,)

con BI= B-A (BlﬂA =0 ).
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E1 conjuntd B, , por ser w(B) , ( y,consecuentemente,z(81)),

1
un cociclo minimo estd contenido en una componente conexa C
de H.

Sean 81,82,... las componentes conexas del subhiper-

By
grafo generado por C - B.
. - . .
Si k2, el vector (en H) - w(BT) es un cociclo conteni
= d . . - > 4
do en »(B) y distinto de é!. Consecuentemente w(B) no serfa
minimo. De aquf el absurdo. Se tiene, pues, k=1 vy, por -
. > . '
consiguiente, w(B) es un cociclo elemental.
- - .

RecTprocamente, sea w un cociclo elemental que une dos -
subconjuntos B, vy B, (no vacios). Ahora bien, si suprimi-
> .
mos algunos arcos de w (no todos) el hipergrafo generado por
Bl U B2 no puédd desconectarse (ya que en otro caso no se

' - —>‘ - » e
ria w elemental) y por tanto no se obtiene ningiin nuevo co-

- 3 - + . - -
ciclo. fe sigue que w es un cociclo minimo.

GENERALIZACION DEL LEMA DE LOS ARCOS DE COLORES DE
MYNTY. - |

Sea un hipergrafo H = (X,E) cuyos arcos se suponen que es
tan ordenados y coloreados, indistintamente, en rojo, negro
o verde, y supongamos cque el primero de ellos, el, es negro.

En estas condiciones previas se verifica el siguiente:
LEMA, -

" Una, y solo una, de las siguientes proposicio

nes es yélida:

, 1. . v
12 .- Pasa,por el arco e , un ciclo elemental

Y
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Gnicamente rojo y negro, con tddos los
arcos negros orientados en el mismo sen
. tido,

1 .
2% ,- Pasa, por el arco e , un cociclo elemen-

tal Gnicamente verde y negro ",

Demostracidn:
Vamos a utilizar un procedimiento de marcaje iterativo -
de los vértices terminales de H.

Sea

1 1 2 r
e = ( xl’ X1, cevy xl)

1

P r . .
-.Se marca el vértice x extremidad final del arce e .

'l’
- Si x es un vértice ya marcado e y un vértice que ro lo
estd, se marcard en uno de los dos casos siguientes:

i) Si existe un arco negro cuyas extr;midades inicial -
y final coinciden, respectivamente, con x e VY.
ii) Si existe un arco rojo de extremidades x e vy.
Continuaremos este procedimiento de marcaje hééta que no
podamos proseguir.
Se pwden producir estos casos:
1.- Se ha marcado el vértice x}v
Los vértices utilizados, sucesivamente, para mar
car xl constituyen un ciclo rojo y neéro con todos
los arcos negros orientados en el mismo sentido (en
tonces, no puede existir un cociclo negro en el mis

B .

mo sentido). Este ciclo es la suma (prop. 1) de ci-
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& s . .
clos elementales disjuntos. Uno de ellos contiene -
1
al arco- e .
P 1
2.- No se ha marcado el vértice Xy
Si B designa el conjunto de todos los vértices -
.—) 3 -
marcados, w(B) no contiene, entonces, mis que arcos:
negros orientados hacia B, o arcos verdes y se tie~
. - .
ne un cociclo w(B) , verde y negro, conteniendo el
1 v .
arco e , y gon todos los arcos negros orientados ha
cia B, (entonces, no puede existir un ciclo rojo vy
negro con todos los arcos negros orientados en el -
~mismo sentido).
Este cociclo es la suma {teor. 1) de cociclos e-

lementales sin arcos comunes. Uno de ellos contendra

1
el arco e ,

COROLARIO., -
" Todo arco pertenece, bien a un cociclo elemen.
tal, bien a un ciclo elemental, pero no a los dos'.

En efecto, basta aplicar el lema al hipergrafo dado colo-

reando todos los arcos de negro.

DEPENDENCIA E INDEPENDENCIA LINEAL.-

Se dird que los ciclos
u-‘s Uzi .o )uk
son LINEALMENTE DEPENDIENTES .si existe una relacidn vectorial

de>la forma
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C A > ->
+ .. =
F1 Wy Mo P ]
~donde los r, son enteros cualesquiera, no todos nulos,

En casc contrario los ciclos Hyser se diran LINEAL--

d ’uk
MENTE INDEPENDIENTES.

Analogas definiciones son vdlidas para cociclos.

BASE FUNDAMENTAL. -
Una BASE FUNDAMENTAL DE CICLOS es, por definicidn, un con
junto
I A
de ciclos elementales independienteé, tales que cualquier o
tro ciclo §>, puede ponerse en la forma

->

> + + >
| = r 1 .o r
H 1 M

k Mk
con r, enteros cualesquiera.
E1l nimeroc de ciclos de la base se denominard DIMENSION.

De manera andloga se define BASE FUNDAMENTAL DE COCICLOS.

TEOREMA 3.-
" Sea H = (X,E) un hipergrafo con n vértices,m
arcos y p componentes conexas.lLa dimensién de la
base de cfclos es
v(H) =‘m - n+p
La dimensidn de la base de coéiclos es

A(H) = n - p ",
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Demostracién: *
12 .- Existen n-p cociclos elementales independientes.

. En efecto, supongamos que el hipergrafo solo posee una -
componente conexa, {(p=1), y formemos n-1 cociclos indepen--
dientes de la forma iterativa que sigue:

~ Tomemos un vértice x; arbitaario y hagamos Bl ={x}}.
E1 cociclo 5(81) es suma de cociclos elementales (teo-
rema 2).
_Sea e1 un arco de alguno de eétos cociclos elemen=

r
tales y sean xl y x11 sus extremidades. Se tendrad

x1 E B, ¥y xr] # B
] i 1 1
ry N
- Hagamos B, = B, U {x1 } ; el cociclo w(Bz) contiene
un cociclo elemental; sea e2 un arco, de dicho cociclo,
. 1 2
de eztremidades x2 , XZ , con .
r
1 2
X, € B2 Y %, ¢ 82

v
~ Hagamos = 82 U {xzz} y prosigamos de nuevo.

%3
Al acabar se habrdn definido, asT, n-1 cocicloé elementa
les. Estos cociclos son independientes ya QUe, debido a la
forma como se han construido,cada uno de ellos cohtiene un
arco que no estd contenido en los siguientes.
Si el hipergrafo H no es conexo, sean
C

C C

1 ? 2! vety p
sus componentes conexas.

Supongamos que

. [Ci] = »n.\
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El nGmero de cociclos elementales independientes que po-
demos definir sobre cada una de ellas seré:

+...4n ) - p =
p)p

(ng-1) + (ny=1) + c.. # (né-?) = (n,

=n ~ p.
( No olvidemos que los conjuntos base sobre los que se en
cuentran definidos los arces que constituyen estos cociclos
no tienen, necesariamente, que estar definidos sabre una G-

nica componente conexa).

22 .- Existenm - n + p ciclos elementales independientes.

Consideremos una sucesién de hipergrafos parciales

Hyy Hys <oy Ho = H

donde el hipergrafo Hi estd obtenido a partir del preceden-
te Hi—1 por adjuncidn del arco ei.

Sea

r

e1 = ( x}, x%,..., x11)
En un principio el nimero v(H) =m - n + p sera:

v(H) =1 - r‘ + ( rT-l) = 0

Lo cual se sequird verificando aln en el caso de ser e
igual a la unidad, ya que un bucle no se considera un ciclo
en nuestra teorfa.

. e . i . > .
- Si al afadir un arco e se forma un ciclo u; se tiene

V(Hi) = v(H,

|-1) *+ 1

ya que m aumenta una unidad mientras que n-p permanece igual.

- En caso contrario se tiene

v(H,) = v(HH)
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puesto que m Eumenfa una unidad y n~p lo hace en la misma -
proporcidn.

Se tienen asi, al finalizar este proceso, definidos - -
v(H) =m - n + p ciclos,
> - -

. oy By oseeey oo
i, i

Ademds, no puede existir una dependencia lineal entre e-

11os, ya que si asi fuera serTa de la forma

-
con kj # 0, relacién absurda puesto que el ciclo M con-
, J
tiene el arco e, que, debido a la construccibn, no figura
J
en los otros ciclos.

Se tienen, pues, v(H) ciclos independientes.

32 .- No pueden existir mids de v(H) ciclos independientes,
ni mas de A(H) cociclos independientes.

En efecto, sea S el espeacio engendrado por los ciclos vy
T el engendrado por los cociclos.

Ambos espacios, Sy T , serd subespacios de R™.

Si uesuncicloy o= w(B) un cociclo, su PRODUCTO

ESCALAR se definirad:

> > m
<P ,w> = I a. B
. i
i=1
y es nulo, ya que
<i, @(B)> =<y, I w()> = I <i, 0b)>=38

bE B b€ B

en virtud del corolario del Tema de Mynty generalizado.
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Se tiene, paes, gque Sy T son dos subespacios ortogona--
les de Rm, y, por consiguiente, sus dimensiones verifican:
dim, § + dim. Tgm
Por otra parte, se tieqe, a partir de los apartados 1%y

2 anteriores, que

dim. S+ dim. T2 v(H) + A(H) =m
y de ambas desigualdades de sigue el teorema cuya validez

queriamos demostrar.
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CAPTTULO TV

HIPERGRAFOS  CONFORMES,

En este capitulo tratamos de forma breve una clase espe-
cial de hipergrafos, los hipergrafos conformes, para 1o ——
cual, tras algunas definiciones previas, introducimos el --
concepto citado y damos, a continuacidn, dos condiciones ==
necesarias y suficientes para cue un hipergrafo sea confor-

me.

KLAN. -

Llamaremos p-KLAN a un p-grafo completo.

ARCO SECCION.~

Dado el hipergrafo H = (X,E) y un arco cualquiera e; per

_teneciente a &1, llamaremos ARCO SECCION de e;»a la 2-sec~-
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cién del hipergrafo parcial generado por la clase isGtopa a
la que pertenece el arco dedo; esto es, la 2-seccifn,

s, = (H i )y
E5 S‘

HIPERGRAFO CONFORME.-

Se dird que un hipergrafo H = (X,E) es CONFORME si la fa
milia de klanes maximales, K . , de su 2~seccién, (H),, es
max 2

igual a la familia maximal, S .- de sus arcos secciones,

max

Ejemplo:

Dado el hipergrafo H = (X,E) , de representacidn planaria

los arcos secciones correspondientes a los hipergrafos pars
ciales generados por cada una de sus clases isStopas, tendrén

como representaciones planarias las que siguen:

X, X, Xy X, Xy,
» 4 °® . e i
A 4 ' va
x] S x3 x1 . | : x3
5 > s Sy

.La familia maximal de arcos secciones sera la:
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Smax B {51’ S3’ 54}

La 2-seccidn de H, (H)Z’ serd:

/f*""‘“"“:s- @ xl\l
Zy
J3
y la familia de klanes maximales, Kmax , serd la constitui-

da por los klanes K, y K, de vértices {x],xz,x3} y,{xz,x3,xu}
respectivamente. |
Puesto que

S # K
max max

se sigue que H no es un hipergrafo conforme.

Proposicidn 1.~
" Todo subhipergrafo, de un hipergrafo confor-
me, es conforme ',

Evidente.

Teorema 1.-
" Un hipergrafo , H = (X,E), es conforme si, vy

solo si, todo klan de la 2-secci6n,(H)2, estéa coi

tenido en un arco seccidén de H '.

Demostracién:

..Si H es conforme es evidente que todo klan de la 2-seccin
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(H)2 , estd contenido en un klan maximal de (H)Z’ y por con
siguiente, en un arco seccidn de H.
Demostremcs el reciproco.
Si. K, € Kmax existe, por hipdtesis, un anco seccién ~-

i

Sj € Smax Yy un Kt € K, tal que

K. C S, C K,
i J t
pero,por.ser Ki maximal, se implica que Ki = Sj’ y como ==
consecuencia se tiene la inclusidn

K <5 (1)

Reciprocamente, si Si € Smax’ existen, por hipStesis, un

KJ € Kmax’ Yy un St € S5, tales que

S.C K, 'S
i ] t
Por consiguiente, ya que Si es maximal, se tiene que --
Si = Kj y de aquf
S _C K (2)
max max

De ambas inclusiones, (1) y (2), sigue la segunda parte

del teorema.

UNION DE HIPERGRAFOS.-
Dados los hipergrafos H1'= (XI’ E1) N H2 = (Xz, Ez), de
finiremos la UNION de ellos como el hipergrafo.

H= (X UX., E )
1° "2 x1uxz

entendiendo por EY U X la familia de arcos formada por la

. 1772 .
union de las familias E, v E,-
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INTERSECCION DE HIPERGRAFOS.-
Llamaremos INTERSECCION de dos hipergrafos H] = (Xl’ El)
y H, = (XZ’ EZ)’ al hipergrafo

H=(Xxnx%,, ).

E
X10X2
Si X1ﬂ X2 =@ , se dice que los dos hipergrafos dados -

son DISJUNTOS.

Teorema 2.-

""'Una condicidén necesaria y suficiente, para =
que un hipergrafo H = (X,E) sea conforme, es que,
para cualesquiera tres arc¢os secciones, 51,52,83,
de &1, exista siempre otro arco.seccién que con--
tenga la unidén de todas las intersecciones bina~-~
rias posibles de aquellos. Esto es, contenga a:

(s1n 52) U (szn 53) U (sln 53) n,o(1).

Demostracidn:
12 Si el hipergrafo H es conforme , bastard demostrar que
v(51(‘52) U (szn 53) u (s]n s3)
es un klan de (H)Z’ puesto que, si ello es cierto, bastara
aplicar el teorema 1 para deducir la tesis.

Sea
Sj = (Xj’ Fj) para j = 1,2,3
y hagamos

A

Y = ulnxz)u uznx3)u u,nx3)~
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podemos pomerféntonces (1) en 1a forma
(v, Ey)
Veamos que todo vértice X perteneciente a la intersec--
.. Q
cidn Slﬂ S2 es adyacente a 82(383 y v1(133.
En efecto:

- 7 ¢ C i £ - ¥
Si x; esin S, » se tiene que x, f X‘f\XZCX2 >x. & X2

- Para todo elemento xj e Szﬂ S, = xj £ X

3 2

Y puesto que 82 es un klan, por hipdtesis, de las dos a-
firmaciones precedentes se sidue que el elemento x; es adya
cente a todos los elementos de SzﬂSB, y ello para cualquier
X

i

Andlogamente se demostrarfa que X es adyacente a -todos

los elementos x, de 83(181.

Por consiguiente se tiene que (Y, E es un klan de (H)

Y) 2?2
como queriamos demostrar.,
2% .- Demostremos, a continuacidn, que la condicién del e~
nunciado implica que todo klan K de la 2-seccidn de H, es
t3 contenido en un arco seccidn de H. |
Lo haremos por induccién sobre el orden del k}én conside
rado.
Si fK] = 1 es cierto sin mds que hacer uso de la propia
definicién de hipergrafo. |
Si [K] = 2 es, igualmente, evidenye.
Supongamos, pues, que el enunciado se verifica para todo

klan K” cuyo orden sea menos que un cierto k y demostremos

lo para un klan K, con [K] = k23 .
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Sean XqsX tres elementos cualesquiera pertenecientes

2'%3

a K y hagamos

Ki =K - {xi}

entendiendo por Ki el klan obtenido suprimiendo en K el vér
tice Xi Y los arcos incidentes a &l (subgrafo de K).

Existe, en virtud de la hipStesis de induccidn, un arco
seccidn Si tal que

Ki c Si (2)

Ahora bien, podemos poner K em la forma:

K= (K (\Kz) U (.sz\B) U (K1ﬂ K.)

1

y, por (2), se tendra:

3

K = (K]ﬂK U ( K2m<3) U (K1ﬂK) c

2) 3

C (ansz) u 52“53) U (s1n53)

y existird, entonces, por hip§tesis, un arco seccidn S0 tal
que
<
(s;ns,) U ( 52ﬂ33) U (s]ns3) C s,
y por consiguiente

KCSO

como querTamos demostrar.
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APENDICE 1

- GEMERALIDADES SOBRE. N-MATRICES

DEFIMICIONES ..~

Llamaremos n-MATRIZ o HIPERMATRIZ a un conjunto de elemen=
tos, pertenecientes a un cuerpo K, dispuestos sobre un prisma
n-dimensional.

Notaremos una n-matriz, A, en la forma:

A= lla, . l .
'1"2"""n

donde

(8 2]
——
-
N
3
B
]

Ij para j= 1,2,...,m,

siendo mj un entero perteneciente a los naturales que llamare
mos COTA j-&sima.

Llamaremos GRADO o CLASE de una n-matriz al ndmero n, esto
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es, al nimeroc de dimensiones del prisma sobre el que estan dispues
tos los elementos de A, o lo que es lo mismo, al nimero de subindi
ces necesarios para localizar a un elemento.
Por ORDEN de una n-matriz entenderemos el producto indicado y -
ordenado de las cotas, y lo notaremos por o(A). Por tamto
o(A) = m.x m,X...x moo.

1 2

n=-MATRIZ HOMOGENEA .~

Es aquella en la cual todas las cotas son coincidentes, esto es,
se verifica
m, = mj voi,j e {1,...,n}
En particular si n = 2 la n-matriz se llamarad CUADRADA. Y si --
n = 3 se denominarid CURICA,

Llamaremos DIAGONAL PRINCIPAL al conjunto de los elementos de A

que tienen iguales todos su$ subindices.

LADOS. -

Se denomina j-LADO (1< j¢n) de una n-matriz A, la (n-1)-matriz,

Lj’ de orden My Xe.o.X mj_1x mj+1x...x moy de elementos ai1»---,i

tales que verifican

n

.

{ constante si s=j
l =

perteneciente a IS , en otro caso.
Tal lado se dird de ASPECTO j vy DlREﬁCION 1,...,j=1,j%1,...,n.
Evidentemente existen n; lados de cada unoc de los aspectos j.
Pasemos, a continuacién a estudiar las operaciones con n-matric

ces, pero antes veamos como se define la igualdad.
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IGUALDAD DE n-MATRICES.-

Dos n-matrices se dicen iguales cuando los elementos de la pri=

mera sen iguales a sus correspondientes en la segunda y viceversa.

OPERACIOHNES CON n-MATRICES.~

I.~- SUMA,

Dadas dos n-matrices , A y B, del mismo grado y orden, definire
mos la suma algebraica de ambas como otra n-matriz,C, del mismo --
grado y orden que aquellas y tal que sus elementos son suma alge--
braica de los correspondientes de A y B.

Se prueba facilmente, da dadas la existencia del elemento neusz-
tro y del opuesto de unp dado y dadas las propiedades de ia opera-
cién definida, que las n-matrices poseen estructura de GRUPO ABE-

LTAND. -

I'l.- MULTIPLICACION POR UN ESCALAR.
~ Sea A una n-matriz y k un escalar. Definimos el productova co-
mo la n-matriz del mismo grado y orden que A y tal que sus element

tos son de la forma

I11.- PRODUCTO DE n-MATRICES.
Sean h y k dos enteros menores que n y tales que h# k. Llamarem

mos PRODUCTO (h,k) de una n-matriz A = la, . 1l de orden m X
. 1""n

; 11 del mismo grado

n

X myX...xwm_ , por otra n-matriz B =1l b,

|1:'°s

2
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Pl
-

que la primera y orden m1x..;x m; , con la condicidon de

- que se verifique

mo=.m
k h
y m_= m ¥s / s #h,k
s 5
a la n-natriz € de orden m, X...x m xX...x m’X... x m_ ,cu
1 ) k not -
yos elementos son de la forma
m, =m’~
c k Tk
. . . = g
Foyengl yeesdy genyi = a : . .
1 h k n A‘w,‘q 11;'-:|h,"a§»-"'n
s = k
[ geesSsecslroeesi
1’ 3 L ,Jh’ ’n
donde con la notacidn a 5 i queremos significar
1".-"/’..,[1 .
k

que el indice s ocupa el lagar k.
Se demuestra que tal operacidn verifica las siguientes-

propiedades: |

1.~ Distributiva a la izquierda y a la derecha.

2.~ Asocciativa.

3.~ Existencia del elemento nettro {estudio que realizarer
mos a continuacidn).

.- No conmutativa.

5.~ Existencia de divisores de cero.

6.~ No es valida 1a ley simplificativa.
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N-MATRICES ESPECIALES

CORTE DIAGONAL .-~ -

Se denomina CORTE DIAGONAL (h,k) de una n-matriz A, con
m &M, a la {n=1)-matriz Ch,k tal que

Ch,k =1 a; e eySyeaySyenyi Il con trEIr,sel
1 r 2 n

k

R

Se comprueba que todo corte diagonal contiene a la diago

nal principal.

n-MATR1Z DE BASE h,k CUADRADA.-

Es aquella tal que sus cotas h y k son iguales,o sea,m, =m .

n-MATRIZ TRIANGULAR (h,k).-

Una n-matriz A de base (h;k)'cuadrada se denomina TRIAN-
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(i, <i

GULAR (h,k) SUPERIOR (INFERIOR) si para todo ih>ik h k)

se verifica

n-MATR1Z (h,k) DIAGONAL,~

e llama as® a aguella n-matriz homogenea que sea simu}
taheamente triangular(h,k) superior e inferior.

En ella seran, por tanto, nulos todos Ioéyelementos ex—
cepto los que pertenecen al cofte diagonal (h,k)

Si todos los elementos de una n-matriz(h,k) diagonal son
iguales a un escalar p la n-matriz se denomina (h,k) ESCA-
LAR p. En caso de que tal escalar sea el elemento unidad delv
cudrpo K, al que pertenecen los elementos de A, la n-matriz
se denomina(h,k) UNIDAD y se representa por |(h,k),o bien,
si no hay peligro de confusidn, simplemente por I.

Se verifican las propiedades siguientes (no incluimos la
demostracién):

t.- 1(h,k) = 1(k,h)

2.- 1(h,k) + .+ 1(h,K) = p-1(h,k)
3.~ l(h,k)x..?.. x 1{h,k) = 1(h,k) para el producto (h,k).
- IxA=Ax 1l =1xAx| con identicas restricciones

que el apartado anterior.
5.~ E1 producto (h,r) de t n-matrices(h,k)unidad, es una
n-matriz(h,k)unidad, (. h <r< k)

6.- El producto (t,r) de dos n-matrices(h,k) unidad es una
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n-matriz{h,k) escalarm, { het<r<k)

7.- E1 ppoducto(t,r) de v n-matrices (h,k) unidad, es una

n-matriz (h,k) escalar m !

8.~ Sea C = !(a],az)(tkr) l(ag,ab) con a,,a, # a:ay Y

a, # 3y a3 # a- En estas hipotesds se verifica que:

12,- Si t coincide con a3 o a, yrmno coincide con 3y
nd con a,, entonces C = l(a],az).

22.- Si r coincide con ay e} a, y t no coincide con a3
ni con ay, entonces C = l(a3,ak).

32.- Si t coincide con a3 6 a, vr coincide con a, ¢] a,
_entonces C = I(ai?ajl,§ieado ai(i=1,2) y aj(j=3,4)
los indices distintos de t y r.
e .- En cualquier otro caso, los élementos de € serén

todos nulos excepto los que no lo fueran,simultanea

mente, en l(a],az) é I(as,ah).

OTRAS DEFINICIONES, -

Omitimos las definiciones y propiedades de lad n-matrie
ces: CONMBTATIVAS, ANT!CONMUTATIVAS,PERiODlCAS,IQEMPOTENTES,
NILPOfENTES,INVERSAS(h,k),TRASPUESTAS;S!METRICAS,HEMISIMETRL
CAS,CONJUGADAS, HERMITICAS Y HEMIHERMITOCAS por ser, facilmen
te, generalizables a partir de las definiciones y propieda-
des ya conocidas para el caso bidimensional.A tTtulo de ejem

plo daremos la definicidn generalizada de traspuesta. No obs

~ tante si se posee especial interés recomendamos que se con-
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suslte el trabajo que indicabamos en el prélogo de esta te

sis.

n-MATRIZ TRASPUESTA,-

Dada la n-matriz A de orden m1x...xmhx...x mk

finiremos la n-matriz (h,k) traspuesta A~ de orden m, ..

X...xm ,de

n —
SeX M Xee X M XeL X Mo, oMo aquella de elementos tales
que

a. . . = a,

egd gyl geasyl (ngeegl  gougiygayl
-‘.‘ 1] h’ H k’ $ n ?’ 12 k’ 3 h’ H n

Con tal definicidn se verifican las siguientes propieda
des cuya demostracién omitimos:
1.- (A7)" = A

2.- (tA) = t-A°




APEMDICE  TII :

N-DETERMINANTES

TRANSVERSAL. -

Sea A una n-matriz homogenea de orden m, 1lamaremos TRANS
VERSAL de A a cada uno de los productos de m elementds dd:Aj
con la condicidn de que no haya ningiin par de elementos que
pertenezgan a un misho tado de ninglin aspecto.

Sea F= {1,2,...,m} vy sea P el conjunto dellas permuta
ciones de los m e{ementos de F, esto es,

P={s «sS 41
me.

19590
En particular, hagamos coincidir s, con la permutacidn na

tural de,los elementos de F.

Consideremos, ahora, el conjunto @ de las variaciones con
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repeticidn de”los m! elementos de P, tomados de n-1 en n-1 ,
que, como sabemes tendra (mi)n-1 elementos,
Q = {01’ 62,-.., O(m!)n-.'l} .

siendo los e]ementos de Q de la forma

1 2 m j .
g = (S seeeyS ), con S = (P-,P-;---sp- )’ p%vEF,VJ.
p Pr-1 P i i i

Sea T el conjunto de las transversales de A, y sea tpﬁ T.

Con la notacidn

S

g0y
1 pn-1

S,30 s s e
p V‘I b4 p p] ¥ pz’ b}
k :

‘ = »v

indicaremos aquella transversal tal que verifica:

tS (o8 - tS S S S -
’ y 3 ey LIRS
AL L T Ph-1

= a a
p},p;s'91;-spa_1 P%:-,za-yp%_1

k k

. a
PT,-;m,-»P§_1

~

En particular, llamaremos TRANSVERSAL PRINCIPAL a la

t = a

519510015, 111..1 %222..2 " Tnom..m

Obviamente, el orden de T es igual al orden de Q , esto es,

es igual a (m!)n_1.

TEOREMA 1.-

Dos transversales, t y t , son iguales si y
51’0 s]’g
% p - P

solo si, para todo sg € o;, se verifica que
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donde, s es’la permutacién de lugar i, sp la de lagar j, vy

i
-1 . . .y . . .
sp la permutacion ciclica inversa de la's . Adviertase que
j . o - . j,’
con la notacidn s~ € g nos referimos a qud s es una de las
i Pj
coordenadas componentes de gp.

Demostracidn:

En efecto, al efectuas los cambios de orden, en los elemen
tos de la primera transversal, necasarios para lograr que la
permutacidn de los indices que ocupan el lugar j sea la permu

tacién natural, (lo que equivale a multiplicar la permutacidn

-1 . o e
Sp por la s ), las permutaciones de los demds indices se ven
J j
afectadas en la misma forma por tales cambios.

n=PERMANENTE Y n-DETERMIHANTE .~

Llamamos PERMANENTE de una n-matriz A a la suma de los va-

lores absolutos de las transversales.

Para cada elemento op € Q@ definimos

€EC = gS_ " €S +** ES
p Py Py Pre1
donde
1 si s es una permutaciodn par
€S = { pj
pj -1 en otro caso.

Ahora bien, el conjunto de las permutaciones,P, es un gqg
po ciclico y en €l se verifica que el producto de: dos permu
taciones pares es par, y el de do; impaées, ahalogamente, es
. par; el producto de dos permutacdones de distinta paridad es

impar. De todo ello se desprende otra definicidn de eob equi
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valente a la anterior.

Sea
“ = s
s __.S .S . s p
Py Py n-1
definimos:
1 si s es una permutacidn par
€g_ = gs = P
Y
-1 en otro caso.
Asignamos, a continuacidn, a cada transversal, tS G
1,
K p

un signo: eop
Definimos el n-DETERMINANTE DE ESPECIE k, y lo notamos »

por [A.] , como la suma

K ()"
k p =1 voP

k

TEOREMA 2.-

Dada una n-matriz, A, de dimensidén par,se veri
fica:

A | = ]A+[ , ¥ k,js n.

-~

J

=+

Demostracidn:

Consideremos una transversal cualquiera, tS G ? del n-dg

| R
terminante ]A+] y sea t_ . la transversal . correspon-
H
k 51

diente en el n-determinante |A+[. Ambas serdn el producto

J
. .de los mismos elementos de A,y, por tanto, el problema se re
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duce a estudiar el signo que se le asigna a cada una de ellas
en cada dzdeterminante.

El signo de la transversal en el n-determinante de espe-
cie k sera: |

€6 =es = (s +. 5 s )=e(s PeSgeeS .S
p Py P, Paay P TR P

donde se ha introducidoy como factor, en el GTtimo miembro,

la permutacidn natural s, colocada en el lugar k,

1

El signo de la transversal em el n-determinante de espee

cie | sera:

g0’ = gs
siendo
- -1 -1 -1 -1 _
s = S S sp Sp sp sp Sp. =
Py Pj - " iPj n-1 Pj
k J
-1\n -1yn
= (s ) s s . s =(s ) s,
P, Py El P Pr-1 P;

donde, en el momento adecuado, hemos aplicado el teorema 1.
Se verifica, por consiguiente,

e6” = gs” = g (s_l)n s ) = e(s-]) €5 = e(s.i)n €q_,

p Pj Pj Pj P

y al ser, por hipotesis, n miltiplo de 2,

e(s2)" =1
J
con lo cual,
€0 = €0
ykde aquft,
IAjI = |A+l "~ para godo k,j <n.
K J
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PROPIEDADES"DE LOS n-DETERMINANTES, -

A.- Dimensibn impar

t.- Si en una n-matriz,A, se intercambian dos k-lados,su
n-determinante de especie k no varfa mientras que sus
n-determinantes de cuaiquier otra especie cambian de
signo.

2.~ E1 n-determinante de cualquier especie es una funcidn
lineal de los elementos de cualquier lado.

3.~ Si los elementos de un lado son todos nulos,elindeter
minante,de cualquier especie, es nulo.

L,- Si dos j-lados (j# k) son iguales o proposcionales,
el n-determinante de especie k es nulo.

5.~ Si todos los k-lados son iguales se verifica

A=t L]
donde |Lles el (n-¥)-determinante del k-lado y m es el
orden de la n-matriz A.
6.- Cualquier miltiplo de un j-lado (j#k) puede sumarse

con otro j-lado sin que varie el valor de |A+]

%
Omitimos todas las demostraciones de las propiedades,
excepto la redativa a la propiedad 5 cuya Qemostraciénbes
comc sigue:

S o
ca (m:)n~1 (m!)n-l

. A%I = 42:: ecp tsl’O' = 42:: Ecp ts‘ ,.,gl,;,sp
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Khota Bien, como, por hipotesis, todos los k-lados son

iguales se tendré:

3 coop = : ¥ i, fijo (h#k),¥j,qem
y, de gqufi,
t .o = t Lo para j = 1,2,...,m!

5 S
k k

con lo cual, para todo j, 1 j m! , se tiene

t = t ’
Sp "’51"’Sp S 5,5 S 4e43S_ se.,S s
1 E n-1 j

siendo el signo igual para ambos miembros ya que

‘eo” = (s )”‘1 ec_ = €0 por ser n-1 midltiplo de 2.
p Pj p p

Escogiwndo como representante de estas m: transversa

les la tS , se tendrad finalmente:
1’p
k
(m!)n_z
= n ! = t
!A+! m! ? gqp?§1’0 m! L]
K p =1 kP

donde no nos ocupamos de la especie del (n-1)-determinan
te ILI del k-lado por ser su dimensidn par y mantenerse,
como sabemos, invariante para cualquier especie conside-

rada. .

Dimensidn par.-

1°.- Si se intercambian dos k-lados sundeterminante cam-
bia de signo

2° y 3°.- Analogas a la 2y 3 del caso anterior.
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§7.- Si dos j-lados son iguales o proporcionales IA]= 0.
5°.- Cualquier miltiplo de un j-lado puede sumarse con

otro sin que cambie el valor de |A].



RFENDICE TV

ANALISIS TE LA TRANSITIVIDAD PE UN HIFERGRARD

CON EL DPDENADOR

El teorema 1 de transitividad (pag. 41), constituye la ba
se tebrica del programa que incluimos posteriormente.
Ta]’prégrama se ha pasado por un 8rdenador UNIVAC de la se
rie 1100, modelo 1108, bajo control del Sistema Operativo EXEC-8,
en la versidon 31.1592 que hoy dia posee.
Este ordenador, que pertenece al Centro de Proceso de Datos
del Ministerio de Educacion y Ciencia, se encuentra conectado
por linea telefénica directa a 8 terminales UN!VAC DCT-2000
en otras tantas Universidades Espafiolas,. habiendo utilizado
nosotros, en concreto, el terminal instalado en el Centro de

Calculo de la Universidad de Sevilla.
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Las caracteristicas mas notables de dicho ordenador son
las siguientess
- 131 K. bytes,de 36 bits en memoria principal (actualmenfe
se estd duplicando dicha capacidad)
- 92 nano-segundos de tiempo base.
- periféricos a discos, bandas magneticas, tambores FASTRAND

y FH en memoria auxiliar rapida.

Nuestro programa se ha efectuade en lenguage FORTRAND V

UNIVAC con las siguientes caracteristicas aproximadas:

140 pasos de programa

07525 K palabras de instrucciones binarias.

17638 K palabras de datos hinarios.

17273 Segundos de linkedicidn.

77992 palabras de mddulo objeto.

Partimos en nuestro programa de la’hipermatriz asociada a
un hipergrafo, hipermatriz que, en Gltimo extremo, puede éqg
siderarse como un arreglo multidimensional y que estard total
mente determinada (al ser booleana) por los Tndices de los ele
mentos no nulos. Tales Tndices constituyen los datos de nues-
tro programa, con lo cual se consigue un aumento de capacidad
de memoria y el subsiguiente de ampliacién de posibilidades.
No obstante se han impuesto las diguientes restricciones:

12 .- El méximo niimero de indices serd 5.

2% .- El mdximo valor de cada Tndice es 99.
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Serd, por tgnto, valido nuestro programa para un hipergra
fo de rango menor que 6 y orden menor que 99.

.La razdn de estas limitaciones se encuentra en que, a pe-
sar de que la palabra UNIVAC es satisfactoria (36 bits), solo
admite, en punto fijo, numeros de hasta 10 digitos decimales.
No obstante,estas limitaciones son factibles de subsanar uti
lizando cadenas de palabtras.

El programa sigue los siguientes pasos:
.- Lee tres indicadores: H, N e INDJ; én tamafio {313), cuyo
significado es el siguiente:
- H : rango
- N : orden del hipergrafo
- INDI: 12 lgual a 0 : El programa efectua el producto
| de dos hipermat[ices booleanas.
22 tgual a 1 : El programa efectua el producto

de una hipermatriz por si misma.

w
1

lgual a 2 : Estudia la transitividad.

Il.- Fase de lectura de los indices de los elementos no nulos
de la primera y segunga(si la hubiera) hipermatriz. EIl or
den de los grupos de indices es arbitrario y se leen;tar
jeta a tarjeta, en el formato 8110.

Se realiza un control de Tndices incorrectos en funcfén
de Hy de Ny finaliza Ta lectura cqando detecta una ficha
que es marca de fin de fichero (@ EOF). Por supuesto, la

ficha inmediatamente anterior puede tener varios campos
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110 en blanéo, 1o cual no afecta al dasarrollo del progra
ma.

El programa calcula el nimero de elementos unidad de
dicha hipermatriz (IMAXA) para su posterior utilizacidn.

[1h.- Si INDI = 0 efectua el mismo proceso para la segunda
hipermatriz, calculando el nimero de sus elementos unidad
(I1MAXB). Si INDI vale 1 6 2, para identificar el segundo
factor con el primero.

V.- Intercambia los indices de la prfméra hipermatriz de la
siguinete manera

11,12,13, 14, K1 == K1,12,13,14,11  (caso de H=1)

V.- Ordena en secuencia ascendent; los los indices de los ele
mentos unidad intercambiados de la péimera hipermatriz.

Vi.- Andlogamente con la segunda hipermatriz.

VIil.- Efectua el producto de la siguiente manera:

Dado el grupo de indices

K11213th11
de la primera hipermatriz busca en la segunda sé existe
algdn grupo de la forma

Ki1Z13haa
siendo aa un Tndice variable.

Si encuentra uno (os), éste (os) sera seré el subindi .
ce correspondiente de un elemento unidad de la hipermatriz
producto:

K112131kaa.

2

VIIl.- Por Gltimo, si INDI = 2, realiza el proceso INDI =1
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vy estudia 1a transitividad del hipergrafo correspondiente
comparando la hipermatriz producto obtenida,con la hiper-
matriz asociada al hipergrafo , esto es, con la hiperma-
triz introducida conp deato en primer lwgar.

Sigue, a continuacién, un listado del programa comple

to utilizgado.



IFCRIS ehrah

FOR C11A-0SRZBRT4~-0D02331:24 (03

MAIN PROGRAM

STORAGEZ USED! CCDE(1) 0310567 DATAtO) J03175:% BLANK CONMMONtZY 006000

EXTERNAL REFERENCES (2LOCKe NAME)

con3 NINTRs
cocs NRDUS
coos NIO2s
jalodely NPRTS
£ac7 NSTCPS
0010 NIOls
0a11 XPIT

0012 NWDUS

STCRAGE ASSIGNMENT (BLOCKe TYPEs RTILATIVE LOCATIONs NAMED ' ’ .

ooRy - 032773
Qo1 500100
5001 900202
gant  N027s7
n0c1L 230350
ool Qgoel2
eann 802774
ron1 ooos3l
3051 750502
onoc1 991050
0CNS N23050

gaQa I 201751
nonn 1 82745
0QJ00 I 202748
RCO3 I NO274E
gniae 1+
gcine 24
ag1an 3
go11n G
goine S
go131 5
goinz T
£o14 8
50111 3
gc112 17+
G51i¢ 11+
£0117 12»
o171 13
cTi22 .. T4
£21°3 10
£0J131 15+
00171 27
09131 18%
0011 13
03132 27

ir felodal] Qonc70 10U 0001 003520 1000 0001 ngazzin 120
17256 0001 aonNzsg 13U oan1 nes1o7 1336 onot 000116 1400
1526 oon DO3045 165F 0nNoL - 0oS220 1726 onon 003105 175F
cF 0001 anQsuey 20L Cooom qUe2E2 2045 oont 0No271 2116
2406 ono: On03I7E 2476 gnot A00s 34 2626 nonL guauu? 2706
3306 B30 0O0E25 3376 onos 0UQTSY sOL o001 n08770 HOES
yeF oefote 502760 .57 , 3001 neass? 7L ) von1 068734 T77L
7373L 0501 a0ns70 oL 0nan 003007 £4F 0001 000744 8 8EL
£28L cacy ncn17s 3t : 0001 ng1040 3000 nnen 0021323 3000F
aGi1L alefel ] B01N23 9u4L ool co04T7L 838L slalels} Qo2034 989F
929F 0009 I 0CA0Do Al poN3 I 281750 ¢ gonNo I N0N764 Bl

K 0SCa I Q2742 % : 0oQa I 002753 ICA . QD00 I 062754 ICB
T 0002 I Q02750 IMAXH 000N I 002751 IMAXS ‘5300 I 002756 IND
I1 0003 I aD2741 12 9067 I 002743 0009 T 002747 L

M C0C3 I ©O0273E N 0500 I OC2752 NN ‘

C° PRCDUCTO DFE HIPERMATRICES

c

c

[ - .

c

OO

w

INTEGER  ALIS00)«T1(5 X 1e8eHsC1(500)
PEFINE CAMBIA(IY ZALLINTNICE +(ALCII-(ALLIIRIONY*200)#10ex(2xtH=-1))
RTEDLE» 21 HeNoeINDT

FORMAT(3ITI3)

TF{HaGTe5a0RWH.LTL2) PRINT . SeH

FORMATIRARR? VALCR DT HI'eI7+»° MAYOR GQUE 5 ¢ MENOR QUE 2°'RRR)Y
IF(HAGT.C.0R.H.LTL2) CSTCP P )

I1 =1

IZ2 = 11 + 7

READ(S e ZNDZTY (ALIZI) W T211,72)

FORMATI(2ILID)

-=— CONTROCL DE INDICES INCORRECTOS =-={PRIMERA MATRIZ)

0801
gaon
o0oon
8an1
pan1
£a01
onni
8o0n
Gooo
caol
0ooo
0490
onos
0ona

000225
Yoz022
003120
000300
060704
001022
600541
003073
o03146
nogssl
npi7e2
002758
002737
202744

122L
1EEF
18&F
2166
30L
422
7eL
38EEF
2001F

OCL

c1
Icc
INDI
LL



£o132
£3125
00138
oCl37
00142
CQ142
00144
c0l46
£cQ1s2
€a158
£o1s¢
a01s7
co1s52
cC1s1
00164
GB187
05171
C3174
£co17e
Cci77
co230
0azo1l
0dz2n2
00202
coznz
caz2a2
cozic
3213
C2214
gezis
0g2:z2¢
+C3221
gaz2
GCZZH
coz2
cal2 3.)
cp234
ca23e
£a23e
62237
ca242
£07&5
£C2s3
03?5“
57
50‘”0
£0z66
JC266
£o2s?
g0272

-~
PR B >

2O D VW

Jood ot VLN D)

]

[ B )

3
TRN YRR S U3 V% RE RN QLN R &Y R VYRS R iV)

) MO IO M0
) 3D OO0 VO O
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