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Resumen

En el presente trabajo se desarrollado e implementado un método numérico para la resolucién
de problemas de aerodindmica potencial linealizada en régimen estacionario y no estacionario
para alas de cualquier geometria.

Dicho método consiste en una reformulacién no encontrada antes en la literatura de la ecuacién
integral que se obtiene tras la imposicidn de la condicién de contorno de impenetrabilidad.

Dicho método ha sido implementado por el autor de este trabajo en Matlab basandose en la
formulacion, ecuacién integral y en el programa en C originalmente desarrollados por el Profesor
José Manuel Gordillo para la resolucion de alas rectangulares en régimen estacionario.

Posteriormente y ante la validacion de los resultados obtenidos con aquellos encontrados en la
literatura para otros métodos, se ha realizado la extensién a alas con geometria en flecha y
también para el analisis de flujo no estacionario.

El resultado fundamental de este trabajo es que se ha puesto a punto un cédigo numérico basado
en una formulacién integral robusta y novedosa que permite resolver de manera muy eficiente
las ecuaciones de la aerodinamica potencial subsdnica en régimen no estacionario para alas de
geometria genérica.
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Abstract

The goal of this work is to develop and implement a numerical method in Matlab in order to solve
steady and unsteady regime aerodynamics problems using the Linearized Potential Theory for
wings with any geometry.

This method consists of a reformulation, not found before in the literature, of the integral
equation that is obtained after the imposition of the boundary condition on the wing surface.

This method, which has been implemented in Matlab, is based on the C program developed by
the Professor José Manuel Gordillo for the resolution of rectangular wings in steady regime.

After the validation of the results obtained with those found in the literature with other methods,
this method has been extended to solve steady and unsteady regime aerodynamics problems for
wings with any geometry.

The main result of this work is a numerical code which has been developed based on a robust

and novel integral formulation that permits to efficiently solve the subsonic potential
aerodynamic equations in non-stationary regime for generic geometry wings.
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1. INTRODUCCION

Desde la invencidn de la aviacidn y hasta nuestros dias, la tecnologia empleada en este campo
ha evolucionado considerablemente. Si se comparan los aviones de hoy en dia con sus ancestros
de la segunda guerra mundial o incluso con los anteriores biplanos, se observa que el avance es
abrumador. Los campos en los que mas se nota esta diferencia a simple vista son la avidnica que
llevan a bordo las aeronaves actuales, la capacidad que son capaces de transportar, la
propulsién, etc...

Sin embargo y aunque a simple vista no se observe, a todas las aeronaves se les pide 2 cosas
fundamentalmente: que vuelen y que aguanten las cargas a las que se ven sometidas.

La disciplina que se encarga de la segunda peticion que se les hace a las aeronaves es la
elasticidad y la resistencia de materiales, la cual estudia el comportamiento de la estructura de
la aeronave frente a la accidon de las distintas fuerzas a las que se ve sometida durante el vuelo
y establece las cargas limite que esta es capaz de aguantar sin poner en riesgo a la seguridad de
los pasajeros, tripulacién y estructura.

Por otro lado, la disciplina que se encarga de que una aeronave vuele es la mecanica de fluidos
y mas especificamente la aerodindmica. Esta disciplina se encarga de estudiar cdmo es el
movimiento del fluido alrededor de la aeronave. Esto permite modelar cémo es el campo de
presiones sobre la aeronave y por tanto conocer las fuerzas que tiene que soportar la estructura.

Estas dos disciplinas son la base para lo que fundamentalmente se les pide a las aeronaves. Sin
embargo actualmente se ha conseguido ver de forma tan natural el hecho de que una aeronave
despega y aterriza, que la preocupacién de las compafiias aéreas recae en incorporar y
desarrollar sistemas que consigan una mayor eficiencia del vuelo.

En consecuencia, la aeroelasticidad, que es la disciplina que estudia la interaccion tanto de la
parte eldstica como de la aerodindmica, es una disciplina fundamental en el disefio de cualquier
tipo de aeronaves.

Aqui entran en juego dos conceptos: eficacia y eficiencia.

La eficacia se define como la capacidad de lograr el efecto que se desea, mientras que la
eficiencia implica hacerlo con el minimo desaprovechamiento de los recursos disponibles. Una
vez que la aviacion ya se consiguid que fuese eficaz, ahora se desarrollan conceptosy se investiga
para mejorar su eficiencia. Si se analiza la eficiencia de un vuelo de un punto a otro, se puede
observar que el vuelo mas eficiente es el que se desarrolla en régimen de cruceroy a ser posible
a un valor de coeficiente de sustentacion constante (cruise climb).
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Este trabajo tiene como objetivo desarrollar un método de cdlculo que permita obtener valores
reales del coeficiente de sustentacidén de alas para distinta geometria y compararlos con los
resultados experimentales de la literatura de forma que se puedan extraer conclusiones acerca
de las ventajas e inconvenientes de las diferentes geometrias. Ademas, en este trabajo no sélo
se va a estudiar el movimiento en régimen estacionario, sino también el movimiento de la
aeronave en régimen no estacionario.

Para ello en los distintos puntos del trabajo se van a tratar los siguientes temas:

- En primer lugar se va a llevar a cabo la deduccién de las ecuaciones del problema
aerodinamico y las simplificaciones e hipdtesis necesarias para plantear la ecuacion a
resolver con el método que se va a plantear.

- A continuacion se presentara la discretizacién del problema y resolucién numérica. Se
explicaran los aspectos mds importantes a tener en cuenta para resolver los problemas
numéricamente.

- Tras esto, se exponen los resultados obtenidos para alas de distinta geometria tanto
para el caso estacionario como para el caso no estacionario y se compararan con algunos
obtenidos de la literatura asi como otros obtenidos haciendo uso de otro software
comercial.

- Finalmente se expondran las conclusiones obtenidas del trabajo y se propondran
proyectos de investigacion futuros que permitan mejorarlo y complementarlo.

22



2. GEOMETRIA

En este punto se van a analizar las caracteristicas de la geometria sobre la que se va a realizar
el estudio. Dicha geometria consiste principalmente en un ala con forma en planta rectangular,
pero posteriormente se realiza la extension a alas con geometria trapezoidal genérica.

-
ol

FIGURA 1: GEOMETRIA TiPICA DE UN ALA EN FLECHA

Se considerara que el ala tiene su forma en planta contenida en el plano Z = 0.
Las caracteristicas principales que definen a este tipo de alas son:

- Laenvergadura (b): Definida como la distancia entre los bordes marginales del ala.

- Llacuerda en laraiz (cr): Definida como la distancia entre el borde de ataque y el borde
de salida del ala medida en la raiz de la misma. En nuestro caso es la cuerda del ala en
el plano Y=0.

- Superficie alar (S): Superficie de la forma en planta del ala, definida como la proyeccion
del ala sobre el plano Z=0.

- ct:eslacuerda en las puntas.

- W:esel angulo de flecha del ala medido desde el borde de ataque.

- a:es el angulo de ataque.

Se recuerda que para alas con flecha, la geometria viene dada por:

JS/AR
b=vAR-S ; cr=2—/

1+g G- fa
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gtan(LP) +c —c,

xXq(¥) = |yl - tan(¥) xs(y) = ¢ + 54

N S

Donde se definen los parametros alargamiento y estrechamiento como sigue:

b? c,
AR=— E==
S Ct

Y se ha utilizado la siguiente nomenclatura:
- xa: define los puntos x del borde de ataque del ala.

- xs: define los puntos x del borde de salida del ala.

La Forma en planta del ala se puede describir de forma general con la siguiente funcién:
F(x,y,z,t) = Z,(x,y,t) —z=0

El ala estard compuesta por perfiles aerodindmicos esbeltos, lo cual sera necesario para la
posterior simplificacidn y linealizacién de las ecuaciones generales de la mecanica de fluidos,
con el fin de obtener unas ecuaciones mas sencillas y resolubles. La condicidn de esbeltez de
los perfiles aerodindmicos implica que las variaciones de la geometria a lo largo de las
direcciones longitudinal y transversal del ala son pequefias. Matematicamente esto es:

aZ A, z

vl Bk
ox Ax. c,
0Z, AZ. z ‘1
dy Ay, b

Siendo z, un valor de espesor caracteristico del ala.
De forma general, la ecuacién que define la geometria del ala se puede expresar como la suma
de 2 contribuciones.

Zw(x:Y: t) = Zc(xJYJ t) + Ze(x:y)

Donde Z.(x,y,t) representa los puntos de las lineas de curvatura de cada perfil en cada instante
de tiempo y Z.(X,y) es la funcién que representa el espesor de cada perfil. Que el valor de la
funcién de espesor de cada perfil no dependa del tiempo, es indicativo de que el perfil no sufrira
ninguna deformacién a lo largo del problema.
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3. ECUACIONES Y CONDICIONES DE CONTORNO

3.1. Ecuaciones Generales

En este punto se plantearan las ecuaciones que gobiernan el problema a partir de las ecuaciones
generales de la Mecdnica de Fluidos y se impondran las condiciones de contorno del problema.

El movimiento del aire alrededor del ala viene regido por las ecuaciones de Navier-Stokes, las
cuales se pueden escribir de forma general como se muestra a continuacion.

e Ecuacidon de Continuidad:

9
P v (o) =0

Jt (3.1.1)
e Ecuacion de Cantidad de Movimiento:
p%+pﬁ-Vﬁz—Vp+V-g’+pr,{ (3.1.2)
e Ecuacion de la Energia:
pcvz—: + pc,U-VT = —pV - v + g’: Vi + Qr +Qq + V- (kVT) (3.1.3)

Este sistema conforma un conjunto de 5 ecuaciones con 6 incégnitas:

- p: Densidad del fluido

- ¥:Velocidad del fluido

- P:Presion del fluido

- T: Temperatura del fluido

Para cerrar el problema se debe completar el sistema con la ecuacién de estado del fluido bajo
estudio, el cual se va a considerar que es un gas perfecto.

e Ecuacion de Estado:

PRt
p Y (3.1.4)

R

Donde R, = o= T = c,(y —1). Siendo R = 8,314 /

mol-K

la constante universal de los

gases y M,, la masa molar del gas.
Con esto, se tiene un sistema no lineal de ecuaciones en derivadas parciales con 6 ecuaciones y

6 incognitas al que habra que proporcionarle las condiciones de contorno e iniciales adecuadas
para cada problema.
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Las condiciones de contorno en un sistema de referencia que se mueva solidario al centro de
masas del sélido son conocidas aguas arriba de la superficie y sobre ella misma. Dichas
condiciones son:

P = Poo
x>0 (T _’E (3.1.5)

V- Uy,
kg - VT = kg - VT,

%E T =T, (3.1.6)
=0

El subindice oo representa las condiciones aguas arriba del fluido mientras que el subindica “s”
hace referencia a las condiciones sobre la superficie del sélido.

Ademas de estas ecuaciones de contorno, serd necesario proporcionar las condiciones iniciales
de las distintas variables en el caso que no se puedan despreciar las variaciones temporales.
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3.2. Ecuaciones Simplificadas

A continuacién se va a proceder a simplificar el sistema de ecuaciones del apartado anterior
teniendo en cuenta las caracteristicas que tienen los problemas de interés en la Aerodinamica.
Para ello se van a utilizar nUmeros adimensionales que comparan la importancia relativa entre
los distintos términos que aparecen en las ecuaciones anteriores.

En primer lugar se va a comparar la importancia relativa de las fuerzas masicas con respecto al
término de las aceleraciones convectivas.

2
co

Fr=——>1
gc

Donde g es la aceleracion de la gravedad y c una longitud caracteristica del problema, en este
caso, la cuerda c. Un valor elevado del nimero de Froude indica que se pueden despreciar el
término asociado a las fuerzas mdsicas.

A continuacién se va a comparar la importancia relativa que existe entre las fuerzas de inercia
convectivas y las asociadas a los esfuerzos viscosos. Para ello se emplea el nimero de Reynolds.

pUscC

R, = » 1

Donde u es la viscosidad del aire, que tomando un valor tipico de 10>Pa-s y un valor tipico de
la densidad del aire de 1kg/m? se obtiene que el nimero de Reynolds es muy superior a la unidad
y por tanto los efectos viscosos pueden ser despreciados a distancias superiores a la longitud
caracteristica del objeto. Comentar que en el caso de estudio de regiones muy cercanas al
objeto, se deben retener los términos de fuerzas viscosas, ya que son las responsables de
decelerar al fluido para cumplir la condicién de no deslizamiento en la pared. Esta region
adyacente al sélido donde los efectos viscosos no pueden ser despreciados recibe el nombre de
capa limite.

Para estimar el espesor de la capa limite, se compara el término de la aceleracion convectiva
con el término de las fuerzas viscosas, que es el térmico capaz de decelerar las particulas en la
direccion tangencial para cumplir con la condicién de contorno.

Uy U, 6 1
pB-VE~V.-¢ - K

c 62 _>c vRe

Como se puede comprobar el espesor de la capa limite es mucho mds pequefio que la cuerda.

Se van a despreciar las potencias calorificas aportadas por radiacidon y por reaccidon quimica
debido al tipo de estudio que se va a realizar.
A continuacion, teniendo en cuenta el orden de magnitud tipico del nimero de Prandtl para un
gas, el cual se define como sigue:

Ky

pr=-"2~001
r=—2~0(1)
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Se puede estimar el nimero de Peclet, el cual se encarga de comparar la importancia relativa
entre el flujo de calor por conveccidn y el flujo de calor por conduccién, es muy superior a la
unidad.

Pe=Pr-Re>1

Se concluye que el termino de calor aportado a las particulas fluidas mediante la conduccion
(termino de V- (kVT)) es despreciable a distancias del objeto superiores a la longitud
caracteristica del objeto. De nuevos remarcar, que el término de conduccién del calor debe de
retenerse en el estudio de regiones cercanas al sélido, ya que es el responsable de la condicién
de contorno de igualdad de temperaturas y de flujos de calor entre el fluido y la pared del sélido.
Esta region recibe el nombre de capa limite térmica.

Para estimar el espesor de la capa limite térmica se comparan los érdenes de magnitud de los
términos de potencia calorifica trasmitida por conduccién y la potencia calorifica transmitida
por conveccion.

v- VT~V - (kVT) - U =~k S—>—6T~ ! = ! «1
CyVU - . U
. . c 6% c Pr-Re +/Pe

Estas estimaciones de los espesores de las capas limites nos indican que cuando el nimero de
Reynolds es suficientemente elevado, se pueden considerar dos regiones en el dominio fluido
claramente diferenciadas.

Una region donde los efectos viscosos y de conduccidn del calor pueden despreciarse, la cual se
encuentra situada a una distancia normal a la pared del sélido superior al espesor de las capas
limites que se ha estimado. Una segunda region situada a distancias inferiores a dicho espesor
donde se deben de retener estos términos debido a que el orden de magnitud de los mismos es
comparable al de los términos convectivos.

Por tanto a distancias de la pared mucho mayores que el espesor de la capa limite, las ecuaciones
pueden ser simplificadas de la siguiente forma:

e Ecuacion de Continuidad:

9
P v (o) =0

ot (3.2.1)

e Ecuacion de Cantidad de Movimiento:
v
(3.2.2)

e Ecuacion de la Energia:

oT . S
pcva +pc, V- VT = —pV-v (3.2.3)

Aplicando el primer y el segundo principio de la termodindamica se puede reescribir la ecuacion
de la energia de la siguiente manera.
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T De DS D(%)

+pe,B- VT = p— = pT _r25 _PDo_ o
PCoge TPV “Poe =P pe PP TP D ppe” PYY
Aplicando la ecuacién de continuidad, se queda lo siguiente:
TDS =0
Pipe = (3.2.4)
La magnitud S es la entropia, definida para un gas perfecto de la siguiente forma:
S =c,In(p/p")
Estas ecuaciones se deben de resolver con las siguientes condiciones de contorno:
[ 2y
#—-o0 {T _’E (3.2.5)
V- Uy
X€EXs {vg-ng=0 (3.2.6)

La Unica condicidn de contorno sobre el objeto es la condicién de impenetrabilidad. Se ha tenido
en cuenta que al encontrarse la zona exterior de la capa limite muy préxima a la superficie del
sélido, sobre la cual se debe cumplir dicha condicién, la velocidad normal debe ser muy préoxima
a 0 en la capa limite.

Debido a que la variacidn de presién transversal a través de la capa limite es despreciable, se
pueden calcular los coeficientes de sustentacion y de resistencia de la siguiente forma:

1 — — 1 — —
Cr :1—ez'< (p—poo)(—ns)d0>+1—e2-< "s'I/d0>:CLp + Cir
7IDUOZOA Zs 7PU020A Zs -
1 — — 1 — — 12
Cp =1 . ¢~ @ — Po)(—ng)do +1—e1- ng-1'do = Cpp + Cpy
7IDUOZOA Zs 7PU020A Zs -

Como los esfuerzos viscosos son tangentes a la superficie.

ng-T'~—s—(ercosa —e;sina)~——Re'/*(ejcosa — e sina

Con a « 1 para evitar el desprendimiento de la capa limite. Se tiene que:

Cppg~—-—n—e, (e;cosa — e, sina)~aRe 12 « 1
Lf PAUZS 2 (e7 2 )

Luego en primera aproximacion se puede considerar que el coeficiente de sustentacion sera
CLNCLPNO(l)

En principio el coeficiente de resistencia no va a ser objetivo de este estudio, por lo que si el
lector esta interesado en la obtencion de los coeficientes de resistencia de presion y de friccidn,
puede consultar las siguientes referencias: Gordillo y Riboux, 2012 [1], y Katz y Plotkin, 1991 [2].
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3.3. Ecuacion de Vorticidad. Movimiento Irrotacional

A continuacion se va a deducir la irrotacionalidad del campo de velocidades del movimiento que
se esta estudiando.

Consideramos la situacion en la que las particulas fluidas que se acercan al objeto provienen de
una region donde los valores de las variables termodindmicas son uniformes e iguales a
Doos Poor Teo rESPECtivamente. Dado que como se demostrd anteriormente, las particulas fluidas
conservan el valor de su entropia a lo largo del movimiento, se deduce que para todo punto
exterior a la capa limite y a la estela se tiene:

1
P Do (p)? (ap) Yp 2

— = Po |— >Vp=|—) Vp=—Vp =a“V
pr oL TP TP, P=\op), P~ " P

Donde
i)
()
dp/g

Es el cuadrado de la velocidad del sonido. De esta forma se deduce que para todos aquello
movimientos homentrépicos (aquellos donde la entropia es uniforme en todo el dominio fluido)
la densidad puede ser expresada en funcidn de la presidn y los gradientes de ambas magnitudes
fluidas son paralelos.

Teniendo en cuenta la siguiente igualdad vectorial:
v? v?
v-VD = V(;) —vx(Vxv) = V<7> — Uxw

Donde W = Vx7 es el vector vorticidad. La ecuacién de la cantidad de movimiento se puede
reformular de la siguiente forma:

Dﬁ_aﬁ_l_v v 1V
Dt 0t VW = p

Tomando el rotacional de esta ecuacion se tiene:

o (2P LOWD) (BB
X Dt = at X 2 X\Vxw) =

—

aW - - - — — - — - - —
=E+EVXV(U-U)+v-Vw+wV-v—w-Vv—vV-w=

v(lv) L vpxv azvv 0
= Vx|—=Vp|=—VpxVp = — VpxVp =
p p? p?
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Teniendo en cuenta tanto que la divergencia de un rotacional, como el rotacional de un
gradiente son 0. Se llega finalmente al siguiente resultado.

ow DW 1Dp_,
. . . W-

1Dw 1Dp_ D(W) W
p

La ecuacién anterior demuestra que la variacion por unidad de tiempo del vector w/ p siguiendo
a la particula fluida esta causado por el termino denominado vortex stretching e implica que la
variacion de la vorticidad de una particula fluida es proporcionar al valor instantdneo de esta.

Debido a que el campo de velocidades es uniforme lo suficientemente lejos del objeto, la
vorticidad de las particulas fluidas en el infinito aguas arriba es 0, y debido al resultado obtenido
anteriormente se deduce que las particulas fluidas no modifican su velocidad angular en
regiones donde estas no estén afectadas por la viscosidad. Esto implica que en toda la regién
del fluido donde los efectos viscosos pueden ser despreciados, el valor de la vorticidad
continuara siendo nulo (W = Vxv = 0).

Debido a que se tiene que el rotacional del campo de velocidades es nulo en todo el dominio
fluido excepto en las delgadas regiones donde los efectos viscosos son apreciables, se puede
concluir que en las regiones donde los efectos viscosos son despreciables, el campo de
velocidades es el gradiente de una funcién potencial ¥ = V¢, donde ¢ es una funcidn escalar
gue vamos a llamar potencial de velocidades, y es la incégnita a determinar en nuestro
problema.

3.4. Ecuaciones del Flujo Potencial

La existencia del potencial de velocidades simplifica de manera significativa la resolucién del
problema. La ecuacién del movimiento (3.2.2) puede ser reescrita de la siguiente forma:

av Vo |? 1

ot 2 (3.4.1)
Aplicando la definicidn de entalpia:
h=e+2 5 dn d( +p) Tds d(1)+ d(1)+1d L
=e+—- =dle+—|= - — —|+—-dp=-
p p P p P p/ p P p P

Donde se tiene en cuenta que el diferencial de entropia es 0. Esta ecuacion se debe cumplir para
cualquier diferencial, y en particular se tiene que cumplir el caso: Vh = Vp/p. Se puede
reescribir la ecuaciéon de cantidad de movimiento de la siguiente forma:

¢  |Vp|® _
V<E+T+h> =0

Teniendo en cuenta que la entalpia se puede expresar en funcidn de la velocidad del sonido de
la siguiente forma:

31



Se tiene que:

0 Vo|? a?
_¢+|¢|

aat Tz Ty

En este proyecto se considerard unicamente el limite M, << 1 lo que permite simplificar las

ecuaciones aun mas. En este limite ;Ap« 1. Lo que implica que el fluido puede ser considerado

como incompresible. En este caso la ecuacidn de la continuidad se simplifica a:
V- =0
Los términos siguiente pueden ser despreciados. Véase Gordillo y Riboux, 2012 [1]

Ll RO e
gt VPSPV

Para el caso p = cte, la ecuacidn escalar para el potencial queda:

op VI p

Se observa que la ecuacion de cantidad de movimiento ha pasado a ser una ecuacién escalar
para el potencial de velocidades. C(t) es una constante que es Unicamente una funcién del
tiempo. Conocido el potencial de velocidades, se puede utilizar la ecuaciéon anterior para
determinar la distribucién de presiones.

En el caso de p = cte, la sustitucidn de la velocidad en funcién del potencial en la ecuacion de
continuidad proporciona que el potencial de velocidades satisface la ecuacion de Laplace.

V2 =0

Con la hipétesis de flujo incompresible se estarian cometiendo errores de 0(M?), donde
M = v/a denota el nimero de Mach. Dicha demostracidon se puede encontrar en [1]. Esta
hipdtesis es valida para alas volando a un Mach<0.3.

Debido a que la ecuaciéon de Laplace es lineal, se puede aplicar el método de superposicion de
soluciones elementales para hallar la solucién del problema general.

El problema general queda definido por:
VZp =0

|X] > 0, ¢ = Usmx
(3.4.3)
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12lex, 7 (V-7

Condicion de Kutta — Joukowski

Donde Tp es la velocidad vertical del perfil en caso de encontarnos en régimen no estacionario
y la condicidn de Kutta-Joukowski es la que permite determinar la solucién real a nuestro
problema de entre las infinitas soluciones existentes que tiene el problema del flujo potencial
alrededor de un objeto.

3.5. Ecuaciones Linealizadas

A continuacidn se va a proceder a linealizar las ecuaciones a resolver. Se va a considerar que el
ala esta formada por perfiles muy esbeltos y se mueve a angulos de ataque pequefios. Esto
permite suponer que la capa limite no se va a desprender en ningln punto del ala y en
consecuencia, dicho ala perturba poco la corriente incidente. Esto quiere decir, que las
perturbaciones en las variables del fluido, originadas por la presencia del ala, son de un orden
de magnitud inferior a su valor aguas arriba.

Las hipodtesis a considerar son:

a1

hy <L c (3.5.1)
0z, 0z,
—<K 1, — K1
dx dy

Donde hq es el espesor caracteristico del perfil. Estas hipdtesis junto con la de numero de
Reynolds muy elevado, nos permiten asegurar que la capa limite no se desprende y que la
perturbacidn en las variables fluidas es pequefia.

Con estas hipotesis los campos de velocidades, presion, densidad y temperatura de las variables
fluidas se puede reescribir como la suma de su valor aguas arriba mas una perturbacion
originada por la presencia del ala (3.5.2):

B@R) = Up + 7D, 7@ < Uy,
p(X) =po +p (x), p'(X) K Poo (3.5.2)

Donde ¥'(X), p' (%), p'(x), T'(¥) son los campos perturbados de velocidad, presion, densidad y
temperatura.

El potencial de velocidades se puede descomponer igualmente como la suma del potencial de
velocidades en el infinito mas el potencial de velocidades perturbadas (3.5.3), que sera la
incégnita de nuestro problema.

d(X) = oo + ¢'(X) (3.5.3)
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Debido a la linealidad de la ecuacién de Laplace, el potencial de velocidades perturbadas debe
de cumplir (3.5.4):
Vigp' =0 (3.5.4)

La ecuacién de cantidad de movimiento en términos del potencial de velocidades perturbadas
debe de cumplir (3.5.5)

¢’ ap (3.5.5)
portPUes-+p =0

La condicidn de impenetrabilidad puede simplificarse gracias a la linealizacion de las ecuaciones:

— — VF’ — —
- (Ve — vp) = |VF:,il| (Ve — vy) =0-VE,;: (Vo — vp)

Donde F,,; es la funcidn de los puntos del extradds y del intradds del ala. Se puede reescribir
pues la ecuacion de la siguiente forma:

_, 0z,_, 0z,_, 0’ 0z,\_, 0"\ _, 09’ _,
<e3 —a—;el —a—yp€2> . ((E—a—tp>€3 + <Uoo +a)€1 +E€2 =0
Despreciando los términos de segundo orden, se llega a (3.5.6):

¢’

0z

0z 0z
(x;y,Z = O) = W’(X,y,Z = 0) = Uooa—.;)(x’y’t) +a_tp(x;y,t) (3-5.6)

Esta condicidn se deberia de imponer estrictamente sobre el ala, pero debido a que los perfiles
son esbeltos y los dngulos que vamos a manejar son pequefios, dicha condicidn se impone sobre
la forma en planta del ala (FP). Gracias a estas hipdtesis, esta aproximacion no supone un error
importante. Véase Gordillo y Riboux, 2012 [1].
El problema linealizado viene pues descrito por las siguientes ecuaciones:

Vip' =0

|X] = oo, ¢'—0
(3.5.7)
. ¢’ 0z, 0z,
|X| € FP, E(x,y,t)—Uma(x,y,t)+g(x,y,t)

Condicion de Kutta — Joukowski

3.6. Condicidn de Kutta-Joukowky

En esta apartado se explica la condicion de Kutta-Joukowsky y sus implicaciones en el problema
aerodinamico.
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Dicha condicidn establece que de las infinitas soluciones que tiene el movimiento de un fluido
alrededor del ala, es aquella para la cual el flujo no rebordea el borde de salida. Esta condicién
fija el valor de la circulacidn ('), permitiendo elegir de entre todas las soluciones aquella que se
da en la realidad.

La condicion de contorno que se debe de imponer en el borde de salida se obtiene de esta
condicion, junto con la condicion de que la diferencia de presiones entre estrados e intradds
debe de ser nula a lo largo del borde de salida porque no existe soélido que soportase dicha
diferencia en el caso de que la hubiese.

En el extradds y en el intradds del borde de salida se debe de cumplir que:

o+ opt

paat +pU°°aax +pm =0
(o o _

Pt TPUatP =0

Si se restan ambas ecuaciones y se tienen cuenta que la presion en el extradds y en el intradés
son iguales:
(P —¢7) (P —¢7)
+ Uy =

ot 0x 0

Teniendo en cuenta la antisimetria del campo de velocidades en el problema sustentador,
Gordilllo y Riboux, 2012, [1], ¢t = —¢~, se puede reescribir la condicién anterior para
cualquiera de las superficies extradds o intradds. Suprimiendo el superindice + en el potencial,
se tiene finalmente.

06, 9% _D¢_, (3.6.1)

ot “oax Dt
Esta ecuacidn es la que se va a imponer en el borde de salida. Esto quiere decir que la variacién
por unidad de tiempo del potencial de velocidades siguiendo a la particula fluida es nula.
En el caso estacionario, esta condicidn se traduce en que en el borde de salida hay un punto de
remanso (en el caso de borde de salida anguloso), o bien que la velocidad en el borde de salida
tiene la misma direccidn y sentido tanto en el extradds como en el intradds (caso de borde de

salida en retroceso).
En el caso estacionario la condicién anterior queda:

09 (3.6.2)

ax_o
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4. SOLUCION GENERAL DEL PROBLEMA

Se define el potencial 1y de una solucién elemental de la ecuaciéon de Laplace para el caso
tridimensional correspondiente a una fuente localizada en el punto (x,, yg, Zg) como:

1
Yo = \/(x —x0)2+ Y —y0)? + (z—2p)? (4.1)

Se puede comprobar que este tipo de solucién cumple la ecuacién de Laplace V21, = 0.
El potencial de velocidades perturbadas, debe de cumplir también la ecuacién de Laplace
Vig' = 0.

Recordemos que se tiene que cumplir que:
Vigp' =0, v =V¢, - Vi =0

Donde se ha hecho uso de la intercambiabilidad de las derivadas.
Debido a esto se debe de cumplir la siguiente ecuacién:

l/)OVZ v — '1—])’ Vzll)o =0 (4.2)
A continuacion se procede a integral esta ecuacién en un volumen de control Q. limitado por la

superficie 2, = 2o U X U250 UZogrerat YU Zesterq—- Dichas superficies se observan en 2D en
la siguiente figura:

Estela

FIGURA 2: SUPERFICIES DE INTEGRACION

j (WoV25 — 5 V2 )daw = f V- o35 — B V2, )dew =
Q¢ Qc
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= lpoﬁ'Vﬁ,_ﬁ’ﬁ‘vwo do=0
%

La integral a lo largo de X, es nula, y las integrales a lo largo de 2. y Z,;, pueden escribirse de
la siguiente forma:

f ofi - Vi — B - Vipydor =
2eUZqia

= 1!107’_1) . VT-]), - ﬁ,?l . Vlllo do + ll)o'f_l)e— . V‘l-}, - 1-7)’7'_1)3— . V'(l)o do +
Zala Ze-
+ | Yori VU =V Vipgdo + | Po(—iie-) - VU’ — ¥'(=1,-) - Vippdo =
Ze Ze-
= Igiq + Ie

Donde X, es la semiesfera superior que rodea la singularidad y cuya normal positiva se define
hacia el interior de la esfera, y .- es la semiesfera inferior que rodea la singularidad y cuya
normal positiva se define hacia el exterior de dicha esfera. La integral I, se puede calcular de la
siguiente manera.

Fluido Ye

—— ﬁ -
Ala j‘ T

=10

—
—

— n _-
ne_ e

FIGURA 3: NORMALES EN EL ENTORNO DE LA SINGULARIDAD

e=im [ (Reey e - r@eE) - E2) cdn = 4 )
e = lim e er v'(x) —v'(x)(e, =2 € = —4nv'(x, (4.3)
Donde en este caso dQ) = dS/r? es el diferencial de dngulo sélido.
Tras este cdlculo la ecuacidn de Green puede escribirse de la siguiente forma:
A (%) = f WoFi - V5 — i - Vipydor
Za1aVZsre1q+ YZestela™ (44)
Proyectando sobre el vector unitario k.
A (77) = f Yot - V' — W' - Vipydo s

Za1aVZstp1q+ YZestela™

Debido a que la antisimetriaw’(x,y,z = 0Y) = w'(x,y,z = 07) y a que las normales al alay a
la estela son aproximadamente k y -k para el extradds y para el intradds, se tiene pues que:

w'(x,y,z=0)7-Viodo =0

Zostelat YZestela—
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f w'(x,y,z=0)71-Viodo =0
Zo1a+tYZq1a-
Luego se llega a la siguiente ecuacién

A (7o) = f oft - V' dor =

ZalaVZ +UZ

estela estela™

ala=YZestela~

3 f aw’+d++f aw"d_
- Zla+UE ll]O aZ o P 11[)0 aZ 9

estelat

Aplicando la ecuacion de continuidad tanto en el extradds como en el intradds se tiene:

v ou't N ov't N ow't 0 ow't out ov't
. = = - = — —
v dx dy 0z 0z dx dy
V.o ou'~ N ov'~ N ow'~ 0 ow'~ ou'~ odv'~
. = = N = — —
v dx dy 0z 0z dx dy

Dado que la placa parte del reposo, la circulacién T' esidénticamente nula en cualquier superficie

cerrada que englobe al ala como a la estela segln el Teorema de Bjerknes-Kelvin, el cual dice:

Dr 0
Dt (4.6)

Tomando como superficie, una compuesta por el ala y la estela, se tiene:

b b b
5 (Xest 5 [Xest 2 (Yest (T — p~

szzbf y(x,y,t)dxdyzfzbf (u’+—u’_)dxdy:fzbf wdxdy
-570 -5 70 570 X

b
I'= le)(¢+(xest' 3z t) - ¢_ (xest' Y t))dy =0
2

Donde el subindice “est” hace referencia a la estelay x.q es el final de la estela y la variable
y(x,y,t), es la densidad de circulacion. Se ha utilizado que el potencial es 0 en el borde de
ataque, condicién que se explicard posteriormente, cuando se analicen las condiciones de
contorno del problema.

Como esta integral es nula para todo instante de tiempo, de ello se deduce que el integrando
no puede depender del tiempo. Esto implica que la variacién con el tiempo del potencial en la
coordenada donde acaba la estela es nula, y por tanto las velocidades horizontales son iguales.

Utilizando las siguientes igualdades obtenidas de la derivacidon de un producto:

g, U _0Wo) 0%y
O 9x 0x 0x
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oV _ 3Gk 0%,
° ay dy dy

Y sustituyendo en la ecuacién de Green, se tiene que:

+ I+
4w’ (%o) = f <—6(l/10u ) _ u't %o + 0o ) _ v'* all)o) dot —

ZatatYZestelat 0x 0x ay ay
f <6(1/10u’_) =0y 0(ev'™) 61,[)0> _
- ——u + -V do
Zala=YZestela~ ax ax ay ay

Para este razonamiento se va a tener en cuenta que las integrales de superficie se pueden hacer
indistintamente primero en la direccidn x y luego en la direccion y o viceversa. Tal como se ha
escrito la expresion anterior se observa que los términos son iguales en ambas integrales,
simplemente cambiando la notacién de extradds a intradds. Entonces:

- Lasuma de las integrales del primer término es 0, debido a que al hacer la integral en
direccion x se tiene que en el borde de ataque dichas velocidades son 0, y a que al final
de la estela se cumple 't = u'~ .

- La suma de las integrales del tercer término es 0 debido a que al hacer la integral en
direcciéon y se debe de tener en cuenta que las velocidades v’ son antisimétricas
respecto al plano z=0, siendo entonces dichas velocidades idénticas pero de signo
contrario en los bordes marginales.

Eliminando estas integrales de la expresién anterior y haciendo uso de nuevo de la antisimetria
del campo de velocidades se llega a:

0 0
w” ﬂ +v't ﬂ) do™

2w (%) = — > 5

Za1a+YEestelat

Ecuacion que finalmente queda:

ST 0z, 0z, 1 . .
w' (%) = Uooa(xo,}’o,f) + E(XO,YOJ) = _%—L v'(x) - Vipo do (4.7)

ata*+YZestelat

Esta es la solucién general del problema aerodinamico tridimensional. Se observa que dicha
expresion se corresponde con la ecuacién de Biot y Savart. La variable ¥'(x) indica las
componentes de la velocidad en el plano Z=0. El lector interesado puede encontrar mas
informacién en Gordillo y Riboux, 2012, [1].

De esta forma se observa que la componente vertical del campo de velocidades perturbado en
cualquier punto del dominio fluido puede ser expresada como la superposicion del campo de
velocidades creado por una distribucién continua de torbellinos situados sobre la superficie del
ala y de la estela, y orientados segun la envergadura, con intensidad por unidad de longitud
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2u’+(x, ¥), y una distribucién continua de torbellinos situados sobre ala y estela, de intensidad
por unidad de longitud 2v’+(x, y) orientados en la direccién del eje x.

Trabajos anteriores tratan sobre la resolucion de esta ecuacidn integral. Sin embargo, dichos
estudios demuestran que el sistema que se obtiene es inestable desde el punto de vista
numérico. Véase Flores Caballero, 2016 [4]. El método que se va a implementar corrige esta
inestabilidad mediante la transformacién de dicha ecuacién integral, ya que en el integrando
aparecerd como incégnita el valor del potencial perturbado en lugar de su gradiente.

41



42



5. DISCRETIZACION DE LA CONDICION DE
IMPENETRABILIDAD E INTEGRACION.

En este apartado se va a reescribir la ecuacion (4.7) y se va a discretizar expresion resultante.
El primer paso consiste en sumar y restar en la expresion el valor de la velocidad en el punto
donde se quiere imponer la condicién de contorno de impenetrabilidad ©'(x,). Para simplificar

.7 , !
la notacion se llamard: o' = v'(X), ¥y =0'(xg) ; Z = Zg0+ UZesterq+ » do =da™. De esta
forma queda:

' (v 1 =7 =7 1 >/
W(XO):_%L(U _vo)'vwoda _ELvo'leodO' (51)

Donde el segundo término de la ecuacién es 0. El primer término se puede poner en funcién del
potencial de velocidades.

1
W () = 5 fz V(' —¢'y) - Viho do (5.2)

A continuacién vamos a analizar que le ocurre a esta integral en el entorno del punto x;

2T €
lim f V(@ — ¢o) - Vipo do =
0 0

€—0

21 € F
lim f [V 7Yes + (Vo 73] rdr d0 = 0
0 0

€-0

Se puede comprobar que al integrar en r, el integrando para la integral de theta queda
multiplicado por €, el cual tiende a 0. Luego de la integral anterior, solo tiene sentido hacer la
integral anterior en todo £ menos en un circulo de radio € centrado en el punto donde se va a
imponer la condicion de contorno.

N 1 ’ ’
w' (%) = - z—r(e)V((;b —¢'0) - Vipg do (5.3)

De nuevo, por simplificar la notacién, se va a llamar simplemente X a la superficie de integracion.

Desarrollando esta expresidn se tiene que:

1 =T,
WXy)=—| V(@ —¢'0) == d
w' (%) 27‘[.{2 (' —¢'0) 17— 7|3 o (5.4)

A continuacion, teniendo en cuenta la siguiente igualdad:

S RACE AR

! ! ’ ’ = - 1 _
V- (¢_¢0)|7—;_7—;0|3 |7 — 7,3 +(¢_¢0)(T'—To)'V(—>_

|7 — 7ol
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_29=9') G-) V(' —¢'y) (¢ —¢')F ) G- 7o)

|7-”)_7_”)0|3 |7_”)_7_”)0|3 |7'_7'0|5

(9-¢) G-7R) V(e -9

|7 — 7ol 7 —7l?

Se puede entonces sustituir el integrando de la ecuacién y queda finalmente:

W () = o [<¢ AL rl]d d [0,

2 )y [P =713

Donde aplicando el Teorema de Gauss al primer término de la ecuacién, se puede comprobar
que tiende a 0, cuando 7 tiende a infinito. Luego la ecuacién anterior queda:

(¢'-9¢') 1 ¢’ 1 ¢
do =— | ——=—=do —— | ———= do
2 5 |r—r0|3 2 s |7 — 7513 2w )5 |7 — 7513

(o' —9¢',) f f”f
—————do =— | ———=do do
2 e 2 s |7 =713 2 |r—r0|3

w' (%) =

w' (%) =

Teniendo en cuenta que ¢, es constante, porque la integral se realiza en x y en y, se obtiene la
siguiente ecuacion integral.

d(x) b
2mw (xo) _f |*—r0|3"l“_?0 (5.5)

A continuacidn se procede a discretizar la superficie de integracién. Dicha discretizacién
consistird en N+2 divisiones en ala y estela en la direccion de la envergadura, M+2 divisiones en
el ala en la direccidn de la corriente incidente, y M Estela divisiones en la estela en la direccién
de la corriente incidente. La figura siguiente muestra las divisiones realizadas.
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N+2
|

| |
M+2 M Estela

FIGURA 4: DISCRETIZACION DE LA GEOMETRIA DE ALA Y ESTELA

A continuacion, se procede a hacer un mallado triangular simétrico en la discretizacién anterior.
Dicho mallado es como muestra la siguiente figura:

N+2

| |
M+2 M Estela

FIGURA 5: MALLADO TRIANGULAR SIMETRICO EN ALA Y ESTELA

Desde este punto, se va a utilizar la variable R para indicar la distancia medida desde el origen
de coordenadas. El primer término de la ecuacién anterior quedaria pues:

NeTriangulos ( )
x.
277.'W(X0) = Z %dai (56)
i=1 i |Rl - Rol
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La condicién de contorno de impenetrabilidad se va a imponer en cada uno de los nodos del
mallado, que coincide con los puntos donde se va a calcular el potencial de velocidades.

El potencial de velocidades en cada punto de los distintos triangulos en los que se ha dividido la
superficie se formulard como una combinacién lineal de los potenciales de velocidades de los
vértices de cada tridngulo de la siguiente forma:

dp(x) = ¢1(1 +C(x—x) + Dy (y —y1)) + (Pz(Cz(x —x1) + Dy(y — yl))
+ ¢3(C3(x — x1) + D3 (y — y1)) (5.7)

Donde ¢4, ¢, y ¢3 representan los potenciales de velocidades en los vértices del triangulo.
Estas expresiones deben cumplir las siguientes condiciones:

1+Ci(x; —x1)+D;(y;—y1) =0
¢(_x_{ = (x2,¥2)) = ¢, = Co(xy —x1) +Dy(y, —y1) =1
C3(xz —x1) +D3(y, —y1) =0

1+Ci(x3—x1)+D;(yz3—y1) =0
¢(7[ = (x3,y3)) = ¢3 > Co(x3 —x1) + D (y3—y1) =0
C3(x3 —x1) +D3(y3—y1) =1

Estas ecuaciones componen un sistema de 6 ecuaciones con 6 incégnitas para determinar los
coeficientes Cy, C; ,C3, D1, D5,y D

A continuacion vamos a proceder a desarrollar la ecuacion integral para poder resolverla.
En cada tridangulo habrd que integrar la siguiente expresion.

¢ (x;)

——do;
%i |R, — Ry

Sustituyendo la ecuacién para el potencial de velocidades y agrupando términos se llega a una
expresion como la que se muestra a continuacion.

O ” TGV (7l 70]
% |R, —RO 5il|R —Re|” |Ri—Ro| |R—Ry|

f[cz(x_x1) D,(y — J’1) do: +
P

R -Rs’ |R-Rel

¢3j [C3 x—x13) Ds(y — J’13) d
LR, —Ro|  |R — Ry
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A continuacién vamos a realizar un cambio de variables en la integracidn. Para ello se va a utilizar
el siguiente esquema explicativo.

FIGURA 6: CAMBIO DE VARIABLE PARA LA INTEGRACION. GRAFICO EXPLICATIVO |

Para realizar la integracion en cada tridangulo se van a considerar unos ejes situados en el vértice
1 del triangulo, de manera que cada vértice y punto del triangulo se pueden expresar referidos
a estos ejes como se muestra a continuacion.

FIGURA 7: ANGULOS EMPLEADOS EN LA INTEGRACION
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De esta forma el denominador de la ecuacion se puede desarrollar como sigue:

[R —Ro| =|(R —Ri) + (R, —Ry)| = |re; + (R, ~ Ro)| =

1/2
=|ra’+(F1—Fo)l=<r2+IE—Fo’|2+2ra-(E’—E’)) -

1/2

N2, e 2
= ((r+% & -R)) +[&-R| - (&’ -R&))) =
=(U2+a2)1/2

Donde x y a vienen dadas por las siguientes expresiones (5.8) y (5.9):

U=r+e (R, —Ry) (5.8)
. SN SN — 3\ 2
2=|R1—R0|2—(_e_r'-(R1—R0)) (5.9)

Esta nomenclatura serd utilizada mas adelante.
Utilizando las nuevas variables 6 y r, se llega a la siguiente conclusién.

x — x; = rcos(0)
y —y, =rsin(0)

Sustituyendo en la expresidn anterior, desarrollando el denominador de la integral y utilizando
la definicién de las variables U y a? se llega a lo siguiente.

w; = S do; = ¢ f [ n Cyrcos(8) D;rsin(0)
1T = =340 = P1
% R, = Ro| 5 U2+ 232 " (U2 +a2)32 " (UZ +a2)32

dO'i +

N ¢2J‘ [(Czrcos(H) D,rsin(8) do,+

U2 + a2)3/2 (UZ + a?)3/2

Csrcos(0) Dsrsin(60)
t ¢ L (U2 + a?)3/2 ' (U2 + a?)3/?

Donde U=U(r), y los limites de la integral van desde r=0, hasta r=r(8). Desarrollando la integral
doble y sacando los términos que no dependen de r fuera de la integral se llega a lo siguiente.

63 r(0) rdr r(6) 24r
¢1_[9 [j (UZ 2)3/2 + (61COS(9) + Dlsm(O))f m] do +
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% @) p2qr
t ¢ f (Cycos(8) + D,sin(0)) — = ldo+
=l 0 (U?+a?)?

r(6) ridr
(U? + a?)3/2

0; [
+ 3 L (C5cos(B) + D3sin(9))f0 ]da

2

Como se puede observar, las integrales a realizar son similares entre ellas. Se va a pasar a
analizarlas una a una individualmente.
La primera se muestra a continuacion:

P U s G A
1= U2z + a2)3/2 - U (U2 + a2)3/2

Donde se ha hecho el cambio de variable mostrado anteriormente. Operando con esta expresion
se obtiene lo siguiente:

uo y — e - (_R—o) _ ‘R‘l’) U(o) U . . (U® au
= —  _dU—e.-(Rs — R e —
on (U2 + aq?)3/2 on (U2 + aq?)3/2 €r ( 0 1) U, (U2 + a2)3/2

S1 =—So—a'(R—o>—ﬁl))S3

Donde:
u(e) U 1 1
So = _f ——dU= 1~ 1
Yo (U?+a?)2 ((U®)2+a?)2z (U¢+ a?)z
. - f"(@) v 1 Uu() Us
3 U, U2 + a2)3/2 T a

2 1 1
U2 +a?)z (U;+a?)2

A continuacion se va a analizar el otro tipo de expresion que aparece en la integral.

T®  r2qgr u(®) (U —2 - (Ry - @)2
=] 7 J

U? + a?)3/2 = (UZ + a?)3/2 du =

dUu =

v U? 208 - (Ry - Ry) + (& (Ro —RY))
= fUO (U2+a2)3/2

du =

u©)U? —2Ue; - (R, — Ry;) +(e—;- (RTJ—R_{))ZJ_ra2
= jU (U2+a2)3/2
0

Donde en el Gltimo paso se ha sumado y restado el termino de a?. A continuacién, desarrollando
la integral y utilizando las integrales que se han calculado anteriormente, se obtiene.
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u(e) du R . o =—\\2 s 2
= | gyt E R RS+ |2 (B -R)) - IR -l s

Uy

Por comodidad y al igual que se ha hecho anteriormente, se va a utilizar la siguiente
nomenclatura.

s f'f(") du . Jaz +U(6)2 +U(H)
= —_— = Iin
Yy, WU+ a2 Ja? + Ug + U,

— —_— RN — —_—> 2 nd — 2
S, =S4 +2Ue; - (Rg — Ry)S + [2 (& (Ro-Ry)) - IR, —Ri| ]53

Sustituyendo las definiciones de S; y S, en la ecuacidn integral para el tridngulo bajo estudio se
tendria que:

63
w; = ¢, [S; + (Cicos(8) + D;sin(0))S,]do +
02
63
+ ¢, [(Cycos(8) + D,sin(6))S,1d6 +
02
03

+ ¢ [(C5cos(0) + D3sin(6))S,1d6
0

2

A continuacién es importante recordar que U = U(r(0)), donde U(r) es conocida, pero aun
hay que determinar r(8). Para ello hay que utilizar el siguiente triangulo.
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FIGURA 8: ANGULOS EMPLEADOS EN LA DISCRETIZACION. GRAFICO
EXPLICATIVO |l

Donde se puede ver que r(6) es la distancia desde un punto del lado 3-2 al vértice 1 del
triangulo. Aplicando relaciones entre los distintos angulos, se pueden obtener los dngulos
interiores de la regidn indicada.

6, — 6

N T+6,—8
'y && 2 %+

FIGURA 9: DEFINICION DE 1 (@)

Aplicando el Teorema del seno y despejando se obtiene la expresidn r(6) buscada.

r@®  _ R Ry
sin(m+6, —6,) sin(6, —86)

. [R: — Ri|
T(Q) = sm(94 - ez)m
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Una vez se haya hecho la integral en la variable r, se procede a la integracion en la variable 6, la
cual se hace de forma numérica mediante un método de colocacion.

Una vez hecha la integracidon para la primera ecuacién, ya se tienen los valores de los
coeficientes de influencia que acompafiian a los potenciales de velocidades. Estos potenciales
van colocados en los vértices de los tridngulos en los que se ha dividido el ala y la estela.

En el caso en que se tenga que integrar en el entorno de la singularidad, se realizara el siguiente
mallado:

FIGURA 10: MALLADO EN EL ENTORNO DE LA
SINGULARIDAD

Y se supondra que el potencial es de la siguiente forma:
¢'(x) = 1 =g

Es decir, en el entorno de la singularidad (8 triangulos) el potencial es constante e igual al
potencial de la singularidad. Esto evita la enorme inestabilidad numérica que tendrian las
ecuaciones si se dejase evolucionar el potencial como en el resto de los casos. La integral no es
divergente en el entorno de la singularidad sélo si el potencial es constante.

La condicidn de contorno de impenetrabilidad discretizada queda de la siguiente forma:

b1
b1,2
w(x) = [Ay1, 412, A - Avva (m2) ] ¢1l "
(1, (v+2)(M+2)]

[ ¢E1'1 i
¢E1'2
+[E1,1; Ey 2, . E1is o ELy(N42)(M estela) ] : ¢
Eq,i

_¢E 1,(N+2)(M estela)
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Donde ¢; ; indica el potencial en el nodoi,jy 4; j y E; j son los correspondientes coeficientes de
inflencia, calculados empleando las expresiones analiticas de las integrales halladas
anteriormente.
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6. PROBLEMA ESTACIONARIO. RESOLUCION Y
CONDICIONES DE CONTORNO

Una vez realizada la formulacién de la condicion de impenetrabilidad en su forma general, en
este apartado se va a pasar a exponer las condiciones de contorno para el problema estacionario
y su resolucion.

Para cerrar el problema, se deben de exponer un total de ecuaciones igual al nimero de
incégnitas, con el objetivo de que la matriz de coeficientes sea cuadrada e invertible.

Cémo se ha visto anteriormente que en cualquier punto del dominio fluido donde no haya
sélido, se debe cumplir que el potencial de velocidades perturbadas debe de ser 0 al serlo en el
infinito aguas arriba, en particular, sobre el borde de ataque y sobre los bordes marginales se
debe de cumplir que, en virtud de la ecuacion de Euler-Bernouilli linealizada, que expresa que la
derivada sustancial del potencial perturbado debe de ser 0, se concluye que dicho potencial es
0 en los bordes de ataque y marginales.

e Borde de ataque y bordes marginales:

! ! b ! b

¢(xba;y):¢ (X,—):(;b (X,——):O
2 2

Por otra parte, en el borde de salida, la condicién de Kutta-Joukowski expresa en el caso

estacionario que:

e Borde de salida:

/
aai; =0- ¢(xbs—1'y) = (;b(xbs'Y) = ¢(xbs+1 = xEyY)

Esta condicién implica que para una linea de coordenada'y, el valor del potencial de velocidades

en el borde de salida en esa linea y es el mismo en el borde de salida, en la discretizacion en x

anterior al borde de salida y a lo largo de toda la estela. Graficamente se puede ver en la figura

siguiente:
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@' (xps-1,¥) ‘p}(x-'”“ - xEl’y) q&'(in,y) ¢’ (foin’y)
¢!(xbsr J’)

| >

FIGURA 11: POTENCIAL EN EL BORDE DE SALIDA Y EN LA ESTELA EN REGIMEN ESTACIONARIO PARA UN VALOR
DEY DADO

Se observa que en como el potencial es el mismo tanto en el borde de salida, como en el punto
anterior y como en toda la estela a lo largo de cada linea y, no tiene sentido realiza un mallado

a lo largo de la estela para el caso estacionario. Luego en este caso, el mallado es mucho mas
simple:

N+2

I |
M+2 M Estela=1

FIGURA 12: MALLADO TRIANGULAR EN REGIMEN ESTACIONARIO
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A la hora de montar las ecuaciones este recinto se puede subdividir de la siguiente forma

@' =0

el || [ | | |

@' (x,y) = ¢'(xps-1,¥)

FIGURA 13: CONDICIONES DE CONTORNO PARA EL POTENCIAL EN REGIMEN ESTACIONARIO

Unicamente se debe de imponer la condicién de contorno de impenetrabilidad en la zona
interior al recuadro amarillo, es decir, un total de N*M ecuaciones. El potencial en el borde de
salida y en la estela (recuadro azul) debe de ser el mismo que en los puntos anteriores al borde
de salida, y el potencial en los bordes de ataque y marginales (recuadros verdes) es 0.

Asi pues se tiene un total de N*(M+1) incégnitas sobre el ala, y N*(M+1) ecuaciones divididas
en N*M condiciones de impenetrabilidad, mds N condiciones de contorno de Kutta sobre el
borde de salida. Esto permite formar una matriz cuadrada e invertible con la que resolver el
problema.

La ecuacién quedaria de la siguiente forma general para el problema estacionario (se omiten los
términos que acompafian a potenciales nulos por la condicién de contorno).

[ ¢2,2
¢2,3
w'() =w] = [Aj2, Az, Aiprzs - AvveDms) | * ¢2',:,+2 +
b2, (N +1)(M+2) ]

b,
bk,

+[Ei2 By, - Ei, - Eiven)] - ¢E
L

bk (N+1)
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En el caso estacionario esta ecuacion se puede simplificar todavia mas, teniendo en cuenta que
los potenciales en la estela son iguales a los del borde de salida. Teniendo en cuenta que se ha
hecho una divisidn en M+2 lineas, las lineas que sean un multiplo entero de M+2 corresponden
al borde de salida del ala. Esto permite sumar ambas matrices de coeficientes de la siguiente
forma:

[ 2,2 1
1 —> ¢3,(M+1)
w'(x) = [Ai,2: e Aipmr2)-v Aizmr2) T vz, - Avive (v 2) T Ei,(N+1)] . b3 +2)
[ dv+1),(M+2) ]

Graficamente estamos viendo los coeficientes de influencia del dominio sobre el punto i donde
se encuentra la singularidad:

w; 3, m+1) P3.m+2)

N+2
|

| |
M+2 \ M Estela=1

DN+1)(M+2)

FIGURA 14: NOTACION MATRICIAL USADA

Obsérvese que mientras que cada ecuacién estd expresada como un vector de N*(M+1)
componentes (Desde la division 2 en y, hasta la N+1, y desde la division 2 en x, hasta la M+2), la
notacion que se ha usado para cada potencial es una notacién que indica la fila y la columna del
potencial en la matriz del mallado.

Esto es debido a que los términos de la matriz de coeficientes de influencia cambia segun el
punto en el que apliguemos la condicién de contorno de impenetrabilidad, pero la posicion (en
el mallado) de los puntos donde colocamos los potenciales sélo depende del mallado (Por eso

la variable i, aparece en el vector de coeficientes de influencia para esa ecuacién).

Agrupando dichos coeficientes en una matriz llamada B, se tendria:
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[ 2,2 ]

b3,(m+1)

Wi’ = [Bi,z' ---'Bi,Z(M+2)—1zBi,2(M+2)t ---:Bi:(N+1)(M+2)—1rBir(N+1)(M+2)] : ¢3,(M+2)

¢(N+ 1),(M+1)

[ (N+1),(M+2) ]

Aplicando todas las ecuaciones de condiciones de contorno de impenetrabilidad y teniendo en
cuenta las condiciones de contorno del borde de salida se forma pues un sistema de ecuaciones
de la siguiente forma

[ $2,2 ]

[Wé‘l [BZ,Z; . BZ,Z(M+2)—1; BZ,Z(M+2)I . BZI(N+1)(M+2)—1 , BZ'(N+1)(M+2)]

[ | | | $3,M+1)

! B;>, ...,B; _1,B; , e, Bj, _1,B;, '
le I _ I 02 i2m+2)-1 Bia(m+2) bN+DM+2) -1, By (42 I 1 s
0 0..1,-1,..0,0

Lol 1 0,..0,0,..1,—1 | [Pavsn e

-¢(N+1),(M+2)_

De esta forma se obtienen todos los valores del potencial de velocidades perturbado sobre el
ala. Este sistema, es un sistema de ecuaciones algebraicas lineales del tipo:

w'(xo) = qu
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7. PROBLEMA NO ESTACIONARIO. RESOLUCION Y
CONDICIONES DE CONTORNO

Para el problema no estacionario, se tiene la misma condicién de contorno en los bordes ataque
y marginales del ala. La que cambia es la condicién de contorno del borde de salida.

e Borde de ataque y bordes marginales:
! ! b 7 b
¢(xbalylt):¢ (xlzlt):¢ (x;_z,t)=0

e Borde de salida:

D _09 9%

bt~ ar TUegy =0

Analizando esta ecuacién se puede saber lo que ocurre en el borde de salida del ala. Los
torbellinos inyectados al ala en cada instante de tiempo, se convectan aguas abajo
cumpliendo que la variacidon por unidad de tiempo del potencial de velocidades
siguiendo a la particula fluida es 0, esto quiere decir que:

bt r-ar Pt-2at D-zar

] DIII9I -

Udt

e ] JB5039

Prrat  dr  br-ar De-2at Pr-aar

FIGURA 15: CONDICION DE KUTTA PARA EL CASO NO ESTACIONARIO.

Se observa que el potencial inyectado en un instante t, se mantiene constante pero se convecta
aguas abajo a una velocidad U,,. Si se discretiza esta condicidon de contorno se tendria lo
siguiente:

¢l y,t) —p(x,y,t — At) P(x,y,) —p(x —Ax,y,t)
+ Us =
At Ax

Despejando ¢ (x,y,t) y ¢p(x — Ax, y, t) de la ecuacion anterior se tiene:

¢(x,y,t) (1 + Ugy ﬁi) ¢(x —Ax,y, t)U at = ¢(x,y,t — At)
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Donde el valor de ¢p(x, y, t — At) en esta ecuacion, serd conocido del instante anterior.

Como los valores del potencial en cada instante de tiempo seran conocidos (simplemente hay
que propagar en direccién x los potenciales en el borde de salida del ala obtenidos en el instante
anterior), la ecuacion general puede reescribirse como sigue:

NeTriangulos ( )
x.
2nw(xg) = Z —_)(P L_) zdo; =
i=1 Zi |RL - ROl
NeTriangulos ala ( ) NeTriangulos estela ( )
X X
2w (xy) = ¢—lda- + qu—lda-
0 —  —3 Y — — 37
i=1 % [R, — Ry | i=1 % [R, — Ry|

Donde el segundo término a la derecha de la igualdad es conocido, debido a que en el instante
t, se conoce el valor de todos los potenciales sobre la estela. Despejando de la ecuacidn anterior:

NeTriangulos estela NeTriangulos ala
dr(x;) ¢ (x;)
21w (xg) — ——3do = ———34d0;
i=1 Zi |Rz - Rol i=1 Zi |Rz - Rol

Lo que permite crear un sistema de la siguiente forma:

Resuelto este sistema, se obtienen los valores del potencial perturbado de velocidades sobre la
superficie del ala en el instante t. El siguiente paso seria actualizar los potenciales de la estela y
resolver de nuevo la ecuacion.

Numéricamente lo que ocurre es que se va actualizando la matriz de potenciales en la estela,
para poder tener en consideracidn la conveccién de los potenciales desde el borde de salida del
ala.
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Para ayudar al lector, se muestra un dibujo explicativo de las condiciones de contorno, y de la
situacién en 2 instantes diferentes (Instante t e instante t+1)

Instante t

s () Ppal(t-1)

_ ? R
() 0O
O 0O
O O
O 0O
93
2= 9. O
O O
O )
O O
O O
- ek
| ]
\ )\ )
! Y
M+2 M Estela
Instantet+1 | . . __
Pos(t+1)  Pps(t) Pos(t-1)
- T
O O O
O 0] O
O O O
O O O
~N
Z- O OO
O O O
O O O
o O O
O O O
- . 0 .
[ | |
! )\ J
I Y
M+2 M Estela

FIGURA 16: PROPAGACION DE LOS POTENCIALES EN LA ESTELA NO ESTACIONARIA

Se observa que teniendo los valores de la matriz de coeficientes de influencia para cada nodo,
esta matriz no cambiaria, pues solo dependeria de la geometria y de las dimensiones del mallado
realizado. La condicion de contorno nos permite calcular la influencia de la estela en cada
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instante de tiempo simplemente mediante la “convecciéon” aguas debajo de los potenciales
obtenidos en el borde de salida.

En el anexo se proporciona el programa de Matlab que resuelve el problema estacionario y no
estacionario para geometrias genéricas.

64



8.SOLUCION EN REGIMEN ESTACIONARIO.

8.1. Alas Rectangulares

A continuacién se va a exponer la solucidn para alas rectangulares en régimen estacionario, y
para distintos alargamientos. Para obtener una solucién asequible es necesario alcanzar un
equilibrio entre el nimero de divisiones del mallado y el tiempo computacional, de manera que
se intente alcanzar la mejor solucion (o una solucién con precisién suficiente) en un tiempo de
calculo razonable.

Para alcanzar este objetivo es preciso recordar que la distribucidon de presiones en el extradés
del ala sufre unos gradientes muy acentuados en las proximidades del borde de ataque y de los
bordes marginales. Este fendmeno lleva a pensar que es necesario refinar el mallado en estas
zonas, con objetivo de obtener unos valores razonables del coeficiente de sustentacion y de la
pendiente de la curva de sustentacién (Se supondrd en todo momento variacién lineal del
coeficiente de sustentacidon con el angulo de ataque). El mallado en el eje x e y se obtiene con
las siguientes expresiones (teniendo en cuenta el nimero de divisiones):

(—Drn
N+1
(i—-Drm

2(M —-1)

my=0.5b-cos< ) conj € [1,N + 2]

mx = (1 — cos( )) coni € [1,M]

El mallado para el caso de alas en flecha es similar.
Se muestra un ejemplo de cémo serian las divisiones del mallado. Se ha presentado el ejemplo
para que se observe el alargamiento del ala y se pueda intuir la longitud de la estela (la estela

Divisiones para el ala rectangular con Nx=15, Ny=21
25
T T T T T

FIGURA 17: DISCRETIZACION EN ALAS RECTANGULARES
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llegaria mas lejos, pero la idea con esta imagen es mostrar al lector las dimensiones del
problema).

En la figura anterior se observa cémo el mallado es mads fino en los puntos del borde de ataque
y marginales para captar bien los gradientes.

Resolviendo el problema para un angulo de ataque de 52, un alargamiento de 5 (b=5, c=1) y
estrechamiento nulo, se obtienen las siguientes distribuciones del potencial sobre la superficie
del ala.

Potencial de velocidades perturbadas sobre el extradés

FIGURA 18: POTENCIAL SOBRE EL EXTRADOS DE ALAS RECTANGULARES

Si se realiza la derivacion del potencial respecto a la coordenada x, se puede obtener el campo
de velocidades sobre el extrados.

V}{ sobre el extradés

o s B 115, Ny=21, AR=5 |
0 - o = T e 05

FIGURA 19: VELOCIDAD PERTURBADA EN EL EJE X SOBRE EL EXTRADOS DE ALAS RECTANGULARES.

Estas dos figuras muestran el enorme gradiente de velocidades que existe tanto en los bordes
marginales, como en el borde de ataque y por tanto justifican el mallado realizado.

La pendiente de la curva de sustentacién obtenida para esta configuracion es de:
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Cra Nx Ny AR
3,8741 15 21 5

TABLA 1: RESULTADOS PARA ALA RECTANGULAR EN REGIMEN ESTACIONARIO

A continuacidn se ha realizado el mismo calculo pero aumentando el mallado hasta un valor de
Nx=25y Ny=41 para observar las diferencias.

Se muestra a continuacién una figura del campo de velocidades para este caso, de forma que se
aprecie mejor el gradiente que se produce en el borde de ataque y en los bordes marginales.

v, sobre el extradds

FIGURA 20: VELOCIDAD PERTURBADA EN EL EJE X SOBRE EL EXTRADOS DE ALAS RECTANGULARES.
REFINAMIENTO

Los resultados para este caso son:

Cra Nx Ny AR
3,9096 25 41 5

TABLA 2: RESULTADOS PARA ALA RECTANGULAR EN REGIMEN ESTACIONARIO. MALLADO REFINADO

El tiempo computacional ha sido mayor para este caso, y la mejora se nota en la tercera cifra
significativa.

Se puede observar que la pendiente de la curva de sustentacion tiende a aumentar conforme el
mallado se hace mas fino. Esto se debe a que se capta mejor las evoluciones de las variables
fluidas en el entorno de los bordes marginales y del borde de ataque, permitiendo que la
integracion de lugar a un resultado mas preciso.

De aqui en adelante se realizara el mallado con los siguientes valores de Nx=15 y Ny=8*b+1. La
razon de estos valores es porque cuando se resuelva el problema no estacionario, el tiempo
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computacional aumenta enormemente para mallados muy grandes si se quieren obtener
valores que mejoran poco en precisidén con respecto a estos. De forma que con este método
acotamos el error a la tercera cifra significativa mientras mantenemos un tiempo razonable.

La razdn de la ecuacion Ny=8*b+1, estriba en que en el andlisis de alas con gran alargamiento,
se deberdn hacer mas divisiones en la coordenada y debido a que al aumentar la envergadura,
también lo hacen los paneles en los que se divide el ala en esa direccidn y por tanto se perderia
precision si no se aumenta el mallado.

8.2. Alas con Flecha

En este apartado se trata la solucion del problema estacionario para el caso de alas con flecha.
De esta forma, dando valores de S, AR, ¥ y E, queda definida el ala.

Para el caso de alas en flecha, se probd a utilizar un mallado similar al caso de alas rectangulares,
sin embargo la precision adoptada en comparacién con los valores tipicos de la literatura no era
suficiente.

La razon estriba en que las alas en flecha poseen un gradiente de velocidades en las
proximidades de la cuerda raiz del ala, que resultaba ser la zona donde el mallado anterior es
menos preciso (elementos mas grandes, captaban mal la evolucidn).

Para la comprobacién de que este cddigo era efectivo, puede comprobar el lector interesado
que si se utiliza el codigo para el ala en flecha con las particularidades de E=1y angulo de flecha
nulo, se vuelve a obtener los valores que se obtuvieron para el ala con forma en planta
rectangular.

Para solventar este problema se recurrid a un refinado también por dicha zona similar a lo que
se habia hecho para los bordes de ataque y marginales. Se muestra el mallado particular
realizado para las alas en flecha:

Divisiones para el ala en flecha con Nx=15, Ny=41
28 ‘ ‘ ‘

FIGURA 21: DISCRETIZACION EN ALAS CON FLECHA
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El potencial de velocidades sobre este tipo de alas tiene la siguiente forma:

Potencial de velocidades perturbadas sobre el extradds

008 —~

70 B g
004 o Iﬁ”"'.."."..

7 ——
W i i e o

002+

25

FIGURA 22: POTENCIAL SOBRE EL EXTRADOS DE ALAS CON FLECHA

Derivando el potencial, se puede obtener el campo de velocidades perturbadas sobre la
superficie de extradds, el cual se muestra en la siguiente figura:

v, Sobre el extrados

15
I =15, Ny=41, ARSS, E=1, 55, W30

X

FIGURA 23: VELOCIDAD PERTURBADA EN EL EJE X SOBRE EL EXTRADOS DE ALAS CON FLECHA.

En esta figura se puede observar el gradiente de velocidades que se produce en las proximidades
de la cuerda raiz del ala.

Cra Nx Ny AR
3,5368 15 411 5

TABLA 3: RESULTADOS PARA ALA CON FLECHA 302 EN REGIMEN ESTACIONARIO.

Se observa que el valor de la pendiente de la curva de sustentacién para un ala en flecha es
menor que para el ala rectangular, como era de esperar.
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9. SOLUCION EN REGIMEN NO ESTACIONARIO.

9.1. Alas Rectangulares

A continuacidén se va a mostrar los resultados obtenidos para alas rectangulares en régimen no
estacionario. Para ello, se va a realizar el mismo analisis, con el mismo mallado en el ala, pero
para régimen no estacionario.

El incremento de tiempo At debe de ser inferior a c/U,,, para que el efecto no estacionario se
observe correctamente.

El tiempo de calculo se ha restringido a 200 c/U,, con un At de 0.25¢/U,, entre cada
iteracidn. Las ecuaciones han sido integradas en el tiempo utilizando un método de Euler de
primer orden.

El valor obtenido se muestra a continuacién junto con la curva que indica la evolucién que ha
seguido el valor de la pendiente de la curva de sustentacion desde el instante inicial hasta el
final para el caso de un ala rectangular con relacién de aspecto AR=5 y suponiendo que la
velocidad adimensional en el infinito es una funcién escalén en el tiempo.

Cra Nx Ny AR
3,8788 15 41 5

TABLA 4: RESULTADOS PARA ALA RECTANGULAR EN REGIMEN NO ESTACIONARIO

Cabe resaltar el hecho de que la pendiente de la curva de sustentacidn alcanza el valor obtenido
en régimen estacionario anteriormente.

Evolucion de C, _ con el tiempo
! I \ \

\ i I I i \ i I \
1
0 20 40 2] a0 100 120 140 180 180 200

Instante

FIGURA 24: EVOLUCION DE LA PENDIENTE DE LA CURVA DE SUSTENTACION CON EL TIEMPO. ALA
RECTANGULAR
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9.2. Alas con Flecha

Para las alas en flecha se ha seguido un procedimiento similar al de las alas rectangulares, con
la particularidad de hacer un mallado mas fino en la zona cercana a la cuerda raiz del ala.

Una vez se tiene implementado el cddigo para la resolucion no estacionaria de alas
rectangulares, simplemente se modifica la geometria para realizar el estudio del
comportamiento no estacionario para alas en flecha.

Evolucion de C, _ con el tiempo
4 T T T

60 a0 100 120 140 160 160 200

FIGURA 25: EVOLUCION DE LA PENDIENTE DE LA CURVA DE SUSTENTACION CON EL TIEMPO. ALA CON FLECHA

Se ha realizado de nuevo una restriccion en el tiempo de calculo de 200 ¢/U, con un At de
0.25c/U. Esto da paneles de longitud 0.25 en la estela y da valores lo suficientemente precisos
aunque con un tiempo computacional elevado.

Cra Nx Ny AR
3,5303 15 41 5

TABLA 5: RESULTADOS PARA ALA CON FLECHA 452 EN REGIMEN ESTACIONARIO

Para que el lector tenga unaidea de las dimensiones que tiene la estela no estacionaria analizada
para el case de un ala en flecha se adjunta la figura siguiente:
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ESTELA NO ESTACIONARIA EN CASO DE ALA EN FLECHA

FIGURA 26

Cada division en el eje x corresponde a un instante de tiempo. En total se tienen 200 instantes

de tiempo en divisiones de 0.25 s.
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10. ANALISIS DE LOS RESULTADOS

En este apartado se exponen finalmente todos los resultados obtenidos para distintos casos,
posteriormente se procede a su analisis y comparacién con la bibliografia, Katz y Plotkin (KyP),
1991 [2], y con otro método de calculo (XFLR5).

La siguiente tabla muestra los resultados obtenidos para las distintas alas y distintos métodos.

4 |3,5656 3,5449 3,6 3,661017
5 [3,8741 3,8788 3,9 4,002306
6 [4,1321 4,1319 4,2 4,261873
7 14,3236 4,3267 4,3 4,465892

TABLA 6: RESULTADOS OBTENIDOS POR DISTINTOS METODOS PARA ALAS RECTANGULARES CON DISTINTO
ALARGAMIENTO

4 13,2911 3,2858 3,35 3,474046
5 [3,5368 3,5303 3,7 3,761358
6 |3,7222 3,716 3,85 3,976819
7 [3,8712 3,858 4 4,144896

TABLA 7: RESULTADOS OBTENIDOS POR DISTINTOS METODOS PARA ALAS CON W = 302 CON DISTINTO
ALARGAMIENTO

4 12,922 2,9145 3 3,307678
5 13,0942 3,0876 3,2 3,5547
6 |3,2197 3,1894 3,35 3,7383
7 [3,3231 3,3139 3,5 4,5284

TABLA 8: RESULTADOS OBTENIDOS POR DISTINTOS METODOS PARA ALAS CON W = 452 CON DISTINTO
ALARGAMIENTO
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Se pasa a comentar cada columna:

- AR:Denota el alargamiento del ala

- Cp Estacionario: Es el valor de la pendiente de la curva de sustentacion calculado con
el cédigo de la solucién estacionario

-y, no Estacionario: Es el valor de la pendiente de la curva de sustentacion calculado
con el cédigo del calculo no estacionario en el ultimo instante de tiempo analizado
(dejando que llegue a la solucién estacionaria)

- KyP: Valores obtenidos de Katz y Plotkin (KyP), 1991 [2]

- XFLR5 (NACAO0012): Es el valor obtenido al analizar un ala de igual alargamiento y flecha
mediante el software XFLR5. Dicho ala tenia un perfil NACA0012, porque no se puede
analizar directamente una placa plana. El método que se usé en dicho programa es un
Vortex Lattice convencional.

Vamos a pasar a comparar los distintos resultados.

Analizando las columnas 1y 2 se observa que el método implementado es coherente, debido a
qgue los resultados obtenidos para la pendiente de la curva de sustentacidn en régimen
estacionario y en los instantes finales del régimen no estacionario coinciden.

Ademas se puede comprobar que si se observan los potenciales en la estela en los instantes
finales del régimen no estacionario coinciden con el que se tiene en el borde de salida del ala y
ademas coincide con los obtenidos si se hubiese calculado con el cddigo de régimen
estacionario.

Esta concordancia entre los resultados de ambos regimenes se mantiene para los distintos
angulos de flecha de las alas. La diferencia esta en el segundo decimal, fruto de que el mallado
se podria hacer mas fino y dejar que el tiempo siguiese transcurriendo. Si esto se hace, los
resultados se pareceran mas, pero el tiempo computacional también aumenta
considerablemente.

Analizando ahora los valores de las columnas 1y 2 con la columna 3, se observa que los valores
son muy similares lo que sugiere que el método es valido para el calculo de los coeficientes de
sustentacién para alas de distinta geometria. Ademas se observa que los valores estan por
debajo de los experimentales, lo que nos permite deducir que si dichos valores se utilizasen para
el disefio preliminar de un ala, estarian del lado de la seguridad.

Comparando los valores de las 3 primeras columnas con la columna 4, vemos que esta obtiene
valores de los coeficientes de sustentacion mas elevados que los que se obtienen con nuestro
método, pero estan dentro de un rango aceptable para el andlisis de alas con angulo de flecha
bajo. Para el caso de dngulos de flecha y alargamientos elevados, el XFLR 5 proporciona valores
andémalos. En defensa de este software es importante decir que el autor no tiene tampoco unos
conocimientos profundos de este programa y es muy posible que esos resultados puedan
mejorarse, pero recalcaré que se ha utilizado Unicamente para comprobar que nuestro método
es un método fiable.

Se muestra una representacién grafica de la comparacion entre los distintos resultados:
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Evolucién de C,  con el Alargamiento con distintos métodos de calculo. '¥=0
45
1 I 1
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Alargamiento

FIGURA 27; EVOLUCION DE LA PENDIENTE DE LA CURVA DE SUSTENTACION CON EL ALARGAMIENTO. ALA
RECTANGULAR

Evolucion de C,  con el Alargamiento con distintos métodos de calculo. ¥=30°

33

32

FIGURA 28: EVOLUCION DE LA PENDIENTE DE LA CURVA DE SUSTENTACION CON EL ALARGAMIENTO. ¥ = 30°
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Evolucion de C, _ con el Alargamiento con disfintos métodos de calculo. $=45°

48 T T T
— Estacionario

45 H — Mo Estacionario |......... e R e e e R e R R R R
Gréfico
—XFLRS

28 \ \ \ \ \
4

45 5 55 8 65 7
Alargamiento

FIGURA 29: EVOLUCION DE LA PENDIENTE DE LA CURVA DE SUSTENTACION CON EL ALARGAMIENTO. W =
45¢°

En cuanto a las tendencias observadas, vemos que los distintos coeficientes las respetan de
manera correcta, es decir:

- Para alas con idéntico angulo de flecha, la pendiente del valor de la curva de
sustentacién aumenta con el alargamiento y sigue pareciéndose a los datos
experimentales. Se puede comprobar que si el alargamiento aumenta muchisimo, el
valor de la pendiente de la curva de sustentacion tiende a 2w que es el valor predicho
por la Teoria del Ala Larga de Prandtl.

- Paraalas con igual alargamiento, la pendiente de la curva de sustentacién disminuye al
aumentar el dngulo de flecha. Esto es ldgico puesto que la velocidad normal los perfiles
aerodinamicos disminuye. Por este motivo las alas con esta geometria se suelen usar en
aviones comerciales, ya que retrasan la entrada al régimen transdnico al ser la velocidad
normal menor a la velocidad a la que vuela la aeronave.

Ademas se puede hacer un andlisis muy interesante entre la diferencia entre alas con flecha
negativa y alas con flecha positiva. Si se observa la distribucidn de velocidades sobre el extradds
para alas con flecha positiva en la figura (), se puede intuir que la distribucién de presiones sobre
el extradds va a ser similar (de succién) y el ala tiende a picar. Un movimiento de picado tenderia
a reducir el angulo de ataque que ve el ala.

Si se analiza la figura (30), se observa que para un ala con flecha negativa, la distribucién de
velocidades es diferente.

Se observa que la velocidad es mayor en la zona raiz de ala y disminuye en las zonas de los
extremos. Esto es debido a que en las alas con flecha positiva el fluido tiende a ir en la direccion
raiz-Extremos del ala, mientras que en las alas con flecha negativa ocurre lo contrario. Se puede
observar este fendmeno en la figura siguiente:
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v, sobre el exiradés

0
[ I 15, =, AR E=1, 525 =P

Y X

FIGURA 31: VELOCIDAD PERTURBADA EN EL EJE X SOBRE EL EXTRADOS DE ALAS CON FLECHA NEGATIVA

FIGURA 30: MOVIMIENTO DEL FLUIDO SOBRE EL EXTRADOS DE AERONAVES CON FLECHA

Un ala con flecha negativa elevada tenderia a encabritar. Si el ala encabrita, tenderia a aumentar
el dngulo de ataque, lo que haria que la sustentaciéon aumentase de nuevo.

Si se hiciera un andlisis aeroeldstico-estatico (por ejemplo) de este fendmeno permite observar
gue las velocidades de divergencia para las alas con flecha negativa es menor que las velocidades
de divergencia para alas con flecha positiva. Este fendmeno, combinado con el hecho de que la
rigidez del ala disminuye con la longitud de esta (cuando mas larga sea el ala mas se deformara
la seccion del extremo con respecto a la seccidn en la raiz) hace que los aviones comerciales no
lleven nunca flecha negativa. Unicamente los cazas se pueden permitir llevar este tipo de alas y
las ventas que poseen.

No se entrard mas en detalle de los analisis aeroelasticos debido a que no es el objetivo de este
trabajo pero el lector interesado puede encontrar mas informacién acerca de este tipo de
analisis en Dowell, E.H., 1995, [3].
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El error obtenido entre el cédlculo estacionario y el obtenido del grafico se muestran a
continuacion:

4 3,5656 3,6 0,95
5 3,8741 3,9 0,66
6 4,1321 4,2 1,61
7 4,3236 4,3 0,54

TABLA 9: ERROR COMETIDO EN ALAS RECTANGULARES EN REGIMEN ESTACIONARIO

4 3,2911 3,35 1,75
5 3,5368 3,7 4,41
6 3,7222 3,85 3,31
7 3,8712 4 3,22

TABLA 10: ERROR COMETIDO EN ALAS CON W = 302 EN REGIMEN ESTACIONARIO

4 2,922 3 2,6
5 3,0942 3,2 3,30625
6 3,2197 3,35 3,8895
7 3,3231 3,5 5,054

TABLA 11: ERROR COMETIDO EN ALAS CON W = 452 EN REGIMEN ESTACIONARIO

Por lo que se puede observar que el método desarrollado tiene un error maximo del 5% para el
caso de alas con un alto valor del angulo de flecha. Esto es debido a que el mallado para este
tipo de alas deberia de estar mejor adaptado y refinado. Pero hacer estos refinamientos
aumenta el tiempo computacional.



11. CONCLUSIONES

A la vista de los resultados se puede concluir que el método presentado en este trabajo supera
ampliamente las expectativas iniciales. Se ha desarrollado un método que consigue una
precision de cdlculo alta, que arroja valores similares a los obtenidos experimentalmente y a los
gue se pueden obtener con otros programas.

El método desarrollado presenta una gran robustez, permitiendo el analisis de alas de cualquier
geometria y en ambos regimenes: estacionario y no estacionario.

También se han realizado pruebas cuando el ala se somete a distintos movimientos en pleno
vuelo. Por ejemplo las siguientes situaciones fisicas.

- Ala arranca y pasa de estar en reposo a un angulo de ataque a,, a moverse con una
velocidad U.,. En un instante t0, el dngulo de ataque pasa a ser instantdneamente el
doble. (Comportamiento ante un escaldn)

- Ala vuela a una velocidad U,y tiene ademas un movimiento periddico en la direccidon
vertical Z(t). Angulo de ataque permanece nulo.

Para el caso de respuesta ante un escalén en un instante determinado, en el cual el dngulo de
ataque pasa de valer a=52 a un valor de a=109, se ha obtenido la siguiente evolucién de la
pendiente de la curva de sustentacion.

Evolucién de la pendiente de la curva de sustentacion ante una variacién brusca del angulo de ataque
4
T T T T T T T

AR=4

08 \ | I i \ \ | i \
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contador

FIGURA 32: RESPUESTA ANTE UN ESCALON

Se observa que tras la perturbacién se produce un descenso acusado del valor de la pendiente
de la curva de sustentacion. Esto es légico debido a que el angulo de ataque pasa a ser el doble
de forma instantanea. La razén de que la pendiente de la curva de sustentacién no sea
exactamente la mitad del valor para el ala en flecha, es porque el coeficiente de sustentacion
aumenta, pero lo hace evidentemente de forma menos abrupta que el angulo de ataque.
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Tras la perturbacién se puede ver como el valor de la pendiente de la curva de sustentacion
vuelve a tender al valor que tendria en régimen estacionario como era de esperar (se puede
comprobar que el valor limite coincide con el de la tabla, ya que se recuerda que este valor es
constante en régimen estacionario segun la teoria potencial linealizada.

En cuanto a la evolucidn para el caso de movimiento oscilatorio a angulo de ataque dado (52)
se ha obtenido la siguiente grafica

Evolucion del coeficiente de sustentacion con el tiempo para Ala rectangular con movimiento vertical periodico a angulo de ataque fijo
005
T T T T

AR=4

H0=0.1 X
Q=05 |

o =-59 B

FIGURA 33: EVOLUCION DEL COEFICIENTE DE SUSTENTACION EN UN MOVIMIENTO OSCILATORIO

Donde:
wc

2.

Es la frecuencia adimensional y w la frecuencia dimensional.

Estas pruebas ya no se han podido estudiar a fondo por falta de tiempo y porque quedaban
fuera del objetivo principal del trabajo. Se deja para estudios posteriores la validacién de estos
resultados.

Las condiciones mostradas anteriormente son las que se muestran en la figura siguiente, la
cual se puede encontrar en Katz y Plotkin, 1991 [2]

Crir)

A =4

0.2F hic ==
- Heaving amplitude = 0.1 ¢
0.0 B 1 1
0 = In 2n
2 w-t )

FIGURA 34: EVOLUCION DEL COEFICIENTE DE SUSTENTACION EN UN MOVIMIENTO OSCILATORIO. (KYP) [2]
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12. DESARROLLOS FUTUROS

Tras este proyecto se proponen los siguientes desarrollos:

- Validacién del método con resultados obtenidos de la literatura para el caso de
movimientos verticales Z(t) y de cabeceo a(t) y estudio del caso de deflexién de
superficies hipersustentadoras simples como flaps o slats

- Implementacién de las ecuaciones de la elasticidad para resolver el problema
aeroelastico para alas con distinta geometria y calcular velocidades de Flutter y de
divergencia. Estudio del efecto de la flecha en dichas velocidades.

- Optimizacién de la posicion de los alerones para obtener un momento de balance
deseado dentro de los limites de la normativa para alas de distinta geometria.

- Implementacidon de las ecuaciones de la elasticidad para resolver el problema

aeroelastico para alas con distinta geometria y calcular velocidades de inversién de
mando.
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ANEXOS

1 . CODIGO PRINCIPAL DE CALCULO PARA EL CASO NO ESTACIONARIO DE ALA EN
FLECHA.

%% %% %% % %% % % % %% % % % % % % % %% % % % % % % % %% % % % % % % % %% % % % % % % % %% % % %
%% CALCULO DE COEFICIENTE DE SUSTENTACION PARA ALAS EN FLECHA %%%%%%%%%%%
%% %%%%%%%%% REGIMEN NO ESTACIONARIO %%%%%%%% % %%%%% % %% %%%%%%%%
%% % % % % % % %% %% % % % % % % % %% % % % % % % % % % % % % %% % % % % % % % % % % % % % %% % % % %
%% AUTOR: Fernando Moreno Pino %% % %% %% %% % % %% % %% % %% % % %%%% % %% % %%
%% TUTOR : José Manuel Gordillo %% %% % %% % % %% %% %% % % %% %% % % % %% %% %% % %%
%% % % % % % % % % %% % % % % % % % %% % % % %% % % % % % % % %% % % % % % % % % % % % % % % % % %

clear all; close all; clc
%% %%% INTRODUCCION DE LOS PARAMETROS

alpha0 = 5*pi/180;

vecx=[-0.238619186083197; -0.661209386466265; -0.932469514203152;0.238619186083197;
0.661209386466265; 0.932469514203152];

vecw=[0.467913934572691; 0.360761573048139; 0.171324492379170; 0.467913934572691;
0.360761573048139; 0.171324492379170];

dospi=1/2/pi;

for i=1:6
vecthetak(i)=0.5*pi*(vecx(i)+1);

end

%% GEOMETRIA DEFINICION DE NUMERO DE PANELES Y DE INCOGNITAS

AR=5; % Alargamiento

S=AR; % Superficie

E=1; % Estrechamiento

b=sqrt(S*AR); % envergadura

psi = 0*pi/180; % Angulo de flecha

c = 2*sqrt(S/AR)/(1+E); % Cuerda

iala = 15; % Numero de lineas a lo largo del eje x en el ala
Nyincog = 4%*b+1; % Numero de incdgnitas a lo largo del eje y

Nyincog2 = (Nyincog+1)/2;

ct=c*E; % Cuerda en los extremos

ifin = iala+l; % Primera division de la estela

dthetax = pi/(2*(iala-1)); % Division de angulo que barre las coordenadas X
dthetay = pi/(Nyincog+1); % Division de angulo que barre las coordenadas Y
dthetay2= pi/(Nyincog2);

deltay =b/(Nyincog+1); % Separacion en el mallado

deltax =c/(iala-1);
Nxec = iala-2;
Nyec = Nyincog;

87



NTec = Nxec*Nyec;

%% % % % % % % % % %% % % %% % % % % % % % % %% % % %% % % % % % % % % % % % % % % %% % % %% % % % % % % % % %
%% GEOMETRIA. DEFINICION DE LA FORMA EN PLANTA Y MALLADO %% %% %% % %% %% %% % %%%%% %
%% % % % % % % % % %% %% %% % % % % % % % % % % % % %% % % % % % % % % % % % % % % %% % % %% % % % % % % % % %
%% MALLADO DOBLE EN'Y

y(1:Nyincog2+1)=(0.25*b+0.25*b*cos(((1:Nyincog2+1)-1)*dthetay2));
y(Nyincog2+1:Nyincog+2)=(-0.25*b+0.25*b*cos(((1:Nyincog2+1)-1)*dthetay2));

xa = abs(y)'*tan(psi); % puntos del borde de ataque

xs = c+(b/2*tan(psi)+ct-c)/(b/2)*abs(y)'; % borde de salida

ifin = jala+l; % Final de la estela

Nxec = iala-2;

Nyec = Nyincog;

NTec = Nxec*Nyec; % El numero total de ecuaciones donde imponer la velocidad
vertical

mx = zeros (Nyincog+2, iala+1); % Matriz que almacenara todas las componentes x de los puntos del
mallado
my = zeros (Nyincog+2, iala+1); % Matriz que almacenard todas las componentes y de los puntos del
mallado

UNSTEADY=1;

if UNSTEADY ==0

iestela=1;
finT=0;
Dt=20*b/iestela;

else
Dt=0.25;
iestela=200; % longitud de la estela
finT=iestela;

end

conT=0;

for j=1:iala
my(:,j)=y";

end

for j= 1:Nyincog+2
fori=1:iala
mx(j,i) = xa(j)+(xs(j)-xa(j)) *(1-cos((i-1) *dthetax));
end
end

for j=1:Nyincog+2
for i=1:iestela-1
if UNSTEADY ==0;
vecy(j) = my(Nyincog+3-j, iala);
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mx (j,iala+1)=mx(j,iala)+100*b;
my(j,iala+1) = (0.5*b*cos((j-1)*dthetay));

else
mx (j,iala+i)=mx(j,iala)+i*Dt;
my(j,iala+i) = my(j,iala);
end
end
end
mxS=mx(:,iala:iala+1); % Primera franja de estela en x
myS=my(:,iala:iala+1); % Primera franja de estelaeny
mxE=mx(:,iala+1:end); %matrices de la estela en x
myE=my(:,iala+1:end); % matrices de la estelaeny

Dxbs=mx(1,iala)-mx(1,iala-1);

%% PINTAR ALA %%

figure (10)

fori = 1l:iala % Este bucle se encarga de pintar las lineas en vertical de los paneles
plot( mx(:,i), my(:, i),'r")
hold on

end

forj = 1:Nyincog+2 % Este bucle pinta las lineas horizontales de los paneles
plot(mx(j,1:iala), my(j,1:iala))
hold on

end

%% PINTAR ESTELA %%

figure(11)

fori = iala: iestelatiala-1 % Este bucle se encarga de pintar las lineas en vertical de los paneles
plot( mx(:,i), my(:, i),'r')
hold on

end

forj = 1:Nyincog+2 % Este bucle pinta las lineas horizontales de los paneles
plot(mx(j,iala:iestela+iala-1), my(j,iala:iestela+iala-1))
hold on

end

%% % %% %% %% % %% % % % %% % % %%% % % %% %
%% CREACION DE MATRICES %% % %%%% % %%
%% % %% %% %% % %% % % % %% % % % %% % % %% %
sid = ((iala-2)*(Nyincog)+Nyincog);  %Dimensiones de la matriz de coeficientes en ala
%(en "sid" puntos se impone la condicion de contorno de
%impenetrabilidad)
sidE=((iala-2)*(Nyincog)); % Dimensién de la matriz de coeficientes en estela
wElm1=zeros(sid,1); % Velocidad vertical creada por estela
% debido a torbellinos inyectados en la estela hasta el instante t-1

for j=1:Nyincog
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wEIm1(end+1-j)=0; % Kutta en el borde de salida. Potencial en el borde de salida en el instante
%anterior luego estas componentes del vector son 0.
end

Mat=zeros(sid);
MatE=zeros(sidE,Nyincog*(iestela-1));
MatSOLAPE=zeros(sidE,Nyincog*(2));

for j=1:Nyincog+2
fori=1:iestela
Phiestela(j,i)=0;
end
end

%% INICIALIZACION DE LAS VARIABLES QUE SE PUEDEN UTILIZAR EN REGIMEN NO ESTACIONARIO

for j=1:Nyincog+2
phibs(j)=0.;
phibstm1(j)=0.;
phibsm1(j)=0.;
phibsm1tm1(j)=0.;
intphiunsteadym1(j)=0.;
intphiunsteady(j)=0.;
intphitotal(j)=0.;
intphitotalm1(j)=0.;
ubsalidatm1(j)=0.;

end

for [=2:Nyincog+1
for k=2:iala-1
Montaje_0  %Obtenemos el termino y la posicidn en la matriz para el caso
%de la singularidad

for j=2:Nyincog+2

fori=2:iala

if (j==I && i==k) || (j==I && i==k+1) || (j==+1 && i==k) || (j==1+1 && i==k+1)
done =1;

else

Montaje_2 %Obtenemos la matriz con todos los terminos

end
end
end
end
end

if UNSTEADY ==0
for j=2:Nyincog+1
Mat(Nyec*Nxec+j-1, iala-1+(j-2) *(iala-1))=1;
Mat(Nyec*Nxec+j-1, iala-2+(j-2) *(iala-1))=-1;
end
else
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%% CONDICION DE KUTTA

for j=2:Nyincog+1
Mat(Nyec*Nxec+j-1, iala-1+(j-2)*(iala-1))=1+Dt/Dxbs; % Borde de salida
Mat(Nyec*Nxec+j-1, iala-2+(j-2)*(iala-1))=-Dt/Dxbs; % Punto anterior al borde de salida
end

end

%% %% %%%6% %% %% %% %% %% %% %% %% %% %% %% %% %% %% %% %% %% %% %% %% %% %% %%
%% CREACION DE LA MATRIZ PARA LA ESTELA %%%9%%%%%%%%%%%%%%%% %% %%%%%%
%% %% %%%6% %% %% %% %% %% %% %% %% %% %% %% %% %% %% %% %% %% %% %% %% %% %% %%

for [=2:Nyincog+1

for k=2:iala-1
for j=2:Nyincog+2
i=2;
Montaje_SOLAPE %Panel de |la zona borde de salida-estela
end
end

end

for [=2:Nyincog+1
for k=2:iala-1
for j=2:Nyincog+2
for i=2:iestela-1
Montaje_Estela_2 %Estela a partir del panel anterior y hasta el final
end
end
end
end

%% Cojemos los distintos terminos del solape

for j=1:Nyincog
Ter_bsalida(:,j) = MatSOLAPE(:,1+(j-1)*(2));
Ter_Estela(:,j) = MatSOLAPE(:,2*j);

end

MatE2=MatE;
Ter_Estela;

%% ACTUALIZAMOS MATRICES DE ALA Y ESTELA
for j=1:Nyincog
MatE(:,1+(j-1)*(iestela-1))= MatE(:,1+(j-1)*(iestela-1))+Ter_Estela(:,j);

end

Mat2=Mat;
Ter_bsalida;

for j=1:Nyincog
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Mat(1:Nyincog*(iala-2),j*(iala-1))= Mat(1:Nyincog*(iala-2),j*(iala-1))+Ter_bsalida(:,j);
end

%% %6%6%%%% %% %% %% %% %% %% %% %% %% %% %% %% %% %% %% %% %% %% %% %% %% %% %% %% % %%
%% MONTAJE DEL TERMINO INDEPENDIENTE DE LA ECUACION %%%%%%3%%% %% %% %%%% %% %% %%
%% %% %%%% %% %% %% %% %% %% %% %% %% %% %% %% %% %% %% %% %% %% %% %% %% %% %% %% % %%

alpha=alpha0;

for cont=1:finT

%%%%%%%%% CASO ESTACIONARIO Y NO ESTACIONARIO. %%%%%%% %% %%

%% 12 TERMINO DEL TERMINO INDEPENDIENTE (w-wElm1) %%%%
w(1:sid,1)=-alpha*ones(sid,1);

K%%%%%%6%6%6%%6%%%%9%696969%696%6%6%6%6%6% % % %% % %% %% % %% %%%69%6%6%6%6%6%6%6 %%

% IMPLEMENTACION DEL ESCALON EN UN INSTANTE DADO

% if cont<=50
% w(1:sid,1)=-alpha*ones(sid,1);

% else
% w(1:sid,1)=-2*alpha*ones(sid,1);
% end

%% %% %%%% % % %% %% %% % % % %% % % % %% % % %% % % % %% % % %% %% % %% % % %%
%% %% %%%% % % %% %% %% % % % %% % % % %% % % %% % % % %% % % %% %% %% % % % %%
% IMPLEMENTACION DE UNA OSCILACION

% h0=0.1;

% omega=1;

% alpha=(-alpha0-h0*omega*cos((cont-1)*Dt*omega));
%

% w(1:sid,1)=-alpha*ones(sid,1);
%% % %% %% %% % %% % % %% %% % %% % % % %% % % %% % % % %% % % %

for j=1:Nyincog
if cont==1
w(end+1-j)=0;
else
w(end+1-j)=phibstm1(j+1); % Kutta en el borde de salida.
end
end

%% RESOLUCION DEL SISTEMA %%%%%%%%
phi=(Mat)\(w-wEIm1); % Obtencion de los pontenciales en el instante T
%% ACTUALIZACION DE VARIABLES %%%%%%

for j=1:Nyincog
phibstm1(j+1)=phibs(j+1);
phibsm1tm1(j+1)=phibsm1(j+1);
phibs(j+1)=phi(j*(iala-1)) ; %
phibsm1(j+1)=phi((j)*(iala-1)-1);
intphitotalm1(j+1)=intphitotal(j+1);
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intphiunsteadym1(j+1)=intphiunsteady(j+1);
ubsalidatm1(j+1)=(Phiestela(j+1,1)-phibs(j+1))/Dt;
end

intphitotal=2*phibs;

%% %% %%%% %% %% %% %% %% %% %% %% %% %% %% %% %% %% % %%
%% EFECTO DE LA ESTELA EN EL INSTANTE SIGUIENTE %%%%%%%%
%% %% %%%6% %% %% %% %% %% % %6 %% % %6 %% % %6 %% % %6 % %%% % %% %

% creamos una matriz de Phi estela mayor

Phiestela(:,2:end)=Phiestela(:,1:end-1);
Phiestela(:,1)=phibs; %Para el instante siguiente los puntos de la estela se han propagado
MatrizT=zeros(Nyincog, iestela-1);
fori=1:sidE
for instante=1:iestela-1
for j=1:Nyincog
MatrizT(j,instante)=MatE(i,1+(j-1) *(iestela-1)+(instante-1));
end
end

MatrizT;

Phiestela(2:Nyincog+1,1:end-1);

MatrizT.*Phiestela(2:Nyincog+1,1:end-1);

WEIM1(i)=sum(sum(MatrizT.*Phiestela(2:Nyincog+1,1:end-1))); % 22 termino del
%termino independiente

end

for j=1:Nyincog
wEIm1(end+1-j)=0; % Kutta en el borde de salida. potencial en el borde de
%salida en el instante anterior
end

%%%% % %%% % % %% % % %% % % % %% % % % %% % % %% % % % %% % % % %% % % %% %% %% %% % %% % % %% %
%% COEFICIENTE DE SUSTENTACION %%%%%%%%%%%%%%%% % %%%%%%%%%%%%%%%%%%%
%%%%%%%% % % %% % % %% % % % %% % % % %% % % %% % % % %% % % %% %% %% % % %% % % % %% % % %% % %

for i=1:Nyincog
phi_mat(i,:)=phi((i-1)*(iala-1)+1:i*(iala-1));
end
phi_mats=[zeros(1,iala);zeros(Nyincog,1), phi_mat;zeros(1,iala)];

%% PINTAR POTENCIAL SOBRE EL ALA %%

% figure(2)
% surf(mx(:,1:iala),my(:,1:iala),phi_mats)

dy = abs(my(2:end,end)-my(1:end-1,end)); % dy para diferencias finitas
dx = abs(mx(end,2:end-1)-mx(end,1:end-2)); %dx para diferencias finitas

for j=1:Nyincog+2
for i=1:iala-1
vx(j,i) = (phi_mats(j,i+1)-phi_mats(j,i))/dx(i); % Calculo de la velocidad
end
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end
vx(:,iala)=vx(: iala-1);
%% PINTAR VELOCIDADES %%

% figure(3)
% surf(mx(:,1:iala),my(:,1:iala),vx)

%% INTEGRACION CON EL METODO DE LOS TRAPECIOS PARA CALCULAR CL DE OTRA FORMA %%%
Area_trapz=zeros(length(dy),1);

for i=1:length(phibs)-1
Area_trapz(i)=(phibs(i+1)+phibs(i))*dy(i)/2;
end
Inphi=sum(Area_trapz);

CL(cont)=4/S*Inphi;
Cl_alpha (cont)= CL(cont)/alpha0;

end

Cl_alpha(end)

%%%%%%%% % % %% % % %% % % % %% % % % %% % %
%% PINTAR EVOLUCION DEL CL_\ALFA Y CL %%
%%%%%%%% % % %% % % %% % % % %% % % % %% % %

figure(5)

plot([1:cont],Cl_alpha)

grid

title('Evolucion de C_L_\alpha con el tiempo','FontSize',13)
ylabel('C_L_\alpha','FontSize',13)

xlabel('t','FontSize',13)

figure(4)
plot([1:cont],CL)
grid

ylabel('CL")
xlabel('intervalo')
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2 « Montaje _2

%% FUNCION PARA COLOCAR EN CASO DE NO ESTAR EN LA SINGULARIDAD PARA EL CASO NO
%%ESTACIONARIO.

x0=mx(l, k); yO=my(l,k); % Coordenadas de la singularidad
fO = k-1+(I-2)*(iala-2);

Nyincog2=(Nyincog-1)/2;

vfila=zeros(1,4);

vcolumna=zeros(1,4);

if j<Nyincog2+3

if mod(i,2)==0
tiporectangulo=1;
vfila(1) = j;
vcolumna(1)=i;
vfila(2)=j-1;
vcolumna(2)=i;
vfila(3)=j-1;
vcolumna(3)=i-1;
vfila(4)=j;
vcolumna(4)=i-1;

else

tiporectangulo=2;
vfila(4) = j;
vcolumna(4)=i;
vfila(1)=j-1;
vcolumna(1)=i;
vfila(2)=j-1;
vcolumna(2)=i-1;
vfila(3)=j;
vcolumna(3)=i-1;

end
else

if mod(i,2)==0
tiporectangulo=2;
vfila(4) = j;
vcolumna(4)=i;
vfila(1)=j-1;
vcolumna(1)=i;
vfila(2)=j-1;
vcolumna(2)=i-1;
vfila(3)=j;
vcolumna(3)=i-1;

else

tiporectangulo=1;
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vfila(1) = j;
vcolumna(1)=i;
vfila(2)=j-1;
vcolumna(2)=i;
vfila(3)=j-1;
vcolumna(3)=i-1;
vfila(4)=j;
vcolumna(4)=i-1;
end
end

for triangulo=1:2
x1=mx(vfila(1),vcolumna(1));
yl=my(vfila(1),vcolumna(1));
x2=mx(vfila(triangulo+1),vcolumna(triangulo+1))
y2=my(vfila(triangulo+1),vcolumna(triangulo+1));
x3=mx(vfila(triangulo+2),vcolumna(triangulo+2));
y3=my(vfila(triangulo+2),vcolumna(triangulo+2))

’

’

if i<=iala %No estoy en la estela
columnaphil=vcolumna(1)-1+(vfila(1)-2)*(iala-1);
columnaphi2=vcolumna(triangulo+1)-1+(vfila(triangulo+1)-2)*(iala-1);
columnaphi3=vcolumna(triangulo+2)-1+(vfila(triangulo+2)-2)*(iala-1);
end

D=(x2-x1)*(y3-y1)-(y2-y1)*(x3-x1);
c1=(y2-y3)/D;
d1=(x3-x2)/D;
c2=(y3-y1)/D;
d2=(x1-x3)/D;
c3 =(y1-y2)/D;
d3 =(x2-x1)/D;

fs

facphil=dospi*(vI(1)+c1*vI(3)+d1*vI(2));
facphi2=dospi*(c2*vi(3)+d2*vi(2));
facphi3=dospi*(c3*vi(3)+d3*vi(2));

if vfila(1)>1 && vfila(1)<Nyincog+2 && vcolumna(1)>1
Mat(f0,columnaphil)=Mat(f0,columnaphil)+facphil;
End

if vfila(triangulo+1)>1 && vfila(triangulo+1)<Nyincog+2 && vcolumna(triangulo+1)>1
Mat(f0,columnaphi2)=Mat(f0,columnaphi2)+facphi2;

End

if vfila(triangulo+2)>1 && vfila(triangulo+2)<Nyincog+2 && vcolumna(triangulo+2)>1
Mat(f0,columnaphi3)=Mat(f0,columnaphi3)+facphi3;

end

end
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3 « Montaje_SOLAPE

%% FUNCION el montaje en el borde de salida y comienzo de la estela

x0=mx(l, k); yO=my(l,k); % Coordenadas de la singularidad
fO =k-1+(I-2)*(iala-2);

Nyincog2=(Nyincog-1)/2;

vfila=zeros(1,4);

vcolumna=zeros(1,4);

if j<Nyincog2+3

if mod(i,2)==0
tiporectangulo=1;
vfila(1) = j;
vcolumna(1)=i;
vfila(2)=j-1;
vcolumna(2)=i;
vfila(3)=j-1;
vcolumna(3)=i-1;
vfila(4)=j;
vcolumna(4)=i-1;

else

tiporectangulo=2;
vfila(4) = j;
vcolumna(4)=i;
vfila(1)=j-1;
vcolumna(1)=i;
vfila(2)=j-1;
vcolumna(2)=i-1;
vfila(3)=j;
vcolumna(3)=i-1;

end
else

if mod(i,2)==0
tiporectangulo=2;
vfila(4) = j;
vcolumna(4)=i;
vfila(1)=j-1;
vcolumna(1)=i;
vfila(2)=j-1;
vcolumna(2)=i-1;
vfila(3)=j;
vcolumna(3)=i-1;

else
tiporectangulo=1;

vfila(1) = j;
vcolumna(1)=i;
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vfila(2)=j-1;
vcolumna(2)=i;
vfila(3)=j-1;
vcolumna(3)=i-1;
vfila(4)=j;
vcolumna(4)=i-1;
end
end

for triangulo=1:2
x1=mxS(vfila(1),vcolumna(1));
yl=mysS(vfila(1),vcolumna(1));
x2=mxS(vfila(triangulo+1),vcolumna(triangulo+1));
y2=myS(vfila(triangulo+1),vcolumna(triangulo+1));
x3=mxS(vfila(triangulo+2),vcolumna(triangulo+2));
y3=myS(vfila(triangulo+2),vcolumna(triangulo+2));

if i<=2 %No estoy en la estela
columnaphil=vcolumna(1)+(vfila(1)-2)*(2);
columnaphi2=vcolumna(triangulo+1)+(vfila(triangulo+1)-2)*(2);
columnaphi3=vcolumna(triangulo+2)+(vfila(triangulo+2)-2)*(2);

end

D=(x2-x1)*(y3-y1)-(y2-y1)*(x3-x1);
c1=(y2-y3)/D;
d1=(x3-x2)/D;
c2=(y3-y1)/D;
d2=(x1-x3)/D;
c3 =(y1-y2)/D;
d3 =(x2-x1)/D;

fs

facphil=dospi*(vI(1)+c1*vI(3)+d1*vI(2));
facphi2=dospi*(c2*vl(3)+d2*vI(2));
facphi3=dospi*(c3*vl(3)+d3*vI(2));

if vfila(1)>1 && vfila(1)<Nyincog+2 && vcolumna(1)>1
MatSOLAPE(f0,columnaphil)=MatSOLAPE(f0,columnaphil)+facphil;
End

if vfila(triangulo+1)>1 && vfila(triangulo+1)<Nyincog+2 && vcolumna(triangulo+1)>0
MatSOLAPE(f0,columnaphi2)=MatSOLAPE(f0,columnaphi2)+facphi2;

End

if vfila(triangulo+2)>1 && vfila(triangulo+2)<Nyincog+2 && vcolumna(triangulo+2)>0
MatSOLAPE(f0,columnaphi3)=MatSOLAPE(f0,columnaphi3)+facphi3;

end

end
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4. Montaje_Estela_2

%% FUNCION PARA COLOCAR EN LA MATRIZ DE LA ESTELA

x0=mx(l, k); yO=my(l,k); % Coordenadas de la singularidad
fO =k-1+(I-2)*(iala-2);

Nyincog2=(Nyincog-1)/2;

vfila=zeros(1,4);

vcolumna=zeros(1,4);

if j<Nyincog2+3

if mod(i,2)==0
tiporectangulo=1;
vfila(1) = j;
vcolumna(1)=i;
vfila(2)=j-1;
vcolumna(2)=i;
vfila(3)=j-1;
vcolumna(3)=i-1;
vfila(4)=j;
vcolumna(4)=i-1;

else

tiporectangulo=2;
vfila(4) = j;
vcolumna(4)=i;
vfila(1)=j-1;
vcolumna(1)=i;
vfila(2)=j-1;
vcolumna(2)=i-1;
vfila(3)=j;
vcolumna(3)=i-1;

end
else

if mod(i,2)==0
tiporectangulo=2;
vfila(4) = j;
vcolumna(4)=i;
vfila(1)=j-1;
vcolumna(1)=i;
vfila(2)=j-1;
vcolumna(2)=i-1;
vfila(3)=j;
vcolumna(3)=i-1;

else
tiporectangulo=1;

vfila(1) = j;
vcolumna(1)=i;
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vfila(2)=j-1;
vcolumna(2)=i;

vfila(3)=j-1;
vcolumna(3)=i-1;
vfila(4)=j;
vcolumna(4)=i-1;
end
end

for triangulo=1:2
x1=mxE(vfila(1),vcolumna(1));
yl=myE(vfila(1),vcolumna(1));
x2=mxE(vfila(triangulo+1),vcolumna(triangulo+1));
y2=myE(vfila(triangulo+1),vcolumna(triangulo+1));
x3=mxE(vfila(triangulo+2),vcolumna(triangulo+2));
y3=myE(vfila(triangulo+2),vcolumna(triangulo+2));

if i<=iestela-1 %No estoy en la estela
columnaphil=vcolumna(1)+(vfila(1)-2)*(iestela-1);
columnaphi2=vcolumna(triangulo+1)+(vfila(triangulo+1)-2)*(iestela-1);
columnaphi3=vcolumna(triangulo+2)+(vfila(triangulo+2)-2)*(iestela-1);

end

D=(x2-x1)*(y3-y1)-(y2-y1)*(x3-x1);
c1=(y2-y3)/D;
d1=(x3-x2)/D;
c2=(y3-y1)/D;
d2=(x1-x3)/D;
c3 =(y1-y2)/D;
d3 =(x2-x1)/D;

fs

facphil=dospi*(vI(1)+c1*vI(3)+d1*vI(2));
facphi2=dospi*(c2*vl(3)+d2*vI(2));
facphi3=dospi*(c3*vl(3)+d3*vI(2));

if vfila(1)>1 && vfila(1)<Nyincog+2 && vcolumna(1)>1
MatE(f0,columnaphil)=MatE(f0,columnaphil)+facphil;
End

if vfila(triangulo+1)>1 && vfila(triangulo+1)<Nyincog+2 && vcolumna(triangulo+1)>0
MatE(f0,columnaphi2)=MatE(f0,columnaphi2)+facphi2;

end

if vfila(triangulo+2)>1 && vfila(triangulo+2)<Nyincog+2 && vcolumna(triangulo+2)>0
MatE(f0,columnaphi3)=MatE(f0,columnaphi3)+facphi3;

end

end
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5 « Montaje_0

%% FUNCION QUE COLOCA LOS VALORES DE LA MATRIZ CUANDO ANALIZAMOS LA SINGULARIDAD

x0=mx(l,k);
y0=my(lLk);
x1=x0;
y1=y0;

vfila(1)=1;
vcolumna(1)=k;
vfila(2)=l;
vcolumna(2)=k+1;
vfila(3)=I-1;
vcolumna(3)=k+1;
vfila(4)=I-1;
vcolumna(4)=k;
vfila(5)=I-1;
vcolumna(5)=k-1;
vfila(6)=l;
vcolumna(6)=k-1;
vfila(7)=1+1;
vcolumna(7)=k-1;
vfila(8)=1+1;
vcolumna(8)=k;
vfila(9)=1+1;
vcolumna(9)=k+1;
vfila(10)=l;
vcolumna(10)=k+1;
filaO=k-1+(I-2)*(iala-2);
columnaO=k-1+(I-2)*(iala-1);

for triangulo=1:8

x2=mx(vfila(triangulo+1),vcolumna(triangulo+1));

y2=my(vfila(triangulo+1),vcolumna(triangulo+1));
( ));
( )

x3=mx(vfila(triangulo+2),vcolumna(triangulo+2
y3=my(vfila(triangulo+2),vcolumna(triangulo+2

’

’

columnaphi2=vcolumna(triangulo+1)-1+(vfila(triangulo+1)-2)*(iala-1);
columnaphi3=vcolumna(triangulo+2)-1+(vfila(triangulo+2)-2)*(iala-1);

D=(x2-x1)*(y3-y1)-(y2-y1)*(x3-x1);
c1=(y2-y3)/D;
d1=(x3-x2)/D;
c2=(y3-y1)/D;
d2=(x1-x3)/D;
¢3=(y1-y2)/D;
d3=(x2-x1)/D;

fs_ 0
facphil=dospi*(vi(1));
Mat(fila0,columna0)=Mat(fila0,columna0)+facphil;

end
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6.rs

%% PROGRAMA QUE REALIZA LA INTEGRACION EN CASO DE ESTAR EN UN PUNTO QUE NO ES LA
%%SINGULARIDAD %%%

rlrOx=x1-x0;
rirOy=y1-y0;
r2rix=x2-x1;
r2rly=y2-y1,;
r3rlx=x3-x1;
r3rly=y3-y1;
r3r2x=x3-x2;
r3r2y=y3-y2;

L12=sqrt(r2rlx*r2rix+r2rly*r2rly);
L10=sqrt(r1rOx*r1rOx+rirOy*rir0y);

theta2=angulo(r2rix,r2rly);
theta3=angulo(r3rix,r3rly);

if(abs(theta3)<le-12 && theta3<theta2)
theta3=2%*pi;

end

thetad=angulo(r3r2x,r3r2y);

if theta2<0| |theta3<0| |thetad<0
disp('para')
pause

end

vI1k=0;
vI2k=0;
vI3k=0;

for p=1:6

vthetak=0.5*(theta3-theta2)*(vecx(p)+1)+theta2;
vrk=sin(theta4-theta2)*L12/(sin(thetad)*cos(vthetak)-cos(theta4)*sin(vthetak));
vx0k=cos(vthetak)*r1rOx+sin(vthetak)*r1rOy;

vxk=vrk+vx0k;

va2k=L10*L10-vx0k*vxO0k;

S0k=1/sqrt(vxk*vxk+va2k)-1/L10;

if(abs(va2k)>1e-8)

S3k=(1/va2k)*(vxk/sqrt(va2k+vxk*vxk)-vx0k/sqrt(va2k+vx0k*vx0k));

S4k=log((sgrt(va2k+vxk*vxk)+vxk)/(sqrt(va2k+vx0k*vx0k)+vx0k));
S1k=-SOk-vx0k*S3k;
S2k=S4k-2*vx0k*(-SOk-vx0k*S3k)-L10*L10*S3k;

else
S3k=-0.5*(1/((vrk+L10)*(vrk+L10))-1/(L10*L10));
S4k=log((L10+vrk)/L10);

S1k=-S0k-vx0k*S3k;
S2k=S4k-2*vx0k*(-SOk-vx0k*S3k)-L10*L10*S3k;
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end

vl1k=vI1k+S1k*vecw(p);

vI2k=vI2k+S2k*sin(vthetak)*vecw(p);

vI3k=vI3k+S2k*cos(vthetak)*vecw(p);
end

vl(1)=0.5*(theta3-theta2)*vl1k;
vl(2)=0.5*(theta3-theta2)*vi2k;
vl(3)=0.5*(theta3-theta2)*vi3k;
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7.r50

%% INTEGRACION EN CASO DE SINGULARIDAD

r2rix=x2-x1;
r2rly=y2-yl;
r3rlx=x3-x1;
r3rly=y3-y1;
r3r2x=x3-x2;
r3r2y=y3-y2;

L12 = sqrt(r2rix*r2rix+r2rly*r2rly);
theta2=angulo(r2rix,r2rly);
theta3=angulo(r3rix,r3rly);
if(abs(theta3)<le-12 && theta3<theta2)

theta3=2%*pi;
end
thetad=angulo(r3r2x,r3r2y);

vI1k=0;
for p=1:6

vthetak=0.5*(theta3-theta2)*(vecx(p)+1)+theta2;
vrk=sin(theta4-theta2)*L12/(sin(theta4)*cos(vthetak)-cos(thetad)*sin(vthetak));
vl1k=vI1k+(-1/vrk)*vecw(p);

end

vl(1)=0.5*(theta3-theta2)*vlik;
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8. Angulo
%% FUNCION QUE COGE EL ANGULO CORRECTO PARA LA INTEGRACION %%

function [theta]=angulo(vx,vy)

thetaO=atan(abs(vy)/abs(vx));
if (abs(vx)>1e-15)
thetaO=atan(abs(vy)/abs(vx));
else
if(vy>0)
theta=pi/2.;
else
theta=3*pi/2.;
end
end

if (abs(vy)<le-15)

if(vx>0)
theta=0.;
else
theta=pi;
end
else

if(vy>le-15 && vx>1e-15)
theta=thetaO;
end
if(vy>le-15 && vx<-le-15)
theta=pi-thetaO;
end
if(vy<le-15 && vx<-le-15)
theta=pi+theta0;
end
if(vy<le-15 && vx>1e-15)
theta=2*pi-theta0;
end
end
end
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9. CODIGO PRINCIPAL DE CALCULO PARA EL CASO ESTACIONARIO DE ALA EN FLECHA.

%% EN ESTE CODIGO NO SE ESPECIFICAN CADA VARIABLE PORQUE SE HIZO EN EL ANEXO 1,
CODIGO NO ESTACIONARIO. LA UNICA DIFERENCIA ESTRIBA EN EL MONTAJE DE LA MATRIZ
(COMO SE MUESTRA EN LA MEMORIA EN LA EXPLICACION DEL CODIGO NUMERICO, LA
CONDICION DE CONTORNO DEL BORDE DE SALIDA %%

Clear all; close all; clc

%% %%% INTRODUCCION DE LOS PARAMETROS

alpha0 = -5*pi/180;

vecx=[-0.238619186083197; -0.661209386466265; -0.932469514203152;0.238619186083197;
0.661209386466265; 0.932469514203152];

vecw=[0.467913934572691; 0.360761573048139; 0.171324492379170; 0.467913934572691;
0.360761573048139; 0.171324492379170];

dospi=1/2/pi;

for i=1:6
vecthetak(i)=0.5*pi*(vecx(i)+1);
end

%% GEOMETRIA DEFINICION DE NUMERO DE PANELES Y DE INCOGNITAS
AR=5;

S=AR;

E=1;

b=sqrt(S*AR);

psi =-30%*pi/180;

c = 2*sqrt(S/AR)/(1+E); % Cuerda
iala = 15; % Numero de lineas a lo largo del eje x en el ala
Nyincog = 8%b+1; % Numero de incognitas a lo largo del eje y (El

Nyincog2 = (Nyincog+1)/2;

ct=c*E;

dthetax = pi/(2*(iala-1)); % Division de angulo que barre las coordenadas X
dthetay = pi/(Nyincog+1); % Division de angulo que barre las coordenadas Y
dthetay2= pi/(Nyincog2);

deltay =b/(Nyincog+1); % dy (EL numero de paneles en cada eje es el
deltax =c/(iala-1); %dx (EL numero de paneles en cada eje es el

%% MALLADO DOBLE EN Y

y(1:Nyincog2+1)=(0.25*b+0.25*b*cos(((1:Nyincog2+1)-1)*dthetay2));
y(Nyincog2+1:Nyincog+2)=(-0.25*b+0.25*b*cos(((1:Nyincog2+1)-1)*dthetay2));

xa = abs(y)'*tan(psi);
xs = c+(b/2*tan(psi)+ct-c)/(b/2)*abs(y)’;

ifin = iala+l; % Final de la estela

Nxec = iala-2;
Nyec = Nyincog;
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NTec = Nxec*Nyec;
%% GEOMETRIA. DEFINICION DE LA FORMA EN PLANTA Y MALLADO

mx = zeros (Nyincog+2, iala);
my = zeros (Nyincog+2, iala);

for j=1:iala
my(:,j)=y';
end

for j= 1:Nyincog+2
for i=1:iala
mx(j,i) = xa(j)+(xs(j)-xa(j)) *(1-cos((i-1)*dthetax));
end
end

iestela=1;

for j=1:Nyincog+2
vecy(j) = my(Nyincog+3-j, iala);

mx (j,iala+1)=mx(j,iala)+100*b; %El final de la estela estd aguas
abajo

my(j,iala+1) = my(j,iala);
end

% %% PINTAR ALA %%

fori = l:ala % Este bucle se encarga de pintar las lineas en vertical de los paneles
plot( mx(:,i), my(:, i),'r')
hold on

end

forj = 1:Nyincog+2 % Este bucle pinta las lineas horizontales de los paneles
plot(mx(j,1:iala), my(j,1:iala))
hold on

end

ylabel('y','FontSize',13)
xlabel('x','FontSize',13)
title('Divisiones para el ala en flecha con Nx=15, Ny=41','FontSize',13)
axis([0,10,-2.5,2.5])

% CREACION DE MATRICES
sid = ((iala-1)*(Nyincog)); % Dimension de la matriz
Mat=zeros(sid);
for j=1:Nyincog
for i=1:iestela
phi_estela(j,i)=0;

end
end

107



for j=1:Nyincog+2
phibs(j)=0.;
phibstm1(j)=0.;
phibsm1(j)=0.;
phibsm1tm1(j)=0.;
intphiunsteadym1(j)=0.;
intphiunsteady(j)=0.;
intphitotal(j)=0.;
intphitotalm1(j)=0.;
ubsalidatm1(j)=0.;

end

for 1=2:Nyincog+1
for k=2:iala-1
Montaje_0
for j=2:Nyincog+2
for i=2:ifin
if (j==I && i==k) | | (j==I && i==k+1) || (j==I+1 && i==k) || (j==I+1 && i==k+1)
done =1;
else
Montaje
end
end
end
end
end

for j=2:Nyincog+1
Mat(Nyec*Nxec+j-1, iala-1+(j-2)*(iala-1))=1;
Mat(Nyec*Nxec+j-1, iala-2+(j-2)*(iala-1))=-1;
end

w=alpha0*ones(sid,1);

for j=1:Nyincog
w(end+1-j)=0;

end

phi=(Mat)\w;

for i=1:Nyincog
phis(i)=phi(i*(iala-1)) ; %
end

intphitotal=2*phis;

CL_1=0;

CD_1=0;

phis=[0,phis,0]';
intphitotal=[0, intphitotal,0]';

for j=1:Nyincog+1

CL_1=CL_1-2*((0.5*(intphitotal(j+1)+intphitotal(j))*cos(alpha0))*(my(j+1,1)-my(j,1)))/b;
end
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for i=1:Nyincog
phi_mat(i,:)=phi((i-1)*(iala-1)+1:i*(iala-1));
end
phi_mats=[zeros(1,iala);zeros(Nyincog,1), phi_mat;zeros(1,iala)];

%% PINTAR POTENCIAL Y VELOCIDADES SOBRE EL EXTRADOS

figure(2)
surf(mx(:,1:iala),my(:,1:iala),phi_mats)
ylabel('y','FontSize',13)
zlabel("\phi','FontSize',13)
xlabel('x','FontSize',13)
title('Potencial de velocidades perturbadas sobre el extradés','FontSize',13)
legend (' Nx=15, Ny=41, AR=5, E=1, S=5, \Psi=302', 'northeast', 4)

dy = abs(my(2:end,end)-my(1:end-1,end));
dx = abs(mx(end,2:end-1)-mx(end,1:end-2));

for j=1:Nyincog+2
for i=1:iala-1
vx(j,i) = (phi_mats(j,i+1)-phi_mats(j,i))/dx(i);
end
end
vx(:,iala)=vx(: iala-1);
figure(3)
surf(mx(:,1:iala),my(:,1:iala),vx)
ylabel('y','FontSize',13)
zlabel('v_x','FontSize',13)
xlabel('x','FontSize',13)
title('v_x sobre el extradés','FontSize',13)
legend (' Nx=15, Ny=41, AR=5, E=1, S=5, \Psi=302', 'northeast’, 4)

%% METODO DE LOS TRAPECIOS
Area_trapz=zeros(length(dy),1);

for i=1:length(phis)-1
Area_trapz(i)=(phis(i+1)+phis(i)) *dy(i)/2;

end

Inphi=sum(Area_trapz);

CL=4/S*Inphi

Cl_alpha_1 = abs(CL_1/alpha0)
Cl_alpha = abs(CL/alpha0)
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10 . Montaje

%% FUNCION PARA COLOCAR EN CASO DE NO ESTAR EN LA SINGULARIDAD

x0=mx(l, k); yO=my(l,k); % Coordenadas de la singularidad
fO = k-1+(I-2)*(iala-2);

Nyincog2=(Nyincog-1)/2;

vfila=zeros(1,4);

vcolumna=zeros(1,4);

if j<Nyincog2+3

if mod(i,2)==0
tiporectangulo=1;
vfila(1) = j;
vcolumna(1)=i;
vfila(2)=j-1;
vcolumna(2)=i;
vfila(3)=j-1;
vcolumna(3)=i-1;
vfila(4)=j;
vcolumna(4)=i-1;

else

tiporectangulo=2;
vfila(4) = j;
vcolumna(4)=i;
vfila(1)=j-1;
vcolumna(1)=i;
vfila(2)=j-1;
vcolumna(2)=i-1;
vfila(3)=j;
vcolumna(3)=i-1;

end
else

if mod(i,2)==0
tiporectangulo=2;
vfila(4) = j;
vcolumna(4)=i;
vfila(1)=j-1;
vcolumna(1)=i;
vfila(2)=j-1;
vcolumna(2)=i-1;
vfila(3)=j;
vcolumna(3)=i-1;

else
tiporectangulo=1;

vfila(1) = j;
vcolumna(1)=i;

110



vfila(2)=j-1;
vcolumna(2)=i;

vfila(3)=j-1;
vcolumna(3)=i-1;
vfila(4)=j;
vcolumna(4)=i-1;
end
end

for triangulo=1:2
x1=mx(vfila(1),vcolumna(1));
yl=my(vfila(1),vcolumna(1));
x2=mx(vfila(triangulo+1),vcolumna(triangulo+1));
y2=my(vfila(triangulo+1),vcolumna(triangulo+1));
( )
( )

x3=mx(vfila(triangulo+2),vcolumna(triangulo+2
y3=my(vfila(triangulo+2),vcolumna(triangulo+2

’

’

if i<ifin %No estoy en la estela
columnaphil=vcolumna(1)-1+(vfila(1)-2)*(iala-1);
columnaphi2=vcolumna(triangulo+1)-1+(vfila(triangulo+1)-2)*(iala-1);
columnaphi3=vcolumna(triangulo+2)-1+(vfila(triangulo+2)-2)*(iala-1);
else %Estela
if triangulo==1 && tiporectangulo==1
columnaphil=vcolumna(4)-1+(vfila(4)-2)*(iala-1);
columnaphi3=vcolumna(triangulo+2)-1+(vfila(triangulo+2)-2)*(iala-1);
columnaphi2=columnaphi3;
end
if triangulo==2 && tiporectangulo==1
columnaphil=vcolumna(4)-1+(vfila(4)-2)*(iala-1);
columnaphi2=vcolumna(triangulo+1)-1+(vfila(triangulo+1)-2)*(iala-1);
columnaphi3=columnaphil;
end
if triangulo==1 && tiporectangulo==2
columnaphi2=vcolumna(triangulo+1)-1+(vfila(triangulo+1)-2)*(iala-1);
columnaphi3=vcolumna(triangulo+2)-1+(vfila(triangulo+2)-2)*(iala-1);
columnaphil=columnaphi2;
end
if triangulo==2 && tiporectangulo==2
columnaphil=vcolumna(2)-1+(vfila(2)-2)*(iala-1);
columnaphi2=vcolumna(triangulo+1)-1+(vfila(triangulo+1)-2)*(iala-1);
columnaphi3=columnaphi2;
end
end

D=(x2-x1)*(y3-y1)-(y2-y1)*(x3-x1);
c1=(y2-y3)/D;
d1=(x3-x2)/D;
c2=(y3-y1)/D;
d2=(x1-x3)/D;
c3 =(y1-y2)/D;
d3 =(x2-x1)/D;

fs
facphil=dospi*(vI(1)+c1*vI(3)+d1*vi(2));
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facphi2=dospi*(c2*vl(3)+d2*vi(2));
facphi3=dospi*(c3*vl(3)+d3*vi(2));

if vfila(1)>1 && vfila(1)<Nyincog+2 && vcolumna(1)>1
Mat(f0,columnaphil)=Mat(f0,columnaphil)+facphil;
End

if vfila(triangulo+1)>1 && vfila(triangulo+1)<Nyincog+2 && vcolumna(triangulo+1)>1
Mat(f0,columnaphi2)=Mat(f0,columnaphi2)+facphi2;

End

if vfila(triangulo+2)>1 && vfila(triangulo+2)<Nyincog+2 && vcolumna(triangulo+2)>1
Mat(f0,columnaphi3)=Mat(f0,columnaphi3)+facphi3;

end

end
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