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Resumen

En este trabajo se exponen curvas en las que su curvatura depende de
la distancia a un punto o a una recta. En el primer capitulo se recuerdan
conceptos y resultados sobre curvas planas y curvas alabeadas y también se
introduce el concepto de funciones elipticas de Jacobi. En el segundo capitulo
buscamos curvas cuya curvatura depende de la distancia a un punto, en
concreto, el origen. Este capitulo se basa en fundamentos fisicos. Por tltimo,
en el tercer capitulo se estudian diversas curvas cuya curvatura dependen de
la distancia a una recta, el eje OX.

Abstract

In this work curves are exposed in which their curvature depends on the
distance to a point or a straight line. In the first chapter concepts and results
about plane curves and space curves are recalled and the concept of Jacobi’s
elliptical functions is also introduced. In the second chapter we look for curves
whose curvature depends on the distance to a specific point, the origin. This
chapter is based on physical foundations. Finally, in the third chapter we
study several curves whose curvature depends on the distance to a straight
line, the OX axis.
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Introduccion

El objetivo de este trabajo es el de buscar curvas a través de su curvatura.
La curvatura es un concepto fundamental en geometria diferencial. Tal y co-
mo dijo Marcel Berger “la curvatura es el invariante Riemanniano niimero 1
v el mas natural. Gauss y Riemann lo vieron al instante”.

Todos tenemos una idea intuitiva de lo que es la curvatura y de que
algo esté mas o menos curvado. Sin embargo, la definicién mateméatica no es
algo tan inmediato y se necesité de varias aproximaciones antes de llegar al
concepto actual que tenemos de curvatura. A finales del siglo XV Gottfried
Leibniz definié aproximadamente el concepto de curvatura y mas tarde fue
Leonhard Euler quien comenzé con el estudio de la geometria intrinseca in-
troduciendo el concepto de curvatura.

Tan importante es la curvatura que gracias a ella tenemos el Teorema
Fundamental de curvas planas, el cual, como su propio nombre indica, es
fundamental para determinar una curva a través de su curvatura. Estos con-
ceptos los definimos en el capitulo uno, en el cual también introducimos el
concepto de funciones elipticas de Jacobi, muy ttiles para realizar calculos de
integracién. El estudio de estas funciones se originé en el siglo XVIII cuando
se estudiaban integrales de la forma

/ " opla)

0 vq(x)dx

donde p(x) y g(x) son polinomios de grado 3 é 4. Estas integrales surgen,
por ejemplo, para dar una expresion de la longitud de arco de una elipse. De
ahi proviene su nombre. Fueron muy estudiadas por Adrien-Marie Legendre,

quien consigui6 calcular tablas de valores para estas integrales en funcion de
su limite superior de integracion. El estudio de estas funciones avanzé cuando
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8 Introduccion

en 1820, Carl Jacobi y Niels Henrik Abel, consiguieron hacer avances signi-
ficativos en su estudio y las definieron tal y como las vemos en el capitulo uno.

En este trabajo, basado en los articulos de David Singer e Ildefonso Cas-
tro ([4], [6]), nos proponemos la siguiente cuestién: normalmente definimos
la curvatura por la longitud de arco, pero ;qué ocurre cuando mediante esta
eleccién no conseguimos obtener la expresion de la curvatura? Por ello, en los
capitulos dos y tres estudiamos curvas planas cuya curvatura depende de la
posicion. En estos capitulos, a partir de la funcién curvatura se obtienen las
ecuaciones paramétricas de las curvas dependiendo de su posiciéon mediante
integracién y siguiendo un procedimiento similar al del Teorema Fundamen-
tal de curvas planas.

En el capitulo dos estudiamos curvas cuya curvatura depende de la dis-
tancia al origen. Este estudio estd motivado por el movimiento de un objeto
en Orbita sometido a la Fuerza Gravitatoria y por la Segunda Ley de Kepler.
En este capitulo veremos que si partimos de las ecuaciones del movimiento
de Newton y de la hipotesis de que el objeto se mueve bajo una fuerza cen-
tral somos capaces de obtener una relaciéon con la curvatura y asi obtener las
curvas que verifican estas hipdtesis. Un ejemplo de ello es la Lemniscata de
Bernoulli, la cual le da forma al simbolo de infinito que tanto usamos.

En el dltimo capitulo de este trabajo, el capitulo tres, veremos curvas
cuya curvatura depende de la distancia a una recta, el eje OX. En primer
lugar buscamos la expresién general de las curvas planas parametrizadas na-
turalmente cuya curvatura es k = k(y). También definimos lo que son las
curvas elasticas, un concepto muy util para algunas de las curvas que vere-
mos en este capitulo.

Basandonos en estos dos conceptos més generales pasamos a mostrar
curvas cuya curvatura depende de la distancia al eje OX. Son curvaturas
de la forma: k(y) = \/y?, k(y) = Acosy, k(y) = Acoshy, k(y) = M€Y,
k(y) = XN cos*y y k(y) = \/cosh?y. En el estudio de estas curvaturas encon-
traremos curvas conocidas como la catenaria.

No quisiera terminar sin agradecerle a mis profesores por su trabajo,
dedicacién e implicacion en este Trabajo de Fin de Grado, sin el cual no
hubiese conseguido llegar hasta aqui.



Capitulo 1

Preliminares

En este trabajo vamos a describir curvas planas cuya curvatura depende
de la distancia a una recta o a un punto. Para ello, vamos a dar unos conceptos
previos que usaremos a lo largo del trabajo, los cuales los podemos encontrar
en [1] y [2].

1.1. Definiciones previas y resultados de cur-
vas planas

En esta seccion recordaremos algunas definiciones y resultados que veri-
fican las curvas planas, que se pueden encontrar en [1] y [2].

Definicién 1.1.1 Una Curva Parametrizada Regular en R? es una apli-
cacion

a: (a,b)CR —»
¢ — a(t) = (z(t), y(t))

tal que:
1. a € C*, k > 1 (Condicién de Diferenciabilidad)

d
2. d(t) = d_(j: # 0 ,Vt € (a,b) (Condicién de Regularidad).

Si ademads ||/ (t)||= 1, entonces diremos que la curva regular estd parametri-
zada naturalmente (c.r.p.n).
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Definicién 1.1.2 Se denomina vector tangente a la curva « en el punto
a(ty) al vector:

Oé/ to
t(to) = #
e/ (o)l
Se denomina vector normal de la curva a en el punto «a(t), al vector
unitario y ortogonal a t(t) en dicho punto, que denotaremos n(t), tal que el

par {t(t),n(t)} estd orientado positivamente.
A este par se le llama Referencia de Frenet de la curva « en el punto a(t).

Definicién 1.1.3 Sean « : (a,0) € R — R? una cr.pny sy € (a,b). Se
define la curvatura de la curva « en el punto a(sg) como:

e = (7)...

donde 6 : (a,b) — R es una determinacién continua del dngulo que forma el
eje OX con el vector tangente a la curva a. A la funcién:

k: (a,b) — R .
s > k(s)=06(s)

se le denomina curvatura de «.

Proposicién 1.1.4 Sea a = «(t) = (x(t),y(t)) una curva parametrizada
reqular. Entonces:

2'()y" (1) — «"(t)y'(t)

A W OIE

Teorema 1.1.5 (Ecuaciones de Frenet) Sea o = a(s) una c.r.p.n. en el
plano R?. Se verifica que:

n(s) = —k(s)t(s).

La funcién curvatura define la forma de la curva como vamos a ver en
el siguiente teorema. Incluimos también su demostracién en la que dada
la funcién curvatura y a partir de integracion se obtienen las ecuaciones
paramétricas de la curva.

{ b(s) = k(s)n(s)
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Teorema 1.1.6 (Teorema fundamental de curvas planas)

Sea k : (a,b) = R : s +— k(s) una funcién continua. Entonces, existe una
curva parametrizada reqular, o : (a,b) € R — R? tal que s es su pardmetro
natural y k(s) su curvatura. Ademds, a es unica salvo movimientos rigidos
de R2.

Demostracién: Sea k(s) : (a,b) — R continua.
Si 0(s) fuese el angulo formado por el vector tangente, t(s), y el eje OX, se
verificaria que 6(s) = k(s). Luego, tenemos que:

0(s) = 0(so) + /S k(r)dr.

S0

Como t(s) es unitario, entonces se verifica que: t(s) = (cosf(s), senf(s)).
Como s es el pardmetro natural, se verifica que t(s) = &(s). Por tanto

S

a(s) = also) + / " cost(r) dr, / sent(r) dr)

S0 S0

donde se puede ver ficilmente que av es c.r.p.n. con curvatura k(s) = 6(s).

Veamos ahora la unicidad.

Supongamos que existe 3(s) con ks(s) = k(s). Entonces k(s) = 0(s), don-
de 0(s) es el angulo que forma el vector tangente de (3(s) con el eje OX.
Entonces nos queda:

0(s) = 5(80)—1—/8/{:(7’)d7’

8s) = s+ ( / " cos(fi(sy) + / k(t) dt) dr / “sen(Bi(sy) + / k() di) dr).

S0 S0 S0 S0

r

Tenemos que 0(s) — 0(s) = 6, para todo s con 6, constante.
Vamos a considerar la curva 3(s) girada este angulo 6. Esta curva girada y
a(s) tienen el mismo angulo, 6(s), que es el dngulo que forma la tangente de
a(s) con el eje OX. La diferencia entre «(s) y la curva f(s) girada es una
traslacién de vector constante que forma el vector 5(sg) con «(sp).

Por tanto, ambas curvas son iguales salvo movimientos rigidos. []
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1.2. Definiciones y resultados sobre curvas ala-
beadas

Al igual que para curvas planas, recordamos algunas definiciones y resul-
tados importantes sobre curvas alabeadas, los cuales se pueden encontrar en

[1] vy [2].
Definicién 1.2.1 Una Curva Parametrizada Regular en R? es una apli-

cacion:

a: (a,b)CR —
t — a(t) = (x(t), y(t), (1))
tal que:
1. a € Ck k > 1 (Condicién de Diferenciabilidad)

2. d(t) = Cfi_(; # 0, Vt € (a,b) (Condicién de Regularidad).

Si ademads ||/ (t)||= 1, entonces diremos que la curva regular estd parametri-
zada naturalmente (c.r.p.n.).

Definicién 1.2.2 Sea a = «a(s) una c.r.p.n. en R*. Se define el tangente
de la curva « en el punto «a(sg) al vector:

G(s0)
t(So) = - .
& (s0)l
Definicién 1.2.3 Sea o = a(s) una cr.p.n. en R3. Se define el vector
normal principal de la curva a en el punto a(sg) tal que @(sg) # 0 como:
i(s0)
n(so) = o
lé(s0)l

que es unitario y ortogonal al vector tangente t(sg).

Definicién 1.2.4 Sea @ = a(s) una c.r.p.n. en R?. Se define el vector
binormal de la curva « en el punto a(sg) tal que é(sg) # 0 como:

b(sg) = t(so) x n(sg)

que es unitario y ortogonal a los vectores tangente y normal principal en el
punto a(sp).
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Definicién 1.2.5 Dada una c.r.p.n, a = a(s) en R3 | al triedro

{t(s),n(s), b(s)}

se le llama Triedro o Referencia de Frenet en el punto a(s) de la curva
. Este triedro forma una referencia (mévil) ortonormal y directa de R? en
cada punto de la curva.

Definicién 1.2.6 Se define la curvatura de una curva o = a(s) en R?
como: k(s) = ||a(s)]].

Proposicién 1.2.7 Sea o = «(t) una curva parametrizada regular. Enton-

_ () x " (1))

[l (B[

k(1)

1.3. Funciones elipticas de Jacobi

Vamos a definir unas funciones que usaremos a lo largo del trabajo y que
nos seran muy utiles para resolver célculos de integracion (ver [3]).

Definicién 1.3.1 Las funciones elipticas de Jacobi son funciones defini-
das a partir de la integral eliptica de primera especie. Considérese la integral
eliptica incompleta de primera especie definida como:

4 dt
) = Vi) -Fe)

La inversa de esta funcién es la primera de las tres funciones elipticas de
Jacobi:

y = sn(u, k)
que se denomina seno eliptico de Jacobi, donde arcseny = am(u, k) y se
denomina amplitud de u.

Las otras dos funciones elipticas de Jacobi se definen a partir de esta por
las relaciones siguientes:

{ en(u, k) = /1 —sn?(u, k),
dn(u,k) = /1 —k2*sn?(u, k),

donde cn(u, k) se denomina coseno eliptico de Jacobi y dn(u, k) la delta
eliptica de Jacobi.
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A continuacién, vamos a enumerar algunas relaciones entre las funciones
de Jacobi, que aparecen en [3].
Proposicion 1.3.2 Se verifican las siguientes propiedades:
1. sn(ku,1/k) = ksn(u, k),
2. en(ku, 1/k) = dn(u, k),
3. dn(ku,1/k) = cn(u, k),

Proposicién 1.3.3 Se verifica que:

1. /sn(u, k) du = %log(dn(u, k) — ken(u, k)),

¢ do (1/dn(cosh ¢,k))~* 1 -1
2. / — / du — <—>
o V1 —Fk?2cosh?0 0 dn(cosh ¢, k)

donde 0 < ¢ < cosh™' (1/K'),
5 /sn(u, k) p 1 (k;’k;(1+cn(u, k)))

u = —arctan ]{PQCH(U, k‘) s

dn(u, k) Kk




Capitulo 2

Curvas cuya curvatura depende
de la distancia al origen

El primer caso que vamos a estudiar es el de la curvatura dependiendo de
la distancia a un punto. En particular, vamos a tomar como punto el origen
de coordenadas.

Este caso viene motivado por el movimiento de un objeto en orbita so-
metido a la Fuerza Gravitatoria y la Segunda Ley de Kepler. Pasamos a
describirlo utilizando [5].

La Segunda Ley de Kepler dice que: “Los vectores con origen el Sol
y destino un planeta, barren areas iguales en tiempos iguales, es decir, se
conserva el momento angular”.

El momento angular se define como L = m(7 x ¥) donde m es la masa,
7" es el vector posicion y v es el vector velocidad.

La velocidad orbital de un planeta, que es la velocidad a la que se des-
plaza por su orbita, es variable, de forma inversa a la distancia al Sol, es
decir, a mayor distancia al Sol la velocidad orbital serda menor. Por tanto, la
velocidad es maxima en el punto més cercano al Sol y minima en su punto
mas lejano.

Como se describe en la Figura 2.1, el area, Ay, que describe el vector Sol-
Planeta en un cierto intervalo de tiempo, ¢, es igual al area, As, que describe

15



16 Capitulo 2. Curvas cuya curvatura depende de la distancia al origen

otro vector Sol-Planeta en el mismo intervalo de tiempo.

Orbita

Figura 2.1: Segunda Ley de Kepler.

2.1. Movimiento bajo fuerza gravitacional

Supongamos que tenemos un objeto en érbita. Las ecuaciones del movi-
miento de Newton son:

F(X)=mX",

donde X es la posicion, X’ la velocidad y X" la aceleracion del objeto.

El objeto se mueve a través del espacio bajo una fuerza central, ya que
dicho objeto esta en orbita. Luego, la fuerza también puede expresarse como:

F(X) = —f(r)X (2.1.1)

donde r = || X|| es la distancia al origen y f(r) es una funcién continua.

Por tanto, el movimiento satisface la ecuacion:

X”:—%ﬂﬂX, (2.1.2)
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y la Segunda Ley de Kepler (Conservacién del momento angular):
X x X' =0,

con C' un vector constante. El movimiento se encuentra en un plano, asi
que podemos asumir, sin pérdida de generalidad, que es el plano OXY y si
ponemos la curva en coordenadas polares, tenemos que el momento angular
lo podemos calcular a partir de la posicion y la velocidad:

X = (r(t)cosp(t), r(t)seng(t),0),
X' = (r'(t)cosg(t) — r(t)¢/ (t)seng(t), r'(t)seng(t) + r(t)¢'(t)cosd(t), 0),

X x X' = r(t)*¢(t)cos’d(t) +r(t)*¢/ (t)sen’o(t) = r(t)*¢'(t).
Por tanto, obtenemos:
2

dt
donde ¢ = ||C| es constante. Ahora definimos una funcién ®(r) como:

= |X x X'||=c, (2.1.3)

a _
dr

V(z,y,z) = ®(\/2?2 +y* + 22).

rf(r), (2.1.4)

Con estas funciones obtenemos:
ob 0® 0P

Vv(f,yyz) - (%7@75)

(220r oo owory
Or Ox’ Or Oy’ Or Oz

x
= a4 y? + 22 f(a? +y? 4 22
(v v/ S
y
x2+y2+22f x2+y2+22
V v/ I

Va2 + 2+ 2f (Va2 + 2+ 22) —$2+y2+22>
(f(\/ﬂf2 tyr 422z, f(Vat g+ 22y, f(Va? +22)Z>
= fr)X.
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Por tanto, segtin (2.1.1), F(X) = —=VV.
Con esto hemos probado que V es la energia potencial del movimiento.
Luego, el movimiento satisface la conservacion de la energia, es decir, la
energia mecanica, & = E. + V', se conserva. Por tanto:

1
E=E.+V = 5m|\X’|\2+V = Ey,

con E. la energia cinética, V' la energia potencial y Fy constante.
Calculamos:

| X'|1? = r?cos*p + r?¢*sen’¢ — 2r'r¢/cospsend
+r'2sen’ ¢ + r2¢"2cos®p + 2r'r¢' cospsend

— 24242,
Obtenemos que:
1 drN2 5 d 2
Fo = 5m[<a> +r2(%) | +o0). (2.1.5)

Ahora, usando (2.1.3) y (2.1.5) vamos a calcular la expresién de r:

Ey = 1m[<ﬂ)2—|—r2(r—62)2}+@(7“),

2 dt

1 dr\ 2 1 2
o) = B gm0,

1 2
() = TR rE
dt 1 ’

—m

2

luego r(t) debe verificar la ecuacion:

2
Cc
dr —2E0 + mﬁ + 2@(7")

— = ) 2.1.
dt m (2.1.6)
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Ahora vamos a calcular la curvatura de las soluciones. Para ello, necesi-
tamos la formula general de la curvatura de la Proposiciéon 1.3.3:

X7 x X7|
"0 = e

Calculamos el numerador usando (2.1.2) y (2.1.3):

X x = < -2y
m
_f)e
e
Nos queda la curvatura:
cf(r)
k(t) = X (2.1.7)

Calculamos el denominador usando la conservacién de la energia y asi
obtenemos:

Ey —
X = 2(22 1),

m

2
il = 2BV

< 3

X = (B V)

my/m

Sustituyendo la expresién de || X’||* en (2.1.7) y usando (2.1.4):

cf(r) __my/m c®'(r)y/m

k(t) = = . 2.1.8

O A A e
Observamos que k sélo depende de r. Luego, si denotamos:

pu(r) = (By — @(r)~"2, (2.1.9)

de (2.1.8) obtenemos:

dp_ @) V2 (2.1.10)

dr o /Eo—o(r) o/m
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Si k(r) es una funcién tal que rk(r) es continua, entonces podemos re-
solver (2.1.10) para p. Sustituyendo Ey = 0 en (2.1.9), tenemos que ®(r) =
—1/u(r)?, y de la conservacién de la energia e integrando obtenemos ¢, con
lo cual ya tenemos la curva X.

En resumen, obsérvese que mediante este procedimiento, lo que conseguimos
es que si conocemos la curvatura, k, podemos encontrar la ecuacion de la
curva, X. Esto es parte de la prueba del resultado:

Teorema 2.1.1 Sea k(r) una funcion tal que rk(r) es continua. Entonces
el problema de determinar la curva cuya curvatura es k(r), donde r es la
distancia al origen, se puede resolver mediante integracion.

2.2. Caso k(r)=r

Nuestro objetivo es encontrar la expresion analitica de las curvas que ve-
rifican k(r) = r. Para ello necesitamos encontrar la expresion de ¢.

El primer paso es resolver (2.1.10), sustituyendo k(r) = r:

d_u e —\/§ 7"2
dr C[)\/m ’

integrando,

V2 r®
co\/QE (3 * a),

donde a es una constante de integracion.

p(r) =

Con Ey =0 de (2.1.9) tenemos que:

—1 —9mc}
o(r) = F T 30 ) (2.2.1)

d®  2Tmric]
dr — (r*+a)?

Vamos a comprobar que la fuerza F(X) es proporcional a r2/(r® + a).

Para ello de (2.1.4) tenemos que:
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f(T) - ; d?“ - (T3 —l—a)?" (222)
Sabemos de (2.1.1) que:
F(X)=—f(r)X
Calculando su moédulo, se tiene que:
, 17
[F(X)[= [f(m)IX]|= 27mcom-
Como podemos observar, hemos probado que es proporcional a
r?/(r® + a)®. Aplicando (2.1.5), para Ey = 0, y (2.2.1), obtenemos:
1 N2 224 2] 9mcg
- - _d - -0
S| () +1%(¢) ") = sy
luego
9c2
N2 | 20N2 0
(r')" +r(¢)" = (r* +a)?’
Sustituyendo el valor de ¢y de (2.1.3) se tiene:
97’4(¢,)2
(r')? + %) = 0 ap (2.2.3)

Una de las curvas que verifican estas condiciones es
X(t) = (rocos (at), rosen (at)),

donde

{ 0 Z(bro (2.2.4)
a=—= 3co/ro(rs + a)

con 7o constante.

De (2.1.3) se tiene que esta curva ha de verificar:

o do

2
— =rja = .

r
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Si en esta ultima expresion sustituimos el valor de o obtenemos:

r2—3co = ¢
Oro(rd + a) 0
3ro = ri+a,
a = 3rg—ry.
Derivando obtenemos que:
X"(t) = (—=a*rgcos(at),—a’rosen (at)),
X"(t) = —a?X(t).

Para que X (t) sea solucién de (2.1.2) debe verificar que:

Sustituyendo f(r) de (2.2.3) nos queda:

5 277"00%
(rd +a)®

De (2.2.4) tenemos también que:

2 _ 90(2)
r3(rg +a)?’

Igualando estas dos tltimas expresiones de o nos queda que:

rs+a = 3rg,
_ 9,3
a = 2rg,
3ro—rs = 23,
2 _
rg = 1,
o = +1.

Por tanto, tenemos que ro = 1, ya que una distancia no puede ser negati-
va. Otras soluciones que puedan tener r(t) constante son sélo puntos aislados.
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Otra forma de abordar el problema es buscar soluciones donde 7y no sea
constante y encontrar ¢ = ¢(r). Usando (2.2.3) nos queda:

L2 = )
[(r?:gfa) —rjE@r =1
Or Zr;ﬂ:(-?z)—'_a) @) = 1.
@y =

9rd — r2(r3 + a)?’

r+a
r\/9r2 (r3 4 a)?

Luego, resulta que ¢ es:

_ +a
0= / r/9r2 — (r? + a)? - (2:2:5)

Esta integral no es facil de resolver. Un caso especial es aquél en el que
a = 0. En este caso nos queda:

2

O — ¢ = —arcsen(g ), r? = 3sen2(¢p — ¢y)

Esta curva es la Lemniscata de Bernoulli que se muestra en la Figura 2.2:
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[=]

-2 -1 0 1 2

Figura 2.2: Lemnniscata de Bernoulli.



Capitulo 3

Curvas con curvatura de la
forma k = k(y)

Las curvas que tienen como parametro la distancia signada al eje OX
pueden parametrizarse mediante la expresion:

Segun la Proposicion 1.1.4, la curvatura de estas curvas verifica la ecua-
cion:

—f"(y)

) = e~
Si hacemos el cambio:
{ I'(y) = g(y)
(y) =9'(),
nos queda:
= +J;’EZ§2)3/2 Bl 1i(§2y>z>3-
Integrando:
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Si denotamos [ k(y) dy = F(y) + ¢ con ¢ € R, entonces:

B J(y)
Fl)+e= / (V1+g(y)?)3 !

T

1
——dr = .
Vita? v1+a?

Fy)+c=gy)(1+g(y)*)

Tomando cuadrados:

Es facil comprobar que, en general, se tiene que: /

Por tanto:

(Fly)+0)*=g@)’(1+g)?) ' =—F==1-

Luego:
(F(y)+¢® = 1—=(1+gy?*)"

(I+g9)?*) ™" = 1-(F(y)+c),

1 2 !
+9(y) = T~ F) 77
9 1
N R
9ly) = ) = c

VI-(Fly) +of
Deshaciendo el cambio, tenemos:
Fly) +c

T == A—rm+o

Entonces, obtenemos que:

L F(y)+c¢
fly) = / N SR dy. (3.0.1)

Por tanto, hemos llegado a que las curvas que tienen como parametro la
distancia a una recta, que podemos fijar como el eje OX, tienen la forma:

a(y) = (f(y),y)
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con

3.1. Curvas planas parametrizadas natural-
mente cuya curvatura es k = k(y)

Si 6 denota la determinacién continua del angulo que forma el eje OX
con el vector tangente, tenemos:

0(s) = k(s), @(s) = cosb(s), §(s) = senb(s). (3.1.1)

Una vez que tengamos k(s), la curva se puede encontrar mediante tres
integrales. Nos interesa el caso en el que la curvatura de la curva a dependa
de la distancia a una recta. Si e € R? es un vector unitario, entonces a-e es la
distancia signada a la recta ortogonal a e que pasa por el origen. Sin pérdida
de generalidad, podemos considerar que e := (0,1) y escribimos a = (z,y).
Vamos a estudiar la condicién de que k = k(y) donde y = « - e representa la
distancia signada al eje OX. En primer lugar, vamos a demostrar que tenemos
cierto control sobre la componente normal del vector e cuando k = k(y).

Lema 3.1.1 Sea o« = (z,y) una curva plana cuyo vector normal es n. Si
k = k(y), entonces eziste ¢ € R tal que:

n-e+ F(y)+c=0,

dF
donde — = k(y).
a0 ()
Demostraciéon: Sin pérdida de generalidad podemos suponer que « esta
parametrizada por la longitud de arco. Usando la hipdtesis de que k = k(y),
tenemos que:

d%(n -e) =ne+né=ne=—k(t-e) =—k(y)y

Integrando tenemos que: n - e + F(y) es constante, lo que prueba el lema. [J
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Podemos usar el Lema 3.1.1 para encontrar mediante integraciéon curvas
cuya curvatura es k = k(y). Escribiendo «a(s) = (z(s),y(s)) en coordenadas
cartesianas, tenemos que t(s) = (#(s),9y(s)) y n(s) = (—y(s),x(s))) con
2(s)? + 9(s)*> = 1 ya que &(s) es un vector unitario.

? Usando el lema anterior tenemos: &(s) = (n-e) = —F(y) — ¢. Integrando
obtenemos que la primera componente de la curva es:

2(s) = —(cs + /F(y(s))ds). (3.1.2)

Ahora, la segunda componente la obtenemos despejando de @2 + 92 = 1.
Nos queda:
PP =1—3i*=1—(F(y)+c)* (3.1.3)

Las soluciones constantes, a(s) = (z(s),y(s)), de esta ecuacién son rectas
horizontales.
Despejando s de (3.1.3) obtenemos:

/\/1_ — = (3.1.4)

donde —1 < F(y) +¢c < 1.
Como resumen, hemos probado el siguiente resultado en el espiritu del
Teorema 2.1.1 del Capitulo 2.

Teorema 3.1.2 Sea k = k(y) una funcion continua no nula. Entonces el
problema de terminar la curva cuya curvatura es k(y), con y la distancia
signada al eje OX, se puede resolver localmente por integracion considerando
(x(s),y(s)) la c.r.p.n, donde y(s) viene dada por (3.1.4) con:

/k(y) dy = F(y) + ¢, c constante

y x(s) se expresa en términos de y(s) y ¢ mediante (3.1.2). Para cualquier
¢ dado, tal curva se determina de manera unica salvo traslaciones en la
direccion del eje OX.

Observacion 3.1.3 Las tres dificultades principales que se pueden encon-
trar al llevar a cabo la estrategia descrita en el Teorema 3.1.2 para deter-
minar una curva plana cuya curvatura depende de la distancia a una recta
(k = k(y)) son las siguientes:
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1. La integracion de (3.1.4): Incluso en el caso de que F(y) fuese un poli-
nomio, la integral de (3.1.4) no es necesariamente elemental. Por ejem-
plo, cuando F(y) es un polinomio cuadrético, (3.1.4) puede ser resuelta
usando funciones elipticas de Jacobi, como se vera mas adelante. Es-
to equivale a que k(y) sea lineal, de modo que k(y) = 2X\ + u con
A p€ R

2. La integracién realizada en (3.1.4) nos da s = s(y): No siempre es posi-
ble obtener explicitamente y = y(s), lo que es necesario para determinar
la representacion analitica de la curva.

3. Incluso sabiendo explicitamente y = y(s), la integracién (3.1.2) para
obtener x = z(s) puede ser dificil de calcular usando funciones elemen-
tales o conocidas.

Ejemplo 3.1.4 Vamos a ver las curvas que se obtienen utilizando el Teorema
3.1.2 para k = ky > 0, con ky constante. Tenemos que:

F(y) = ko.%
arcsen(koy + ¢)

dy
/\/1—(k0y+c)2 ko

Despejando de s tenemos que:

S —=

sen(kos) — ¢

y(s) = T

Entonces podemos obtener z(s) y nos queda:

cos(kos)

x(s) = e

Por tanto, nos queda que la curva es:

a(s) = k—o(cos(k‘os), sen(kos) — c)

1
que se corresponde con circunferencias de radio T y centro (0, —c).
0
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No obstante, a lo largo del trabajo estudiaremos seis situaciones diferen-
tes en las que tenemos éxito (al menos parcialmente) con el procedimiento
descrito en el Teorema 3.1.2. Recuperaremos algunas curvas muy conocidas y
descubriremos nuevas familias de curvas planas caracterizadas por este tipo
de propiedad geométrica.

3.2. Curvas elasticas

Vamos a dar unas definiciones previas de [7] que necesitaremos a lo largo
de esta seccion.

Definicién 3.2.1 Una c.r.p.n. a se dice que es una curva elastica bajo
tension o si satisface la ecuacién diferencial:

2%k +k —ok=0 (3.2.1)

para algun valor ¢ € R. Si ¢ = 0, entonces la curva se denomina curva
elastica libre.

Multiplicando (3.2.1) por 2k e integrando podemos introducir la energia
de una curva elastica como:

. 1 o
E:=F+ -k — k. 3.2.2
+ 1k =5 (3.2.2)
En esta seccién vamos a estudiar curvas planas que satisfacen:

k(y) =2 \y+p, A>0, peR.

Mediante traslaciéon en el eje OY, podemos considerar equivalentemente
que:
k(y) =2y, A > 0. (3.2.3)

La solucién trivial, y(s) = 0 de (3.2.1) corresponde al eje OX.
Por el Teorema 3.1.2, integrando k(y) = 2\y respecto de y, podemos tomar
F(y) = \y? + c y de (3.1.3) nos queda que:

7 =1—(\P40)? = 1=yt =2 =2 yPc = (1+c+ ) (1—c—y?). (3.2.4)

En el siguiente resultado vamos a mostrar que las curvas cuya curvatura
verifica (3.2.3) son elasticas.
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Proposicion 3.2.2 Sea a una curva plana cuya curvatura satisface la con-
dicion k(y) = 2 y, A > 0. Entonces a es una curva eldstica con tension
o = —4Xc y energia E = 4)*(1 — ¢?).

Demostracién: Sin pérdida de generalidad podemos considerar que la
curva « esta parametrizada por la longitud de arco. Para que « sea una curva
eldstica, debemos comprobar que la funcién curvatura, k, dada por (3.2.3)
satisface la Definicion 3.2.1.

En primer lugar, vamos a calcular la expresion de o a partir de (3.2.1).
Para ello, necesitamos las expresiones de k, k3 y k.

k = 2\y con A >0,

o= 8A%y
ko= 2),
E = 2)i.

Calculamos § usando (3.2.4):

g = VI +e+ ) (1 —c— M),

20y9(1 — ¢ — Ay?) — 2 yy(1 + ¢ + \y?)
2y

= —2Xcy — 22\%3.
Sustituyendo estas expresiones en (3.2.1) nos queda que:
ANj + 8N y3 — 20y = 0,
AN(—2Acy — 20%y3) + 8N\3y3 — 20y = 0,
2(—2\cy) —oy = 0.
Despejando, obtenemos que o = —4\c.

Ahora, en segundo lugar, la energia la obtenemos sustituyendo en su
ecuacion las expresiones de o, k y k:
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. 1 o
E = K+ Zk4 — 51@'2,
= (2M\y)? 4+ 4\* + 8ch¥y?,
= AN (1+c+ Ay?) (1 — ¢ — Ay?) + 401 + 8eA3y?,
= A4 — 4Nyt — 4% — 8edy? + 4Nyt + 8chy?),
= 4X*(1—c2).
Con esto concluye la demostracion. [

Por otra parte, tenemos que (3.2.4) implica que —1 < M\y?> + ¢ < 1, es
decir: —1 — M\y? < ¢ <1 — A\y?, y como A\y? > 0 nos queda que:

c<1—=Mf <1

Si ¢ = 1, entonces nos queda 1 < 1 — \y? < 1. Por tanto, en este caso, la
Unica solucién es y = 0.

Estudiemos el caso en el que ¢ < 1.
Ahora, siguiendo la estrategia descrita en el Teorema 3.1.2, nos queda de
(3.2.4):

dy

S:/\/(1+c+/\y2)(1—c—)\y?)7

(3.2.5)

y por (3.1.2)
z(s) = —(cs + )\/y(s)2 ds) (3.2.6)

donde ¢ < 1 es constante.

3.3. Curvas cuya curvatura es k(y) = \/y>

En esta seccién vamos a estudiar curvas cuya curvatura es de la forma:

A
k(y) = "l con A > 0. (3.3.1)
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Para que (3.3.1) esté bien definida, podemos suponer, sin pérdida de ge-
neralidad, que y > 0. Se sigue del Teorema 3.1.2, en el caso F(y) = —\/y y
la ecuacién diferencial de y = y(s) dada por (3.1.3), que:

P=1—(c=MNy)?=04+c— Nyl —c+\y) (3.3.2)

con c¢ constante.

De la ecuacién anterior se tiene que —1 < ¢ — A/y < 1 y como tenemos
que A/y > 0 se deduce que ¢ > —1.
Por lo tanto, las curvas que cumplen (3.3.1) verifican, usando (3.1.4) y (3.1.2),

que:
dy ydy
o= = 333
/\/1—1—05\/10_}_3 /\/(1+C)y—>\\/(1—c)y+)\ ( )
Y Y
y
() = —est 0 [ L (334

Vamos a considerar distintos casos para \ y ¢ para que la integracién de
(3.3.3) sea facil de realizar.

3.3.1. CasoA=1yc=0

Usando (3.3.3) tenemos que:

5= / % _ VPl
Despejando y de la expresion anterior obtenemos:
y(s) = Vs2 + 1.
Ahora, de (3.3.4) tenemos:

x(s) = / s _ log(s+Vs?+1).

s2+1

Por tanto, tenemos que nuestra curva es

(z(s),y(s)) = (log(s +Vs2+1),v/s2+ 1), con s € R (3.3.5)
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Figura 3.1: Curva con k(y) = A\/y*, A =1, ¢ = 0: Catenaria.

cuya curvatura viene dada por:
k(s) = ———, con s € R.
(5) s2+1

Esta curva no es otra que la catenaria y = cosh(z), la cual podemos verla
en la Figura 3.1.

Vamos a probarlo: sabemos que cosh(z) = (e* + e ") /2.

Tenemos que ver que: z(y) = log(y/y* + 1+ y). Sustituyendo y = cosh(x)
obtenemos que:

621 + 672:1: + 26:1:67:1: _ 4 eaz + ef:p
log(Wy2+14y) = log\/ 1 + 5

62r+e—2x_2 6x+e—x
- log( 1 T )

(e:c _ e—ac)? et + e %
— log( ).
9 T

et — o7 X 4 e
:log( 5 T3 )

= log(e”),
= XI.

Por tanto, tenemos que nuestra curva es la catenaria.
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En resumen, hemos demostrado el siguiente resultado:

Corolario 3.3.1 La catenaria y = cosh(z), x € R (ver (3.3.5)) es la unica
curva plana, salvo traslaciones en el eje OX, cuya cuvatura es k(y) = 1/y*
y la primitiva de su curvatura F(y) = —1/y.

3.3.2. CasoA=1yc=1

Para calcular las expresiones explicitas de este caso, nos hemos ayudado
del programa MAPLE.

Usando (3.3.3) tenemos que:

8_/ (e y2y—1
\/2@/7— 3

y esto implica que:

1 1
s) = = ((1 41852 + 6sv1 + 957)1/% 4 -1).
TORE( S AT 1852 4 G5/ 9518
(3.3.6)
Por otra parte, usando (3.3.4) y (3.3.6) obtenemos, usando el programa

Maple, que:

— 95" = (y+ 1)*(2y — 1)

(G
(s) ==+ (3.3.7)
donde
p(s) = ( —1+ (14184 +63m)1/3>

(19443 4 sv/T+ 957 + 32451 (1 + 25/ + 952 + 1252(1 + 6s/1 + 952 )))

2/3
q(s) = s( + 18s% + 6sv/1 + 932> :
-(1 +3245% + 9s5y/T + 957 + 952(5 + 125/ + 932)>.

Por tanto nuestra curva es (z(s),y(s)) cuya curvatura es

k() = : 1

2
1 4 1852 4 6sv/1 + 9s2)1/3 + — 1)
<< ) (1 + 1852 + 6sv/1 + 9s2)1/3

con s € R, representada en la Figura 3.2.
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-2 -1 a 1 2

Figura 3.2: Curva con k(y) = A\/y>, A\=1,c= 1.

Corolario 3.3.2 La curva (z(s),y(s)), s € R, dada por (3.3.7) y (3.3.6)
es la unica curva plana (salvo traslaciones en el eje OX ) cuya curvatura es
k=1/y? y la primitiva de su curvatura F(y) =1—1/y.

3.4. Curvas cuya curvatura es k(y) = \cos y
El propdsito de esta seccidn es estudiar curvas planas que satisfacen

k(y) = Acos y, A > 0. (3.4.1)

Las soluciones triviales de (3.4.1) son las rectas horizontales y = (2m +
1)w/2, m € Z. Para estudiar las soluciones no triviales usamos el Teorema
3.1.2 con F(y) = Asen y y obtenemos:

7 =1—(Aseny + c) (3.4.2)

con ¢ constante. De (3.4.2) tenemos que se tiene que verificar que —1 <
Aseny + ¢ <1y esto implica que —(1+X) <ec <1+ A\
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Por tanto, tenemos que las curvas que satisfacen (3.4.1) vienen dadas por:

d
s = / Y , x(s) = —cs — )\/seny(s) ds
V(1 = (Aseny + ¢)?)

conce (—=1—=X1+N).

En general no es facil integrar estas expresiones y despejar explicitamente
y = y(s) ya que esto implica integrales elipticas y trigonométricas. El caso en
el que si podemos obtener dichas ecuaciones es cuando ¢ = 0. Es importante el
caso en el que k(y) verifica la siguiente ecuacién diferencial, similar a (3.2.2):

B+ k4 (1= 20Dk = A2(\2 = 1)

Tenemos que distinguir tres casos segun los valores de .

3.4.1. Casoc=0,0<A<1

Usando la integral eliptica de primera clase F(., A) y las funciones elipticas
elementales de Jacobi de médulo A, definidas en el Capitulo 1, obtenemos que

dy
5 = =Fy,A\) = y(s) =am(s, ),
| S = ) = wte) =am(e.
luego, usando la Proposicion 1.3.3, obtenemos:

x(s) = —/\/ seny(s) ds = —)\/sn(s, A) ds = —log(dn(s, \) — Aen(s, A)).
Por tanto, tenemos que la curva es
(x(s),y(s)) = (—log(dn(s,A) — Aen(s, A)), am(s, A)) (3.4.3)

cuya curvatura es
k(s) = Aen(s, A) con s € R.

Podemos verla en la Figura 3.3.
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Figura 3.3: Curva con k(y) = Acosy, c =0, 0 < A < 1.

3.4.2. Casoc=0,A=1

En este caso solo necesitamos las siguientes funciones elementales:

d
5= / Yy 2arctanh(tan y/2) = y(s) = 2arctan(tanh s/2)
cos y
y entonces, nos queda:

x(s) = —/ sen y(s)ds = —/tanh sds = —log(cosh s).
Luego, nuestra curva es
(x(s),y(s)) = (—log(cosh s),2arctan(tanh s/2)) (3.4.4)
cuya curvatura viene dada por
k(s) = cos(2arctan(tanh s/2)) con s € R.

Podemos verla en la Figura 3.4.
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(=18

-4 -3 2 -1

Figura 3.4: Curva con k(y) = Acosy, c =0, A = 1.

3.4.3. Casoc=0,A>1

La resolucion de este caso es similar a la del caso ¢ = 0,0 < A < 1.
Usando la Proposicién 1.3.2, tenemos que nuestra curva es:
4

(z(s),y(s)) = ( — log (dn()\s, %)) — %cn()\s, %)

1 1
,arcsen(xsn(/\s, X)
(3.4.5)
Esta curva estéd representada en la Figura 3.5.

Concluimos esta seccion con el siguiente resultado.

Corolario 3.4.1 La curva (x(s),y(s)), s € R, dada por (3.4.3) si0 < X < 1,
por (8.4.4) si A =1 y por (3.4.5) si A > 1 es la unica curva plana (salvo
traslaciones en el eje OX ) cuya curvatura es k(y) = Acos y, A\ > 0, con
curvatura primitiva F(y) = Asen y.

3.5. Curvas cuya curvatura es k(y) = Acosh y

En esta seccién vamos a estudiar curvas planas cuya curvatura es

k(y) = Acosh y, A > 0. (3.5.1)
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D51

0.5 a 0.5 1.0 1.8 2.0 2.5

Figura 3.5: Curva con k(y) = Acosy, ¢ =0, A > 1.

Usando el Teorema 3.1.2 tenemos que F(y) = Asenh y, y usando (3.1.3)
obtenemos la siguiente EDO:

7> =1— (Asenh y + c)? (3.5.2)

con ¢ constante. Entonces, podemos determinar las curvas planas (z(s), y(s))
que satisfacen (3.5.1) mediante:

dy
s = / T Owerh g 70 x(s) = —ecs — )\/ senh y(s)ds

con ¢ € R.

Si ¢ # 0, la integracion para obtener s no nos permite obtener explicita-
mente y = y(s) ya que son funciones elipticas e hiperbdlicas donde y es dificil
de despejar.

Si ¢ = 0, tenemos que la curvatura satisface la siguiente ecuacion diferen-
cial, que es similar a la energia de la eldstica dada por (3.2.2):

B4+ kY — (14 20Dk = = X2(\2 4 1).

Usando la Proposicién 1.3.3 y las funciones elipticas de Jacobi, obtenemos
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que:
/ dy 1 ( 1 >—1 5 1
§= = , con p° =
V14 A2 = Xcosh?y 1+ A2 \dn(coshy,p) P=1re

y despejando nos queda que:

(s) W) con = (3.53)

s) = arccos , con p° = : 5.

Y dn(v/I+ A2s, p) P=1se

Por otro lado, por las propiedades de las funciones hiperbdlicas y elipticas

tenemos que
sn(v1+ s, p)
senh y(s) =
V1+ Xdn(vV1+ Ns,p)

y usando la Proposicion 1.3.3, obtenemos que:

z(s) = —arctan(Ml +on(vV1i+ )\28’]9))) P’ = ! (3.5.4)
en(vV1+ Xs,p) — A2/ 14+ X2 o

Por tanto, nuestra curva es a(s) = (z(s), y(s)) donde z(s) e y(s) vienen
dadas por (3.5.4) y (3.5.3), respectivamente, y se pueden ver en la Figura 3.6.

Todo esto prueba el siguiente resultado.

Corolario 3.5.1 La curva a(s) = (x(s),y(s)) con s € R, dada por (3.5.3) y
(8.5.4) , con X > 0, es la unica curva plana, salvo traslaciones en el eje OX,
cuya curvatura es k(y) = Acosh y y la primitiva de su curvatura F(y) =
Asenh y.

3.6. Curvas cuya curvatura es k(y) = \/e?
En esta seccién vamos a ver curvas cuya curvatura es:
E(y) =Ae' =Xe ™, A > 0.
Mediante una traslacién en el eje OY podemos considerar:

k(y) =e™.
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Figura 3.6: Curva con k(y) = Acosh y.

Comenzamos a aplicar el Teorema 3.1.2 tomando F(y) = —e ¥ y obtenemos
la ecuacién diferencial y = y(s) dada por

P =1—(c—e)? (3.6.1)

con ¢ constante. Como 92 es positivo, se debe verificar que —1 < c—e ¥ < 1,
es decir, —1 +e7¥ < ¢ < 1+ e Y. Por tanto, tenemos que ¢ > —1. De esta
forma, podemos determinar las curvas planas (z(s), y(s)), cuya curvatura es
k(y) = e™¥, mediante:

(3.6.2)

S:/%

x(s) = —cs+ /e_y(s) ds. (3.6.3)
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Para poder integrar (3.6.2) hacemos el cambio de variable u = e¥ y nos queda
la integral:

(3.6.4)

s—/ du
VI =)+ 2cu—1

Podemos distinguir, segin los valores de ¢, los siguientes casos:

3.6.1. Caso —1l<c<1

Integrando (3.6.4) tenemos que:

log<c+u—02u+\/1—02\/(1—02)u2+20u—1>
V1-—c?

y usando el programa MAPLE para obtener las expresiones de z(s) e y(s) y
(3.6.3) nos queda que la curva es:

S =

%) s ZOQ(COSh(Vll__CZQS) — c>>

Podemos ver esta curva en la Figura 3.7.
Por tanto, tenemos que la curvatura es:

(x(s),y(s)) = <2arct(m<
(3.6.5)

1—c?
k(y) =

)= cosh(v/1 —c2s) — ¢

3.6.2. Casoc=1
En este caso (3.6.4) queda reducida a s = y/2e¥ — 1. Despejando, obtene-

mos que

32+1>

y(s) = log( 5

y de (3.6.3) se sigue que
x(s) = 2arctan s — s.

Por tanto, nuestra curva viene dada por

(x(s),y(s)) = (2arctan s —s, log(s2 ; 1)) (3.6.6)
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Figura 3.7: Curva con k(y) = A\/e¥, —1 < ¢ < 1 en los casos ¢ = —0,5, ¢ = 0,
c=0,0yc=0,75.

cuya representacion la podemos ver en la Figura 3.8 y cuya curvatura es

2
ky) = 241

3
T

[=] —- (%] [
T T T

1 L L 1
-7.5 -50 -25 a 25 50 7.5

Figura 3.8: Curva con k(y) = A/e¥, ¢ = 1.

3.6.3. Casoc>1

En este caso, de (3.6.4) obtenemos que
1
Vez—1

§=— arcsen((1 — c¢*)u+c), donde u = eV,
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Despejando y(s) de esta expresién y usando (3.6.3) para encontrar x(s) nos
queda que la curva es:

<ctcm(\/Ti/2) + 1)—68, log(c + ser;(iciﬁs)))

(3.6.7)

(x(s),y(s)) = (2arctan

donde

-1

Hs) = ¢+ sen(v/c2 — 1s)’ con s < <_ \/02—1’\/c2—1>'

Podemos ver su representacion en la Figura 3.9.
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2

Figura 3.9: Curva con k(y) = A\/e¥, ¢ > 1.

Con estos tres casos tenemos el siguiente resultado de unicidad.

Corolario 3.6.1 Sea a(s) = (x(s),y(s)) una curva plana cuya curvatura
satisface k(s) = e Y. Entonces su primitiva es F(y) =c—e Y, con ¢ > —1,
y a viene dada, salvo traslaciones en el eje OX, por (3.6.5) si —1 < ¢ < 1,
(3.6.6) sic=1vy (3.6.7) sic> 1.
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3.7. Curvas cuya curvatura es k(y) = \/cos’y

En esta seccion vamos a estudiar curvas planas cuya curvatura satisface
la condicion geométrica:

k(y) =

———, con A > 0.
cos?y

Para que k(y) esté bien definida tomamos —7/2 < y < 7/2.

Aplicando el Teorema 3.1.2 obtenemos:
7> =1— (Atan(y) + c)?

con ¢ constante.

Entonces, podemos determinar las curvas planas (z(s), y(s)), cuya curva-
tura es k(y) = \/cos?y, mediante:

_ dy
°T V1 — (Man(y) + ¢)? (3.71)
y
x(s) = —cs — )\/ tany(s) ds (3.7.2)
con ¢ € R.

Para integrar estas expresiones nos encontramos con los problemas descri-
tos en la Observacién 3.1.3 excepto para el caso ¢ = 0. En este caso, hacemos
el cambio de variable u = sen(y) y podemos integrar (3.7.1). Al integrar,
obtenemos:

du 1
5= / NSO = marcsen(\/ 1+ A2u)

y por tanto

y(s) = arcsen (ﬁsen(\/ﬁs)) :

Usando (3.7.2) obtenemos:

z(s) = ﬁlog (cos(ms) + \/)\2 + 0052(m5)).
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Por tanto, nuestra curva es (z(s),y(s)) con

A ep— S RS e S
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Figura 3.10: Curvas con k(y) = \/cos®y, A > 0.

En la Figura 3.10 podemos ver la representacion de esta curva.
Hemos probado el siguiente resultado de unicidad.

Corolario 3.7.1 Dados A > 0, ¢ =0, la curva o(s) = (x(s),y(s)) descrita
anteriormente es la unica curva plana (salvo movimientos de traslacion en
el eje OX) con curvatura k(y) = \/cos*y y cuya curvatura primitiva es

F(y) = Man(y).

3.8. Curvas cuya curvatura es k(y) = \/cosh*y

El objetivo de esta seccion es el estudio de las curvas planas cuya curva-
tura satisface la condicién geométrica:

k(y) = A/cosh®y, con A > 0.
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Aplicando el Teorema 3.1.2, con F(y) = Atanhy, obtenemos la siguiente
ecuacion diferencial

P =1- (Atanhy + 0)2,

con ¢ constante y debiendo satisfacer que —1 < Atanhy+c < 1. Esto implica
que —(14+ X)) <ec<1+A

Para determinar las curvas planas (z(s),y(s)) que satisfacen k(y) =
A\/cosh*y, debemos calcular las siguientes integrales:

=/ il
V1 — (tanhy + c)?

x(s) = —cs — )\/ tanhy(s) ds (3.8.1)
conc € (—(1+MN),1+N).

En el caso ¢ # 0 nos encontramos de nuevo con los problemas menciona-
dos en la Observacién 3.1.3.

Para ¢ = 0, vamos a realizar el cambio de variable u = senhy y nos queda
que:
u

S:/\/H(Cll—v)u?'

Distinguimos 3 casos dependiendo de los valores de A.

3.8.1. Casoc=0,0<A<1

En este caso, nos queda que:

d 1
s = / Vi (1u_ T = marcsenh(\/ 1 — M)

y despejando obtenemos, facilmente, que

y(s) = arcsenh <

1 V/ 2
ﬁsenh( 1—A 3)) (3.8.2)
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Usando (3.8.1) nos queda que:

—A v/ 2 2(y/ 2 2
x(s) = ﬁlog<cosh( 1 —A%s) + \/cosh (V1—=A%s) — A ) (3.8.3)

Por tanto, tenemos que la curva es (z(s), y(s)), con z(s) e y(s) las expre-
siones calculadas anteriormente. Podemos verla en la Figura 3.11.
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Figura 3.11: Curvas con k(y) = X/cosh®y, c=0,0< A < 1.

B

[&]

[

-

(=]

1
-

o

'
[~]

-5
-5 -4.5

3.8.2. Casoc=0,A=1

En este caso, tenemos

/ du h(y)
s= | —— = sen .
V14 u? Y
Despejando, obtenemos que y = arcsenh(s). Usando (3.8.1) nos queda que:
z(s) = —v/1 + s2. Por tanto, la curva es

(z(s),y(s)) = (arcsenh(s), =V 1+ s?) (3.8.4)

cuya curvatura es
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Por el Teorema Fundamental de Curvas Planas sabemos que la curvatura
determina una unica curva (salvo movimientos rigidos). Por tanto, esta curva
no es otra que la catenaria (obtenida en la Seccién 3.3).

3.8.3. Casoc=0,A>1

En este caso, nos queda que:

d 1
s = / i (1u_ B = 1a7‘csen(\/ A2 — 1u)

y despejando obtenemos, facilmente, que

1

Vo _136n( A2 — 1S)>. (3.8.5)

y(s) = arcsenh (

Usando (3.8.1) nos queda que:

x(s) = ﬁarcsen(ws( );\2 - 18)). (3.8.6)

Figura 3.12: Curvas con k(y) = \/cosh®y, ¢ =0, A > 1.
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Por tanto, tenemos que la curva es (z(s), y(s)), con z(s) e y(s) dadas en
(3.8.6) y (3.8.5), respectivamente. La representacion de esta curva esta dada
en la Figura 3.12.

Con estos tres casos tenemos el siguiente resultado de unicidad.

Corolario 3.8.1 La curva (x(s),y(s)) dada por (3.8.2) y (3.8.3) si0 < A <
1, por (3.8.4) si A = 1 y por (3.8.5) y (3.8.6) si A\ > 1, con ¢ = 0, es
la dnica curva plana (salvo traslaciones en el eje OX) cuya curvatura es
k(y) = X\ cosh® y, A > 0, con curvatura primitiva F(y) = Mtanh y.
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