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“ Just a moment, Mary Poppins. What is the meaning of this outra-
ge?
I beg your pardon?
Will you be good enough to explain all this?
First of all, I would like to make one thing quite clear
Yes?
I never explain anything ~

Mary Poppins, George Banks
——Mary Poppins (1964)
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Sumario

English Abstract

In the XIX century David Hilbert proposed a problem in Galois Theory that remains
unanswered today,

“Every finite group appears as the Galois group of some Galois extension of the rational numbers”
Arelated question that arose as result of it is if, given a finite group G, we can find fam-
ilies of parametric polynomials with coefficients in @ whose finite Galois extension
K /Q has its Galois group isomorphic to G for almost every value of the parameters.

The goal of this dissertation is, given a known family of parametric polynomials f,(x)
with Galois group G and K its splitting field over Q for some value of g, take a prime
p € Q that doesn’t ramify in the Galois extension K /Q and find the associated Frobe-
nius element Frob, which meets

Frob,(x) = x” mod p

for all integral x in K and p prime ideal in the ring of integers of K such that pn Z
matches the ideal generated by p.

To reach this objective we have to elaborate the results on Dedekind domains and ideal
ramification leading to the definition of the Frobenius element. Once the groundwork
is laid we proceed to expound the method of the Dokchitser brothers for the identifi-
cation of the element for almost every prime ideal p.

We will see that it suffices to check if

I'c <Tr%/ﬁ(h(x)x”)> = Omod p
Then we would have Frob, € C, where C is a conjugacy class of G and I';- a polyno-
mial that we will define in section 2.2.

We will also make some examples applying the previous procedure as well as add in
theorems such as Chevotarev’s Density theorem that will widen our conlclusions.



CALCULO EXPLICITO DE ELEMENTOS DE
FROBENIUS EN GRUPOS DE GALOIS

Resumen

En el siglo XIX David Hilbert propuso un problema en teoria de Galois que sigue sin
tener respuesta a dia de hoy,

“Todo grupo finito es el grupo de Galois de alguna extension de los numeros racionales”

Una pregunta relacionada que surgi6 a raiz de ello es si, dado un grupo finito G,
podemos encontrar familias de polinomios paramétricos con coeficientes en Q cuya
extension finita de Galois K /Q tenga su grupo de Galois isomorfo a G para casi todos
los valores de los parametros.

El objetivo de este trabajo es, dada una familia conocida de polinomios paramétricos
f,(x) con grupo de Galois G y K su cuerpo de descomposicion sobre Q para algin
valor de a, tomar un primo p € Q que no ramifique en la extensiéon de Galois K/Q y
encontrar el elemento de Frobenius Frob, asociado que cumple

Frob,(x) = x” mod p

para todo x integro en K y p ideal primo del anillo de enteros de K tal que pn Z
coincide con el ideal generado por p.

Para lograr este objetivo tenemos que desarrollar resultados sobre dominios de Dede-
kind y ramificacion de ideales que nos llevaran a la definicion del elemento de Frobe-
nius. Una vez sentadas estas bases procederemos a explicar el método de los hermanos
Dokchitser para la identificacion del elemento para casi todo ideal primo p.

Veremos que nos basta comprobar si

I'c <Tr%/[ﬁl(h(x)x”)> = Omod p,
entonces tendriamos que Frob, € C. Siendo C una clase de conjugacion de G y I'c un
polinomio para cada clase que definiremos en la seccion 2.2.

Realizaremos también alguin ejemplo para aplicar el procedimiento anterior ademas
de afiadir algun teorema como el teorema de Densidad de Chevotarev que ampliaran
las conclusiones que podremos obtener.
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1 Introduccion

“ Well, first things first. I always say, the place to hang a hat is on a
hat stand. ”

Mary Poppins
——Mary Poppins(1964)

Antes de meternos en la cuestion principal es esencial que nos hagamos algunas pre-
guntas necesarias para que todos los pasos que demos lleguen a tener sentido cuando
estamos en una extension finita L /K ;Existe factorizacion unica en L para los ele-
mentos de K? ;como se comportan estos elementos?

Una vez satisfecha nuestra curiosidad sabremos que los pasos que demos mas adelante
son rigidos, con sentido, y con el mismo ritmo de baile que unos serviciales pingiiinos.

Un ejemplo del objetivo de esta primera parte seria la descomposiciéon en Z[1/—5]

de 21. Tenemos que 21 =3 -7 = (1 + 2\/——5)(1 - 2\/——5) y ademas todos estos ele-
mentos son irreducibles y no asociados. En nuestro caso trabajaremos con los ideales
generados por estos elementos, entonces los factores que han surgido antes estarian
formados por el producto de unos ideales primos p,, p,, Ps, P4, sujetos a

By=ppo, (D) =p3ps, (1+2V-5)=pp;, (1-2V-5)=p,p,
Esto resolveria la no unicidad anterior implicando que

(21> = (p1¥’2)(¥’3p4) = (P1P3)(P2p4)

Este proceso lo podremos aplicar a ;, un subanillo muy especial de L llamado el
anillo de enteros del que veremos sus propiedades en esta seccion.



CALCULO EXPLICITO DE ELEMENTOS DE
FROBENIUS EN GRUPOS DE GALOIS

1.1 Conceptos Previos

En esta seccion nos basaremos principalmente en resultados que aparecen en los libros
Algebraic number theory-Neukirck[4], Introductory algebraic number theory-Alaca y
Williams[1] y Algebraic number theory-Mollin[3], y planteamos los pilares sobre los
que vamos a desarrollar nuestra teoria.

Dominios Noetherianos

Lo primero que necesitamos es algun tipo de factorizacion de los elementos que po-
dremos encontrarnos en nuestro trabajo, puede que esta no sea Unica en un principio.
El concepto de un Dominio Noetheriano nos permitira encontrar una manera debido
a la condicion de la cadena ascendente.

| Definicion 1.1.1.1.  Una secuencia de ideales {1}, en un dominio de integridad
se dice que es una cadena ascendente si

Ilglzg...glng...

Y se dice que dicha cadena es estacionaria si 3n, € N tal que I, = I, VN > n,.

| Definicién 1.1.1.2 (Dominio Noetheriano). Sea un dominio de integridad D. Si
toda cadena de ideales en D es estacionaria se dice que cumple la condicion de cadena
ascendente y, en este caso, D es un dominio Noetheriano.

Ejemplo 1.1.1.3.  F[x,, X,, ...] no es Noetheriano. Encontramos la cadena de ideales
(x;) € (xy,x,) C --- que no es estacionaria.

Proposicion 1.1.1.4.  Sea D un dominio de integridad. Entonces D es Noetheriano si
y sélo si todo ideal de D es finitamente generado.

Demostracion.  La prueba puede encontrarse en [1, Pagina 55] |

Corolario1.1.1.5.  Sea D un dominio de ideales principales. Entonces D es un dominio
Noetheriano.

| Definicion 1.1.1.6.  Sea D un dominio de integridad. Se dice que D cumple la con-
dicion maximal si todo conjunto S de ideales no vacio de D contiene un ideal I tal que
siJ esunideal de S con I C J entoncesI = J.

Proposicion 1.1.1.7.  Sea D un dominio de integridad. Entonces D es Noetheriano si
y s6lo si D satisface la condiciéon maximal.
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§ 1. INTRODUCCION

Demostracion.  Supongamos que D es Noetheriano y no satisface la condiciéon maxi-
mal. Entonces existe .S conjunto no vacio de ideales de D tal que VI € § 3J € S tal
que I ¢ J. Esto nos permite construir por induccién una cadena ascendente infinita
de ideales de .S, que contradice que D sea Noetheriano.

Sea ahora un dominio de integridad D que satisface la condicién maximal. Sea
I,CLC..

una cadena ascendente de ideales de D, llamamos .S = {I,|n € N}. Por satisfacer D
la condiciéon maximal 31,, € S tal que I,, = I, Vm < k, y por lo tanto la cadena es
estacionaria. |

Vista esta propiedad nos podemos aventurar a decir que si D es un dominio Noethe-
riano entonces su anillo de polinomos, D[x], también lo es. Este es el llamado Teore-
ma de la Base de Hilbert cuya prueba se basa en la construcciéon de un conjunto de
polinomios de grado creciente y comprobar que este cumple la condicion maximal
observando sus coeficientes lideres en D que ya es un dominio Noetheriano.

Este resultado nos proporciona la herencia de la propiedad y veremos su utilidad a la
hora de realizar extensiones de cuerpo.

| Definiciéon 1.1.1.8 (Dominio de Factorizacion). Sea D un dominio de integridad.
Entonces D se dice que es un dominio de factorizacion si todo elemento de D que no sea
cero o unidad puede expresarse como producto finito de elementos irreducibles de D.

Proposicion 1.1.1.9.  Si D es Noetheriano entonces D es dominio de factorizacion.

Demostracion. Sea D un dominio Noetheriano, supongamos que D no es un dominio
de factorizacion. Entonces 3a € D que no es cero ni unidad y no es producto finito
de elementos irreducibles de D. Llamemos A al conjunto de todos estos elementos, A
es no vacio y sea S = {(a)|a € A}.

Evidentemente, .S es un conjunto no vacio de ideales principales de D. Al ser D
Noetheriano, por la condicién maximal existe un elemento (b) maximal en S. Co-
mo (b) € S, b € A no es cero, ni unidad ni producto finito de irreducibles. Por
consiguiente b no es irreducible, es decir, podemos escribir b = c¢d donde ¢ y d no son
cero ni unidades de D. Asi tenemos que (b) = (cd) C (c), como d no es unidad, by ¢
no son asociados, por lo tanto (b) # (c). Analogamente (b) C (d). Tenemos pues que
(c),(d) & S,y eso implica que son producto finito de irreducibles, contradiciendo
que b no lo es. |
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CALCULO EXPLICITO DE ELEMENTOS DE
FROBENIUS EN GRUPOS DE GALOIS

Ejemplo1.1.1.10.  Z[x] es dominio de factorizacién, de hecho por induccién se ve que
Z[x,, Xy, ...,x,] es dominio de factorizacion.

Corolario 1.1.1.11.  Sea D un dominio de ideales principales. Entonces D es un domi-
nio de factorizacion.

| Definicién 1.1.1.12 (Dominio de Factorizacion Unica). Sea D un dominio de
factorizacion. Si todo elemento de D que no sea cero o unidad tiene una tinica factoriza-
cion como producto de elementos irreducibles de D entonces D es dominio de factoriza-
cion tunica.

Proposicion1.1.1.13.  Sea D un dominio de ideales principales. Entonces D es dominio
de factorizacion unica.

Demostracion. Supongamos que D es dominio de ideales principales y por lo tanto
dominio de factorizacién, pero no es dominio de factorizacion unica. Entonces exis-
tiria un elemento d € D que tiene dos factorizaciones distintas. El conjunto de los
ideales generados por estos elementos tiene un elemento maximal (a), por lo tanto

k i .
a= ubll v b = pett ... oI
n 1 m

donde u, v son unidades, b,, ¢, son elementos irreducibles distintos dos a dos en cada
factorizacion y k;, j, > 0.

Ya que D es dominio de ideales principales, todo irreducible es primo, por lo que b,
ha de dividir unicamente a un c,, supongamos c,. Obtenemos que b, = wc,, siendo w
una unidad. El resultado es analogo para c,, de ahi k; = j,. Por inducciéon llegamos a
que n =m, b, = w;c; con w; una unidadde Dy k;, = j, V1 <i < n. |

Ejemplo 1.1.1.14.  Z[i] es dominio Euclideo, que es dominio de ideales principales y
por lo tanto dominio de factorizacion unica.

Ejemplo1.1.1.15.  Sea [F un cuerpo, F[x] es un dominio Euclideo, es decir, es dominio
de factorizacion tnica.

Ejemplo 1.1.1.16.  Z[x] es dominio de factorizacion tinica, de aqui se sigue que
Z[x,, X5, ..., x,] también lo es, ya que el anillo de polinomios de un dominio de fac-
torizacion unica también lo es.

Como podemos observar muchos de los dominios que estan basados en el anillo Z
comparten sus propiedades, pero no todos. Nos interesa saber cuando ocurre para
darle un buen empleo a nuestros dos peniques, es decir, como llegar a generalizar las
propiedades de Z, no s6lo a sus extensiones, si no a otros anillos también.
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§ 1. INTRODUCCION

Un primer paso son los dominios de ideales principales que hemos estado viendo
previamente. Resulta sencillo relacionar la divisibilidad de sus elementos con la de
sus ideales y es lo que vamos a buscar en este primer capitulo, aunque sigue siendo
un concepto muy rigido que tendremos que ir relajando para nuestro objetivo.

| Definicion 1.1.1.17 (M6édulo Noetheriano).  Sea A un anillo con unidad. Un A—médulo
M se dice Noetheriano si toda cadena ascendente de submodulos de M es estacionaria.

Proposicion 1.1.1.18.  Sea A un anillo con unidad. Sea M un A—méddulo y N un sub-
moddulo de M. Entonces M es Noetehriano si y s6lo si N y M /N son Noetherianos.

Demostracion.  La prueba puede encontrarse en [1, Pagina 67] |

Proposicion 1.1.1.19.  Si A es Noetheriano, cualquier A—modulo finitamente genera-
do es un moédulo Noetheriano.

Demostracion.  Sea M un A—modulo finitamente generado.
Entonces dm,, ..., m, € M tales que

M = Am  + Am, + -+ + Am,,

donde cada Am; es un A—moédulo. Sean N; = {a € Alam; = 0}, son submédulos de
A. Dado que los submoddulos de A son sus ideales y es Noetheriano, A es un moédulo
Noetheriano. por la proposicion 1.1.1.18 A/ N, es Noetheriano, ademas A/ N, ~ Am;.
En particular Am, es un médulo Noetheriano.

Definimos M, para 1 < k < nal A—moédulo
M, =Am + -+ Am,.

y supongamos que M, ..., M, _, son médulos Noetherianos. Puesto que Am, es Noet-
heriano, el cociente Am, /(Am, N M,_,) también lo es. En consecuencia

M, /M, =M, +Am)/M,_| =~ Am; [(Am "M, )

es Noetheriano y de nuevo por la proposicion 1.1.1.18 vemos que M, es Noetheriano,
concretamente M = M, es un moédulo Noetheriano. |

Corolario 1.1.1.20. Sean Dy E dominios de integridad tales que D C E. Si D Noet-
heriano y E es un D—moddulo finitamente generado entonces E es un dominio Noet-
heriano.

Demostracion. Sea I, C I, C ... una cadena ascendente de ideales de E. Por la pro-
posicion 1.1.1.19, como D es Noetheriano y E es un D—modulo finitamente generado,
E es un D—modulo Noetheriano. Cada ideal I, es un D—submoédulo de E, por lo que
la cadena es estacionaria y por tanto E es domino Noetheriano. |
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CALCULO EXPLICITO DE ELEMENTOS DE
FROBENIUS EN GRUPOS DE GALOIS

Integralidad

A continuacion queremos aprender la manera en la que se comportan ciertos elemen-
tos de nuestro anillo, como hemos visto somos capaces de factorizar en muchos casos,
pero queremos construir un subanillo dentro de la extensién finita L/K sobre la que
trabajaremos en el que encontramos una condicién necesaria para la unicidad, aqui
es donde entran en juego los anillos integramente cerrados.

| Definicién 1.1.2.1 (Elemento Integro). Sean A y B dominios de integridad con
A C B. Un elemento b € B se dice integro sobre A si es el cero de un polinomio moénico
de grado n > 1 con coeficientes en A.

El anillo B se dice integro sobre A si todo elemento b € B es entero sobre A.

| Definicion 1.1.2.2 (Elementos Algebraicos). Sean A y B dominios de integridad
tales que A C B. Si A es cuerpo y b € B es integro sobre A entonces se dice que b es
algebraico sobre A.

Proposicion 1.1.2.3. Sean A C B C C una torre de dominios de integridad. Si c € C
es integro sobre A entonces ¢ € C es integro sobre B.

Proposicion 1.1.2.4.  Sean A 'y B dominios de integridad con A C B. Sea b € B.
Entonces son equivalentes:

1. b es integro sobre A

2. El subanillo A[b] es un A—mobdulo finitamente generado
Demostracion. Sea b € B un elemento integro sobre A y un polinomio moénico
f(x) € A[x] de grado n > 1 tal que f(b) = 0. Sea g(x) € A[x] entonces g(x) =
f(x)g(x) + r(x) donde g(x), r(x) € A[x] y deg(r(x)) < n.

Tenemos que g(b) = r(b) = a, + a;b+ - + a, b"!, en consecuencia A[b] es un
A—-moédulo generado por 1,5, ..., """

Si partimos ahora de ser A[b] un A—modulo finitamente generado y w;, ..., w, un

sistema de generadores. Entonces para cualquier elemento ¢ € A[b]

wie =wa; + -+ W,a 1<i<n, a;€A

n-in?
ap—=c aj; aj, w
(a))—Tayw=| a; eoa;—co e a,, w,|=0
a, a,; a,, —cjJ\w,
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§ 1. INTRODUCCION

Esto implica que det((a;;) — Ic) = 0, lo que nos da un polinomio ménico de grado
n > 1 que se anula para ¢, por lo tanto es un elemento integro. haciendo los ajustes
necesarios se ve que b es integro sobre A. |

Corolario 1.1.2.5.  Sean Ay B dominios de integridadcon A C B.Sean b,, ..., b, € B.
Entonces son equivalentes:

1. b,,...,b, son integros sobre A
2. A[by,...,b,] esun A—moédulo finitamente generado

Proposicion 1.1.2.6. Sean A C B C C una torre de dominios de integridad. Si B es
integro sobre A y ¢ € C es integro sobre B entonces ¢ € C es integro sobre A.

Demostracion. Dado ¢ € C integro sobre B, existen by, ..., b, € B tales que
¢"+b,c" "+ +byc+b =0

De este modo probamos que c es integro en A[b,, ..., b,], que es un A—moédulo fini-
tamente generado, por lo tanto A[b,, ..., b,l[c] = A[b,, ..., b,,c] es A—mobdulo fini-
tamente generado, que por el corolario 1.1.2.5 implica que ¢ es integro sobre A. |

| Definicién 1.1.2.7 (Clausura Integra). Sean A y B dominios de integridad con
A C B. Entonces el conjunto de todos los elementos de B que son integros sobre A se

—B
llama la clausura integra de A en B y se denota A .

Si la clausura integra de A resulta ser él mismo en B se dice que es integramente cerrado
sobre B. En el caso en el que B = Q(A) se dice sencillamente que A es integramente
cerrado.

Observacion 1.1.2.8.  La clausura integra de A en B es un dominio de integridad con-
tenido en B y que contiene a A.

| Definicién 1.1.2.9 (Anillo de Enteros). Sea K un cuerpo de niimeros algebraicos
sobre Q. El anillo de enteros de K, denotado O, es la clausura integra de Z en K.

Estas dos definiciones seran la base sobre la que vamos a trabajar. Los elementos de un
anillo de enteros son un primer acercamiento a la idea de factorizacién mas genérica
que queremos desarrollar. Veremos que ser integramente cerrado es una condiciéon
necesaria para la factorizacion tunica de elementos.

Proposicion 1.1.2.10.  Sea D un dominio de factorizacion unicay K = Q(D) su cuerpo
de fracciones. Entonces k € K es integro sobre D siy solo si k € D.

Pagina 9



CALCULO EXPLICITO DE ELEMENTOS DE
FROBENIUS EN GRUPOS DE GALOIS

Demostracion. Si k € D no es necesario probar nada ya que todos los elementos de
D son integros sobre él.

Si k € K\ D y suponemos que es integro sobre D entonces satisface la ecuacion
x"+a, X" '+ 4+ax+a,=0

Donde a; € A, 0 <i < n—1.Como k € K podemos expresarlo como k = r/s con
r.s € A, s #0yged(r,s) =1, asi llegamos a

" ta, s+ rars" 45" =0

Si s no es una unidad en D entonces es divisible por algiin primo p. Segun la ecuaciéon
anterior r también seria divisible por p. Esto contradice que gcd(r,s) = 1y por lo
tanto k = rs~' € D. |

Corolario 1.1.2.11.  La clausura integra de D un dominio de factorizacién unica sobre
—K
K, su cuerpo de fracciones, es D = D y por consiguiente es integramente cerrado.

Corolario 1.1.2.12.  Sea D un dominio de factorizacién unica. Entonces D es integra-
mente cerrado.

Ejemplo 1.1.2.13. Z[\/——3] no es integramente cerrado. Su cuerpo de fracciones es
@(\/—_3), si tomamos a = # esta claro que a € @(\/—_3) ya & Z[\/——S], sin
embargo se tiene que > — a + 1 = 0, por lo tanto es integro sobre Z[\/—_3]. Por
el contrareciproco del corolario 1.1.2.12 obtenemos que Z[\/——3] no es dominio de
factorizacion Unica, esto se veenque 4 =2 -2 = (1 + \/—_3)(1 — \/—_3) siendo todos
irreducibles.

Traza y Norma

Ahora nos disponemos a definir dos conceptos que nos van a ayudar a identificar de
una forma mucho mas sencilla los elementos integros y su reducibilidad vistos en una
extension finita de cuerpos L /K. La traza nos sera de especial utilidad en el siguiente
capitulo, ya que nos va a definir la clase del elemento X en dicha extension en el lema
2.2.2.1 de la seccion 2.2.

| Definiciéon 1.1.3.1.  Sea L/K una extension de cuerpos finita, la traza y la norma
de un elemento x € L se definen respectivamente como la traza y el determinante del
endomorfismo del K—espacio vectorial L:

Tx :L—> L, Tx(a) = Xxa,
Trp k(x) = Te(T)), Ny k(x) = det(T)).

Pagina 10



§ 1. INTRODUCCION

Observacion 1.1.3.2.  En el polinomio caracteristico de T,
f@)=dett-1-T)=1t"—a;t" '+ +(-1)'a, €K[t], n=[L: K]
podemos reconocer la traza y la norma como

ay=Tr x(x) vy a,=Np ).

Ademas se tieneque T, =T, + T,y T,, =T, 0T,

+y
Proposicion 1.1.3.3.  Sea L/K una extension de cuerpos. Si L/K es una extension
separable, x € Ly o : L — K varia por las diferentes K —inmersiones de L en la

—L
clausura algebraica K entonces tenemos

L. f.0)=]]¢—-0x)

o

2. Tryx(x) = Y ox

3. Npx(x)=]]ox

Demostracion. Sea K(x)/K una de las extensiones algebraicas, vamos a ver que el
polinomio caracteristico es una potencia del polinomio minimo de x

p.)=t"+ct" '+ tc,, m=[K(x): K]

m?°

Como hemos visto en la proposicién 1.1.2.4, 1, x, ... x"! es una base de K(x)/K y
&, ...,a;loesde L/K(x),donde d =[L : K(x)]. Entonces

m—1 m—1

A X, . X" Ay, XX, L 0y X

es base de L/K. La matriz de la transformacion lineal 7, : y — xy con respecto a
esta base tiene Unicamente bloques en la diagonal de la forma

Es facil comprobar que el polinomio caracteristico de cada bloque es p, (), luego, el
polinomio caracteristico de T es f,(f) = p,(1)°.
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—L
El conjunto Homg (L, K ) de K—inmersiones de L est4 particionado por la relacion
de equivalenca ¢ ~ 7 < ox = 7x en m clases de equivalencia de d elementos cada
una. Si o,,...,0, sonrepresentantes, entonces

pty =[]t -0
i=1

Y por lo tanto

m

fo=Tle-ox =[] -0x=]]¢-0ox
i=1

i=1 o~o0; c

Con esto concluye la prueba del primer punto, y por la observacion 1.1.3.2 se sigue el
resto. |

Corolario 1.1.3.4. En una torre de de extensiones separables K C M C L se tiene
que

TraxoTrm = Trr ks NagyoNp =Nk

Demostracion.  La prueba puede encontrarse en [4, Pagina 10] |

Las funciones Traza y Norma evaluadas en elemento integros pertenecen a la clausura
integra base en una extension, esto se puede ver facilmente en la observaciéon 1.1.3.2

Con un simple chasquido, comprobar si elementos de la extensiéon son integros o no
con unas simples ecuaciones se convierte en un juego.

| Definicion 1.1.3.5. Sea una base a,, ..., a, de una extension separable L/K. El
disciminante de dicha base se define como

d(ay, ..., a,) = det((c,a;)),

—L
donde o, : L — K wvaria por las diferentes K—inmersiones de L en la clausura alge-
—L
braica K .
Observacion 1.1.3.6.  Sea la matriz A = (0;a;),;, por la relacion dada en 1.1.3.3(2.)
Trp x(oe;) = Z(akai)(akaj) = (O',-(Xj);j(diaj)ij = A'A.
K

Lo cual hace que
d(ay, ..., a,) = det (Tr, (a,a))) .
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En el caso concreto de una base del tipo 1,0, ..., 0""! se tiene que
dL.e,....00 ) =[J@. -6y 6,=0.
i<j
Proposicion 1.1.3.7.  Sea L /K una extension separable y «, ... , @, una base, entonces

d(ay, ..., @,) # 0y la aplicacion bilineal del K—espacio vectorial L (x, y) = Tr x(xy)
no es degenerada.

Demostracion.  Sea 6 un elemento primitivo para L/K, es decir, L = K(6). Entonces
1,0,...,0" " es una base con la que la forma (x, y) viene dada por la matriz M =
Tr;,x(6""'¢’~") no es degenerada porque para cada 6, = ¢,0

det(M) =d(1,0,...,0"") = [ ]6,-9)* #0
i<j
Siay,...,a, es otra base de L/K, entonces la forma bilineal (x, y) vendra dada por
M =Tr; g(a;a;) que por lo anterior se sigue que d(y, ..., a,) = det(M) # 0. |

Corolario 1.1.3.8.  Sea A un dominio de integridad con cuerpo de fracciones K, L /K

una extension separable y B la clausura integrade Aen L/K. Sea «,, ..., @, una base
de L/K que esta contenida en B de discriminante d = d(«ay, ..., a,). Entonces se tiene
que

dB C Aa; + -+ + A«,

Ejemplo 1.1.3.9. Consideremos m € Z libre de cuadrados distinto de 0 y 1, y la ex-
a+bym
tension Q(ﬁ). Sea a = —\/_ un elemento integro con a,b,c € Z tales que

c
gcd(a,c) = ged(b,c) =1yc#0,1,-1.
Tl’@(\/a)/@(a) = a+bc\/ﬁ + —a_b\/z = 2a e”? = c= 2

c c
a+b\/z a—b\/ﬁ 2_p2 _
N@(\/;)/@(a) = > : > =2 1 e > a’> = >’mmod 4

Distinguiremos los casos en los que m = 1,2,3 mod 4.

-

a 01123 o
2 loj1]0]1 m=1mod4 L > ” es integro si a y b tienen
P2 |0][1]0]1]|=3 la misma paridad
2
267 10]2]0]2 m = 2,3 mod4 {a + by/m es integro
3 |0[3(03 |

Py dan, ) = m

2
Sim=2,3mod4, {1,/m} es base de de O, = Z[\/mly d(1, \/m) = 4m.

Entonces, si m = 1 mod 4, {1, #} es base de (DQ(\/;) =7
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1.2 Teoria de Ramificacion

Aqui desarrollaremos las secciones 3, 8 y 9 del capitulo 1 del libro Algebraic number
theory-Neukirck[4], en la que veremos la factorizacion de ideales en cuerpos que yacen
sobre ellos y otros resultados interesantes como nuestro viejo amigo el Teorema Chino
del Resto.

Dominios de Dedekind

Consideremos un cuerpo de numeros algebraicos K sobre un dominio Noetheriano,
y en €l su anillo de enteros O,. Nuestro objetivo es generalizar la factorizacion que
existe en Z C Q para elementos que no son unidades, o en cualquier dominio de idea-
les principales, ya que aqui podemos observar indistintamente ideales y elementos.
Tal y como hemos visto en el primer ejemplo no siempre es posible, pero si en lugar de
en sus elementos nos fijamos en sus ideales es cuando todo empieza a cobrar sentido.

| Definicién 1.2.1.1 (Dominio de Dedekind). Un dominio de Dedekind es un do-
minio de integridad que satisface la siguientes propiedades:

1. Todo ideal es finitamente generado.
2. Todo ideal primo no trivial es maximal.
3. Es integramente cerrado en su cuerpo de fracciones.

Lema1.2.1.2. Sea K un cuerpo, y @ un elemento integro sobre K. La extension finita
K(a) D K de grado n, formada al afiadir el elemento a, es cuerpo.

Demostracion.  Sea a un elemento integro sobre K entonces existe un polinomio mo-
nico f(x) € K[x] de grado n > 1 tal que f(a) = 0. Tomemos f de grado minimo
y supongamos que es reducible. En este caso existen g(x), i(x) € K[x] no unidades
tales que f(x) = g(x)h(x). Esto implica que f(a) = g(a@)h(a) = 0y por tanto g(a) =0
o h(a) = 0, pero no es posible ya que f(x) es de grado minimo, es decir, g(x) o h(x)
es una unidad. De aqui f(x) es irreducible y (f(x)) es maximal en K[x], por ende
K[X]/{f) = K(a) es cuerpo. |

Proposicion 1.2.1.3.  Tomemos el dominio Z, y sea K un cuerpo de nimeros algebrai-
cos sobre Z. Si O el anillo de enteros de K entonces O es un dominio de Dedekind.
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Demostracion.  Por la propia definicion de anillo de enteros Oy es integramente ce-
rrado y también es un Z—modulo finitamente generado por el corolariol.1.2.5. Apli-
cando el corolario 1.1.1.20 a lo anterior vemos que Oy es Noetheriano. Tomemos un
ideal primo p € O, p # 0, y consideremos (p) = p N Z que es un ideal primo en Z.
Sea x € p, x # 0, se tiene el polinomio

x"+a, x" '+ 4+xa,+a,=0,q,€D1<i<n—1,a,€pNZ, a,#0.

Con esto se prueba que (p) # 0. Entonces el dominio de integridad o= Ok/p se
levanta desde Z /(p) ~ % anadiendo elementos algebraicos. Por el lema 1.2.1.2 O/

p es un cuerpo, y de aqui p es ideal maximal. |

Podemos considerar los dominios de Dedekind como una generalizaciéon de Z en
cuanto al trato con sus ideales. Sean I y J ideales de un dominio de Dedekind se
tiene que

1. La divisibilidad, I | J, esta definida por la contencion J C I

2. El mayor comuan divisorde I y J eslasumal +J ={a+b|ac€l,be J}
3. Elmenor comun multiplo de I y J esla multiplicacion IJ = {z ab,|a,€l,b,el }

Observacion 1.2.1.4.  Dados dos ideales, I y J, decimos que son relativamente primos

siged(Z,J) = (1) = O

Proposicion 1.2.1.5. En un dominio Noetheriano todo ideal no trivial contiene un
producto de ideales primos.

Demostracion.  Sea D un dominio Noetheriano que contiene al menos un ideal no
trivial que no contiene un producto de ideales primos. LLamemos .S al conjunto de
estos ideales, .S # @, como D es Noetheriano cumple la condicién maximal, es decir,
311 € S maximal con respecto a dicha propiedad.

Puesto que I no es primo Ja,,a, ¢ I tales que aja, € I.Sean J, = (a;) + 1y
J, = (a,) + 1, se tiene que I C J,,J, por lo que no estan en . Esto significa que
ambos contienen un producto de ideales primos. Ahora bien

Jh=Uap)+D{ay+I1)C1

y por lo tanto existe un producto de ideales primo contenido en I, lo que contradice
que I € S. |
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Lema1.2.1.6. Sea O un dominio de Dedekind, y p C O es un ideal primo. Defina-
mos
p = {x € K|xp C O).

Entonces, VI C O ideal no trivial, se tiene que

Iy = {Zaixilaiel, xiep_l} #1

i

Demostracion.  Sea a € p no nulo, y p,p, - p, C (a) C p, con r tan pequefio como
sea posible. Entonces, por ser p ideal primo, uno de los p,, digamos p,, esta contenido
en p, por lo que p, = p ya que ambos son maximales.

Como p, -+ p, € (a),3b € p, -+ p, tal que b & aOy, es decir,a™'b & O. Por otro lado
tenemos que bp C aOy, lo que es los mismo que a~'bp C O, de aqui a~'b € p~'. Se
sigue que p~! # O.

Sea ahora I # O un ideal de O y a,, ..., a, un sistema de generadores. Supongamos
que I'p~! = I, entonces para cualquier x € p~!

xai=2cijaj, ¢;; €0k, 1<ij<n

J
Siguiendo el ritmo de la de la proposicion 1.1.2.4 obtendiamos un polinomio en O [x]
dado por el determinante de una matriz, lo cual diria que x € Q. De aqui p~! = O,
una contradiccién con lo anterior. |

| Teorema 1.2.1.7 (Factorizaciéon Ideales). Todo ideal I C Oy distinto de (0) y (1)
admite una factorizacion I = p, -+ p, en ideales primos p, de Oy que es tinica salvo por
el orden de los factores.

Demostracion (Existencia). Sea S el conjunto de todos los ideales distintos de (0) y
(1) que no admiten descomposicién en ideales primos. Si .S no es vacio, por el mismo
razonamiento que en la proposicion 1.2.1.5 debe existir un elemento maximal  en S
Este esta contenido en un ideal maximal p, asi que

ICIp'cpplco,

Por el lema 1.2.1.6 se tiene que I € Ip~'y p C pp~' C O. Al set p ideal maximal
sigue que pp~! = O. En vista a la maximalidad de I en S, I # py Ip~! # O.
Entonces el ideal Ip~! admite una descomposicion en ideales primos Ip~' = p, -+ p,,
y también lo hace I = Ip~'p = p, --- p.p, en contradiccion ya que I € S. |
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Demostracion (Unicidad). Sea I un ideal tal que tiene dos factorizaciones distintas
en ideales primos

I'=pp,p,=0q4qq,
Entonces p, divide algun factor q;, digamos q,, y siendo maximales p, = q,. Multipli-
camos por pl‘l y obtenemos
Pro P =04y 4

Continuando este proceso llegamosaque r = sy que p, = q,V1 <i <r. |

Observacion 1.2.1.8.  Agrupando las ocurrencias de algunos ideales primos obtene-
mos la descomposicion I = plljl e py, v, > 0.

A continuacién nos reencontramos con un viejo amigo. Dado un producto I = I, --- I,
de ideales relativamente primos podemos obtener un analogo al Teorema chino del

Resto que ya conocemos para comprobar si un elemento pertenece ono a I.

| Teorema 1.2.1.9 (Teorema Chino del Resto). Sean 1,,...,1, ideales en un do-

minio de Dedekind O tales que I, + I, = O para todo i # j. Entonces, si I = (] I, se
i=1
tiene

O/I = é@/[,.
i=1

Demostracion. El homomorfismo candnico

o - é@/li, a— éamod[i
i=1 i=1

tiene kernel I = (1], lo que nos da inyectividad, luego nos basta probar la sobreyec-

i=1
tividad. Sean x,mod I, € /I, dados para 1 < i < n. Si n = 2 podemos escribir

i —_

1l =a,+a,, a; € I, y tomando x = x,a, + x,a, tenemos que x = x,mod I,,i = 1,2.
Sin > 2, podemos encontrar elementos y,, y,, ..., y, tales que

y;=1lmodI, y, =0mod ﬂlj.
JFi

Tomando x = x,y, + x,y, + - + X, ¥, nos encontramos con que x = x, mod I,
1 <i < n. De aqui sacamos la sobreyectividad. |
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| Definicién 1.2.1.10 (Ideal Fraccionario). Sea D un dominio de integridad con
cuerpo de fracciones K. Un subconjunto I no vacio de K se llama D—ideal fraccionario
si satisface las siguientes propiedades:

1. Sia,be I, entoncesa+bel
2. Siael yd € D, entoncesad € 1

3. Existey € D tal queyl C D

Ejemplo 1.2.1.11.  Sea D = Z y K = Q entonces los Z-ideales fraccionarios son
I, ={qZ]q € Q"}. De hecho forman un grupo multiplicativo con Z como unidad.

Proposicion 1.2.1.12.  Sea K un cuerpo de numeros, los Oy —ideales fraccionarios de
K forman un grupo abeliano. La identidad es Oy y el inverso de un ideal I es

I"'={x€eK|xI CO}.

Demostracion.  Facilmente se tiene la asociatividad y la conmutatividad, y ademas
10y = I.Sea p un ideal primo, el lema 1.2.1.6 nos dice que p C pp~! y por tanto
pp~! = Ok porque p es maximal. Del mismo modo, si I = p, - p, es un ideal en
Ok, J = pl‘l -+ p-! es un inverso. IJ = Oy implica que J C I~'. Por otro lado, si
xI C O, entonces xIJ C J,asix € J, yaque IJ = O. Por lo tanto tenemos
que J = I~ Finalmente, si I es un O —ideal fraccionario arbitrario y a € O, no
nulo, es tal que al C Oy, entonces (al)™' = a='I7! es el inverso de al, asi que
I7'1 = 0Oy. |

Extensiones de Dominios de Dedekind

Supongamos que partimos desde un dominio de Dedekind y realizamos un extension
finita de su cuerpo de fracciones. Nos preguntamos si, evidentemente, todo lo que
acabamos de ver sigue funcionando. La respuesta es que si, aunque tendremos que
ser algo selectivos en cuanto a los ideales que consideramos para aplicar nuestros
conocimientos.

Veremos que tan solo una cantidad finita de ideales son los conflictivos, con esta subita
suerte deberiamos preguntarnos cuantas manos hemos estrechado hoy.

Proposicion 1.2.2.1.  Sea © un dominio de Dedekind con cuerpo de fracciones K, sea
L/K una extension separable K y O la clausura integra de o0 en L. Entonces O es de
nuevo dominio de Dedekind.
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Demostracion.  Puesto que O la clausura integra de o es integramente cerrado. Sea 3
un ideal primo de O, p = P N o es ideal primo de © no nulo. De aqui, el dominio de
integridad O /*P es una extension del cuerpo o/p, por lo tanto también es cuerpo por
el lema 1.2.1.2, por ende P es ideal maximal. Nos queda probar que © es Noetheriano.
Seaa,...,a,unabase de L/K contenida en O de discriminanted = d(a,,...,a,) #0
por la proposicién 1.1.3.7 y por el corolario 1.1.3.8 obtenemos que O esta contenido en
el o—modulo Aa,/d+---+ Aa, /d finitamente generado. Tenemos que o es un dominio
Noetheriano y que @ 2 0 es un v—mddulo finitamente generado, por lo tanto, por el
corolariol.1.1.20, @ es Noetheriano. |

Trasladando lo visto para dominios de Dedekind, si tomamos un ideal primo p en el
anillo o se descompone en (@ de manera Unica en un producto de ideales primos

poO = sﬁpil spfr_
Siendo estos ideales 3, los que yacen sobre p en el sentido en que p =P no.

| Definicién 1.2.2.2 (Indice de Ramificaciéon y Grado de Inercia). Sea p un ideal
primo de o y B un ideal primo de O que aparece en la descomposicion de p. Llamamos
indice de ramificacion de B3 al exponente e con el que aparece en la descomposicion de p
y el grado de la extension f = [O/P : o/p] se llama grado de inercia de *B sobre p.

Proposicion 1.2.2.3.  Sea L /K una extension separable de grado n y la descomposicion
y0O = ’Bil .-+ $B:" del ideal primo p en O. Entonces se tiene la identidad fundamental

r

Zeifi =n.

i=i

Demostracion. La prueba se basa en el Teorema Chino del Resto
0/p0 = P o/PB;.
i=1

Teniendo en cuenta que O/pOQy O/P; son espacios vectoriales sobre el cuerpo k =
o/ p nos basta comprobar que

dim,,(O/pO)=n y dim,,(O/P]) = ef,

Sean b, ..., b, € O representantes de una base El Y e Zm de O/pO sobre k, nos basta
con probar que b, ..., b, es una base de L/K. Supongamos que b, ..., b, son lineal-
mente dependientes sobre K, y por tanto también sobre o. Entonces existen elementos
ai,...,a, € ono todos nulos tales que

ab, +--a,b, =0.

m
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Consideremos el ideal J = (a, ..., a,) de oy un elementoa € J~! tal que a & J~'p,
asiaJ ¢ p.Entonces los elementos aay, ..., aa,, estan en o pero no todos en p llegando
a la congruencia

aab, + --- +aa,b, = 0mod p

que resulta en la dependencia lineal de b, ..., Zm en k, que es una contradicciéon. Por
lo que b,, ..., b, son linealmente independientes sobre K.

Para ver que los b; forman una base de L/K consideramos los o—moédulos M =
ob,+ - +0b,, y N =0/M.Dado que O = M + pO, tenemos que N = pN, y como
L/K es separable, O y N son o—modulos finitamente generados. Si ¢, ..., c, es un
sistema de generadores de N, entonces

N
¢ = Zaijcj, a; €Pp.
j=1

Sea A lamatriz (a;;—1I),y sea Blamatrizadjunta de A. Entonces se daque A(c, ..., c,)
Oy BA =dI, donde d = det(A). Por consiguiente

0 = BA(cy,...,c,) = (dcy, ..., dc,),

Y por tanto d N = 0, es decir, dO C M = ob, + --- + 0b,,. Nos encontramos con que
d = (—1)’mod p ya que g,;; € p. Se sigue que L = dL = Kb, + --- + kb, y de aqui,
b,,...,b, esunabasede L/K.

Para probar la segunda identidad, consideremos la cadena descendiente de k—espacios
vectoriales

O/PB; 2P/ Pi 2 2P /B 2(0)

Los cocientes sucesivos tomados como B!/ ‘Bl’.’“ en esta cadena son todos isomorfos
v v+1 :
a O%B;, ya que para b € B'\*P,"" podemos definir el homomorfismo

O - PY/Pt, a— ab,

con kernel %3;. Este es sobreyectivo ya que B! es el maximo comun divisor entre DU
y (b) = bO por tanto Py = bO + ’B;’“. Al ser f, = [O/B, : k], obtenemos que
dim, (P /P*") = f; y de aqui

e;—1
dim,(O/P;) = ) dim, (P’/PB*) = e, £.. |
v=0
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| Definicién 1.2.2.4 (Conductor). Sea L/K una extensién separable, & € O un
elemento primitivo tal que L = K (). Definimos el conductor § del anillo o[0] como el
mayor ideal de O contenido en 0[]

F={a€e O] a0 C 0[0]}.

En este caso podremos ver, salvo para una cantidad finita de ideales que no son rela-
tivamente primos con el conductor, la descomposiciéon de un ideal primo p dentro de
O, y resultados muy interesantes que derivan de esta.

Proposicion 1.2.2.5.  Sea p un ideal primo en o que es relativamente primo al conduc-
tor § de 0[0] y sea p(x) = p,(x)°' --- p,(x)* la factorizacién de p(x) = p(x) mod p, el
polinomio minimo de 6 en irreducibles p,(x) = p,(x) mod p sobre el cuerpo o/p con
todos los p;(x) € o[x] moénicos. Entonces

mlzp(g-i_pl(e)@’ ISlSr’

son distintos ideales primos de O sobre p. El grado de inercia f; de 3, es el grado de
p;(x) y se tiene que

— ! e,
@p = SBI S,Br .
Demostracion.  Sea @' = o[6] y © = o/p, tenemos los siguientes isomorfismos

O/pO = O [p0' = 5[x]/(F(x).

El primero surge del homomorfismo @ — O/p0, que es sobreyectivo, ya que pO +
§ = Oy deaqui pO + O’ = O, y tiene kernel pON O’ = pO alser p+ (FNo) =o.

El segundo se deduce del homomorfismo sobreyectivo © — o[x]/{(p(x)), cuyo kernel
es el ideal generado por pO y (p(x)). Puesto que O’ = 0[0] = o[x]/(p(x)), se tiene
que O'/pO" = o[x]/(p(x)).

r

Como p(x) = [] p;(x)%, el Teorema Chino del Resto nos da el isomorfismo
i=1

r

olx1/(p(x)) = @ olx1/ ()"

i=1

Esto muestra que los ideales primos del anillo R = o[x]/(p(x)) son los ideales prin-
cipales (p,) generados por p,(x) mod p(x) para 1 < i < r, que el grado de extension

[R/(p;) : o] = deg(pi(x)), y que (0) = (p) = __ﬂl@;y‘-
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Vistos los isomorfismos ante@res, nos encontramos con la misma situacién en @ =

O/p0. Por lo que los ideales 3, se corresponden con los ideales primos (p;), que son

ideales principales generados por p,(6) mod pO. El grado de la extension [O/P; : o]
r

es el grado del polinomio p,(x), y tenemos que (0) = ) ﬁle'
i=1

Sea ahora 3, = pO + p,(0)0O, la preimagen del ideal %i del homomorfismo @ — O/
pO. Entonces PB,, para 1 < i < r varia por los ideales primos de @O que se levantan
sobre p. Se da que f, = [O/B, : o/p] es el grado del polinomio p,(x). Es mas, P’ es

la preimagen de %? y pO 2 (B, de manera que pO | [] P;", y en consecuencia
i=1 i=1

r r
0 = [T 9 porque Y e =n. |
i=1 i=1
| Definicion 1.2.2.6. Sea un iéiealprimo en o, este se dice que descompone completa-
mente en L si en su descomposicion Op = ‘.Bfl B, se tiene quer = n = [L : K], de
forma que f, =e; = 1.

Del mismo modo, se dice que que el ideal no descompone sir = 1.

| Definicion 1.2.2.7.  Sea’P, un ideal que aparece en la descomposicién Op = ’,Blel T L
Se dice que no ramifica en o sie; = 1 y si la extension residual de cuerpo (O/*B;)/(o/p)

es separable. Si no, se dice que es ramificado, si ademas se tiene que f, = 1 es completa-
mente ramificado.

Si ninguno los *B; es ramificado, entonces se dice que p no es ramificado. De otro modo
es ramificado.

La extension L /K se dice no ramificada si ninguno de los ideales primos de K es rami-
ficado en L.

Proposicion 1.2.2.8.  Si L/K es separable, entonces tan solo hay un nimero finito de
ideales primos que ramifiquen en L.

Demostracion.  Sea 6 € O un elemento primitivo para L,y p(x) € o[x] su polinomio
minimo. Sea el discriminante de p(x)

d=d(1,0,....0"") =[]®,-0) €o.
i<j

Entonces todo ideal p de K que sea relativamente primo a d y al conductor § de
0[0] no ramifica. De hecho, por la proposicion 1.2.2.5, cuando algtn factor de p(x) =
p(x) mod p tenga exponente 1 en o/p el indice de ramificacion e, = 1, es decir, si p(x)

Pagina 22



§ 1. INTRODUCCION

no tiene raices multiples, entonces p no es ramificado. Pero en este caso d = d mod P,
discriminante de p(x), no es nulo. Las extensiones residuales de cuerpo (O/*B,)/(o/
p) estan generados por 6 = 6mod ’B; v son, por tanto, separables. De aqui p no es
ramificado. |

A continuaciéon vamos a ver una pequefia condicion en el caso de afiadir una raiz
cuadrada a Q para comprobar de una manera relativamente sencilla si un primo en Z
descompone completamente (0 no ramifica) en estas extensiones.

| Definicién 1.2.2.9 (Simbolo de Legendre). Sea p € Z un primo imparya € Z
definimos el simbolo de Legendre como

1 si a es un residuo cuadratico
a . . s
<— =<4—1 sia no es residuo cuadratico
p
0 sip|a

Observacion 1.2.2.10.  El simbolo de Legendre se puede definir equivalentemente sel

<2> = g5 mod p
P

Proposicion 1.2.2.11 (Criterio de Euler). Sea a € Z libre de cuadradosy p € Z un
numero primo tales que gcd(p, 2a) = 1. Entonces

siguiente modo

<E> = 1 © p descompone completemente en Q(\/;).
p

Teoria de Ramificacion

A continuacién vamos a aplicar los resultados en una extension de Galois y ve-
remos que la actuacion de su grupo de Galois nos facilita la factorizaciéon de ideales
primos ya que tan so6lo tendremos que estar pendientes de las clases de conjugacion.

Proposicion 1.2.3.1.  Sea L/K una extensién de Galois y G su grupo de Galois. En-
tonces G actia transitivamente en el conjunto de todos los primos 8 de @ que se
levantan sobre p, es decir, son conjugados unos de otros.

Demostracion.  Sean Sy B’ dos ideales primos sobre p. Supongamos que P’ # o3
para todo ¢ € G. Por el teorema Chino del Resto existe x € O tal que

x=0modP' y x=1lmodoP Vo €G.
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Entonces lanorma N, ,(x) = [] ox € 'no = p. Por otro lado x ¢ o para ningtin
ceG
o € G, asi que ox ¢ P para ninglin 6 € G. Consecuentemente [[ ox € Pno = p,
c€EG
contradiccién. |

| Definicion 1.2.3.2.  Sea L/K una extensién de Galois con grupo de Galois G. Si ‘B
es un ideal de O, entonces el subgrupo Gy = {6 € G | 0B = P} se llama el grupo de
descomposicion de Psobre K.

El cuerpo fijo Zgy = {x € L | 6x = x Yo € Gy} se llama el cuerpo de descomposicion
de P sobre K .

El grupo de descomposicion nos deja entrever en cuantos ideales primos factoriza
el ideal p C o en O. Si tomamos un representante de las clases que hay en G /Gy,
entonces P varia por los distintos primos sobre p, y la cantidad es (G : Gy).

Tenemos entonces los casos particulares

1. Gy =1 Zy =L < p descompone completamente
2. Gy =G & Zy = K © p no descompone

Lema1.2.3.3. Enuna extension de Galois los grados de inercia f/, ..., f, y los indices
de ramificacién e, ..., e, de la descomposiciéon en primos no dependen del subindice
ya que son iguales.

Demostracion.  Sean p C o un ideal primo cuya factoizacion en O es Op = ’Bfl T
Sea P = B, un ideal de Oy ¢, = ‘B, para un 6, € G = Gal(L/K) adecuado.
Entonces se induce un isomorfismo

O/B>0O/P,, amodP — c,amod P,
De este modo obtenemos que f; = [O/B, : o/p] =[O/PB : o/p] = f.

Ahora, como o,(p0O) = p0O, y ademas

P90 < 6,(P) | 6,(0) & (6,P)° | PO

se deduce que la descomposicion de p en O es tal que pO = < 11 G‘D) . |

0c€G/Gy
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Proposicion 1.2.3.4.  Sea L/K una extensiéon de Galois y sea B, = P N Zy el ideal
primo en Zg bajo *B. Entonces se tiene que

1. B, no descompone en L, es decir, [ es el tinico ideal primo sobre %, en L
2. P tiene indice de ramificacion e y grado de inercia f sobre 3,
3. Elindice de ramificacion y el grado de inercia de %, sobre K son ambos 1

Demostracion.  Puesto que Gal(L/Zy) = Gy, los ideales primos sobre Zg son los
o*P para ¢ € Gy y todos estos son *B.

Como acabamos de ver en el lema 1.2.3.3, los indices de ramificacién y los grados de
inercia en una extension de Galois son independientes del divisor primo. En este caso
la identidad fundamental es n = e fr donde n = #Gal(L/K) = Gy r = (G : Gy).

Vemos por tanto que #Gyy = [L : Zy] = ef. Sean ¢’ y e los indices de ramificacién
de B sobre Zy y de B, sobre K respectivamente. Tenemos que para un ideal primo
PO = ’.B‘é/ -+ en Zy, ahora bien, P, = B¢ en L, asi que p = P -+, es decir,
e = €'¢’. Analogamente podemos obtener la identidad f = f’f” para los grados
de inercia. La identidad fundamental para B, en L es [L : Zg] = €'f’, y de aqui
ef =éf',esdecire=eyf=fyf'=e =1 |

Proposicion 1.2.3.5.  Sea L/K una extension de Galois con grupo de Galois G. Si lla-
mamos k(°B) = O/P y k(p) = o/p, entonces la extension k(*P)/k(p) es normal y

admite un homomorfismo sobreyectivo.

Gy — Gal(k(P)/k(p))

Demostracion. El grado de inercia de %, sobre K es 1 por la proposiciéon 1.2.3.4 y
tiene el mismo cuerpo cociente, k(p), que K respecto a p. Asi que vamos a asumir
que K = Zg y que G = G. Sea 6 € O un representante de 6 € kp y f)y
g(x) polinomios minimos de 6 y 0 respectivamente. Entonces 6 = 6mod®P es un
cero del polinomio 7(x) = f(x)mod p, se da que g(x) divide a 7(x). Al ser L/K una
extension normal, f(x) se descompone en factores lineales, lo mismo ocurre con F(x)
y consecuentemente con g(x). Es decir, k(*3)/k(p) es una extensién normal.

Sea 0 un elemento primitivo de la _subextensi(')n separalile maximal de k(*B)/k(p) y
o € Gal(ic(’.B)/ k(p)) = Gal(k(p)(0)/k(p)). Entonces 00 es una raiz de g(x), y por

tanto de f(x), asi que existe una raiz 0’ = o6 mod ‘P que es conjugada de 0 para
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algin 0 € G, 0’ = 6. Como 60 = o0 mod B, el automorfismo ¢ se lleva por el
homomorfismo en cuestion a o, lo que hace que sea sobreyectivo. |

| Definicién 1.2.3.6. En las condiciones anteriores, se llama grupo de inercia de 5B
sobre K a Iy C Gy, el kernel del homomorfismo Gy > Gal(k(*B)/k(p)). Se define el
cuerpo de inercia de *B sobre K como Ty = {x € L | ox = x Vo € Iy}, al cuerpo fijo

por Ig.

Corolario 1.2.3.7.  La extension Ty / Zyy es normal y se tiene que
Gal(Ty/ Zy) = Gal(k(P)/k(p)), Gal(L/Ty) = Iy.

Si la extension de cuerpos k(%3)/k(p) es separable, entonces
#ly=[L:Tyl=e (Gy:1ly) =Ty Zgl=f

y ademas, para un ideal B, en Ty, debajo de B

1. El indice de ramificacion de 8 sobre %, es e y el grado de inercia 1
2. Elindice de ramificacion de *B; sobre B, es 1y el grado de inercia f

Demostracion.  La prueba puede encontrarse en [4, Pagina 57] |

| Definiciéon 1.2.3.8 (Elemento de Frobenius). Si L/K es una extension de Galois,
v B es un ideal primo que no ramifica en L /K, entonces existe un unico automorfismo
Froby € Gal(L/K), llamado automorfismo de Frobenius, tal que

og(x) = x?’modPB Vx € O, q = #k(p).

Diremos que oy, pertenece a la clase de conjugacion del elemento de Frobenius, que retine
a los automorfismos de los conjugados de ‘.

Observacion 1.2.3.9.  Si L/Q es una extension de Galois, p € Q es un nimero primo
que no ramifica en L, y p es un ideal primo en O, por encima de p, entonces tenemos
que la accion por el elemento de Frobenius es

Frob,(x) = x’mod p, Vx € O;.

Con esta ultima observacion es con la que vamos a trabajar de aqui en adelante. Nos
interesa el estudio de los elementos de Frobenius para los nimeros primos en Z, es
donde encontraremos los resultados mas interesantes y con los que estamos mas ha-
bituados a trabajar.
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“ Though you can’t see it, there’s a little country fair down that road
and uh, over the hill.

I don’t see any road.
What? No road? Just wants a bit of somethin’ here, and a bit of
somethin’ there. There. A country road suitable for travel and high
adventure. ”

Bert, Michael Banks
——Mary Poppins (1964)

Ahora que contamos con las herramientas necesarias podemos comenzar con el tema
principal de este estudio, la identificacion de los elementos de Frobenius dada por los
hermanos Tim y Vladimir Dokchitser[2].

Nos hara falta construir los polinomios I'~ que mencionamos al principio tales que

I'c (Trm/[ﬁl(h(x)xq)> =0modp & Froby € C

fax)

Veremos que T'rrx I
Fa !

es raiz del polinomio I' al tomar médulo por B, por eso se debe anular, tal y como

(h(x)x?) se comporta como la clase de un elemento integro que

se ha visto en la demostracion de la proposiciéon 1.2.3.5. La traza que estamos consi-
derando podemos mirarla como la traza de la matriz vista en la demostracion de la
proposicion 1.1.3.3 tras la operacion A(x)x? y moédulo q.

Dependiendo que para qué clase de conjugacion resulte ser la traza un raiz podremos
saber con qué clase coincide el elemento de Frobenius.
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2.1 Acciones de Grupo

Isomorfismos entre Extensiones

Vamos a considerar un polinomio f € K[x]y susraices [a, ..., a,] = a.La extension
L/K por dicho polinomio con grupo de Galois G, < S, puede ser alcanzada por
distintos caminos segun se ordenen las raices. Si [b,, ..., b,] = b son también raices

de f, nuestro objetivo sera encontrar una biyeccion entre a y b, para ello necesitamos
de un isomorfismo entre K(a) y K(b).

| Definicién 2.1.1.1. Sea F € Kl[x,,...,x,]. Definimos la aplicacion de evaluacion
S, — K(a) como

ef(0) = F(lay,...,a,]°) = F(c™'(a), ..., '(a,)).

| Definicién 2.1.1.2.  Sea X un conjunto, x € X uno de sus elementos y G un grupo
de permutaciones que actiia sobre X, se define el estabilizador de x como G, = {g € G |

g(x) = x}.

Sea T un subgrupo de S,. Un elemento F € K[x,,...,Xx,] se dice T—invariante si su
estabilizador es precisamente T, es decir,

t(F(xy,...,x,) = F(r(x)),...,7(x,) = F(x,...,x,) VTt €T.

Lema2.1.1.3. SeanT < S,y F € K[x,...,x,JunT —invariante o, 7 € .S,. Entonces

1. efr(a) = ef(ar)
2. g(ef(0)) =ef(og™) parag € G,
3. La aplicacién e’ : S, — K(a) es constante para la clase a derecha T'o

Demostracion. 1. Seaunt € S,

e,.(6) = F((a")") = F(a™) = ¢, (o7)

2. Tomemos g € G,

gel(0) = g(F(lay,...,a,]") = F(lgla)), ..., ga,)]")
= F(([a,, ..., an]g_l)") = eaF(ag_l)
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3. Paraunt €T
ef(ra) = F(la,,...,a,]”") = F(([ay, ...,a,]°)")

=F" (la.....a,]") = F(la,.....a,]") = ¢! (0) |
| Definicion 2.1.1.4.  Parauna clase de conjugacion D = To,G, en S, y un polinomio
F € K[x,,...,x,], definimos el polinomio minimo correspondiente
rr =i =[] &-ele)eKixl.
c€T\D

Donde T\ D denota al conjunto cociente.

Observacion 2.1.1.5.  Vemos por el lema 2.1.1.3(2.) que G, permuta Unicamente los

factores lineales, por lo que I'" " es producto de irreducibles en K[X]. Ademas, si

F
a

. . ’ . F
polinomio minimo de e (o).

la aplicacion e : T\S, — K(a) es inyectiva, entonces I'" (X) es irreducible y
Proposicion 2.1.1.6.  Sean a, b distintas ordenaciones de las raices de f(x) € K[x] en
dos cuerpos de descomposicion de f,y sea ¢ : K(a) — K(b) un isomorfismo. Si eaF :

T\S, — K(a) es una aplicacion inyectiva, entonces para toda clase de conjugacion
DeT\S,/G,

FZD(F(b)) =0 b=[¢(a),...,¢(a,)]°, paraalginc € D.

Demostracion. Tenemos que FfD(F(b)) =0siysolosi F(b) = ¢(e5(a)) para algtin
o € D como se puede ver por la definicion anterior.
FiD(F(b)) =0 % F(b) = ¢(e! (0)), para algtn o € D

& F(¢p~'(b) = el (o) = F(a°)

& ¢ ' (b) = (a°)" = a™, paraalgint € T

& b= ¢(a)°, para algin ¢’ € D I
| Teorema 2.1.1.7. Sea F € K|[x,,...,x,] un G,—invariante, y supongamos que
la evaluacion eaF : G\S, = K(a) es inyectiva. Si F(b) = F(a) € K, entonces la
aplicacion a; — b, define un isomorfismo K(a) — K(b).
Demostracion. Utilizando la proposicién anterior, si tomamos 7' = G,y como D ala
clase principal G,eG,, siendo e el elemento neutro, se tiene que I'"' (X) = X — F(a) y
por tanto Ff p(F(b)) = 0.De aquib = ¢(a)° paraalginoc € G,y ¢ algiin isomorfismo
K(a) — K(b). Entonces ¢oo es el isomorfismo que buscamos. |
Observacion 2.1.1.8. La inyectividad se pide para asegurar que no hay mas repeti-

ciones de las que deberia. Para un F que sea G,—invariante tendremos l—" valores
a
distintos para e’ (o) que se repetiran |G| veces.
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Reconocer Clases de Conjugacion

Ahora que hemos visto que no nos importa en que orden tomar las raices en nues-
tra extension queremos saber como se conservan las clases de conjugacion de los
automorfismos que hay en G,. De este modo podremos mas adelante diferenciar las
distintas clases del elemento de Frobenius.

| Definicion 2.1.2.1.  Sea & € S,. El centralizador de este elemento es Z., el conjunto
de todas las permutaciones que conmutan con &.

A partir de ahora fijemos un ¢ € S, y llamemos Z, a su centralizador.

| Definicion 2.1.2.2.  Sea¥ € S, un conjugadode&, & = GOlPO'O_I paraalgine, € S,,.
Para una F que sea T—invariante y una ordenacion a de las raices de f, definimos el
polinomio
F _ F
Mf,= J] 5.
0€(Z.NT)\Z;0,

Esta bien definido por el lema 2.1.1.3(3.) y ademas es independiente de la eleccion de o,.

Lo que queremos a partir de esto es, sin conocer el isomorfismo ¢ : K(a) — K(b),
saber si los automorfismos @ € G,y f € G,, que actiian como ¥ y ¢ respectiva-
mente. Si se corresponden a través ¢ veremos que M f y(F(b)) = 0. Mas adelante en
la proposicion 2.2.1.1(3.) comprobaremos que es una condicion necesaria y suficiente
tomando T' = Z,.

Lema 2.1.2.3. Sea ¢ : K(a) - K(b) un isomorfismo entre dos cuerpos de descom-

posicion de f, y sea p € S, tal que b = ¢p(a”). Entonces M[fp_l(bp = leq).

Demostracion.  Sea W = p~'®p, escogemos oy, tal que & = 0,Po', y sea oy = 04p
de tal forma que
O'\I,‘Pag,l = 0,0V (oep) ! = O'(D(I)G(;l =£.
Por definicién
F _ F F _ F
Moo= [ T, ML= J] 1L
UE(ZéﬁT)\ZéG@ 0€(Z:NT)\Z;oy
Afirmamos que Ff sop = Ff 5o, PATAS € Z,. Primero vemos que tienen el mismo grado

porque G, = pG p~!,

deg(rf,sox{,) = |T\TSG‘I—’Ga| = |T\TS0-‘FGap_1|
= IT\T'564pG,p™'| = IT\T504G,|
_ F
= deg(Fb’S%).
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Puesto que ambos polinomios son potencias de irreducibles, nos basta con identificar
una de as raices

ef (s0y) = €f (s04,p) = F(a™) = F($™'(b)"")
= F(¢™ (b)) = ¢~ (F(b"™®))
= ¢7'(ef (s00)).

Corolario 2.1.2.4.  La aplicacion ¥ — M es constante en toda clase de conjugacion

deéenG,.

Demostracion.  Por el lema anterior se puede ver facilmente que M}, = M’ i

para todo g € G,

Proposicion 2.1.2.5.  Sean a, b dos ordenaciones de las raices del polinomio f en dos

cuerpos de descomposicion distintos. Sean ¥ € G,y ® € G, con el mismo tipo de

ciclo que &. Si los polinomios M son distintos para cada clase de conjugacién en G,
ay

con tipo de ciclo que &, entonces existe un isomorfismo K(a) — K(b) por el que ¥ se

corresponde con @ siy solosi M, = M.

Si ademas los M ,, Son coprimos dos a dos, entonces esto ocurre justamente cuando
Mf\P(F(b")) = ( para cualquier ¢ € S, tal que c®c~! = &.

Demostracion. Hacia derecha, si existe un isomorfismo K(a) — K(b) por el que ¥ se
corresponde con @, nos encontramos en las condiciones del lema 2.1.2.3 que acabamos
de ver.

Sea ¢ : K(a) - K(b) un isomorfismo. Puesto que el polinomio M [f » coincide con
alguin M f o> Por el corolario 2.1.2.4 y nuestra hipotesis vemos que y debe caer en la
clase de conjugacion de Y. Componiendo ¢ con elementos de G, para conjugar y
hacia ¥ obtenemos el isomorfismo que queremos. |

Con esta ultima proposiciéon conseguimos despegarnos del uso de los isomorfismos
que hay entre las distintas ordenaciones de las raices que podemos considerar para,
sencillamente, observar lo que ocurre con estos mismos polinomios.
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2.2 Elementos de Frobenius

Polinomios Invariantes

A continuacién nos disponemos a ver las propiedades de los polinomios M f y(X) dela
definicion 2.1.2.2. En el caso T' = Z, queremos poder tomar de una manera comoda el
polinomio F que sea T'—invariante y de este modo formalizar los polinomios I'(X).

Proposicion 2.2.1.1.  Sea & € S, y sea Z; su centralizador. Sea F € K[x, ..., x,] un
Z.~invariante tal que e/’ : Z,\'S, — K(a) es inyectiva. Si ¥ y ¥’ son dos elementos
de G, con el mismo tipo de ciclo que &, entonces

1. M, es irreducible, y es igual a I'/para cualquier ¢ € S, tal que & = o¥Wo™!

2. M f y tiene grado [(¥)], siendo (¥) la clase de conjugacion de ¥ en G,

3. Mfl{, = qu,, siy solosi ¥ y ¥ son conjugados en G,

Demostracion. 1. Por definicién se tiene que
MFE = I I rr =rf .
a,¥ a,t a,o

re(Zgnzg)\chr

Ademas, una vez asumida la inyectividad se tiene que es irreducible como se ha
visto en la observacion 2.1.1.5.

2. De nuevo por propia definicion

|ZoG,| |67'ZoG,|
zI ~ z
3 |G, A
T |G,n6"'Zo| |G, N Zy|

deg(l'; ) = |Z\ZoG,| =

=[Pl

3. Si ¥ y ¥’ son conjugados, entonces, por el corolario 2.1.2.4, Mf\{, = Mf\l,,. Por

otro lado, si Mf,, = MF_,, al ser ef inyectiva, ZoG, = Zo’'G,,, de forma que
a,¥ a,¥ a a a

o' = sog paraalgun s € Zy g € G,. Entonces

¥V =¢'""'¢" = (sog) 1Es0g = (08) 1é0g = g7' W,
por lo que [P'] = [V].
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Observacion2.2.1.2.  Sitomamosuné € S,y definimos F(x,,...,x,) = >, h(x;)é(x;)
j=1

para algin polinomio A(x) € K[X] con 2 < deg(h) < n — 1, entonces puede verse
que F es Z.—invariante.

| Definicién 2.2.1.3. Sea un polinomio h(x) € K[x] fijo tal que2 < deg(h) < n—1.
Definimos para cada clase de conjugacion C en G,

LX) =[] (X = ) hiapo(a)).
j=1

ceC J

Proposicion 2.2.1.4. Sea F € K[x, ... x,] como en la observaciéon 2.2.1.2. Entonces
paratodo ¥ € G,
F
Ma,\y(X) = [y (X).

Demostracion. Tomemos un ¢ € S, tal que 6%¥o~! = £&. Seant € [Y] yu, € S,
satisfaciendo u_'éu, = 7. Entonces

ef(u,) = F(a") = ) h(u (@7 &a) = Y hiayu; éu,(a)) = ) hia))e(ay).

Por otro lado, parat € Z.yge G,

(tog)'E(tog) = (0g)'E(og) = &' We.
Entonces para 7t = g7'Wg € [¥], {u, € S, | u;lfuT =t} =Z08.

Esta igualdad nos da una correspondencia ente [¥] y Z.\ Z.6G,, por lo que

Mf 0 =Tf )= [ x=cfw)= ][] (X - hla)(a)) =yX).

UEZ\Z:0G, re[¥] j=1

Corolario2.2.1.5. Sean a, b ordenaciones de las raices de f en dos cuerpos de descom-
posicion distintos, y sean ¥ € G,y @ € G,. SilosI'.(X) son coprimos dos a dos para
las distintas clases de conjugacion de G,, entonces hay un isomorfismo K(a) = K(b)
por el que ¥ esta en correspondencia con @ si y solo si F[ll,]( Z(bj)d)(bj)) =0.

J

Demostracion. La equivalencia se sigue a raiz de la proposicion 2.1.2.5 y la proposi-
cion anterior. |

Observacion 2.2.1.6.  En general nos bastara con tomar A(x) = x" con2 <m <n—1.

Pagina 33



CALCULO EXPLICITO DE ELEMENTOS DE
FROBENIUS EN GRUPOS DE GALOIS

Reconocer Elementos de Frobenius

Por fin llegamos a nuestro objetivo. Tras poner en pie todo lo necesario nos dispo-
nemos a dar un criterio para reconocer a los elementos de Frobenius. Nos basaremos
también en una generalizacion del Criterio de Euler (Corolario 1.2.2.11) y la funcion
traza como mencionamos anteriormente.

Lema2.2.2.1. Sea K uncuerpoy f(x) € K[x]unpolinomio conraicesa,,...,a, € L
contadas con multiplicidad. Entonces para todo H(x) € K[x],

D H(a)) =Try/c(H(X)),

=1
Donde X es la clase de x en A = K[x]/{f).

Demostracion. Sea f(x) € K][x] con raices ay,...,a, contadas con multiplicidad,
entonces f(x) = f(x), -+ fi(x) = p‘lj' (x) - pi"(x) para ciertos p; € K[x] irreducibles
y moénicos. Denotamos X a la clase de x en A = K[x]/{f(x)).

El polinomio minimo de la aplicacion Ty : A - A : Y — XY descrita en la defini-
cién 1.1.3.1 es, efectivamente, f(x), ya que ninguna combinacién linealde 1, X, ..., X n=1
se anula en A, esto lo podemos ver en la forma de Jordan del siguiente modo.

Cada p,(x) es delaformac,; +c; ; x+... +c,.’m[__1x”’f‘1 +x™ y podemos plantear la matriz
asociada que se ha visto en la demostraciéon de la proposiciéon 1.1.3.3, cuya diagonal
esta formada por los bloques C; repetidos d, veces y la parte inferior es nula, donde

—Cio
1 _Ci,l
1 —c

i,m;—1

La matriz resultante tiene como autovalores los a ; que son raices de f(x) contadas
con multiplicidad, de este modo

n

D a;=Tr,(X).

j=1
Este mismo procedimiento se lo podemos aplicar al elemento H(X), y trivialmente
se sigue que

D H(a)) =Tr (H(X)).

j=1
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Proposicion2.2.2.2.  Seaq = p".Sea f(x) € F,[x]un polinomio conraices ay, ..., a, €
F,(a) contadas con multiplicidad, y sea ¢ = Frob, € Gal(F,(a)/F,). Para todo polino-
mio h(x) € F, [x],

Y h(a)dla) = Tr 4 e (R(X)X)
j=1

, donde X es la clase de x en el algebra A = F_[x]/(f).

Demostracion. Es una consecuencia inmediata del lema anterior tomando H(x) =

h(x)x9. |

| Teorema 2.2.2.3 (Criterio de Euler General). Sea K un cuerpo de niimeros alge-
braicos y sea f(x) € K(x) un polinomio separable con raices a,, ... ,a, € L con grupo
de Galois G. Si fijamos h(x) € K|[x], y para cada clase de conjugacion C de G,

Te(X) =[] (X =) h@)o(a)).

ceC j=1

1. Los polinomios I'-(X) tienen coeficientes en K

2. Sea p un primo de K con cuerpo residual F,, y C una clase de conjugacion de G.
Si p no divide a los denominadores de los coeficientes de f y h, al coeficiente lider
de f, ni a las resultantes Res(I'c,I',) para C # C’, entonces los coeficientes de
I'(X) son integros en el localizado de p, y

Frob, € C & I'¢(Tr e . (R(x)") = 0mod p.
Demostracion. 1. Por la proposicion 2.2.1.4 vemos que qu, = I'|y, y €stos tienen
coeficientes en K por definicion

2. Podemos ver facilmente que las condiciones sobre p implican que los I'(X)
son integros.

Ahora hacia derecha, si Frob, € C, entonces Z h(a;)Frob,(a;) es una raiz de
Jj=
I'(X) por definicion, y se reduce médulo p a Tr[F /)F, (h(x)x7) por la pro-

posicion 2.2.2.2.

En la implicacién a izquierda el polinomio I'. se distingue del resto por cual-
quiera de sus raices modulo p, ya que estamos tomando p + Res(I".,I'./) para
C#C |
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Observacion 2.2.2.4.  La condicion de que p no divida a la resultante Res(I', ') ex-
cluye a los primos que ramifican en el cuerpo de descomposiciéon de f sobre K.

Observacion 2.2.2.5. Con el criterio de Euler estandar buscamos conocer si un ele-
mento tiene raiz cuadrada modulo p. Esto lo podemos extender también a comprobar

. . , , . .ol
si x> — a tiene raiz médulo p = 1 mod 3 mirando sia 3 = 1 mod 3.

Esto puede reformularse con las matrices vistas en la demostracion de la proposicion
1.1.3.3.Sea f(x) = x"+c¢,_ X"~ + -+ + ¢;x + ¢,, la traza del Criterio de Euler General
puede interpretarse como

d
(Tremm . (x*)) =Tr ! ] mod
%/":q . q.
1 —C”_l
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“ All right, I'll do it myself.

Do what?
Bit of magic. It’s easy. Let’s see. You think. You wink. You do a double
blink. You close your eyes and jump. ~

Bert, Mary Poppins
——Mary Poppins (1964)

A continuacion expondremos algunos ejemplos que aparecen en el articulo de los
hermanos Tim y Vladimir Dokchitser[2] y otros que hemos hecho por nuestra mano
aplicando el método que se ha expuesto en el teorema 2.2.2.3.

3.1 Grupo Ciclico

El ejemplo se encuentra en [2, paginas 17~18].

Pongamonos en Q(¢,,)/Q, y sea { = ¢, para algiin primo m > 2. El polinomio minimo
de { es
fO=x""++x+1 GalQ,)/Q = (Z/Zm).

Los automorfismos del grupo de Galois se aplican de forma que o; : { — ¢’ para
1 < i < m,las clases [6,] son unitarias. Tomando A(x) = x>

m—1

j j @ Lo X —-(-1) sii#tm—2
I, ,(X)=X- N ()= X — j@+) —
[o"-]( ) ;(C)a,(é) ;C {X—(m—l) Giem—?

Para un primo p € Q,

T -1 modp, sim4}p+2
s

(Xp+2) = Trzm (Xp+2) mod p = Tr (Cp+2) —
n/? Q©)/Q m—1 modp. sim|p+2
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Por el teorema 2.2.2.3(2.) vemos que para todo primo p # m se tiene
Frob, = 0,,_, & p = —2mod m.

Observamos que nuestra eleccién del polinomio 4(x) no es la mejor posible, ya que tan
solo logramos identificar una de las clases, sin embargo simplifica mucho los calculos
y, ademas, podemos ver que variando la potencia del polinomio entre 2 y m — 1 somos
capaces de ver una condicion similar para el resto.

3.2 Extensiones de Kummer

Este ejemplo se puede encontrar en [2, pagina 17].

Sea { = {, una raiz primitiva n—ésima de la unidad que esta en K = Q({) y sea
L=K (W) una extensiéon de Kummer de grado n. El polinomio minimo de ¢’ W,
1<j<nes

f(x)=x"—m

Consideramos el grupo Gal(K(W) /K). los automorfismos del grupo de Galois se
aplican de manera tal que

o, /m—¢{/m paral <i<n.

Si tomamos A(x) = x"~!, entonces los polinomios I'c son
[y =X = Y R mo @ {/m) = X —m Y, 0D = X = nm¢'.
Jj=1 j=1

Para un primo p con cuerpo residual F, tenemos que

Trw/F (h(X)X7) = Trw/F (Xn+q—1) — Trw/[p (m(q—l)/n+1) — (nm)m(q_l)/”,
o e on e (e

entonces vemos que para un p + nm

Frob, = o, & m"“~"/" = ¢ mod p.
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3.3 Grupo Diédrico Dy

Consideremos el polinomio f(x) = x* — m en Q[x], donde m € N no presenta en su
descomposicion potencias de grado mayor a 3.

Sea L = Q(, W) = Q[x]/(f(x)) con grupo de Galois Gal(L/Q) = Dy, vemos que
el grupo de los automorfismos esta generado por los siguientes

Tiio—i, o:yvm—iym

Las clases de conjugacion son [e], [7], [¢], [6%] y [rc]. De nuevo, para simplificar los
calculos, vamos tomar A(x) = x*/m, entonces los polinomios I'. son

4 4
Tl =X — % 3 @ mpEm) = X = Y i = X -4,
/=1 j=1

Dy =X — — Z(l )302(11\/_) (P2 4 32 4 1272 4 162y — x4 4q,
Mo =1 (X‘ - Z(l V/myy (i \/—)>
r€lo]

— (X _ ( 4+1 + 18+1 + 112+1 16+1) (X 4+3 + 18+3 + l-12+3 + l-16+3)) — X2 + 16,

ra=11 (x LSy m)

Y€Elr]
— (X (i 343 + l6+6 + j9+9 + l12+12 (X 3+9 + j6+12 + jo+15 + l12+18)) X2,

T = [] (X - % Z(ﬂ%)%(ﬂ%)) =

yE€lro]

— (X _ (i3+6 + l6+9 + l9+12 + 112+15)) ( (i3+4 + l6+7 + 19+10 + 112+13)) XZ.

Entonces, para un primo p con cuerpo residual F, y que no divida a m ni a 8, se da que

gq—1

ma,sig=1mod4
Tr Fylx] (h(X)Xq) =Tr Fylx] (Xq+3/m) Tr Fylx] (m(q 1)) — q
v/t o/ von/Fa 0, en caso contrario.

Con esto se puede ver que, si ¢ = 1 mod 4, entonces para g =4p + 1,
Frob, €[e] & mf = 4mod p
Frob, €l6’] @ m’ = -4 mod p
Frob, €lo] © m’ = +4imod p.
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3.4 Polinomio Cabico

El ejemplo puede verse también en [2, pagina 21].

Sean K un cuerpo de nimeros algebraico. Sean a, b € K tales que el polinomio f(x) =
x* + bx + ¢ es irreducible sobre K[x], con raices a;, a, y a3, y sea L = K(a;, ay, @3)
el cuerpo de descomposicié de f(x), el grupo de Galois Gal(L/K) = .S; con clases de
conjugacion [e], [(12)] y [(123)].

Expresamos los coeficientes de f(x) en funcién de sus raices como ¢ = —a,a,a;,
b=aya,+a,a;+ a0, y0 = a; +a,a;, y tomamos h(x) = x. Entonces los polinomios
' son los siguientes

I, =X - (0512 + ag + a?) =X — (o), + 0, + ;)" + 2(0;a, + @03 + @, 3) = X + 2b,
=X> - 30X —2b° - 27¢%,
L3y =(X — () + 005 + a0 ) (X — (@105 + 0y + a30,)) = (X — b)*.

Si tomamos un primo p € K con cuerpo residual F, que no divida a 3b(4b> + 27¢?),
la traza queda

00 —\"
T =Tr g o (A(X)X) =Trem (X)) =Tr|1 0 —b[ modp
(f(x)) q (f() q 0 1 0

De aqui obtenemos las equivalencias siguientes

Frob, €le] & T = —2bmod p
Frob, €[(123)] © T = bmod p
Frob, €[(12)] & T° = 3b°T — 2b’ — 27¢* = Omod p.
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3.5 Projective Special Linear Group (2,3)

Vamos a partir desde el grupo PLS(2,3) = A,. Buscamos un polinomio paramétrico
cuyo grupo de Galois sobre Q sea PLS(2, 3) para casi todos los valores.

Trabajaremos con el polinomio f,(x) = 3x* — 4x® + 1 + 3a® que se puede encontrar
en [6, Ch.4, parrafo 5, pagina 44] con la ayuda de la herramienta SAGE para llevar a
cabo, de un modo mas sencillo, los calculos durante el proceso.

Lo primero es comprobar qué valores de a nos son validos, es decir, comprobar su
irreducibilidad. Analiticamente es facil ver que, salvo para a = 0, todos los f,(x)
tienen 4 raices complejas, y por lo tanto son irreducibles en Q[x].

Aligual que en el ejemplo anterior sustituiremos las expresiones simétricas en funciéon
de las raices por los coeficientes de f,(x) siempre que se pueda.

4
[ x4 — 453
. . 3 ’ . 3 .

conjugadas de a, y a, respectivamente. Ademas consideramos las relaciones

Haj:%’ Zaiajakzo, Zaiajzo, Zaizg.
J i

i<j<k i<j

Fijamos el valor a = 1 y llamamos f(x) = + g. Las raices @; y a; son

Las clases de conjugaciéon de PLS(2,3) = A, son [e], [(12)(34)], [(123)] y [(124)].
Procedemos entonces al calculo de los polinomios I',. tomando A(x) = x2,

4
=[] <X -y h(aj)o—(aj)> =X - %

o€le] j=1
4
832 13312
r = I1 (X—Zh(a.)a(a.)) =X - ==X -
[(12)(34)] 1)o@,
oel(12)(34)] i=1 27 729
4
Uiy = H <X - h(%)(f(aﬂ)
ce[(123)] j=1
64 2704 7728414251067 75904192
=X4 - X - x4 X +
27 27 56430428576 19683
4
Diaoay = H (X - h(aj)d(aj))
c€[(124)] j=1
x4 @X3 + 137014274378515X2 _ 15490546004027X + 270937982197
27 773282903056 80790751180 55017487
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Sea ahora un primo p con cuerpo residual F, que no divida a 3, al discriminante de
f, ni al minimo comun multiplo de las resultantes de los I'. dos a dos. Definimos la
traza de A(X)X? como

4 q+2
0 0O -3
1 00 O
— +2y _
Trom e (ROXD = Trom  XTD=Trl o | modp
001 1
3
De este modo obtenemos la equivalencia Frob, € C & I'c(Tr 7 /[Fq( X9*2)) = Omod p.
(f(x)
Vamos a ilustrarlo con una tabla
p 5 7 23 31 47 53 59 71 73
Frob, | (123) e (12)34) | e | (123) | (12)(34) | (124) | (123) | (124)
p 83 101 103 107 113 137 139 149 157
Frob,, e (12)(34) | (12)(34) | e | (12)(34) | (12)(34) e e e

Aqui vemos una pequefia muestra de como se distribuye el elemento de Frobenius por
las distintas clases de equivalencia de PSL(2, 3) al hacer variar un primo p.
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4 Resultados de Interes

“ Speaking of names, I know a man with a wooden leg named Smith.
What’s the name of his other leg? ”

Bert, Uncle Albert
——Mary Poppins (1964)

Por dltimo comentaremos un par de resultados que han captado nuestra atencion a la
hora de estudiar el elemento de Frobenius, como es la factorizaciéon de un polinomio
al tomar moddulo, o el Teorema de Densidad de Tchevotarev.

La curiosidad por estas materias surgio al leer la tesis de Van Bommel[7] y el paper de
Sun Woo Park[5]. en los que buscan ciertas aplicaciones y propiedades del elemento
de Frobenius.

4.1 Factores de un Polinomio en Mdédulo

El elemento de Frobenius esta estrechamente ligado a la forma que tiene un polinomio
al tomar modulo.

Sea f(x) un polinomio con coeficientes en el cuerpo base Q, consideramos el cuerpo
de descomposicion de f(x), L. Si p es un primo en Q y p un primo en L por encima
de p, el elemento de Frobenius actia de forma que Frob, @ x — x’ mod p como se ha
visto en la observacion 1.2.3.9.

El elemento Frob, puede verse también como una permutacion de las raices de f(x) mod p
en la extension (O/p)/(o/p), visto en la demostracion de la proposiciéon 1.2.3.5.

Entonces, el polinomio f(x) mod p tiene grado el orden de Frob,, y relaciona sus raices
segun sus ciclos disjuntos, por lo que los factores irreducibles tienen grado la longitud
de los ciclos de Frob,,.
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4.2 Teorema de Densidad de Tchevotarev

Una pregunta que nos surge al estudiar como varia el elemento de Frobenius al mo-
vernos entre distintos primos es la frecuencia con la que ocurre un cierto elemento.

Sea P C Z el conjunto de los numeros primos, definimos las siguientes densidades
para los subconjuntos de P.

| Definicién 4.2.0.1 (Densidad Natural). Sea A C P un subconjunto, supongamos
que el siguiente limite existe

A:p<
D(4) := lim \PEAPS X
x—o [{peP 1 p<x}

Entonces se llama D(A) a la densidad natural de A.

Esta es una nocion bastante intuitiva de densidad y que, de existir, coincide con la
siguiente definicion, que es un acercamiento mas analitico al concepto de densidad de
un conjunto.

| Definicién 4.2.0.2 (Densidad de Dirichlet). Sea A C P un subconjunto, supon-

gamos que existe el limite
1
. PEA s
5(A) :=lim —
sy 1
pEP s

Entonces se llama 6(A) a la densidad de Dirichlet de A.
| Teorema 4.2.0.3 (Teorema de Densidad de Tchevotarev). Sea L/K una exten-

sion finita de cuerpos con grupo de Galois G = Gal(L/K). Sea C una de las clases de
conjugacion de G. Entonces

D epP C

(p . pno ramiﬁcado, Frobp =C}H = _:G: ,
pE€ P . pnorami — |C]

6({ . p no ramificado, Frobp =C}) ﬁ
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5 | Apéndice

5.1 Codigo de SAGE

“ What did I tell ya? There’s the whole world at your feet. And who

»

gets to see it? But the birds, the stars and the chimney sweeps.

Bert
——Mary Poppins(1964)

Este es el codigo que se ha elaborado y usado para el ejemplo de la seccion §3.5 Pro-
jective Special Linear Group (2,3).

Comenzamos definiendo una funciones basicas que nos ayudaran en la obtencion de
una base de Grobner para aplicar teoria de eliminacioén y sustituir las expresiones en
las que aparecen las raices por sus funciones elementales.

def Anillo(n):
x = [’x¥%s’%p for p in range(n)]
y = [’y%s’%p for p in range(n)]
variables = x+y

Q = PolynomialRing(QQ, 2*n, variables, order=’lex’)
return Q

def elementales(n,Anillo):
X = Anillo.gens() [0:n]
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def

I = [0]#*n
I[n-1] = prod(X)
for k in range(l,n):
I[n-1-k] = sum([I[n-k] // x for x in X])/k
return I

base(n, Polinomios, Anillo):
Y = Anillo.gens() [n:2*n]

[p]
I

[0]*n
for k in range(n):
G[k] = Polinomios[k]-YI[k]

G = Anillo.ideal(G) .groebner_basis()
#print ’Base de Groebner’

#for g in G:

# print g, ’\n’

return G

Ahora pasamos a usar teoria de eliminacién para obtener las expresiones que quere-
mos, pero antes es necesario implementar el algoritmo de division de Euclides.

def div( f, g, ring ):

m = len(g)
p, r, g=1%, 0, [0 for _ in range(m)]

count 0
while p '= O:
count += 1
i, divisionoccured = 0, False

while 1 < m and not divisionoccured:
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glt, plt = gl[il.1t(), p.1t(O

if glt and plt / glt in ring:
qlil = ql[il + plt // glt
p = p - plt // glt * glil
divisionoccured = True
else:
i=1i+1
if not divisionoccured:
r +p.1t0
p-p.1t0

r
P

return r

def divide(f,n):
K = Anillo(n)
PolElemental = elementales(n,K)
B = base (n, PolElemental, K)
#print ’Cambio de variables’
S = div(f, B, K)
return S

El siguiente paso es el calculo de los polinomios I' . para las distintas clases de conju-
gacion del grupo de Galois.

C = AlternatingGroup(n) .conjugacy_classes()

def Anillo_X(n):
Qx, x = Anillo(n), Anillo(n).gens()
QX, X = PolynomialRing(Qx, 1, ’X’, order=’lex’).objgens()
return QX, X+x

L, x = Anillo_X(4)
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def

def

for

gamma(n,j,x,C):
len(C)+1; L = mx[0]
g =1
for sigma in C:
f = x[0]-sum((x[p]l~j)*x[sigma(p)] for p in range(1l,n+1))

g = gxf

=
I

for i in range(m):
L[i] = glil

return L

Cambio(n,L,a):

m = len(L); H = mx[0]

x = QQ[’x’].0

f = 3xx"4-4%x~3+1+3*%a"2

F = f.complex_roots()

for i in range(m):
h = divide(L[i],n)
h = h(F[0],F[1],F[2],F([3],4/3,0,0,1/3+a"2)
if abs(h.imag())<0.0001:

H[i] = h.real()

else:

print ’No estd en @’
return
QY = PolynomialRing(QQ, ’X’)
return QY (H)

(]

¢ in C:

Ga = gamma(4,2,x,c)
Gamma = Cambio(4,Ga,?2)
G = G+[Gamma]

print c,’\n’

print Gamma

Pagina 48




§ 5. APENDICE

A continuaciéon hemos de comprobar que son validos estos polinomios, para ello ha-
bria que comprobar que no tienen resultante nula dos a dos, pero nos basta con ver
que son coprimos por el mayor comun divisor.

def valido(n,G):
C An(n); 1 = len(C)

k=0
for i in range(l):
for j in range(i+1,1):
if ged(Glil,G[51) '= 1:
print i, > y ’, j, ’ tienen reultante nula’
k=20
break
else:
k=1
if k ==
print ’Los polinomios Gamma son validos’

Por dltimo, antes de aplicar el teorema 2.2.2.3 definimos la matriz asociada al polino-
mio f,(x) de la seccién 3.5 y calculamos la traza como se muestra en la observacion
2.2.2.5. Tras esto la evaluamos en los polinomios I' . que ya tenemos calculados y to-
mamos modulo por los ideales p que se encuentren por encima de p y que satisfagan
las condiciones del teorema 2.2.2.3(2.).

Qa = PolynomialRing(QQ, ’a, b’, order=’lex’)

A = Qa.gens()

MQ = MatrixSpace(Qa, 4, 4)

M = MQ.matrix([0,0,0,-1/3-A[0]"~2,1,0,0,0,0,1,0,0,0,0,1,-A[111)
M(1,-4/3)

def traza(a,p,M):
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J = M(a,-4/3)

if a !'= A[0]:
divison = True
x = QQ[’x’]1.0

f = 3*%x74-4xx"3+1+3%a"2
rl = f.complex_roots() [0]
k.<z> = NumberField(f,embedding=r1)

if a.is_integer(): n , m = a.numerator() , O
else: n , m = a.numerator() , a.denominator()

else: n , m , divison = 0 , 0, False

for q in range(0,p+1):
J = J«xM(a,-4/3)

if is_prime(q):

t = sum(J.eigenvalues())
if abs(t.imag())<0.0001:

print ’Para q =7, q

print ’-----mm e )

print ’La traza ->’, t.real() , ’\n’
else:

print ’Para q =’, q

print ’--------mmm - ’

print ’La traza -> No esta en (’
1f divison:
# LCMgamma = 1 #con la definicidén actual
# for i in range(3):#no es necesario
# for j in range(i+1,4):
# LCMgamma = lcm(LCMgamma,G[i].resultant(G[jl))
if m!=0:
D = list(factor(k.ideal(3))) + list(factor(k.ideal(m)))
+ list(factor(k.ideal(f.discriminant())))
#+ list(factor(k.ideal(LCMgamma)))
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else:
D = list(factor(k.ideal(3)))
+ list(factor(k.ideal(f.discriminant())))
#+ list(factor(k.ideal(LCMgamma)))
D = sorted(set([d[0] for d in D]))
I = list(factor(k.ideal(q)))
PO =0
for j in I:
P1 =0
if jl1] ==
print ’se toma’, j
for d in D:
if not j[0]==d:
P1 = P1+1
T=1t - (¢t // CC(jL0].gens_reduced() [0]))
*CC(j [0] .gens_reduced() [0])
print ’mod’, d, ’->’,’Traza=’ ,T
Pw =0
for w in range(4):
if GLwl(t) - (GLw](t)
// CC(j[0].gens_reduced() [0]))
* CC(j[0].gens_reduced() [0])==0:
Pw = Pw+l
W=w
if Pw==1:
print ’mod’, d, ’->’,’Traza=’ ,T
print ’Frob ->’,C[W]
break

else: print ’El primo no es bueno’
print ’\n’
if P1l: PO = PO+1
if not PO: print ’no da’
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