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Resumen

El objetivo de este trabajo es realizar un estudio inicial de las ecuaciones integrales lineales,
para ello utilizaremos herramientas del analisis matematico, tanto del andlisis funcional, en
general, como del de las ecuaciones diferenciales, en particular, vistas durante el grado en

Matematicas y algunas nuevas que introduciremos.

En el primer capitulo haremos una introduccion a las ecuaciones integrales. Continuaremos en
el segundo capitulo con la definicién de una ecuacion integral y los diferentes tipos que hay.
En el tercer capitulo describiremos los principales métodos de resolucién mostrando ejemplos
en cada uno de ellos. En el cuarto capitulo nos centraremos fundamentalmente en probar la
existencia y la unicidad de una ecuacién integral mediante la teoria general de los operadores,
para ello utilizaremos herramientas de andlisis funcional. En el quinto capitulo, estudiaremos
distintos tipos de nucleos, como los niicleos de Volterra o los nicleos simétricos. Ademas
destacaremos la importancia de estos ultimos y describiremos un proceso de simetrizacién
para los ntcleos no simétricos. En el sexto capitulo, expondremos la principal dificultad que
se presenta en las ecuaciones de primera especie y trataremos de estudiarlas. Y por iltimo, en
el Capitulo 7, veremos algunas aplicaciones que presentan dichas ecuaciones viendo ejemplos

fisicos.



Abstract

The objective of this work is to carry out an initial study of the linear integral equations. To
this end, we will use tools of mathematical analysis. On the one hand, we will use functional
analysis tools in a general way. On the other hand, we will use in particular tools of analysis
of differential equations. Some tools have been studied during the degree in Mathematics and

others will be introduced.

In the first chapter, we will introduce the integral equations. We will continue in the second
chapter with the definition of an integral equation and its different types. In the third chapter,
we will describe the main methods for solving these equations, showing examples of each one
of them. In the fourth chapter, we will focus fundamentally on proving the existence and
uniqueness of an integral equation through the general theory of operators. To do this, we
will use functional analysis tools. In the fifth chapter, we will study the different types of
kernels, such as the Volterra kernels or the symmetric kernels. In addition, we will emphasize
the importance of the latter and describe a symmetrization process for non-symmetric kernels.
In the sixth chapter, we will explain the main difficulty presented in the equations of the first
kind and we will study them. Finally, in the seventh chapter we will see some applications of

these equations with physical examples.
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1. Introduccion

La teoria de las ecuaciones integrales lineales es un tema de gran relevancia matematica
y, a la vez, una herramienta eficiente para obtener la solucién de miltiples problemas

de la Fisica Matematica.

La primera aparicion de las ecuaciones integrales en la historia de las matematicas fue en
la tesis de N.H.Abel (1809-1829) relacionada con el problema de la curva tautdécrana,

que se publicd en 1823 y 1826. Dicha ecuacién venia dada por

() = /O \/q% dt.

J.Lioville (1809-1882) introdujo ecuaciones integrales en el problema de la gravedad de
una barra de longitud infinita en 1832 sin saber nunca sobre el trabajo de Abel. Luego
en el ano 1837, pubicé una discusion entre las ecuaciones diferenciales e integrales en la
que demostré que la solucion particular de una ecuacién diferencial determinada viene

dada por una ecuacion integral.

A pesar de lo anterior, los casos especiales de las ecuaciones integrales comenzaron
aparecer en la primera mitad del siglo XIX. Las ecuaciones integrales se convirtieron en
objeto de atencién especial para los matematicos después de que la solucién al problema
de Dirichlet para la ecuacion de Laplace

Au=0 ze€
(1.1)

u=g x €0

se hubiera reducido al estudio de una ecuacion integral lineal de segunda especie.
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La construccién de una teoria general de las ecuaciones integrales lineales se inicié a
finales del siglo XIX. Se considera que los fundadores de dicha teoria son V.Volterra
(1896), E.Fredholm (1903), D.Hilbert (1912) y E.Schmidt (1907). Incluso antes de
estas investigaciones, se propuso el método de aproximaciones sucesivas para la cons-
truccién de una solucion de la ecuacién integral. Este método se aplico inicialmente a la
soluciones de las ecuaciones no lineales de tipo Volterra en relacion con estudio de las
ecuaciones diferenciales ordinarias en el trabajo de J.Lioville (1838), L.Fuchs (1870),
G.Peano (1888), y otros, asi como por C. Neumann (1877) en la construccién de una
solucion de una ecuacion integral de segunda especie. La forma general del método de

aproximaciones sucesivas se debe a E.Picard (1893).

Al estudiar la ecuacién de una membrana vibrante, H.Poincaré (1896) dié la idea de

introducir un parametro numérico A en la ecuacion

o(r) — /\/ K(x,8)p(s)ds = f(x), a<s<xz<h, (1.2)

lo que supuso que la solucién de (1.2) es una funcién meromorfa de A (funcién holomorfa
en un dominio excepto en un conjunto de puntos aislados). Esta conjetura fue aprobada

por Fredholm (1900-1903).

El trabajo de Fredholm fue precedido por las investigaciones de Volterra (1986-1897),

que estudiaron ecuaciones integrales de las formas

/0 K (e, y) oy) dy = () (1.3)

o(x) = A / " K(e.y) oy) dy + () (1.4)

Se demostré que si el nicleo K(x,y) y f(x) son funciones continuas, entonces para
cualquier valor finito de A, (1.4) tiene precisamente una solucién continua que puede

construirse mediante el método de aproximaciones sucesivas.

La ecuacién (1.2) fue estudiada por Fredholm, suponiendo que su nucleo K (z,y), f(x)
y la solucién desconocida ¢(z) son funciones continuas en el cuadrado [a,b] X [a,b] y
el intervalo [a, b] respectivamente. Siguiendo a Volterra, Fredholm reemplazé la integral

(1.2) por una suma integral de Riemman y considerd la ecuacién integral (1.2) como un
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caso limite de un sistema finito de ecuaciones algebraicas lineales (véase Seccién 6.1).
Fredholm obtuvo una férmula mediante una transicién limite formal y demostré que
dicha férmula es la solucién de (1.2) excepto para un conjunto finito o numerable del

pardmetro A. Ademads, prob6 teoremas sobre la resolucién de (1.2).

La teoria de Fredholm sobre la ecuacién (1.2) se extendié al caso de un sistema de
ecuaciones integrales y también al caso de un nicleo tomado como un operador inte-
gral. La solucién de un sistema se reduce a la de una sola ecuacion, cuyo nicleo posee

discontinuidad (véase Seccién 5.4)

Hilbert (1904) demostrd que los teoremas de Fredholm pueden probarse mediante una
aplicacion rigurosa del proceso de transicion limite y construyo una teoria general de
ecuaciones lineales sobre la base de la teoria de las formas lineales y bilineales en un

numero infinito de variables. Ademas, demostré que toda funcién de la forma

b
g(x) :/ K(z,y)f(y) dy (f continua) (1.5)

o0

tiene un desarrollo en serie de autofunciones g(z) = Z(h, Y )n () absoluta y unifor-

n=1
memente convergente, lo que permitié abordar la resolucion de la ecuacién integral de

parametro A.

Schmidt di6 una versién mas simple y algo més general de las investigaciones de Hil-
bert. Construyé una teoria de ecuaciones integrales lineales con ntcleo simétrico real
independiente de la teoria de Fredholm al representar el nicleo como la suma de un

nicleo degenerado.

T.Carleman logré debilitar las restricciones impuestas sobre los datos y la funcién
incognita en la teoria de ecuaciones integrales del segundo tipo para el caso de ntcleos

simétricos reales y extendié el método de Fredholm al caso cuando el niicleo de (1.2)

b b
/ / | K (z,5)|* dzds < oo,

es decir, K(z,y) € L*([a,b] X [a,b]).

satisface la condicién
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En los articulos de F.Riesz (1918) y J.Shauder (1930), los teoremas de Fredholm se
generalizaron a una cierta clase de ecuaciones de operadores lineales en los espacios de

Banach.

El método clasico para estudiar ecuaciones integrales del primer tipo es el denominado
método de regularizacién. Dicho método consiste en contruir soluciones aproximadas de
problemas "mal planteados” tomando los valores de un operador de regularizaciéon con

respecto a la naturaleza aproximada de los datos iniciales.

Las ecuaciones integrales son importantes en muchas aplicaciones. Aparecen en los pro-
blemas de transferencia de energia por radiacion, el problema de vibraciones de una
cuerda o una membrana, los problemas de viscoelasticidad y algunos problemas de cam-
pos electromagnéticos. Algunos de estos otros problemas también pueden plantearse en

términos de ecuaciones diferenciales.

En algunos casos podriamos preguntarnos por qué se estudian dichas ecuaciones si deri-
vando, bajo la hipotesis necesarias, podemos obtener la ecuacién diferencial correspon-
diente. La respuesta viene de que las ecuaciones diferenciales necesitan de unas hipétesis
de regularidad mucho més fuertes que las ecuaciones integrales, luego puede darse el caso
que no podamos resolverla mediante la ecuacién diferencial pero si mediante la ecuacién

integral.

Por 1ltimo, cabe destacar que al haber una estrecha relacién entre las ecuaciones in-
tegrales y las ecuaciones difereciales, usaremos resultados vistos en la asignatura de
EDO y AED. Ademas usaremos, principalmente en el Capitulo 4, resultados de Anélisis

Funcional.



2. Definicién y tipos de ecuaciones

integrales

Definicién 2.1. Una ecuacidon integral es aquella que relaciona la funcion incognita

() con una integral de manera que en el integrando aparece dicha funcion.

Nos vamos a centrar en las ecuaciones integrales lineales, es decir, aquellas en la que la
funcién incognita aparece linealmente bajo el signo de integracion. Podemos encontrar

dos tipos fundamentales:

1. Ecuaciones de tipo Fredholm: Son aquellas ecuaciones integrales en las que
los limites de la integral son fijos. Estas ecuaciones se pueden clasificar en los dos

siguientes grupos:

a) Primera especie: La funcién incégnita aparece solamente en el integrando.

/0 K(x.y) 8(y) dy = f(z) 2.1)

b) Segunda especie: La funcién incégnita aparece tanto en el integrando como

fuera.

o) = A / K(e.y) 8(y) dy + f(2) (2.2)

Si f(z) = 0 se conoce como ecuacidn homogénea, mientras que si f(z) # 0 se

conoce como ecuacion completa o ecuacion no homgénea.
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2. Ecuaciones de tipo Volterra: Son un caso particular de las ecuaciones de tipo
Fredholm en el que se satisface que K(z,y) = 0 si y > z. Por ello, de la misma

forma que las ecuaciones de tipo Fredholm, se pueden clasificar en dos grupos:

a) Primera especie:

/0 " K(e,y) oly) dy = f(2) (2.3)

b) Segunda especie:
o) =\ [ o) 000) dy + 10 (2.4

En estas ecuaciones ¢(z) es la funcién incégnita, en cambio K (z,y) y f(x) son funciones
conocidas y A es un numero complejo. A la funcién K (z,y) la conoceremos como nicleo

de la ecuacion.

Existen también ecuaciones no lineales, por ejemplo de la forma

o) = A / Fle,y, 6(y)] dy + f(z)

pero no seran el objetivo de nuestro estudios.

Por simplicidad, suponemos que el dominio basico de nuestras ecuaciones es 0 < z < 1.
Mediante algunos cambios, si es necesario, se puede extender a los intervalos a < z < b,

o incluso cualquier conjunto acotado(medible).

Para el estudio de las ecuaciones integrales lineales nos basaremos principalmente en los

libros [12] y [10].



3. Métodos de resolucion de las

ecuaciones integrales

En este capitulo, nos dedicamos a la exposicion de diferentes métodos de resolucion de
una ecuacion integral: el método de aproximaciones susesivas basado fundamentalmente
en la convergencia de una serie infinita y el método de los nicleos degenerados, mostrando
distintos ejemplos en cada uno de ellos. Para ello tomaremos como referencia los libros

[12] y [10] fundamentalmente.

Vamos a suponer durante todo el capitulo que el ntcleo de la ecuacion integral

K(z,y) € L*([0,1] x [0,1]).

3.1. La serie de Neumann

Sea

o) = A / K () 8(y) dy + f(2) (3.1)

la ecuacion de Fredholm de 2* especie. La idea del método consiste en expresar la solucion

de dicha ecuacién mediante una serie de la forma

$(x) = A"n(). (3.2)
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Supongamos que la serie existe y es uniformemente convergente, entonces, si sustituimos

(3.2) en la ecuacién (3.1) e integramos término a término, obtenemos
tho(w) + Ai(x) + Niha () + -+ + A (2) + - -
1
= f@) + A [ Ko g)en(o) dy
0
1
¥ [ Kw)int) dy
0

1
+M+MAme%4m@+m

Por tanto, identificando los términos de las sucesivas potencias de A obtenemos el calculo

de las funciones v); por recurrencia:

'%mzﬂp

wszkuw%@@

wmzAmeww@ (3.3)
zszlew%4w@

Queda asi determinada la serie, la cual se denomina serie de Neumann.

Mas adelante, veremos la convergencia uniforme de esta serie, que determinara una

solucién de la ecuacién (3.1).

3.2. Meétodo de Aproximaciones Sucesivas

Vamos a resolver la ecuacion integral de Fredholm de sequnda especie (3.1) mediante
el método de aproximaciones sucesivas de Picard. Dicho método se aplica como

sigue:
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Comenzamos fijando ¢g(x) = f(x), entonces definimos

[ 61(2) = f(@) + A [ Kt ay
bo(a) = flz) + A / K (2, 9)én(y) dy

(3.4)
1
0,(0) = F(a) 40 [ K()on1(0) dy
\ 0
Para la justificacién de dicho método serd muy importante el siguiente resultado:
Lema 3.1. Se tiene que
On(2) = fn1(x) = A" () (3.5)

para Y, (x) definida en (3.3)

Demostracion:

oa) = f@)+x [ Ko, 9)60(y) dy = dola) + M (0)
nla) = fa) 2 [ Ko )ou(y) dy
= @A [ K HURSYS " K(y,5)60(s) 5]
~ @)+ [ Ko 9)f(y) dy + X / K(e,y) (/ Ky, )nls) is) dy
~ @)+ [ Ko 9)f(y) dy + ¥ / Koy ) dy
= ¢1(x) + Nthy(x)
ula) = fa) 2 [ K )a(y) dy
= f(z) + A /01 K (z,9)[o1(y) + N¢a(y)] dy

— f@) + A / K (2, y)én(y) dy + X° / K (2, y)s(y) dy

= Po(x) + N3(x)
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Llegamos entonces a que

Pa(x) — d1() = Nho()
¢3(x) — da(x) = Nh3(x)

Vamos a probarlo en general, es decir, ¢, () — ¢,—1(2) = A", (x). Para ello lo hacemos

por induccién, suponemos cierto para ¢, lo probamos para ¢, 1

def

bnir(z) — dule) < fl@)+ A / K (2, 9)du(y) dy — f(z) — A / K (2, 9)én_1(y) dy
) /0 K () [0n(y) — dus(y)] dy "2 X /0 K (2, y) N (y) dy

CN 1 () |

Si sumamos los términos a ambos lados en la ecuacion (3.5) de k = 1, ..., n, nos queda

n

Y (@) = dpa(@) = D Auy() S Pnl®) = dola) = > M)

k=1 Serie telescopica

Al ser ¢o(z) = Yo(x) = f(z), nos queda

Sn(x) =Y Ny(2) (3.6)

Vamos aplicar ahora el proceso de iteracién sobre el nicleo de la ecuacion:

n = [ K(e) () dy
) = [ Ky (y) dy
- [ | [ K15 85] ay

-/ (s) { / K ) K (.9 dy} ds
:/OlKg(x,s)f(s) ds.
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1
= / K (2, y)2(y) d
0
1 1
= / K(z,y) U Ka(y, s)f(s) dS] dy
=/ U K (2, y)Ka(y, )dy} ds
/ Ks(z,s)f(s) ds.
En general,
/ Ku(z,y)f(y) dy paran =1,2,3, .. (3.7)
donde los llamados nicleos iterados
K1<I» y) = K([E, y)? K2(x7 y)7 Kg(ZL’, y)7 e
estan definidos por la férmula recurrente
1
K,(xz,y) = / K(z,8)K,-1(s,y)ds (n=1,2,3,...). (3.8)
0
Proposicion 3.2. Mdas aun se tiene la siguiente propiedad
1
Kpii(z,y) = / K, (z,2)K(z,y) dz| parar =1,...,n;s =n—1r+1; (3.9)
0

Demostracion:

Vamos a probarlo por induccion en n

» Caso base: n=2 (n=1K(z,y) = K(z,y))

1
(r,s=1) Ky(x,y) = / K(z,2)K(z,y) dz es cierto por definicién (3.8)
0

= Supongamos que la férmula es cierta para r + s < n, vamos a probarla para n + 1,

Kz, y) 2 /0 IK(:L‘,S)Kn(s,y) ds 2 /0 1 K(z,s) ( /O 1 K, (s,2) Ky, (2,9) dz) ds
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con r; +s; = n, por lo que 1 < 51,77 < n — 1, por tanto supongamos que
K(z,y) € L*([0,1] x [0,1]) y podemos usar el teorema de Fubini (ver Teorema
A.10)

1 1 1
Kni(z,y) :/ K, (z,9) (/ K(x,$)K, (s,2) ds) dz D:ef/ K (z,y) Ky 11(z, 2)dz
0 0 0
Sea r = r; + 1, entonces
1
Kp(z,y) = / K, (x,8)Ks,(s,y)dsdonde 2 <r <m,s;=n—(r—1)=n—r+1
0

El caso r = 1,s = s; = n también se tiene pues es la definicién (3.8).

Por tanto, se ha demostrado parar = (r1+1) =1,...,nys=s = (n—1)—r;+1 =

n—(rm+1)+1l=n—r+1. [

Utilizando (3.7), expresamos (3.6) de la forma

0u(0) = J(@) + 30 X(w) = 1) + SN [ Ko (0) =
— @)+ [ S NKi () dy

1
luego tomando limite cuando n — oo la solucién de ¢(z) = )\/ K(z,y) ¢(y) dy+ f(z)
0

vendria dada por

o(z) = f(x) — )\/0 H(z,y; \) f(y) dy con H(x,y;\) definida en (3.11) (3.10)

Definicién 3.3. A la funcion

n=0

se denomina nucleo resolvente.
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Teorema 3.4 (Teorema de Fredholm). A cada nicleo K(z,y) que pertenece a L? =
L3([0,1] x [0,1]) le corresponde un niicleo resolvente H(x,y;\) el cual es una funcion

analitica de X, reqular al menos en el circulo |\ < ||K||™' * y viene representado por
la serie de potencias H(x,y; \) = — Z)\”Kn+1(x,y). Si el dominio de existencia del

n=0
nicleo resolvente en el plano complejo es H, entonces, si f(x) pertenece a la clase

L?(0,1), la unica solucién en L*(0,1) de la ecuacion de Fredholm (2.2) wvdlida en H

viene dada por

o) = f(2) — A / H(z, y; N (y) dy

Demostracion: Veamos en primer lugar que H(x,y; ) s6lo converge para un |\| sufi-

cientemente pequeno. Es decir, aunque H(x,y; \) es una funcién analitica de A (véase
Definicién A.2), pues es representable mediante serie de potencias (ver Definicion A.4
y Teorema A.5), no es una funcién entera de A\ (véase Definiciéon A.3), pues no es
holomorfa en todo el plano, en el sentido de que la serie de potencias sélo esté definida

en ese dominio.

Si suponemos que el niicleo K (x,y) esta en L?, es decir,

0

- [/01 K2(z,y) dyr,B(y) - [/01 K2(z,y) dxr. (3.13)

Entonces, usando la desigualdad de Cauchy-Schwartz (véase Teorema A.G) y (3.8)

1 1
K| = //[ oy ) dady = / A2(z) do = / By)dy<N*  (3.12)
7><7

donde

tenemos que

K2(x Def[/sz (z,y)d ] < V K*(z,2)d 21 {/OlKQ(z,y)dz]

= A%(x)B*(y),

"Por || - || denotamos la norma en L?([0, 1] x [0, 1])
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2 Def CS 2 2
K3(z,y) sz)KQ:cy szdz sz

gA%wAxﬁwﬂﬁ@ﬁkgA%@B%wllﬁwyh

< A*(x)B*(y)N?

Ki(x,y sz)ngvy szdz sz

Sﬂ@lﬁ@ﬁ@ﬁ@gﬁ@ﬁ@WAA%Mz

< A%(x) B?(y) N*

y por tanto, en general

|Kn+2<x7 y)| S A(l’)B(y)Nn para n = 07 17 2a .. (314)

Despreciando el primer término, esto prueba que la serie (3.11) tiene una mayorante

() Y (IAIN)"
n=0

que es una serie geométrica, que converge si y sélo si |A|N < 1, pues si aplicamos el

criterio del cociente (vedse Teorema A.13)

Ung1 |)\|n+an+l
= = |AIN
an, | AN A
Luego la serie converge si y sélo si [A|N < 1 <
A< [IK][™ (3.15)

Por tanto, bajo esta condicién, las sumas parciales de (3.11) tienen una mayorante del
tipo
CA(z)B(y)
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donde C' es una constante, es decir, una mayorante que es una funcién de L*([0, 1] x [0, 1]).
En otras palabras, (3.11) es una serie uniformemente convergente en casi todo, por lo
que, por el Teorema de Beppo-Levi (véase Teorema A.15), podemos integrar término

a término en = o y.

Por el Teorema de Egoroff-Severini (ver Teorema A.7), esta serie es convergente
uniformemente si los puntos donde A(x) = oo o B(y) = oo son eliminados de los
intervalos 0 <z < 1,0 < y < 1 mediante un recubrimiento adecuado de medida menor

que ¢, para € > 0 arbitrario.

Al estar permitida la integracién término a término, veamos que, bajo la condicion

(3.15) y usando (3.8), se tiene

1 1 [e's)
- [ KeatGyNa = [ K@Y XK
0 0 —
00 1 n=0 o'}
= Z)\n/ K(az,z)KnH(z,y) dz = Z)\nKnﬂ-?(l‘ay)'
n=0 0 n=0

Por otro lado, usando (3.9)

0o 1 o0 1
Z)\"/ K(z,2)Kyi1(z,y) dz = Z)\”/ Knii(x,2)K(z,y) dz
n=0 0 n=0 0

= —/0 H(z,z; \)K(z,y) dz

Ademas,

1 1 = ..

@y A) + Kz y)l =+ | - S NKa(ry) + K(z,y)| =

n=0
1 (o9} o B o0 .
=73 Z)\nKn—I—l(x’y) == ZXI K (7,y) = — ZA Kni2(z,y)
n=1 n=1 n=0

Por tanto,

H(z,y; \) + K(z,y) = /\/0 K(z,2)H(z,y; \) dz = )\/0 H(z,z; \)K(z,y) dz.
(3.16)
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Aun mejor, si consideramos que todos los términos de esta doble igualdad son funciones
analiticas de A, podemos afirmar que las ecuaciones (3.16) para el nicleo resolvente son
vélidas no sélo en el circulo (3.15), sino en todo el dominio de existencia del niicleo
resolvente H en el plano complejo. Esto es gracias al Principio de prolongacion
analitica (ver Teorema A.8). Por tanto si f(x) pertenece a la clase L?, la solucién de

(3.1) dada por )
o(x) = f(z) - A / H(a,y: N f(y) dy (3.17)

estd en la misma clase L?. En consecuencia, la solucién estd definida en el dominio de

existencia, H, de H(x,y; \).

Faltarfa ver que es la tinica solucién en L? de nuestra ecuacién, no sélo en el circulo

(3.15) sino que también en todo domino de existencia H.

Para demostrarlo, supongamos que existen dos soluciones ¢1(x), ¢o(x) de (3.1). Enton-

ces,

br(z) — A / Kz, y)én(z) dy = f(z)
do(z) — A / K (. y)dol(z) dy = f(z)

Restando, .
b1(z) — dol(z) — A / K (2, 9)[é1(y) — doly)] dy = 0

Por tanto, tomando ¢(x) = ¢1(x) — ¢o(z), ¢(x) es solucién de
1
o) = A [ Ko y)oly) dy =0
0

Por lo que, usando (3.16) y el teorema de Fubini (véase Teorema A.10)

oz) %A / ' K(z, 5)o(y) dy

= [ 0wty [ o) ([ H 0K G =) dy
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= H (g o) dy + N / H () ( / K(zy) o) dy) &z
sLee ) /0 1 H(z,y; \)oly) dy + A /0 1 H(z, 2, \)é(2) dz =0

En conclusion, ¢1(z) — ¢o(z) =0 < ¢1(z) = ¢o(x). |

Ejemplo 3.1. Vamos a resolver la ecuacion integral de Fredholm de sequnda especie

o) = A /O e V(y) dy + f(x) (3.18)

mediante el método de aproximaciones sucesivas.

Vemos que en este caso el nicleo de la ecuacion es K(x,y) = e* Y. Luego en primer

lugar vamos a calcular el nicleo resolvente (3.11). Usando la formula (3.8):

1 1
Ky(z,y) = / e’ PV dz = ex_y/ dz = K(z,y)
0 0

En consecuencia, todos los nicleos iterados K, coinciden con el nicleo K, por lo que la

serie (3.11) quedaria
—H(z,y;0) = K(z,y) Y \"
n=0

=y

Por tanto, si |\ < 1, H(xz,y; \) = ; 1

de X\, regular en el X plano excepto en el punto X =1 el cual es un polo del nicleo.

y vemos ademds que H es una funcion analitica

Aplicando el Teorema 3.4, la ecuacion (3.18) tiene una tinica solucién para todo \ # 1

y viene dada por (usando (3.10))

o) = fa) = 325 [ s dy (3.19)

Otra forma de deducir este resultado es, si fijamos

1
/0 e Voy) dy = €.

la ecuacion (3.18) la podemos escribir como

¢(x) = f(x) + Ae” (3.20)
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y por tanto, & debe verificar que

= / —l—)\fe]dx:/ol Tf(x) de+ X< (1=N)E = / ) dx (3.21)

En consecuencia, siempre que A # 1,

1 1

ST,

e " f(x) dz

y sustituyendo en (3.20), llegamos a (3.19). Por otro lado, si A = 1, la ecuacion (3.21)

nos muestra que la solucion, en general, no es posible, pues la funcion f(x) normalmente

/01 e~ f(z) do =

Pero si la satisface, por ejemplo f(x) = 0, entonces (3.18) tiene infinitas soluciones y

no verifica la condicion

vienen dadas por la formula

o(z) = f(z) + Ce” (3.22)

donde C es una constante arbitraria.

3.3. Meétodo de resolucion en el caso de nicleo degenerado

Definicién 3.5. El nicleo de una ecuacion integral se conoce como nicleo degene-
rado si se puede descomponer en suma de productos de funciones con las variables
separadas. Tales nicleos, se les denominan niucleo Pincherle-Goursat, o abreviada-

mente, nicleo PG.

Suponemos que K (z,y) Z wi(z)vi(y) con u;(z) y vi(x) i =1,...,n linealmente inde-

pendientes (tiene sentido i anoner esto pues de lo contrario podria expresarse una de las

u; como combinacién lineal de las restantes y disminuimos el nimero de los sumandos)

Por tanto, la ecuacién de Fredholm de 2° especie (3.1) quedard

o) = )+ A Y ule) [ owlo) do
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Buscamos una solucién de la forma
o(x) = f(z) + A ajui(x). (3.23)
i=1
Sustituyendo en la ecuacion,
n n 1 n
f@) + 2 Y o) = f(@) + 2 Y o) [ |0+ 4D asus)| i) dy
i=1 i=1 0 j=1
n 1 n
& fai= [0+ A au)| ) dy| wlz) =0
=1 0 j=1
Al ser las u; i = 1, ..., n linealmente independientes, esto implica que
1 n
o= [ 1)+ A Y asui)luty) dy =0 =
0 i
7= (3.24)

w=A>a | wwnm a= [ swem s =1

Observar que las integrales que intervienen se pueden calcular a partir de los datos u;,v;, f

del problema. Estas integrales son las denominadas productos internos o escalares

y se denotan como

(f.p) = / F(s)pls) ds V.o € I3(0,1) (3.25)

Nétese que (3.25) es la expresion del producto escalar en L?(0,1).

Desarrollando el sistema (3.24),

(

[1— Mug, v1)]or — Mug, v1)ag — Auz, v1)az — -+ — Mg, v1)ay, = (f,v1)
—AMug, v9)ay + [1 — AMug, ve)]ag — Auz, ve)az — -+ — XMy, v2)a, = (f, v2)
=M ug, vp)on — Mug, v,)ag — Mug, vy)ag — <+ + [1 — M, vn)]an = (f,v5)



3. Métodos de resolucién de las ecuaciones integrales 20

observamos que es un sistema lineal de tantas ecuaciones como incognitas «;.

El determinante de los coeficientes del sistema seria:

1 — Mug,v1)  —Mug,v1)  —A(usz, vq) e —A(tUn, 1)
—Mug,va) 1= Nug,va) —A(us, vs) e —\(ty, v2)
D(A) =| —Mug,v3)  —Aug,vs) 1 — Nus,v3) --- —(tp, v3) (3.27)
—AMur,v,)  =AMug,v,)  —A(us, vy) L — A, vy)

Dicho determinante debera ser distinto de cero para que el sistema sea compatible

determinado.

Si D(A) # 0, la tnica solucion de la ecuacién de Fredholm homogénea de 2% especie es la
solucién trivial ¢(z) = 0 (todos los «; son nulos) y entonces podemos hallar una solucién

y s6lo una del sistema (3.26) y, por tanto de la ecuacion integral completa (3.1).

Sin embargo, si D(\) = 0, la ecuacién homogénea posee infinitas soluciones que difieren
en un factor constante y por tanto no podemos construir una solucién de la forma
(3.23) a menos que f sea ortogonal a todos las v;, es decir, todos los productos internos

se anulen:

1
| ) dy= (g0 =0, vim1n (3.28)
0
Esta es la condicion del rango para que el sistema sea compatible indeterminado.

Los valores de A que anulan a D(\) son los autovalores de la ecuacién homogénea

1
o) = | K(e.oty) dy
0
y los valores de ¢(x), soluciones de la homogénea correspondientes a estos valores de A,

son las llamadas autofunciones.

La existencia de dichas autofunciones serd fundamental en el estudio posterior en las

Secciones 4.2, 4.3, 4.4, 5.2 y 6.3 de este trabajo.

Ejemplo 3.2 (Célculo de autofunciones). Consideremos la ecuacidn homogénea

o) = A / (2 + 9)dly) dy
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En este caso, el nicleo de la ecuacion seria K(x,y) = x+y. Queremos expresar K(z,y)

como uy(x)v1(y) + us(x)ve(y). Por tanto,

ui(x) =z wus(x) =

vi(y) =1 wly) =y

Vamos a calcular el sistema (3.26)

1 1 1
(ulavl):/ ydy:§7 (U’??Ul) :/ 1dy:17
0 0

v, 1 ! 1
(U17U2):/ y dy:§, (U2702):/ ydy = .
0 0

2
A
(1—§)Oél—>\042:0

—A A
?0514—(1—5)012:0

Si calculamos el determinante del sistema

Luego,

1= 2 -\ A 2 22 22 22 22
D(\) = 2 =(l—-=) —==14+4=—-A—-"=—+1-
) A ( ) 3 +4 A 3 12 + A

Por tanto,

» s5i D(A) # 0, la dnica solucion de la ecuacidn homogénea es ¢(x) =0

» si D(A\) = 0, entonces ’1—)2‘2 +1—=X=0<« N+12\—12 = 0. Por lo que los
autovalores serian \; = —6 + 43 Ay = —6 — 44/3.

Si calculamos ahora la autofunciones asociadas a cada autovalor:

A A
<1——)oz1—/\04220—>1——:)\%
2 2 (051 o Qg 9 9
T =3 — —al =30,
- e A 0, @ 3(1—-3) Qg Qq
—a —— ]y = — =
3! 2)° as A\

— = :|:\/§Oé2
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Por tanto la autofuncion ¢; asociada al autovalor \y seria de la forma ag(\/gul + us),
es decir, ¢1(x) = C(x\/3 + 1). Andlogamente, la autofuncién ¢, asociada a Ny seria

¢2($) = Ol(—l'\/g + 1)

Ejemplo 3.3. Consideramos ahora la ecuacion integral

mw:1+xlef%@ww

En este caso, el nicleo de la ecuacion es K(x,y) = €Y, el cual es un nicleo degenerado
pues se puede expresar como K(x,y) = e"e Y y por tanto uy(z) = €* y vi(y) = e

Vamos a calcular el sistema (3.26) en este caso,

y=1_ —1

1 1
(u1, 1) = / efeVdy=1, (f,v)= / eVdy= —e y— = T 1
0 0

Para A =1, la autofuncion asociada al problema homogéneo

wmzAAe*%@ww

es ¢(x) = Ce*, donde C es una constante arbitraria. En ese caso, la ecuacion integral

completa no posee solucion, ya que

(fa Ul) 7& 0.

En el caso en que A # 1, el problema homogéneo asociado sélo tiene la solucion ¢p(x) =0

y, por tanto, usando (3.26) obtenemos

e—1

1
1-Nai=1- - -
| Jou e M e(1 =)

En ese caso, la solucion viene dada por
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3.4. Extensién a los niicleos generales de L2

Usando un método de E.Schmidt, que fue encontrado y generalizado por Picone, exten-
deremos el teorema de Fredholm a niicleos generales de L?. Para ello, primero usaremos
que cada ntcleo K (z,y) de L? se puede descomponer (en un nimero infinito de formas)
en la suma de un nicleo PG adecuado S(z,y) y en otro nicleo de L? T(x,y), cuya
norma puede hacerse tan pequena como queramos. Para ser precisos, supongamos que
todos los puntos del A plano que queremos considerar se encuentran dentro del circulo

|IA| = R (R es una constante positiva arbitraria). Tomamos
K(z,y) = S(z,y) + T(z,y)

donde
n 1 1 1
S(eag) = o X@Ww. 1T = [ [ T dey < 25

k=1
Esto nos da la condicién (3.15) y por tanto la convergencia de la serie de Neumman
para el nicleo T'(z,y). En consecuencia, si llamamos Hr(x,y; A) al nicleo resolvente

correspondiente a T'(x,y), nuestra ecuacién podemos escribirla como

con

F(z) = f(z) + A / S(a,y)d(y) dy.

y podemos reemplazarla por la ecuacion equivalente

o(x) = F(x) — A / o,y N F(y) dy

es decir, por la ecuacion

o(z) — A/Ol [S(x,y) - A/Ol Hr(z,2;0)S(2,y) dz| o(y) dy

— fz) A /O o,y N () dy



3. Métodos de resolucién de las ecuaciones integrales 24

la cual podemos expresarla como

¢(x) — A/O [Z Xi(w; Vi) | ¢y) dy = f(x; ), (3.29)
donde
Xp(z:\) = Xp(x / Hry(x,y; ) Xi(y) dy,
(3.30)
Flz: ) / Hr(z,y; A) f(y) dy,

De esta forma, cualquier ecuacién de Fredholm de segundo tipo con niicleo L? se puede
reducir a una similar con un nicleo PG y por tanto es valido el teorema de Fredholm

(Teorema 3.4).



4. Propiedades y unicidad de la

solucion

El objetivo de este capitulo es probar la existencia y unicidad de solucion de una ecuacién
integral de segunda especie, para ello utilizaremos algunos conceptos y resultados de la
teoria espectral de operadores compactos. Ademas veremos algunas propiedades que
presentan dichas ecuaciones y la importancia que tiene las ecuaciones integrales cuyo

nicleo es simétrico. Nos vamos a basar principalmente en los textos [2], [4] v [9].

4.1. Teoria espectral de operadores compactos

Antes que nada, vamos a ver algunos conceptos y resultados de la teoria espectral de

operadores compactos que nos seran utiles mas adelante.

4.1.1. Operadores compactos

Sean X e Y dos espacios de Banach reales, cuya norma denotamos por || - ||. Denotemos

por By a la bola unidad cerrada de X, es decir,
By = {w € X; |zl < 1.

Definicién 4.1. Un conjunto C C Y se dice que es relativamente compacto en'Y si su
clausura C es un compacto en Y. Es decir, de todo recubrimiento del conjunto C por

subconjuntos abiertos de Y, se puede extraer un subrecubrimiento finito de C.

25
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Definicién 4.2. Un operador T € L(X,Y) se dice que es compacto si el conjunto

T(Bx) es relativamente compacto en Y.

Nota 1. En el caso de ser' Y un espacio métrico, C' C Y es relativamente compacto
en'Y siy solo si de toda sucesion de elementos de C' se puede extraer una subsucesion
convergente en Y. Por tanto podemos obtener las siguientes definiciones de operador

compacto equivalentes:

» Un operador T € L(X,Y) es compacto si y solo si de toda sucesion {x,} C X que
sea acotada, se puede extraer una subsucesion {x,, } tal que {Tx,, } sea convergente

enY.

» Un operador T € L(X,Y) es compacto si y sélo si transforma subconjuntos acota-

dos de X en subconjuntos relativamente compactos de Y .

Nota 2. Como Y es, en particular un espacio métrico completo, dado un conjunto
C CY, para determinar si es relativamente compacto en 'Y, basta comprobar que, para

todo € > 0, C' puede ser recubierto por un numero finito de bolas de 'Y de radio .
Veamos que los operadores integrales en C°([a,b]) o en LP(a,b), con p € (1,2] y a,b
finitos son operadores compactos.

Definicién 4.3. Sea K € C%([a,b] X [a,b]) una funcién dada. Se denomina operador
integral en C°([a,b]) de nicleo integral K, al operador T : C°([a,b]) — C°([a,b])
definido por

b
To)0) = [ K(t.s)ols) ds Ve labl, VoeCab), (1)
< a2 1 1
Definicién 4.4. Sean p € (1,2] y K € L((a,b) X (a,b)), con —+ — = 1,dados. Se deno-
p q
mina operador integral en LP(a,b) de nicleo integral K, al operador T : LP(a,b) —

LP(a,b) definido por

b
(To)(t) = / K(t,s)¢(s)ds ect.te (a,b), VYoe LP(a,b). (4.2)
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Teorema 4.5. Se tiene:

1. Si K € C%a,b] x [a,b]), el operador integral T definido como (4.1) pertenece a
L(C°[a,b])), y es compacto.
2. 81 K € Li((a,b) x (a,b)), el operador integral T' definido como (4.2) pertenece a

L(LP(a,b)), y es compacto.

Demostracion:

1. Veamos primero que si K € C°([a,b] X [a,b]), T dado por (4.1) estd bien definido
y pertenece a L(C%([a,b])).

» T es lineal: Sean o, 8 € R, ¢,% € C°([a, b]), entonces
b
(Tlad+ ) = [ K(ts)as+5u)(s) ds
b 1
—a [ K5t ds + 5 [ Kol ds
a 0
=aT¢+ pTY. Vte |a,b]
s 7T es continuo: Al ser T lineal, basta ver que
T ¢llco (o) < Clldllooa
con C' >0

En efecto, ||[T'¢||co(ap) = tem[aa%(}

/a K (6 5)0(s) ds

b
< mdx / K (t,9)||6(s)] ds

tela,b]

b
< mix <||¢r|coqa,bp [ 1w.s) ds)

tela,b]

b
< lelleogony s, (150.9)1 [ as)

= ||®llco(am |0 — al t,gé%} |K(t,s)]

= [b — al|[K[co(apx s [l coap)
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Por tanto T es continuo ya que K € C%[a,b] x [a,b]) v [a,b] estd acotado.
Ademads hemos probado que T estd bien definido ya que ||T¢| |ZC'O([a b)) €s finito.

Ademas, si {¢,} es una sucesién acotada en C°([a,b]) entonces {T'¢,} es una

sucesion acotada ya que por la acotacion anterior

T Onl|coap) < Cllénllcoga) < o0

Veamos que ademés {T'¢,} es equicontinua en C°([a, b]):

b
Thu() — Touly)| = / (K (2, 5) — K(y, 5))du(s) ds

b
< / K (2, 5) — K(y,)||6n(s)] ds
< |b—al||K(z,s) = K(y, 5)||con || énllco(a)

Como K € C°[a,b] x [a,b]), existe ; tal que ||K(x,s) — K(y,s)|| < €. Por tanto,

Ve, 36 > 0 tal que si ||z — y|| < 0, entonces

Ton(x) = Ton(y)| < e1llnllcoqaplb —al = €.

No depende de n ya que {¢,} es una sucesién acotada en C°([a, b]) ni de los valores

de x e y.

Por tanto aplicando el teorema de Ascoli-Arzela (ver Teorema A.11), existe una
subsucesién de {T'¢,, } que es convergente en C%([a, b]), y por tanto, si K € C°([a, b] x
[a,b]), el operador T definido por (4.1) es compacto en C%([a, b]).

2. Veamos que si K € Li((a,b) x (a,b)), el operador T dado por (4.2) esta bien
definido y pertenece a L(LP(a,b)).

» 7T es lineal: Sean «, 5 € R, ¢,v € LP(a,b), entonces

(T(ao + BO))(t) = / K(t, 5)(ad + B)(s) ds

= a/ K(t,s)p(s) ds + ﬂ/olK(t, s)(s) ds

=aTl¢+ pTY. e.ct.te (a,b).
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s T es continuo: Al ser T lineal, basta ver que

TP r(ap) < CllD]Lr(ap)

con C > 0.

Tl Lo 0 ) Z/b (/bK(t,S)sb(S) ds>p dt
Holder/(/thS ) </¢p )

- HKHLQ(ab ab)”¢|‘LP a,b) < CH¢H%P((1,I;)

yaque K € Li((a,b)x (a,b)). Ademds hemos probado que T esta bien definido
va que |[T'9|[},,, es finito, luego T'¢ estd en LP(a, b).

Para demostrar que T es compacto, suponemos en primer lugar que K € C°([a, b] x

[a,b]). Si {¢,} estd acotada en LP(a,b), entonces {T'¢,} es una sucesién acotada

/mm

< mix / K (2, 5)||én(s)] ds

te(a,b]

Holder 1/q b 1/p
< méx </ |K(t,s)|? ds) (/ |dn(s)[P ds)
te(a,b) a
q

b 1
< 6liron (s 1Ko [ as)

= |b— a|"| K| coa,b)x (s ||On] |1 () -

en C%([a, b)) ya que

T onllco(ap) = maX

Ademds {T'¢,} es equicontinua en C°([a,b]) ya que

|T¢n(x) - T¢n(y)| =

< / K(z,5) — K(y,9)||6u(s)] ds
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g (( / K () — Kyl ) " (/ ou(s)l i) Up)

< |b—alV9|[K(z,5) = K(y, 5)llcoqal|énl | Lr(ap)

Como K € C°[a, b] x [a,b]), existe &1 tal que ||K(z,s) — K(y, s)|| < &1. Por tanto,

Ve, 30 > 0 tal que si ||z — y|| < J, entonces

T¢n(x) — Ton(y)| < 51H¢n‘|Lp(a,b)|b — a|1/‘1 =,

No depende de n ya que {¢,} es una sucesién acotada en C°([a, b]) ni de los valores

de x e y.

Por tanto, aplicando el Teorema de Ascoli-Arzela (ver Teorema A.11), existe una
subsucesién de {T'¢, } que es convergente en C°([a,b]), y en consecuencia también
es convergente en LP(a,b). Por tanto, si K € C%Ja,b] x [a,b]), el operador T

definido como (4.2) es compacto en L”(a,b).

En el caso general, tener en cuenta que el conjunto de todos los operadores
T € L(X,Y) compactos es un subespacio vectorial cerrado de £(X,Y) y la densi-
dad del espacio C°([a,b] x [a,b]) en LP((a,b) X (a,b)). |

Nota 3. En nuestro caso, vamos a suponer que K(z,y) € L*([0,1] x [0,1]), por tanto

veamos que durante todo este trabajo vamos a poder aplicar el Teorema de Fubini (ver

A.10), es decir o o
/0 (/0 u(s) ds) dt:/o (/ uls) dt) ds

con u € L*(0,1). Para estar en las hipdtesis del teorema de Fubini, necesitamos probar

que F(s,t) = u(s) € L'((0,t) x (0,1)), para ello usaremos el criterio de Tonelli (ver
A.9)

a) para casi todo t € (0,1),

t 1 Holder 1 1/2 1
/ lu(s)] ds < / lu(s)| ds < (/ |u(s)|2 ds) (/ 1 ds) = ||u||L2(071) < 00
0 0 0 0
1 ¢ 1
L ([ weas) des [l de= il < oo

b)
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Por tanto, por el criterio de Tonelli, F(s,t) = u(s) € L'((0,t)x(0,1)) y en consecuencia

es vdlido el teorema de Fubini.

4.1.2. Teorema de alternativa de Fredholm

Definicién 4.6. Sean H y G dos espacios de Hilbert reales, se define el micleo y el
rango de un operador lineal y continuo T' € L(H,G), y se denota Ker(T) y Rang(T)

respectivamente, como
Ker(T)=T'0)={x € H;Tx =0}, Rang(T)=T(H)={Tx;z € H}.

Definicién 4.7. Sean H y G dos espacios de Hilbert reales, y T € L(H,G). Se define

el operador adjunto de T como el unico operador T* € L(G, H) tal que
(Tz,y) = (z,T"y) VYxe€ H, Vyed.

Teorema 4.8 (Teorema de la alternativa de Fredholm). [ver la demostracion en
[9]] Sea H un espacio de Hilbert real, T € L(H) un operador compacto. Entonces, se

satisfacen las siguientes propiedades:
1. Ker(I =T) y Ker(I —T%) son de dimensién finita, y de hecho,

dimKer(I —T) = dimKer(I —T7).
2. Rang(I—=T) y Rang(I—T*) son cerrados, y por tanto, Rang(I-T) = Ker(I-T*)*
y Rang(I —T*) = Ker(I —T)*.
3. Ker(I -T)=0«< Rang(I —T)=H, y Ker(I —=T*) =0« Rang({ —T*) = H.
Nota 4. La alternativa de Fredholm nos dice que si T € L(H) es compacto, para la

ecuacion u — Tu = f podemos afirmar:

= 0 bien, la ecuacion homogénea asociada u — Tu = 0 solo posee la solucion nula, y

en ese caso para f € H existe una y solo una solucion x € H deuw —Tu = f
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= 0 bien, el espacio vectorial de las soluciones de la ecuacion homogénea asociada
u—"Tu =0 es de dimensioin finitan > 1, y para f € H dado la ecuacion x —Tx =
f solo posee solucion si y solo si [ wverifica las n condiciones de ortogonalidad

(f € Ker(I —T*)*), y en ese caso la ecuacién admite infinitas soluciones.

4.1.3. Espectro de un operador compacto

Sea X un espacio de Banach real de norma || - || y 7" un operador de £(X).

Definicién 4.9. Se denomina conjunto resolvente de T, y se denota por p(T), al

conjunto

p(T) ={peR;T — pul es biyectivo de X sobre X}.

Al conjunto o(T) = R\p(T'), complementario del conjunto resolvente de T, se le deno-

mina el espectro de T'.

Definicién 4.10. Se dice que p € R es un autovalor o valor propio de T', si T — pul no
es inyectivo, es decir, si Ker(T — ul) # {0}. En tal caso, al conjunto Ker(T — pl) se
le denomina subespacio propio o autoespacio asociado a i, y a cualquier elemento
¢ € Ker(T — ul) tal que ¢ # 0 se le denomina un autofuncién o funcion propia

asocido a pi. Al conjunto de todos los autovalores de T' se le denota V P(T).
Nota 5. Observamos que VP(T) C o(T).

Proposicién 4.11 (ver la demostraciéon en [9]). Para todo operador T € L(X), el

espectro es un conjunto compacto de R tal que
o(T) < =TI 1710,

y en consecuencia el conjunto resolvente es un subconjunto abierto no acotado de R.

4.1.4. Teorema de Hilbert-Schmidt

Nos vamos a centrar en los operadores lineales compactos y autoadjuntos en un espacio
de Hilbert. Suponemos fijado un espacio de Hilbert real H. Denotamos por (-,-) al

producto escalar en H, y por ||-|| a la norma en H inducida por dicho producto escalar.
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Definicién 4.12 (Operador autoadjunto). Sea T' € L(H), se dice que T es auto-

adjunto si se verifica que
(Tw,y) = (2,Ty) Yo,y € H.
Proposicién 4.13 (ver la demostracion en [9]). Sea T' € L(H) y sean

m= inf (Tu,u), M= sup (Tu,u).

u€H, [[ul|=1 uweH, ||u||=1

Entonces o(T) C [m, M]. Si ademds T es un operador autoadjunto, entonces m € o(T),

yMeo(T).

Corolario 4.14 (véase la demostracién en [9]). Sea T' € L(H) un operador autoadjunto

tal que o(T) C {0}, entonces o(T) C {0} y T = 0.

Nuestro objetivo ahora va a ser mostrar que si H es un espacio de Hilbert separable y
T € L(H) es un operador compacto y autoadjunto, entonces existe una base formada

por las autofunciones de T.

Definicién 4.15. Se dice que un espacio métrico E es separable si existe un subcon-

Junto D C E numerable y denso.

Definicién 4.16. Sea H un espacio de Hilbert, diremos que {e;} C H es una base

ortonormal de H, si se verifica que
(ej,ek) = 5jk: Vj, k€ ]N,

y para todo x € H, se tiene

r = Z(x, ej)e;, en X.
j=1
Nota 6. Si {e;} C H es una base ortonormal, entonces se verifica la identidad de

Parseval,
o0

lzl> = (x,¢))?, VaeH

Jj=1

Recordemos que,
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Proposicion 4.17. Si H es un espacio de Hilbert separable, entonces siempre existe

una base ortonormal de H.

Definicién 4.18. Sea {H,}n>0 una sucesion de subespacios vectoriales cerrados de H.

Se dice que H es suma de Hilbert de la sucesion {H,},>o Si:

1. Los H, son ortogonales dos a dos, es decir, si m # n,

(tm,zn) =0 Vz, € H,, Vz, € H,,

2. FEl espacio vectorial generado por U H, es denso en H.
n>0

Teorema 4.19 (ver la demostracién en [9]). Sea {H,},>0 una sucesion de subespacios
vectoriales cerrados de H tal que H es suma de Hilbert de dicha sucesion. Denotemos,
para cadan > 0 por P, al operador de proyeccion ortogonal de H sobre H,,. Dado x € H,

denotemos x,, = P,x. Entonces, se satisface:

9] k

1.z = E Tp, es decir, x = lim g Tp.
k—o00 0
n—=

n=0

2. ||z||* = Z |2,||? (igualdad de Bessel-Parseval).

n=0

Reciprocamente, si {x,}n>0 es una sucesion de elementos de H tal que x,, € H, para
o (o)

todon > 0y E ||7,]|*> < oo, entonces la serie E x, es convergente a un elemento
n=0 n=0

r € H que verifica P,x =z, Yn >0

Teorema 4.20 (Teorema de Hilbert-Schimdt). Supongamos que H es un espacio
de Hilbert real separable que no es de dimension finita, y sea T € L(H) u operador
compacto y autoadjunto. Sea { iy, }n>1 la coleccion (vacia, finita o infinita numerable)
de todos los autovalores distintos de'l', exceptuando eventualmente 0. Denotemos g = 0,
y H, = Ker(T — pnI) para n > 0, con el convenio de que si la coleccion {fi,}n>1 €S
vacia o finita con m > 0 elementos, entonces H,, = {0} para todo n > m+ 1. Entonces,

se tiene:

1. El espacio H es suma de Hilbert de la sucesion {H,}n>0-
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2. El espacio H posee una base de Hilbert formada por autofunciones de T

Demostracion: Observamos que 0 < dim(Hy) < oo, en cambio como Ker(T — u,I) =

Ker(I— HLT), por el teorema de la alternativa (Teorema 4.8), para todo n > 1, se tiene

que dim(H,) < oco.

1. Primero veamos que los H,, son ortogonales dos a dos: si z, € H, y x,, € H,,, con

m,n > 0y m # n, entonces Tx, = pnp ¥ TTp = T, por lo que

,un(xm xm) - (TJI”, xm) y (xm Txm) - Mm(xm xm)

Al ser T autoadjunto,

Mn(,l’n,l’m) = Mm(xna xm) = (ﬂn - Mm)(xnaxm) = 0.

Por tanto, al ser ji,, # fim, (Tn, Tm) = 0.

Veamos ahora que el espacio vectorial generado por U H,,, denotado por F', es
n>0
denso en H. Para ello veamos que F+ = {0} ya que H es un espacio de Hilbert y

F un subespacio vectorial (véase teorema A.12).

Como T'(H,) C H, paran > 0, ya que si x, € H,, entonces Tx, = j,x, y por
tanto Tz, € H,, se tiene que T(F) C F, pero esto implica que T(Ft) c F*
puesto que si z € F+ e y € F, entonces (Tx,y) = (z,Ty) al ser T autoadjunto y
ademas (z,Ty) =0yaquex € F+y Ty € T(F) C F, luego Tx € F+. Asf pues, el
operador Ty = Tjp. estd bien definido como operador de L(F 1), v es autoadjunto
y compacto. Ademas F* es cerrado en H, y por tanto es un subespacio de Hilbert

de H.

Ademés se tiene que o(7y) = {0} puesto que si p € o(7p) \{0} entonces existe
x € F+, con z # 0, tal que Thx = px, lo que nos lleva a que i es un autovalor de
Ty x € F. Es decir, si p € o(Ty) \{0}, entonces existe z € F N F+, con z # 0, lo

cual es absurdo.

Por tanto, por el Corolario 4.14, Ty = 0, es decir, F'* C Ker(T) C F, lo que nos
conduce a que F+ = {0} ya que F N F+ = {0}.

En conclusién, H es suma de Hilbert de la sucesion {H,, }n>o.
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2. Es una consecuencia inmediata de 1 ya que basta tomar en cada H, una base de

Hilbert.

4.2. Propiedades generales de la ecuacion de Fredholm de 22
especie

Veremos més adelante, que en el caso de los nicleos simétricos de L?, existe al menos

un autovalor A y una autofuncién asociada distinta de la trivial.

Si el nucleo es asimétrico, puede ocurrir que no existan autovalores y autofunciones.

1
Por otra parte, gracias al caracter lineal del operador integral / K(z,y)o(y) dy, se
0

tiene que

= si ¢ es solucion de la ecuacién homogénea

o) = A / K () 6(y) dy (4.3)

con nucleo cualquiera, entonces también lo es C'¢1, con C' una constante indepen-

diente de (z,y).

= Si @1, @9, ..., o, son soluciones correspondientes a un mismo autovalor A\, entonces

lo es tambien Ci¢1 + Copo + ... + Cp .

Si consideramos la ecuacién completa,

o) = A / K(z.y) é(y) dy + f(2) (4.4)

veremos que esta ecuacion, para todo valor de A que no sea autovalor de la ecuacion
homogénea, tiene una unica solucién ¢(x). De esta forma, se va a establecer una corres-
pondencia funcional entre el segundo miembro f(x) y la incégnita ¢(z), en la que a la
funcion f(x) = 0 le corresponde la solucién tnica trivial ¢(x) = 0. Esta correspondencia

tiene el caracter lineal, pues

= si ¢1(x) es solucién correspondiente a fi(x), k¢y(z) es solucién correspondiente al

segundo miembro k fi(x)
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w si ¢1(x), po(x), ..., n(z) son soluciones correspondientes a los segundos miembros

fi(z), fo(x), ..., fu(z), entonces Z C;¢i(z) es solucion correspondiente al segundo

miembro Z Cifi(x)

i=1

En los casos en el que A coincida con los autovalores de la ecuacién homogénea, la
ecuacion completa (4.4), en general, no tiene solucién, a menos que f verifique algunas

condiciones adicionales.

4.3. Existencia y unicidad de solucion de la ecuaciéon de Fred-

holm

Sea la ecuacién integral de Fredholm de 2% especie

—A/K:ﬁy y) dy + f(x)

Nuestro objetivo es probar la existencia de solucion de la ecuacion integral y si fuese

posible, la unicidad. Es decir, para el operador integral

A:L*0,1) — L*0,1)
¢ / K(z,y)o(y) dy

se tiene que

(I —AA) ¢ = f(x)
Z (A— %1) b= —if@)

1
queremos probar que el operador A — ul : L*(0,1) — L?*(0,1) para u = 3 e biyectivo

ya que



4. Propiedades y unicidad de la solucién 38

= si es inyectivo, quiere decir que dado dos soluciones ¢; y ¢ de la ecuacion

implica que ¢; = ¢o. Es decir, estamos probando la unicidad de solucion.

= si es sobreyectivo, quiere decir que dada f(x), existe una funcién ¢(z) tal que

(A—pl)¢p =g(x) = —pf(r)

Es decir, estamos probando la existencia de solucion.

En dimensién finita, se tiene que un operador lineal es inyectivo si y sélo si es biyectivo,
pero en el caso de dimensién infinita, no va a ser cierto en general. Por tanto, pueden

existir valores espectrales que no son autovalores (al contrario siempre es cierto).
La idea por tanto, es aplicar el teorema de la alternativa de Fredholm (Teorema 4.8).

Queremos ver que estamos en la hipotesis del Teorema 4.8, para ello veamos que dicho

operador es lineal, continuo y compacto.
» A es lineal: Sean o, 3 € R, ¢,¢ € L?*(0,1), entonces

(A)(ad + By) = / K (2, y)(ad + B0)(y) dy

_ a/O K(z,y)é(y) dy + 6/0 K(z,y)¥(y) dy

= aAp + BAY.
= A es continuo: Al ser A lineal, basta ver que

||A¢||L2(0,1) < O||¢||L2(071) con C' >0
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En efecto,

Al = | (/ K(e,9)6 dy) i
([ wenw) ([ cww) o

= [|K(z, y)HL2(01 1x[0,1]) H¢HL2(01 < NH¢H%2(0,1)
va que K(z,y) € L*([0,1] x [0,1]) .

= A es compacto gracias al Teorema 4.5.

Por tanto,

1. Si Ker(A—ul) =0, eso quiere decir, que A — ul es inyectiva, y por el teorema de

la alternativa, es biyectiva y por tanto, nuestra ecuacion

—A/ny y) dy + f(x)

posee una tnica solucién.

2. Si Ker(A—pul) # 0, eso quiere decir que existen autofunciones ¢; correspondiente

a los autovalores \; de la ecuacion homogénea

)= / K(a.y) 6ly) dy

Por tanto, f debe verificar condiciones de ortogonalidad para que la ecuacion no

homogénea posea solucion.

En nuestro caso especifico del operador de nuestra ecuacion integral, ambos resultados

de existencia se enuncian a continuacion més formalmente:

Teorema 4.21 (Teorema de Fredholm). La ecuacion integral de Fredholm de sequnda
especie

/ny y) dy + f(x) (4.5)

tiene, en general, una y solamente una solucién de clase L? dada por la férmula

o(x) = f(z) — /\/01 H(x,y; A) f(y) dy (4.6)
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donde H(x,y; ) es el nicleo resolvente. H(x,y; \) es una funcidn analitica de X\, y si

Al < ||K||7t, entonces viene dada por la serie de Neumman
— H(z,y; ) = K(2,y) + MKy (2, y) + N K3(z,y) + ..., (4.7)

donde Ko, K3, ... son los nicleos iterados (definidos en (3.8)). Las unicas excepciones
son los puntos singulares de H(x,y;\), los cuales coinciden con los ceros (llamados

autovalores) de la funcion analitica D(N) de A.

Si A = Ao es una raiz con multiplicidad m > 1 de la ecuacion D(\) = 0, entonces la

ecuacion homogénea

o) — A / K (. 9)b(y) dy = 0 (48)

tiene r soluciones no triviales independientes, llamadas autofunciones, donde r es el

indice del autovalor, satisfaciendo la condicion 1 < r < m.

Ademdas, si A = Ao, la ecuacion no homogénea (4.5) tiene solucidn, exactamente infinitas
soluciones, si y solo si la funcion dada f(x) es ortogonal a todas las autofunciones de

la ecuacion homogénea asociada.

El teorema de la alternativa (Teorema 4.8) para el estudio de nuestro operador A se

escribirfa de la forma siguiente:

Corolario 4.22 (Teorema de Alternativa). Si la ecuacion integral de Fredholm ho-
mogénea tiene solo la solucion trivial ¢(x) = 0, entonces la correspondiente ecuacion no
homogénea siempre tiene una y solamente una solucion. De lo contrario, si la ecuacion
homogénea tiene soluciones no triviales, entonces la ecuacion integral no homogénea no

tiene solucion o tiene infinita soluciones, dependiendo de la funcion dada f(zx).

4.3.1. Caso particular en el que nicleo es simétrico
Lema 4.23. Si el nicleo de la ecuacion integral es simétrico, se tiene que
Kn(z,y) = Ky (y, )

y en consecuencia, H(x,y; \) = H(y,x; \)



4. Propiedades y unicidad de la solucién 41

Demostracion: Vamos a probarlo por induccion

= Caso n=1: Se tiene por hipotesis.

= Supuesto cierto para n, veamos para n+1

Kn(z,y) /sz n(s,9) Hmed/st (Y, s) ds

= /0 Kn(y,8)K(s,x) ds = Kny1(y, x)

gracias a la Proposicion 3.2. [

En este caso que el nicleo K(x,y) es simétrico, tenemos que el operador (A¢)(x) =

/ K(x,y)¢(y) dy es autoadjunto ya que

o) = [ (/ K@ )60) i) (o) do
= [ ([ K ar) s a
- [ ([ 5w ar) o) a

= (¢, A¢

Por tanto, si aplicamos el teorema de Hilbert-Schmidt (Teorema 4.20), sabemos que
H = L*(0,1) (espacio de Hilbert separable) posee una base de Hilbert formada por las

autofunciones de A. Luego, el teorema de la Alternativa nos diria en este caso que:

1. Si Ker(A — pl) = 0, eso quiere decir, que A — ul es inyectiva, luego es biyectiva

y por tanto, nuestra ecuacion

—/\/ny y) dy + f(x)

posee una tunica solucion.



4. Propiedades y unicidad de la solucién 42

2. Si Ker(A—pul) # 0, eso quiere decir que existen autofunciones ¢; correspondiente

a los autovalores \; de la ecuacion homogénea

o) = A / K () 6(y) dy

Por tanto, al ser las autofunciones una base de L?(0, 1) se debe verificar que

Es decir, f € Rang(A— ul), o lo que es lo mismo, la ecuacién no homogénea posee

solucion, si y solo si

(f, ;) =0 Vj,j#i.

Veamos ahora dos propiedades que se verifican en el caso de un nucleo simétrico

Proposicion 4.24. Los autovalores y autofunciones de un nicleo simétrico real son

reales.

Demostracion: Si un nucleo simétrico tiene un autovalor complejo Ay = a + b con su

correspondiente autofuncién ¢;(z) = «(z) + if(x), entonces debe tener el autovalor
conjugado Ay = a — ib con su correspondiente autofuncion ¢q(z) = a(z) — if(z). Al ser
dos autofunciones de un ntcleo simétrico correspondiente a dos autovalores diferentes

A1 ¥V Ag, son ortogonales, es decir,

/¢1(x)¢2(9c) dx = /[&2<£L‘> + ()] dr =0 = a(r) =0B(z) =0

Pero esto contradice a la hipdtesis de que ¢1(z) y ¢2(x) son autofunciones, es decir,

funciones que no se anulan en casi todo. [
Otra propiedad importante de los nticleos simétricos es que su espectro nunca son vacios.

Proposicién 4.25. Todo nicleo de L* simétrico, no nulo tiene al menos un autovalor.

Demostracion: Al ser el nicleo simétrico, el operador A es autoadjunto, luego por la

Proposicion 4.13, m, M € o(T) y por tanto el espectro es no vacio. [ |
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4.4. El teorema de Hilbert-Schmidt y aplicaciones

Aunque ya hemos visto un enunciado como Teorema de Hilbert-Schmidt (Teorema 4.20),

escribimos aqui la escritura que aparece en el libro de Tricomi [12].

Teorema 4.26 (Teorema de Hilbert-Schmidt). Si f(z) puede ser expresada de la

forma

flz) = /0 K(z,y)9(y) dy (4.9)

donde K (z,y) es un nicleo simétrico de L? y g(y) es una funcién de L*, entonces f(x)
puede ser también expresada por su serie de Fourier con respecto al sistema ortogonal

{én} de autofunciones de K(x,y), es decir, podemos escribir

fl@) =) andn(x) (4.10)
h=1
donde )
o = / F@)on(@) de (h=1,2,3,..) (4.11)
0
Ademds, si K € L?, es decir, si la funcion A(z), definida en (3.13), relacionado con el
nicleo K estd acotada en L*(0,1), es decir,

1
/ K*(z,y) dy = A*(z) < N* (N = constante) (4.12)
0

entonces la serie (4.10) converge absolutamente y uniformemente para cada f(z) del
tipo (4.9). Si K € L([0,1] x [0,1]) solamente, entonces la serie (4.10) converge unifor-

memente en casi todo.

El teorema de Hilbert-Schmidt no sélo es importante en la teoria de las ecuaciones
integrales sino tambien en la teoria de las funciones ortogonales.

Entre sus consecuencias encontramos el siguiente resultado:

Teorema 4.27. Si el nicleo simétrico K(x,y) pertenece a la clase L*([0,1] x [0,1]),

entonces todos los nicleos iterados correspondiente K,,(z,y) se puede representar por
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una serie convergente absolutamente y uniformemente en casi todo
T,y) = Z)\gmqﬁh(m)qﬁh(y) m > 1. (4.13)
h=1

Si el niicleo K(x,y) pertenece a la clase L%, es decir, si se verifica la condicion (4.12),

entonces cada serie converge uniformemente.

Demostracion:

1
Por definicién, K,,(z,y) = K(x,y)K,,_1(x,y). Por tanto tenemos una ecuacién de

0
la forma (4.9), luego aplicando el teorema de Hilbert-Schmidt,

Kon(z,y) =Y an(y)én(@)

donde

Si m = 1, entonces

ya que ¢y () verifica la ecuacién homogénea

() = A /0 K (2, y)én(x) dz =0

Si m = 2, entonces aplicando ahora el teorema de Fubini (ver Teorema A.10)
1
= / K (x,y)on(z) dx

/</sz)K(zy)dz>¢()dx
/sz (/sz@ dx) dz
:A_h/o K (2 9)on(2) dz

=\, 2on(y).
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Por tanto, supongamos que para m se verifica que

an(y) = / o, 9)én(@) dz = A-"6n(y).

vamos a probarlo para m + 1: aplicando el teorema de Fubini (ver Teorema A.10) y la

Proposicién 3.2

anly) = / Ko (2, 9)n(2) da

_ /01 </01 K(z, 2) Ko (2,y) dz> on(x) da
_ /01 </01 Koz, 2)K (2,7) dz> on(x) da
_ /OIK(Z,y) (/01 Kon(z, 2)n(z) dx) d

1
:/0 K(z,y)\,"én(z) d=
= A, " ().

En conclusién, por el teorema de Hilbert-Schmidt, la serie (4.13) es convergente abso-
lutamente y uniformemente en casi todo si el nicleo K(z,y) es de L*([0,1] x [0,1]) y

convergente uniforme si el nicleo K (z,y) es de L2 L}
Nota 7. Ademds hemos probado que el autovalor correspondiente a la autofuncion de

K., es \['.

Vamos hacer uso del teorema de Hilbert-Schmidt para encontrar una solucién explicita

de la ecuacion de Fredholm de segunda especie no homogénea con nicleo simétrico

blz) — A / K (e, 9)(y) dy = f(2)

donde )\ no es un autovalor.

Sabemos que por el teorema de Hilbert-Schmidt (en su escritura como Teorema 4.26),

la funcién ¢(z) — f(x) se puede representar por una serie convergente absolutamente y
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uniformemente en casi todo, es decir,

donde

con

Por otro lado,

Por tanto, ya que A # \j,, tenemos que

Y A
D YED N VD

&n

Qp,,

y obtenemos la solucién a nuestra ecuacion en términos de una serie convergente abso-

lutamente y uniformemente en casi todo

Qp

6(r) = F(@) + A3 T o) (114
h=1

0, equivalentemente,

ote) = 1(a) = [ 3 2D ) ay (4.15)
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Observamos que el nicleo resolvente H(z,y; \) viene dado por
H(z,y;0) = > 9n(@)only) (4.16)

si la serie converge uniformemente en casi todo el intervalo (0, 1), ya que en ese caso

podemos intercambiar la serie y la integral.

Otra forma de obtener la expresién del nicleo resolvente H(z,y;\) es a partir de la

ecuacién (3.16)
1
H(x,y; A) + K(z,y) = /\/ K(z,2)H(z,y; \) dz
0

Aplicando el teorema de Hilbert-Schimdt, obtenemos que

oo

H(z,y; A) = =K (2,y) + A > an(y; N en(x)

siendo la serie convergente absolutamente y uniformemente en casi todo y donde
1 1
) = [ ([ Ko 42) 61(0) do
0 0
Por otro lado, al verificarse que
K(z,z) = Z)\j_lﬁbj(x)ﬁbj(z),
j=1
entonces
1 00 1
| B G d =30 [ o,@6,:)H ) de
0 = 0
como sabemos que H(z,y;\) es un elemento de L?, entonces por el Teorema 4.20

H(z,y;\) = Z ai(y; N)di(2)
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De esta forma,

/sz (z,y; \) dz

Por tanto,

an :/li% z)on(z) do

7=1

Como se tiene que verificar la ecuacién (4.4), entonces los coeficientes de Fourier deben

verificar que

)\
(ya ) - ¢] (yv )‘>
luego,

(1- 3 ) st = oo

y por tanto deben verificar que

En conclusion,

=l , (4.17)
=2 o ¢@ae)

es una serie convergente absolutamente y uniformemente en casi todo.

Esta expresion nos muestra que los puntos singulares del nicleo resolvente H(z,y; \)

correspondiente a un niicleo simétrico K (z,y) de L*([0,1] x [0, 1]) son los polos simples.



5. Tipos de nucleos

En este capitulo vamos a estudiar algunos de los diferentes niicleos que se pueden con-

siderar en una ecuacion integral.

En primer lugar, respecto a los niicleos de Volterra, estudiaremos propiedades especificas
asi como la solucién de las ecuaciones de Volterra. En segundo lugar, en relacion a los
nicleos simétricos, ortonormalizaremos la base de L?(0, 1) formada por las autofuncio-
nes; base que sabemos que existe gracias al Teorema 4.20. Y por ultimo, tratando los
nucleos no simétricos, transformaremos la ecuaciéon con ntucleo simétrico con el fin de

probar la existencia y unicidad de solucién y caracterizarla.

5.1. Nucleos de Volterra

En el Capitulo 2 se vi6 que las ecuaciones de Volterra

1. Primera especie:

/0 " K(e,y) oly) dy = f(x) (5.1)

2. Segunda especie:
o) =\ [ (o) 000) dy + 10 (5.2)

son un caso particular de las ecuaciones de Fredholm. Por tanto, todo lo que hemos visto
en las secciones anteriores son validas para las ecuaciones de Volterra. Nos centraremos

ahora en las propiedades especificas de estos nicleos.

49
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5.1.1. Solucién de la ecuacién de Volterra de segunda especie

Como ya hemos visto, usando que K(x,y) = 0 si y > z, la solucién por el método de

aproximaciones sucesivas viene dado por

o) = f(a) - A / " H(z,y: N f(y) dy

La principal diferencia con respecto a la ecuacién de segunda especie de Fredhom es la

convergencia del ntcleo resolvente y por tanto dénde es valida dicha solucion.

Teorema 5.1. La ecuacion integral de Volterra de sequnda especie

o(y) — A/Och(rc,y) o(y) dy = f(z)

donde el nicleo K(z,y) y la funcién f(z) pertenecen a la clase L?, tiene una tnica

. * .z . 7
solucion” en la clase L*. Esta solucién viene dada por la férmula

o) = f(z) — A / " H (e, g ) f(y) dy (5.3)

donde el nicleo resolvente H(x,y; \) viene dado por la serie de nicleos iterados
— H(z,y;0) = > N K2, y) (5.4)
n=0

La serie (5.4) converge uniformemente en casi todo. Ademds, el nicleo resolvente satis-

face las ecuaciones integrales

K(x,y)+ H(x,y; \) = )\/I K(x,2)H(z,y; \) dz = )\/f’f H(z,z; \)K(z,y) dz. (5.5)

Para demostrar este resultado usaremos las mismas estrategias que en la demostracién
del Teorema 3.4, pero precisando més las acotaciones. Recordemos que A(z) y B(x)

fueron definidos en (3.13) como

Alz) = [/01K2(:c,y) dyr,B(y) = [/Ole(x,y) dfcr-

*., . .
ignorando las soluciones nulas en casi todo
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Demostracion: Al ser la demostracién bastante larga la vamos a dividir en 4 etapas: en la

primera etapa vamos a probar la convergencia de la serie (5.4), en la segunda probaremos
las ecuaciones (5.5), en la tercera etapa veremos, con la ayuda de las ecuaciones (5.5),
que la solucién dada por (5.3), satisface la ecuacién, y en la ultima etapa probaremos

la unicidad de solucién. Por tanto:

e Primera etapa: veamos la convergencia de la serie (5.4) del nicleo resolvente

H(z,y; \), para ello vamos a encontrar primero una acotacion de la norma de los nicleos

iterados,

K23(x,y) é{/sz (z,y) } (/ K*(z,2)d z)(/yzKQ(z,y)dz)
< (/O K?(z,2) dz> (/O K2(z,y) dz) = A%(x)B%(y)

K(z,y) ° U K(z,2)Ks(z,y) d } Cs(/ K*(z,2) d z) (/ng(z,y)dz)
(/ K2(z, 2) > (/y A2(2) B2(y) dz) — A%(2)B2(y) /yx/ﬁ(z) d

K2(z,y) ° U K(x,2)Ks(z,y) d ] CS(/ K2(x,2) d z) (/nyg(z,y)dz)
(/ K*(z,2)d )( (A2 AQ()ds) dz)
(s o)

De forma general,
K po(w,y) < A(2) B (y) Fulr,y) n=1,2,3, ... (5.6)

donde
Fl(x,y):/ A%(2) dz, Fg(x,y):/ A% (2)Fi(2,y) d=.

Maés generalmente,

Fo(x,y) :/ A2(2)F,_1(z,y)dz n=2,3,.. (5.7)

)
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Veamos ahora por induccion que

1
Fo(z,y) = < F'(z,y) n=123.. (5.8)
n!
s Caso n=1:
z 1
Filo,y) = [ 4%) ds = PG,
Y !
= Supuesto cierto para n — 1, veamos para n: Suponiendo que y y z son indepen-
dientes
det [© o nip [ 9 1 n—1
Fn(‘ray) = A (Z)Fn—l(zay) dz = A (Z)—lFl (Zuy) dz
y y (n—1)!

x (9F1(Z,y) 1 1 1 1 /:c o
/y 9z (n—1D? (z,y) dz n—Din), o2 (z,y) dz

Z=T

1 1
== [F'(zy) = F'(y,9)] = - F1'(2,y),
ey T n!

1
— )]

lo que implica que el resultado es cierto.

Por otro lado,

Por tanto,

1
0 < Fy(x,y) = me(w,y) <

y sustituyendo en (5.6) obtenemos

N2n
n!

Ko a2, y)] < |A%(2) B (y) Fu(@,y)] < A*(2)B*(x)

lo que implica que

Kppa(,y)| < A(z)B(z) o

n=0,1,2,...

5
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Esto nos muestra que la serie infinita del nicleo resolvente H(z,y; \), despreciando el

primer término, tiene la siguiente mayorante

[e.9] Nn
Z/\ Koy (,y) Z/\n+1Kn+2($ay) <Al Z |/\|nA($)B(y)\/—'
n=0 n=0 n:

— NA@B) Y ‘% Mz, )

 (A[N) o 2"
donde g ———— es siempre convergente pues la serie de potencias E tiene radio
n=0 n! =0 V n!

de convergencia infinito (es decir, para cualquier valor de z, la serie converge).

En efecto,
1
1 n 1HhHt 1)! 1
U el gy W DD (/DN —0
r n—00 |an| n—00 (\/m)—l n—00 n! n—oo v/ + 1
= R =00

Esto no es suficiente para asegurar la convergencia en todos los puntos, pues las
funciones A(x) y B(y) podrian no estar definidas en un conjunto de medida nula ya que
son funciones de L?, pero gracias al Teorema de Beppo-Levi (véase Teorema A.15)
podemos integrar la serie término a término ya que M (x,y) es una funcién de L?. Por

tanto, sélo podemos asegurar la convergencia en casi todo.

En este caso, diremos que la serie (5.4) converge uniformemente en casi todo .

e Segunda etapa: veamos ahora que el ntcleo resolvente satisface las ecuaciones

(5.5). Para ello usaremos la propiedad asociativa (demostrada en el caso general de las
ecuaciones de Fredholm). En el caso de los nicleos de Volterra, los niicleos iterados (3.8)

se escriben de la forma:

Kp(z,y) = / K. (x,2)K(z,y)dz r=1,..n;s=n—r+1 (5.9)
Yy

)\/ K(z,2)H(z,y; \) dz = X /K:L‘ZZ)\ Kni1(z,y) d Z:/\”Jr K io(z,y)
y
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Por otro lado,
K(z,y) + H(z,y;\) = K(z,y) — Z A" K1 (,y)
= K(z,y) ZA Kui1(z,y)

=— Z N K o2, y)

n=0

Por tanto,

K(z,y)+ H(z,y; \) :)\/mK(x,z)H(z,y;)\) dz

y usando (5.9), se deduce que

o0

/\/zK(x,z)H(z,y; A dz = Z/\"H/ K(z,2)Kn11(2z,y) dz

n=0

- _Z)\nJrl/ KnJrl(:C?Z)K(Z?y) dz
n=0 Y

= )\/ H(z,z; \)K(z,y) dz
y

Nota 8. Los intercambios de orden de integracion que aparecen en la demostracion de

(5.9) estdn permitidos bajo nuestra hipétesis (K,, H € L?) por el Teorema de Fubini
(véase Teorema A.10)

e Tercera etapa: con ayuda de las ecuaciones (5.5), veamos que la funcién 5 dada

por (5.3) es solucién de (2.4). En efecto,

/ny /ny, y) dy — )\/nygb(y)dy
—)\/0 H(x,y;)\)f(y)dy—)\/o K(z,y) [ /Hy,z)\ )dz] dy

D\ / " H (e, g N () dy — A / K (e, y) () dy

[ (K ( [t z05 dz) dy
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Por otro lado, usando el teorema de Fubini (ver Teorema A.10)

[ e ([ awanie i) a= [C16 ([ a0k ap) o
vos /0 f(y) (/:H(z,y; NK (z, 2) dz) dy

Por tanto, usando (5.5)

/Kwy = f(z)

—)\/0 ) [H@,WHKW /sz (2 A) dz| dy = f(2)

En conclusién, ¢ es solucién de (2.4).

e Cuarta etapa: Por tltimo veamos la unicidad de solucién de (2.4), es decir, po-

demos demostrar que, salvo funciones que nulas en casi todo, la funcién ¢(x) es la tinica
solucion de clase Ly de la ecuacién dada (2.4), o atendiendo a los resultados de la Seccion

4.3, la solucion de la ecuacion integral de Volterra homogénea de sequnda especie

A [ Koty dy =0 (5.10)
0
en L%(0,1) es necesariamente la funcién nula en casi todo.

Para ello, denominando v a la norma de ¢(x) en L?(0,h), es decir,

h
v :/0 ¢°(z) dz

obtenemos, gracias a la desigualdad de Cauchy-Schwartz (ver Teorema A.6)

= \2 U; K(z,y)é(y) dy} 2

ngﬂAﬂKuwmmwwﬂz

P\ (/0 K2(z,y) dy) (/0 $*(y) dy)

< IMPA%(z)v?
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Sucesivamente

) <’)\|2</K2xy dy)(/ A (y) (/¢ > )

A A2 / A2(y) dy

IN

x Y1 Yn
< MI2”+2V2A2(96)/ AQ(yl)/ AQ(yz)m/ A%(y,) dyy, - - dys
0

0 0

Por otro lado, usando (5.7) y (5.8)

1 1 g "N
—_— __n <
Fu(r,0) = S F(r,0) = ( /0 A2(z) dz) <
Por tanto, podemos escribir
NQn by 2N2 n
Py < P < ppaz) PEY gy
n! n!

= (|A 2N2
. | ‘ [A2ZN2
Sabemos que la serie E es convergente y converge a e , luego por

(AN

n!
cuando n — oo y por tanto, ¢(x) = 0 para los valores de = donde A(x) sea finito. W

n=0

la condiciéon necesaria de convergencia (véase A.14) a tiende a 0

Entre otras cosas, la unicidad del teorema nos muestra que las ecuaciones (5.5) son
caracteristicas para el nicleo resolvente. Si hay una funcién H(z,y; \) de L2(0,1) tal
que satisface (5.5), entonces necesariamente es el nicleo resolvente correspondiente al

nicleo K(z,v).

5.2. Nicleos simétricos
Definicién 5.2. Se dice que un nicleo es stmétrico si

K(v,y) = K(y,z)

En la Seccién 4.3 vimos que en el caso de tener un nicleo simétrico, se puede ob-

tener una base de L?(0,1) formada por las autofunciones de la ecuacién homogénea.



5. Tipos de niticleos 57

Nuestra finalidad en este apartado es conseguir que dos autofunciones de un nicleo
simétrico ¢p,(x), ¢r(x) correspondiente al mismo autovalor A, satisfagan la condicién de

ortogonalidad ,
@n 0= [ ono)ona) de=0 (b £k) (511)

en el intervalo (a,b)

Debido a que los nitcleos simétricos tiene asociado un sistema de funciones formado

por las autofunciones del operador simétrico, es decir, sistemas de funciones de L?

{00} = {01(2), d2(2), P3(), - - }

y que dichas autofunciones satisfacen (5.11), es apropiado estudiar las ecuaciones inte-
grales con nucleos simétricos ya que en el caso de los nticleos no simétricos no vamos a

tener caraterizada la base de L?*(0,1).

Vamos a suponer que cada funcién de nuestro sistema ortogonal es una funcién de L?

la cual no se anula en casi todo, es decir

b
gl = / 62 (x) dax > 0. (5.12)

Por tanto, podemos suponer no sélo que nuestras funciones sean ortogonales sino ademas

normalizadas, es decir,

(n, or) =

Lema 5.3. Las funciones del sistema ortogonal {¢(x)} son linealmente independientes.

Demostracion: Sea ¢y, cs, ..., ¢, constantes no todas nulas tales que

c11(z) + c2d2(x) + -+ + can(x) = 0

*% ., . , .
En esta seccién vamos a usar el intervalo (a,b) en vez de (0,1) ya que la mayoria de las demostraciones
seran validas incluso si los intervalos son infinitos, es decir, si b = 00 ,0 a = 00, siempre que todas las integrales
sean convergentes.
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en casi todo (a,b), entonces, multiplicando por ¢,(x) (h = 1,2,...,n) e integrando en
(a,b)
b
ch/ ¢} (x) dv =0

Por tanto, (5.12) implica que ¢;, = 0, es decir, ¢; = 3 = ... = ¢, = 0. [ |

La propiedad de la independencia lineal no es solo necesaria para la ortogonalidad

sino ademas suficiente. Esto se tiene gracias al:

Proposicién 5.4 (Proceso de ortogonalizacion). Dado un sistema de funciones de

L*(a,b) linealmente independientes

Ui(x), a(x), ¥s(x), ...\
siempre es posible hallar las constantes h,s tales que las funciones

¢1(w) = (),
P2(x) = ho1tr () + a(2),
$3(x) = ha11(w) + haptha(x) + 3(w),

(5.13)

son ortogonales en el intervalo (a,b).

Demostracion: En primer lugar observamos que el sistema (5.13) puede reescribirse

CcOo1mo
(

¢1(7) = Y1 (),
P2(x) = ko191 () + a(z),
¢3(x) = ks101(x) + ksada(x) + 3(2),
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Vamos a demostrar la ortogonalidad de los ¢; por induccién:

» Caso base n=2: Multiplicamos ¢o(z) = ka1¢1(x) + 102(x) por ¢1(x), entonces

0 = (¢2,¢1) = ko1(d1, ¢1) + (¥2, 1)

Por tanto,

— (b2, ¢1)

koo = ———~

(¢1a qbl)
estd bien definido ya que (¢1, ¢1) # 0.

= Suponemos que para las n— 1 funciones, los coeficientes k,; ya estan determinados,

es decir, conocemos k,s para 1 < s < r < n — 1. Vamos a demostrar que para la

n-ésima funcién los valores ks (s = 1,2,...,n — 1) pueden ser calculados.

De las n — 1 condiciones

0= (ana ¢s) = kn1(¢17 ¢s) + kn2(¢27 ¢s) + ...+ knn—1(¢n—17 ¢s) + (¢n7 ¢s)
:kns<¢sa¢s)+(wna¢s> (3: 1,2,...,%-1)
Por tanto,
(e
" (s, &s)

Estos coeficientes estan bien definidos ya que (¢, ¢s) # 0 porque (¢s, ¢s)

|gs||* = 0 & ¢ = 0y ¢ es una combinacién lineal de funciones linealmente

independientes

s—1
Ba(r) = Y hajthj + s

Jj=1

Por tanto, ¢, = 0 < todos los coeficientes son nulos, pero esto no puede darse. B

5.3. Simetrizacion de nucleos no simétricos

Las propiedades de las ecuaciones integrales de Fredholm con ntcleo simétrico nos

motiva a reducir, si es posible, una ecuacion integral dada a una con nicleo simétrico.
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Dada la ecuacion integral

.\ / Kz, 9)éy) dy = f(x) (5.14)

multiplicando por K (z, z) e integrando con respecto a z, obtenemos

/OlK(:U,z ) dx — A /sz (/ny dy) d:c—/ K(z,2)f(z) dx

Cambiando en la primera y tercera integral z — = y x — y y en la segunda integral

T <> z, podemos reescribir la expresion como

/O K(y,2) — AKy (2, y)|6(y) dy = / K(y,2)/(y) dy, (5.15)

donde )
Kilay) = [ KoKy ds
0

se denomina nicleo iterado izquierdo de K (x,y) y claramente es un nicleo simétri-

CO.

Multiplicando (5.15) por —A y sumando (5.14) , obtenemos la nueva ecuacién integral

de Fredholm

o)~ A / (K (2,y) + K (3, 2)— N (2, 9)] () dy = f()—A / K(y,2)f(y) dy (5.16)

cuyo nucleo es simétrico, pero no independiente de .

Si tomamos ahora la ecuacién

/ K(y,z)(y) dy = g(x) (5.17)

multiplicando por K(z,z) e integrando con respecto a x, nos queda

/OlK(z,x ) da — A /sz (/Ky dy> dw—/Kzg;) (2) de
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Cambiando en la primera y tercera integral 2 — x y £ — y y en la segunda integral

T <> z, podemos reescribir la expresion como

1 1
[ 1 g) = Anw o) dy = [ K(eotw) d, (5.18)
0 0
donde .
Kn(r.y) = [ K(w.2)K(y.2) ds
0
se denomina nicleo iterado derecho de K(z,y).

Multiplicando (5.18) por —A y sumando (5.17) , obtenemos la nueva ecuacién integral

de Fredholm con nucleo simétrico

W)—A/@ (K (2, y)+ K (y, v) = AKR(z,y)]v(y) dy:g(w)—A/O K(x,y)9(y) dy (5.19)

La importancia de las anteriores transformaciones no radica en las ecuaciones (5.16)
y (5.19) sino en la introduccién de los dos nicleos simétricos K y Kpr asociados a K.
Considerando estos ntucleos nos permite extender muchos resultados de la teoria de las

ecuaciones integrales con nicleos simétricos a ecuaciones generales.

Definicién 5.5. Se dice que K(x,y) es un nicleo positivo si todos los autovalores

son positivos, es decir,

O< A <A< A3<---

Notese que ambos nicleos K y K son ntucleos positivos ya que si
1
o) = A [ Kae.g)otw) dy =0
0
Multiplicando por ¢(z) e integrando en x

/01 P(x)d(x) do — )\/01 (/01 Ki(x,y)é(y) dy) (x) dz = 0

Luego,
Bl = A Kp(x,y)p(x)o(y) dv d
19l /4)’1“[071] (z,y)o(z)d(y) Y
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Por otro lado, siendo I = [0, 1] x [0, 1]

J[ Koo = [ ([ KK ) owow) duy
- [ xCortmowon) ) o
- [ (/ ' K(z,2)0(2) w) ([ K )ol) )
- [ ([ o) a2

Por tanto,

~——
>0

16][2 = A / / Ko (2,9)6(2)é(y) do dy

lo que implica A > 0 y por tanto, K (x,y) es un nicleo positivo.
Anélogamente, se prueba que Kx es un nucleo positivo. [ |

Ademas, se puede probar que los nucleos K; y Kp tienen los mismos autovalores

positivos con los mismos exponentes. Es decir,

Proposicién 5.6. Sea v(z) una autofuncion de Kp(x,y) correspondiente al autovalor

A2y sea ,
@) =2 [ Klepwiy) dy (5.20)

entonces, esta nueva funcion p(x) serd una autofuncion de Kgr(x,y) correspondiente al
mismo autovalor \?. Reciprocamente, si u(x) es una autofuncion de Kg(z,y) corres-

pondiente al autovalor \?, entonces la funcion

v(z) = A/0 K(y,z)u(y) dy (5.21)

es una autofuncion de Kr(x,y) para el mismo autovalor \2.
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Demostracion: Supongamos que v(z) es una autofuncién de Kp(z,y), entonces

_ 2 /IK(x,y)V(y) d
_ / (/ K (2 2)K (2, y)dz)z/( ) dy
/ K ( / Ky ) -
[ e
_ A/OIK(Z,;C)M(Z) dz
Si sustituimos esta expresién en (5.20),
ue) = [ (i) [ KGoute) d=) dy
_ / (/ ny)K(zy)dy) v(z) de
/ Kr(z y)ulz) dz

Por tanto, u(x) es autofuncién de Kg(z, z) asociado a 2.

El reciproco se puede probar de manera analoga. |

Suponemos ahora que el espectro comun de los nicleos K y Kg es
2 12 2
)\1, )\2, )\3, A

con

O< A <A<

y que las autofunciones ortonormalizadas correspondiente a K son

pa (@), po(), pa (), - - (5.22)

mientras que

v (x),va(x), vs(z), - - (5.23)
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son las autofunciones correspondientes a K, calculados mediante (5.21). Entonces, {v;}

forman un sistema ortonormal ya que

[ ot =xon [ ([ st s ay) ([ we o ) as
= AnAx /01 /01 Kr(y, 2)pn(y) () dy dz

_ M

Y

uh(y)uk(y) dy = (1] (h# ),

(h=k).

La principal aplicacién de los sistemas ortonormales (5.22) y (5.23) es la extensién del

teorema de Hilbert-Schmidt (ver Teorema 4.26) a nicleos no simétricos:

Teorema 5.7. Si el nicleo K(x,vy), considerado como funcion de y, es de L*, entonces

una funcion f(x) expresada como

= /0 K(z,y)9(y) dy (5.24)

donde g(z) es una funcién arbitraria de L?, puede ser representada mediante una serie

convergente uniformemente en casi todo y absolutamente en funcion de (5.22), es decir,
Zah,uh con aj, = / fx)pn(z / . (5.25)

De manera similar, si el nicleo es de L* como funcion de x, entonces una funcion

f(z) expresada de la forma

/ K (y,2)g(y) dy, (5.26)

puede ser tambien representada mediante una serie convergente uniformemente en casi

todo y absolutamente en funcion de (5.23), es decir,

1 !
Z bpvn(x) con by, = / fl@)vp(x) do = SN g(x)pp(z) de. (5.27)
h

. . . . . . )
Si el niicleo no sélo pertence a la clase L? sino tambien a L?*, entonces la convergencia

de ambas series no solo es uniforme en casi todo sino uniforme.
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Ejemplo 5.1. Consideremos la ecuacion

b(x) = A / e V(y) dy + f(z) (5.28)

cuyo nicleo K(x,y) = e* Y no es simétrico. Por tanto aplicando el proceso de simetri-

zacion visto anteriormente obtenemos que

1 1
1
Ki(z,y) = / Y dy = e~ (@Y / e* dz = 6_(”3’)5(62 —1)
0 0

luego nos queda la ecuacion
1 1
o) = [ Rle)oty) dy = f() =2 [ e 150) dy
0 0

donde K (x,y) viene dada por

K([L’,y) = K(l’,y) + K(y,l‘) - )‘KL(‘ray>

A

Por tanto, dicha ecuacion aunque sea mds complicada de resolver se encuentra en el
marco de los nicleos simétricos, por lo que sabemos que si A no es un autovalor de
la ecuacion homogénea correspondiente, entonces dicha ecuacidnlposee solucion unica.
En cambio, si A\ es un autovalor, posee solucion si f(x) — )\/ eV f(y) dy verifica
las condiciones de ortogonalidad. Ademds sabemos que dicha solz?cién se puede expresar
mediante una combinacion lineal de las autofunciones correspondientes a la ecuacion

homogénea.

5.4. Algunas generalizaciones

La teoria de las ecuaciones integrales de Fredholm permite muchas generalizaciones

sin variar las caracteristicas principales.

Primero, se puede generalizar la teoria considerando un sistema de ecuaciones inte-

grales de Fredholm. Dicho sistema se puede reducir a una tnica ecuacién. Por ejemplo,
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un sistema de dos ecuaciones integrales de Fredholm

1(z) — A/O Kia(z,y)61(y) dy — A/0 Koa(@,y)ealy) dy = fi(a) (5.29)

¢%ﬂ—AAlﬁﬂaw%@ﬂ@—kllﬁﬂ%w%wﬂ@=b@)

en el intervalo (0, 1) puede reducirse a la siguiente ecuacién en el intervalo (0, 2):

2
o) [ K(.g)o) dy = F(@ (5.30)
0
donde
T 0<x<1 T 0<x<1
S I R
Pa(zr—1) 1<ax<2 folx—=1) 1<ax<2
y
[ Ki1(z,y) 0<2<1,0<y<1
Kis(z,y—1) 0<z<Il, I<y<?2
K(z,y) = .
K271(.Z'—1,/y) l<x<2, 0<y<1
\K272(l'—1,y—1) 1<$§2,1<y§2

Una segunda generalizacion es que, aunque hasta ahora hayamos trabajado con un
intervalo finito, los resultados se pueden extender a algunas ecuaciones integrales con

un intervalo infinito. Por ejemplo, a ecuaciones del tipo

o) =\ [ Ke)oty) dy = 1(0) (5.31)
0
o incluso del tipo

o) =) [ Kol dy = f(2), (532
o las correspondientes ecuaciones de primer tipo.

Para realizar esto, consideramos una tansformacion de x e y que nos lleva del intervalo

infinito a un intervalo finito, por ejemplo, en el caso de la ecuacién (5.31) serfa

1-¢& 1—-n
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El ntcleo de la nueva ecuacion integral puede presentar algunas singularidades, pero si,

a pesar de esto, pertenece a la clase L? entonces se conservan las propiedades principales.

Ademas, siempre podemos sustituir la ecuacién integral de Fredholm de segunda es-
pecie

/sz ) dy = f(2) (5.33)

por una ecuacién similar cuyo ntcleo es el nicleo iterado K, (z,y). En efecto, si multi-

plicamos por K(x, z) e integramos en [0, 1] la ecuacién (5.33):

/OIK(m,z )dz — A /KSL’Z (/sz dy) dz /sz)f()dz

Yo = s -2 [ ([ K rGw @) oty = [ Keens) dy

[6(x) — f(2)] — A / Kol )é(y) dy = / K () /() dy

>

luego llegamos a que,

_Az/olKQ(x,yW( +)\/ny ) dy = fo(z)

y sucesivamente, obtenemos

/K 2 9)0(y) dy = fas(a +A/ K (2,9) far(y) dy = fu(x)

Este método se puede usar para eliminar las singuaridades del nticleo, incluso singula-
ridades que hace que K (z,y) no sea de L?*(0,1), ya que los niicleos iterados son 'més

suaves’ que el ntcleo original. Por ejemplo, si el nicleo dado es del tipo

H(z,y)

0 < a<1,H acotado
[z —yl*

K(x,y) =

se puede ver que K, (x,y) es del mismo tipo, pero el nimero « se cambia por el niimero
1 —n(l — «a), el cual puede llegar a ser negativo si n es suficientemente grande, y por

tanto K, es acotado.
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La idea es que si

H(l’,y) % H(l’,y)

K(-T,y)zm, K($7y>:|x_y|@

y supongamos, sin pérdida de generalidad que x < y, entonces

/0 K(z,2)K(z,y) dz = /Ox (fﬁx’;)zzg(ivg)& dz

Y H(z,2)H(z,y) Y H(z,2)H(z,y)
+/x ( dz+/y ( ~ dz

x—2)*(y—2)* z—2)*(y—2)*

y la tres integrales de la derecha realizando los cambios de variables z = x — (y—x)t, z =

x+ (y —x)t, z=y+ (y — x)t, respectivamente, son funciones de la forma

H(z,y)

ﬁ (F acotado).
r—y a+t+a—

Otro hecho importante es que las propiedades fundamentales de las ecuaciones de

Fredholm son independientes del niimero de dimensiones del espacio de las variables x

e y, v por lo tanto la teoria se puede extender a ecuaciones integrales de la forma

o(P)—A | K(PQ)p(Q)dVo = f(P) (5.34)

En

donde P = (x1, 29, ...,x,) ¥ P = (y1,92, ..., yn) son dos puntos n-dimensionales fijos de

E,, cuyo elemento de volumen designamos por d V.

En particular, el teorema de Fredholm 4.21 y el teorema de la alternativa 4.22 siguen
siendo vélidos para la ecuacién (5.34), siempre que el nicleo K (P, Q) sea de clase L2,

es decir, siempre que ambas funciones

1
2 2

[ | K'(P.Q) dVQ} — A(P), [ [ xpa dvp} _ BO)

exista en casi todo E, y sus cuadrados sean integrables

e = [ aeyave = [ BQ) avo < N7

donde N es una constante positiva.
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ecuaciones de primera especie

En este capitulo vamos a tratar las ecuaciones de primera especie. Dichas ecuaciones
presentan dificultades adicionales con respecto a las de segunda especie que senalaremos
a continuacion. En algunos casos, por ejemplo las ecuaciones de Volterra de primera
especie se pueden transformar en una ecuacion de segunda especie. Por otra parte,
utilizaremos, en el caso de las ecuaciones de Fredholm de primera especie con ntcleo
simétrico, el resultado donde la base de L? estd formada por las autofunciones para

as{ obtener una solucién. Para todo ello nos apoyaremos en el libro [12].

6.1. Dificultad en las ecuaciones de primera especie
Veamos que el problema de resolver las ecuaciones integrales de Fredholm (2.1) y (2.2)

se puede considerar como una generalizacion del problema de resoluciéon de un sistema

de n ecuaciones con n incognitas:

Zarsxs =b., (r=12,...,n).
s=1

Si K(z,y) y f(x) son funciones escalonadas, es decir,

K(C(],y) :krsX r—1r (I‘)X s—1 s (y)
r,s=1,...,n,

)

n n

fl) = £ =] (@)

69
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entonces (2.1) y (2.2) se transforman en

n n

¢(1‘)=er(¢_1 r} +)\ZkrsX(r—1

ol

er(r—l 7«} Zkrsx<r—1 r}( ) 1¢(?/)dy

n 'n n ‘n

r—1 T
<zr< -—
n n

Es decir, si

D=1+ AY e [ ot dy (6.1)
k=1 n

=D ko / _ (y) dy (6.2)

De (6.1) deducimos que si ¢(z) existe, entonces, debe ser una funcién escalonada, es

decir ¢(z) = ¢rx (=1 r (), luego podemos expresar (2.2) como

A n
,— — krstos = fr T=1,...,n. 6.3
o =~ Ezj b5 = f (6.3)
Por tanto, si el determinante de la matriz de coeficientes del sistema, cuyos elementos
son
A 0 sir#s
51“3 - _krs con 57’3 - 7&
n 1 sir=s

es no nulo, entonces (6.3), y en consecuencia (6.1) posee una tnica solucién.

El caso de (6.2) es diferente pues no podemos deducir que ¢(x) sea una funcién

escalonada necesariamente. Todo lo que podemos decir es que si fijamos

n /1 o(y) dy = x5 (6.4)
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entonces (6.2) seria

ki ki o0 ki x f1
1 — ko1 koo -+ ko T2 fo
r— krs s - 1, ceey = .
f - ; Ty T n < E o E n E (6.5)
knl kn2 e knn Tp fn

Ahora, si el determinante de la matriz de coeficientes del sistema es no nula, entonces

(6.5) posee solucién unica, lo que conduce a que (6.2) posea infinitas soluciones ya que

1 1 2
los valores x, que sean los valores medios de ¢ en los intervalos <O, —) , (—, —) R,
n n'n

estan determinados de forma unica.

Esto nos muestra la dificultad que podemos encontrar al resolver ecuaciones integrales

de primera especie.

Desde otro punto de vista diferente, una ecuacion integral puede ser considerada como

el caso limite de un sistema del tipo (6.1) 6 (6.2).

6.2. Ecuaciones de Volterra de primera especie

Definicién 6.1. Se llama ecuacion de Volterra de 1* especie a

/0 K (e, y) oy) dy = () (6.6)

Si en una ecuacién de primera especie

/O " K(e,y)oly) dy = f) 0<z<h

la diagonal K (z,x) no se anula en el intervalo (0, h) y las derivadas

df 0K oK
) = p@), G = Kilw), G = Kyfe)

existen y son continuas, la ecuacion puede reducirse a una de segunda especie mediante

dos formas:
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= La primera forma seria derivar la ecuacién respecto de x

KGe.0ote) + [ D) dy = 10 67

0

Luego dividiendo por K(z,z)

o)+ [ Gt dy

» La segunda forma es utilizando integracion por partes

Tomando ®(z) = /Oac o(y) dy

[ o) dy = K o5 - [ ) ay
~ Ko@) - [ Kjan)¥) dy=fa) (69
Dividiendo por K (z,z)
* K (z, T
2= ) KZJ((:C j))‘b(y) W= KJE; >1:)

Para esta segunda forma parece ser que no es necesario imponer que f(x) sea derivable.
Sin embargo, la funcién ¢(z) sera calculada finalmente derivando ®(x) que vendra dada

por la féormula

G TN ()
o) = Ry, Bl
Ky (2, y)

donde H (x,y;1) es el nicleo resolvente correspondiente a

f(z) debe ser derivable.

. Por realizar esto,

K(z,z)

La condicién méas importante es la relativa a la diagonal K (z,z) ya que si K(x,z) se
anula en algunos puntos de (0, k), por ejemplo, x = 0, las ecuaciones (6.7) y (6.8) tienen
un caracter peculiar, esencialmente diferente de las ecuaciones de segunda especie. Estas

ecuaciones son denominadas por Picard, ecuaciones de tercera especie.

Desde otro punto de vista, la anulacién de K (x,z) es una complicacién similar a la
anulacion del primer coeficiente de una EDO lineal. Este caso singular fue estudiado por

Lalesco (véase [8]).
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6.3. Ecuaciones de Fredholm de primera especie con niicleo

simétrico
Queremos resolver la ecuacién de Fredholm de primera especie

/U K(z.y)é(y)dy = f(z) (0<z<1) (6.9)

cuyo nucleo K (x,y) es simétrico.

Por el Teorema 4.20, sabemos que existe una base ortonormal de autofunciones {¢,}
en L?, por tanto, cualquier funcién de L? se puede expresar como combinacién lineal de

los elementos de dicha base.

Por tanto, buscamos la solucién ¢(z) de (6.9) como desarrollo en autofunciones ¢y,

$(x) =Y andu(x)

con ay, = /0 1¢(:U)¢h(x) dz.

Sustituyendo esta expresién en (6.9)

/01 K(z,y)p(y) dy =) /01 K(z,y)andn(y) dy =Y an /01 K(x,y)én(y) dy

Al ser ¢;, una autofuncion, verifica que

on() — M / K (2, y)én(y) dy = 0 (6.10)

donde Ay es el autovalor asociado a la autofuncion ¢y,.

Por tanto, usando (6.10)

;O‘h/o K(z,y)on(y) dy = - )\—:gzﬁh(x) (6.11)
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Por otro lado, suponiendo que f(x) es una funcién de L?, entonces

f) =" andn(x)

con ay = /0 f(@)op(z) dx.

Luego, de (6.11) y (6.12) concluimos que
o
=2 o

Hay, por tanto, dos posibilidades,

1. La serie infinita

oo
19172 = Y aqA
h=1

diverge y por tanto la ecuacién (6.9) no tiene solucién en L.

(6.12)

(6.13)

2. La serie (6.13) converge y hay al menos una solucién ¢y(z) de L?, la cual puede

ser calculada como

Po(T) = nh_g)lo Z apAnon()
h=1

Si el sistema de autofunciones {¢y(z)} es cerrado, es decir, si el nicleo K(x,y)

es cerrado, entonces la funcién ¢y(z) es la tnica solucién de (6.9). Sin embargo, si

Oy (x), Pa(x),- - - son funciones no nulas ortogonales a todas las funciones {¢n(x)}, en-

tonces la funcién ¢g(x)+C1 P (x)+Co®Ps(x)+- - - donde los C; son constantes arbitrarias,

es también solucién de (6.9).

Ejemplo 6.1. Sea la ecuacion de primera especie

1
| 1o = 1)
0

donde T(z,y) es el nicleo triangular

1l-2)y 0<y<az<1

T(x,y) =
z(l—y) 0<z<y<l1

(6.14)
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La correspondiente ecuacion homogénea seria

o) — A / T, 9)d(y) dy = 0

o lo que es lo mismo

P(x) — A/096(1 —2)yd(y) dy — A/ (1 —y)o(y) dy =0

Luego, deriwando con respecto a x obtenemos

#a)+ [ o) dy =201 = 2)eole) A (1= 1)6(y) dy + Mall — 2)é(z) = 0
Volviendo a derivar con respecto a x
" (x) + Axop(z) + M1 — 2)d(x) =0
Luego,

¢"(x) + Ap(x) =0

Al ser T(0,y) = 0,T(1,y) =0, entonces $(0) =0 y ¢(1) = 0 sustiyendo en la ecuacion

integral homogénea.

Por tanto, hemos llegado al problema diferencial

¢"(x) + Ap(z) =0
(0)=0 (6.15)
(1)=0

¢
¢

Vamos a calcular los autovalores y autofunciones de este problema y por tanto de T'(x,y)

Resolviendo la ecuacion, r*> + X = 0, luego r = £v/—\

» si A =0, entonces r =0 doble, luego la solucion de (6.15) viene dada por

o(x) = Cre® + Cyze®
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Al ser
»(0)=0 =C,=0

¢(1):O = Ce=0=05=0

» 5i A <0, la solucidn de (6.15) viene dada por
(b(l’) = C’leﬁw + 0267\595

Al ser

d(1) =0 = Cre¥* 4 Che V=0

Como el determinante de la matriz de coeficientes es no nula, la unica solucion de

ese sistema es C7 = Cy = 0.

» si A >0, entonces 1 = £/ \i, luego la solucion de (6.15) wiene dada por
d(x) = Cy cos(VAz) + Cysin(VAz)

Al ser

$(0) =0 = Cy =0
d(1) =0 = Cosin(vA) =0 Zsin(VN) =0=>VA=kr keZ

Por tanto los autovalores vienen dados por N\, = k?w2 y las autofunciones por
o(z) = Cysin(kmz).

En conclusion, la ecuacion (6.14) tiene una tnica solucién de clase L*(0,1), si y

solo si, la serie

oo o

242 2 232
g ay A, =T (h*ap)
h=1 h=1

donde .
ap = 02/ f(z)sin(hrz) dx
0

COnverge.



7. Aplicaciones

En este capitulo, trataremos de ver algunas aplicaciones que presentan las ecuaciones

integrales.

En primer lugar, veremos que el problema de Sturm-Liouville es equivalente una ecua-
cién integral cuyo nicleo es simétrico, por lo que podremos caracterizar la solucién de
tal ecuacion. En segundo lugar, estudiaremos diferentes ejemplos fisicos que se mode-
lan mediante una ecuacién integral. Por 1ltimo, analizaremos dos formas diferentes de
reducir una edo de segundo orden a una ecuacion integral o un sistema de ecuaciones

integrales. Para todo ello nos apoyaremos fundamentalmente en los libros [10] y [12].

7.1. Problemas de contorno que conducen a ecuaciones de Fred-

holm: el problema de Sturm-Liouville.

Consideramos la ecuacion de tipo candénico Sturm-Lioville

L o)) + a()o = f(x) & L(9) = f(x) (7.1)

donde suponemos que p > 0 en [0,1] y p € C1([0,1]), ¢, f € C°(]0,1])

y anadimos ademas las condiciones de contorno

6(0)=0 (1) =0 (7.2)

Gracias al teorema de Peano (A.1), este problema posee solucién de clase C?([0, 1]).
Pasando a sistema la ecuacion p'(z)¢’ + p(z)¢” + q(z)¢ = f(z)

"
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o1 =10 6 =2

e Y f(z)
Gy = @' = ¢ o3 (@) (D' ¢2 + qo1] + (@)

Entonces, expresandolo en forma matricial

% 0 1 ||a& 0
¢ —1 =L | e :

La solucion de la ecuacion no homogénea es la soluciéon de la homogénea mas una
solucién particular.
Por tanto, supongamos conocidas ¢1(x) y p2(x) soluciones de la ecuaciéon homogénea
tales que p1(0) = 0y po(1) = 0 y cuyo wronskiano W (z) # 0, entonces una solucién

particular seria

Op(7) = c1(@)p1(x) + calT)p2(T)

donde ¢;(x) y ca(x) son soluciones del sistema

01 Po i P1¢) + pach =0

/

/ /
Y1 P2 Cy

Tl O
T I

! ! ]
P1C] T PrCy =

Resolviendo el sistema mediante la regla de Cramer

0 ¢ v 0
Lo 1o
S ¥2 o —pa(x) f(x) o= 1y . p1(x) f(x)
1= = ) 9 = =
Y1 P2 W(x)p(a:) Y1 P2 W(x)p(w)
1 ¥ 1 P

Por lo que integrando, obtenemos

[T ea(s)f(s)

P3)f(5) |
1 W(s)p(s)

W(s)p(s)

S

1
ds , ya que o(1) = 0= ci(z) = /

a(x) =
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o() = Oz%%Sggiffg ds , ya que @1(0) = 0

Por tanto, la solucién particular que buscdbamos es

([ N ([Fefe
¢“@‘<xIV@M$d)¢“)+(OtV@ﬂﬁd)wﬂ)

Veamos ahora que dicha solucion particular verifica las condiciones de contorno
?p(0) = c1(0)p1(0) + c2(0)2(0) =0
pues ¢1(0) = 0 por hipétesis y ¢2(0) = 0 por definicién.
Gp(1) = c1(1)p1 (1) + ca(1)p2(1) =0

pues 2(1) = 0 por hipétesis y ¢1(1) = 0 por definicién.

Llegamos por tanto, a que la solucién de (7.1) viene dada de la forma
¢(x) = Kip1(2) + Kapa(x) + dp()
Imponiendo las condiciones de contorno deducimos que
$(0) = K101(0) + K22(0) + ¢p(0) = 0 & Ko2(0) = 0= K3 =0
6(1) = Kig1(1) + Kapa(1) + 6,(1) = 0 Krpy(1) = 0= Ky = 0

En conclusién, la solucién de (7.1) viene dada por

([ N e N
“@‘<mlv@M$d)@“’+<o1W@ﬂ@d)¢“’ (73)

Es decir,

o(z) = /0 G(z,s)f(s) ds donde (7.4)



7. Aplicaciones 80

p1(s)p2(x)

<s<zx
Glr.s) = V) (7.5)
pa(s)p1() r<s<1
Wi(s)p(s) =

G(zx, s) se conoce como funcion de Green.

Veamos algunas propiedades de la funcién de Green:

1. La funcién de Green considerada como funcion de z verifica las condiciones de

contorno (7.2) y la ecuacién homogénea de (7.1). En efecto,

G(0.5) = ©1(0)2(0)

= =0 ya que v1(0) = 0 por hipdtesis.
HOW (0 )

©1(1)p2(1)
G = W

Luego G(z,-) verifica las condiciones de contorno.

Sea y(r) = G(z, s)

=0 ya que po(1) = 0 por hipdtesis.

KEMENICS) I S

Por tanto,

d
d , ) W(s)n(s) {@[%(x)p(w)] + Q(x)902(-73)] =0 0<s<
@)y (@) +a(@)y(z) = )
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pues p1 Y pa son soluciones de la ecuacion homogénea (7.1) por hipdtesis.

Pero
#a(s)ei(s) o
Y(s) = 0,G(s,5) = V/V<S>p(s)
Pi(s)eals)
W(s)p(s)

no es continua en general.

Por tanto,

d

@[p(.’r)y’(x)] + q(z)y(x) =0 en [0, 1] excepto en z=s.

2. La funcién de Green es simétrica en (x,s). En efecto, sean o1 y o dos soluciones

de la ecuacion homogénea de (7.1), luego se tiene que

pel + 'L +qp1 =0 (7.6)
ey + 0oy + qpr =0 (7.7)

Multiplicando (7.6) por —ps y (7.7) por 1 y sumando ambas ecuaciones, obtene-

mos

pleher — @iea] + D' [phe1r — Ples] + qlpapr — p1pa] =0

Teniendo en cuenta que W = —¢ o, W' = o0l + @194 — ¢l @a llegamos a,

pW' +p'W =0
Resolviendo la EDO,
W' = 2l/T/V
p

integrando,

/%/ - / _]f)l < log(W) = —log(p) + C

1
SW="e<pW =e=cte
p
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Por tanto,
902(92;01(3) 0<s<uz
G(z,s) = = G(s,z)
901(517)202(3) 0<s<q
e

Consideramos ahora el problema

%[p(l’)gb/] + (q(z) — Ar(x))¢p = f(z) donde r(x) > 0, € R
5(0) =0 )

¢(1) =0

Si 1, w2, Wy G(z, s) siguen significando lo mismo que antes, entonces la solucién de

(7.8) tiene que verificar la solucién de antes sustituyendo f(x) por f(x)+ Ar¢:
1 1
o) =2 [ 1(6)G(w5)0(s) ds + [ Gla,)7(s) ds (7.9)
0 0

Observamos que la relacion de antes es una ecuacion integral de Fredholm de

segunda especie pues la segunda integral es conocida.

Veamos ahora el reciproco, es decir, toda solucién de la ecuacion integral (7.9) de

C'([a, b]) verifica el problema (7.8).

s Condicion de contorno:

»(0) = )\/0 r(s)G(0, s)p(s) ds +/0 G(0,8)f(s) ds =0 pues G(0,s) =0

o(1) = )\/01 r(s)G(1,s)p(s) ds —|—/ G(1,s)f(s) ds =0 pues G(1,s) =0

0
» Fcuacion:
d
Denotando L(y) = d—(py’)’ + qy, se tiene que:
x

d, d,
y1L(y2) — y2L(y1) = 0 {%(p?h) + qyz] — Y [%(pyl) + qyl} =
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d

= [Py — o) = % W (y1, y2)]

Aplicado a y,(x) = G(z, s), considerando G como una funcion de z, y ya(z) = ¢(x)
solucion de (7.9) de C*(0,1), obtenemos
GL(¢) — ¢ L(G) = — [p(Gd — ¢G)]

——

0

a4
dx
de donde

s 1

| eri dx:pwcb'—ase')} v [ Gl = pGo — 66|

Sumando,

(G, 5) ¢ (1) = (1) G'(1, 5)] - p(sDIG(sT,8)¢'(s7) = (s )G (57, 5)]

=p(s7)G(s7,8)¢'(s7) = p(s")G(s",5)¢'(s") —p(s)(s)G'(s™,8) +

-~

=0 pues p,G,¢’ son continuas
p(sNe(sT)G (s7,s) = p(s)(s)[G'(sT,s) = G'(s7,5)] (7.10)
p,¢ continuas

Por otro lado,

luego,

En conclusion,

/0 G(z,s)L[¢] dx = ¢(s) (7.11)
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Por (7.9), permutando & y s tenemos
/ (s, () + Ar()(e)] de = 6(6) (7.12)
Como Gz, s) es simética, restando (7.11) y (7.12)
[ e o)tiel = 1) - Mot de =0
Por tanto,
Gz, $)[L[d] — f(z) — Ar(@)d(x)] = 0 en casi todo (0,1)

Entonces,

Lig] — f(xz) — Ar(x)¢(x) = 0 en casi todo (0,1)
pues G(x,s) es no nula en (0,1). Luego llegamos a que

L pa)6! )] + a()6(z) = Mr(@)6(2) + F(2)

Observar que el nicleo de (7.9) es asimétrico, pues K(z,s) = r(s)G(z, s) # K(s,x)

Pero, si multiplicamos (7.9) por \/7(z), llamando Y (z) = \/7(z)¢(z)
Y(z) = )\/0 r(s)\/r(:v)G(x,s)qb(s)ds—i-/o V()G (z,s)f(s)ds
Y (z) :)\/0 \/r(s)\/r(x)G(a:,s)\/r(s)gb(s)ds—I—/O Vr(x)G(z,s)f(s)ds

Y(x) = )\/01 Vr(s)Vr(z)G(x,s)Y(s)ds + /01 Vr(z)G(z,s)f(s)ds

J/

9(x)

Ahora el ntcleo K(z,s) = y/7(s)\/r(x) G(z,s) es simétrico.

Vemos que si la ecuacion diferencial es homogénea (f(z) = 0), entonces la ecuacién

integral también sera homogénea (g(z) = 0).
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En conclusién, partiendo del problema de contorno (7.1) hemos llegado a la resolucién

de una ecuacién integral del tipo Fredholm de segunda especie con niucleo simétrico.

Nota 9. El problema de Sturm-Lioville también se puede tratar como un problema de
autovalores y autofunciones donde el operador es diferencial: Ap = —[p(x)¢d'] + q(z)¢.
A dicho operador se le denomina operador autoadjunto de Sturm-Lioville de

sequndo orden.

Por tanto, el problema a resolver seria

Ap = Ao
$(0) = ¢(1) =0

Atendiendo a los resultados del capitulo 4, no seria mds que un operador autoadjunto,

lineal y continuo. Por tanto se obtiene el siguiente resultado:

Teorema 7.1. Seap € C'([0,1]) conp > a >0 en (0,1) yq € C([0,1]). Entonces existe
una sucesion (A, )n>1 de nimeros reales y una base Hilbertiana (e,),>1 de L*(0,1) tales
que e, € C*([0,1]) y

—(pel)) + qen, = Apen en (0,1)

en(0) = e,(1) = 0. (7.13)

Ademds \,, — 0o cuando n — oo .

Los walores (\,) serdn los autovalores del operador diferencial A¢ con la condicion

Dirichlet y (ey,) las autofunciones asociadas.

7.2. Ejemplos fisicos conducentes a ecuaciones integrales

1. Cuerda tensa con carga continua

Consideremos una cuerda horizontal de longitud [, de peso despreciable, tensa
entre dos puntos A y B fijados, de manera que no quede sensiblemente modificada
por la aparicién de un peso P en un punto M a distancia & de A, lo que implica,

naturalmente, una modificacién muy leve de la forma de la cuerda.
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F1curaA 7.1: Grafico de cuerda tensa con carga continua

tg(a) = L =y = ttg(a)

3 =
t9(8) = 2 =y == &)19(5)
tg(e) _tg(B) _ tgla) +tg(B) _ T(tg(e) +1tg(B))
I—¢ ¢ [—€+¢ Tl

donde en la segunda igualdad se ha usado:

b+d)=d(a+
g:E:a—l—cH ol ) (a+c) = cb+ cd = da + dc
b d b+d ad = be

Al haber una leve modificacién tg(a) & sen(a) ya que cos(a) ~ 1, luego

T(tg(a) +tg(B))  T(sen(a)+sen(f)) P

~ —

Tl Tl Tl

por ser T'sen(«), T'sen(f3) las componentes verticales de la tensiéon MA, MB.

Por tanto, tenemos
P oo
y(x) = xtg(a) = ﬁx(l - &) a la izquierda de P

y(2) = (I — 2)tg(B) = %g(z _2)  aladerecha de P

para x < ¢

P
= y(zr) = TK(x,f) donde K (z,¢) = (- e (7.14)

Si ahora suponemos una carga continua distribuida a lo largo de la cuerda, segin

la ley de densidad, en cada elemento d¢ hay una carga elemental p(£)d¢, aplicando
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el principio de superposicion obtenemos que la forma de la cuerda viene dada por

y@zllp@MLO% (7.15)

T
Si conocemos p(§), el célculo de la forma y(z) vendria dado por el calculo de la
integral. En cambio, si queremos hallar la ley de carga p(z) capaz de producir
una determinada deformacion, obtenemos una ecuacion integral de primera espe-
cie de Fredholm donde K(z,£) va a ser el nicleo triangular de la ecuacién (lo

denominamos triangular por la forma de la cuerda para una carga).

FicurA 7.2: Nicleo triangular

Vemos que este nicleo es simétrico pero no tiene derivada continua

0. K(x,&) = en z = ¢ no coinciden.

—Tf x>€

2. Cuerda giratoria

En este caso tenemos la fuerza centrifuga en d€, que vale pw?ydé donde p es la

densidad lineal y w la velocidad angular, y por tanto obtenemos
o [
ya) =22 [ Ko de
0

Ecuacion integral de sequnda especie de Fredholm homogénea cuyo ntcleo es simétri-
co si suponemos que p es la densidad uniforme de la cuerda. En cambio, si la

densidad fuese variable, tendriamos un nticleo K (z,&) = p(&)K (z,£) asimétrico.
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3. Cuerda vibrante

Supongamos ahora que la cuerda realiza ciertas oscilaciones. Sea y(z,t) la posicién
en el momento ¢ de aquel punto de la cuerda cuya abscisa es x y sea p la densidad
lineal de la cuerda. Entonces, sobre un elemento de la cuerda actia una fuerza de

P*y(&,t)

inercia igual a — P—op

Sustituyendo en (7.15), obtenemos

B I 2
R L

Supongamos que la cuerda realiza oscilaciones armoénicas, es decir, buscamos solu-

ciones de la forma y(z,t) = Y (z)cos(wt + 6)

% =Y (x)[—sen(wt + 0)w]
% = —Y(z)w?cos(wt + 0) = % = Y (§)w?cos(wt + 6)
Por tanto,
I
Y (x)cos(wt + 0) = %/ Y (&)w?cos(wt + 0) K (x, &) dE
0

o2 (!
= V()= [ V(©OKG.gd
0
. T
Al ser p, T > 0, haciendo — = a2,

Y@ZEAWWW@% (7.16)

Veamos que las soluciones de esta ecuacién de segunda especie son las mismas que

las de la ecuacion diferencial de segundo orden de la ecuacién de la cuerda vibrante

2 Py _ 9%y

-7 _ 27 1
“orz T 2 (7.17)
En efecto, notemos que
% _ Y'(x)cos(wt + 0) &y =Y"(x)cos(wt + 0)
ox ox?
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Por tanto,
2 2
a2% - % & a?Y"(x)cos(wt + 0) = =Y (x)w?cos(wt + 0)
T
2
—w
&Y' (x) = ?Y(x)
w2
& V') + Y (2) =0

Considerando Y (0) = Y (1) = 0, obtenemos que:

y(0,t) =Y (0)cos(wt +6) =0

y(l,t) =Y (l)cos(wt +0) =0

Por tanto, como lo buscamos para cualquier £, vamos a tomar

Y(0)=0
Y()=0
En conclusion,
W2
Y'+ Y =0
a
Y(0) =0 (7.18)
Y()=0

Veamos que toda solucién de (7.18) es solucién de (7.16)

Partimos de (7.18),
2

Y'(€) + w—zY(f) = 0, multiplicando por K(z,¢) e integrando entre 0 y I
a

[yeree i+ [k d-o

0
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Formalmente, integrando por partes y teniendo en cuenta (7.14)

/0 YUK (r.6) dE = K (z,6)Y'(€) ) — / 0K (2, €)Y'(€) de
_ K([l), EY'(1) — K(0 g ) Y'(0 / 0K (2, €)Y (¢
(7.19)

Volviendo a integrar por partes

1 l
- / 0K (2, )Y'(€) dE = D (2, )Y ()| + / OB K (2, )Y (€) d

= 9 K(x, g)w+85K(x, 5)@0

; 0 0
+ / G2 K (2, )Y (€) de

Usando la teorfa de distribuciones, sea ¢ € D(0,1), entonces

(7.20)

< 0K (2,€), 0(6) >= — < K(2,),¢/(€) >= — /Ka:s

_/Omf(ll—l")

Integrando por partes

< 8§K(I,€)7g0(f) > == 90(€>

Por tanto,
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Del mismo modo, donde x esta fijada:

< OFK(2,8),0(8) > = — < 0:K(x,6),¢'(§) >

- / 0K (2, €)' (€) de

Luego, < aggK(xf),go(f) >=—p(r)=—<dpp> = 8€2£K(x,§) =—

De (7.19) y (7.20), llegamos entonces a

/Y” K(x,€) dé = /aé (,6)Y dg/

=< 0,,Y >=—Y(x)

En conclusion,
CU2 l
@)+ [ K@ ov(E) de = Y /Kx§

Veamos ahora el reciproco, toda solucién de (7.16) es solucién de (7.18)

Sea ¢ € D(0,1), vamos a calcular 9, K (x, &)

< 0 K(x,8),0(x)> =—< K(x ) >=— /Kxf

’(x)dx—/ég z_
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Integrando por partes,

o(l — T=¢ e
<0k Ople)> == o]+ [
=) T
S|+ () e
€7 _ l
:/0 ngp(m) dan/5 (_f) o(z) dz
Por tanto,
1—% E>x
axK('T7 )_
_—5 x> €&

Ahora calculamos aggK (x,€) usando que @ es una funcién de soporte compacto en

(0,1) y por tanto ¢(0) =0y ¢(I) = 0.

< 8§IK(I,§),§D(I) > =—-< &UK(ZL“,f),QDI(LL') >

_ _/05 (1 _ %) o(z) de + ; %0’(%‘) dz

r=¢

=l

+ %0(93)

x=0 m:ﬁ

Por consiguiente,

Luego,
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2
por tanto, Y + w—2Y =0.
a

Ademsds, usando la definicién del nicleo K (x,€) en (7.14), tenemos que:

2 !
v =" /0 K(1,E)Y(€) dE = 0

v -2 [ K0.gV© -0

Este ejemplo nos muestra la equivalencia que hay entre los problemas de contorno
y las ecuaciones integrales, pero ademas nos da las soluciones de una ecuacién

integral de tipo Fredholm homogénea de segunda especie con ntcleo triangular.

Si resolvemos

Y+ AY =0,A> 0 (7.21)

la ecuacién caracteristica serfa r2 + X\ = 0, luego r?> = X. Tomando A\ = a? con

a > 0, la solucién fundamental de (7.21) vendria dada por

Y (z) = Cycos(ax) + Cysen(ax)

Alser Y(0) =0y Y(l) =0, se deduce que C; = 0y Cysen(al) = 0 respectivamente.

Como buscamos soluciones no nulas, entonces sen(al) = 0 luego al = km, k € Z,
k

yportantoa:TWconkZOyaquea>0.

k 2
% y la sucesion de

En consecuencia, la sucesion de valores propios seria A\, =

k
soluciones propias Yi(z) = Csen (%)

En conclusién, las soluciones de (7.21) son la solucién nula y, tomando un repre-

sentante, la sucesion de soluciones propias
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7.3. Ecuaciones integrales de Volterra y ecuaciones diferencia-

les lineales

La solucion de una ecuacion diferencial del tipo

d™u o )dnflu
xrn a1\xr dxn—l

con coeficientes continuos, junto con las condiciones iniciales

se puede reducir a la solucién de una cierta ecuacion integral de Volterra de segunda
especie
o) + [ Ke9)olw) dy = f(a). (7.24)
0
Con el fin de lograrlo, fijamos

pra=2"_ g (7.25)

= dan
por lo que, utilizando el teorema de Fubini (ver Teorema A.10)
Do = [ o dy
0
D =D (D76 = [ Dol dy
0

[ (o) (o f )

:/O”Cqs(s)(x—s) ds:/;qs(y)(x—y) dy

En general,

1
(n—1)!

D¢ =D D ") = /O x(a: — )" o(y) dy

ya que, si lo probamos por induccién en n
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» Caso n=1
D¢ =D (D Mg) =D
= Supuesto cierto para n, veamoslo para n + 1
Dl =D (D) = [ D "oly) dy
0
| (o [ oo o) as)
= — -5 s) ds
o \(n—1!J / /
[ (200 [w-ora) a
— S — S S
1 (x —s)"
= d
/0 (n— 1)!¢(8) n °
@) a
=— r—s s) ds.
n! J,
Teniendo en cuenta las condiciones de contorno (7.23)
d’l’l
= u (@) = ()
Integrando entre 0 y =z,
|y = [ ot0) dy = a0 @) a0 00) = D
0 0
Por tanto,
U(n_l)(x) =ch1+ D719
Si volvemos a integrar de nuevo entre 0 y x,
u("_Q)(x) = Cp 1T+ Chg + D720
Por tanto, en general,
xn—l n—2
u(x) = g +ep9g——+--tcex+c+D " (7.26)
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Volviendo a la ecuacién diferencial (7.22), vemos que se puede expresar mediante una

ecuacién integral de la forma (7.24) si tomamos

K(z,y) = Zan% (7.27)
h=1 )
y
f(z) = F(z)—ch1a1(x)—(cp_1x+cp_o)as(x)— - -— (C”—lﬁ + -+ ar+c ) ay(x)

(7.28)

Por el contrario, resolviendo (7.24) con K(z,y) y f(x) dado por (7.27) y (7.28) y
sustituyendo el valor obtenido de ¢(x) en (7.26), obtenemos la tinica solucién de (7.22)

verificando las condiciones iniciales (7.23).

Si el coeficiente lider en (7.22) no es la unidad, sino ag(z), entonces la ecuacién integral

(7.24) seria

ao(2)6 () + / " K, y)oly) dy = f(2) (7.29)

donde K(x,y) y f(x) sigue viniendo dado por (7.27) y (7.28) respectivamente.
Si ag(x) # 0 en el intervalo considerado, no cambia nada. Sin embargo, si ag(x) se
anula en algunos puntos, vemos que la ecuacién de tipo (7.29) es equivalente a una

ecuacion diferencial lineal singular, al menos cuando K (z,y) es un polinomio en y.

Existen otros métodos de reducir una EDO lineal a una ecuacién integral de Volterra.
Entre estos, consideraremos el método de Fubini basado en el método de variacion

de constantes de Lagrange (Véase [3]).

Para ello, vamos a tomar la ecuacién homogénea de segundo orden separando los

coeficientes en dos sumandos, es decir

u” + pr(2)u + pa(z)u = A(z)u” + B(z)u' + c(x)u. (7.30)
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Naturalmente, esta descomposicion se puede hacer en un nimero infinito de maneras,
pero vamos a elegir uno en la cudl nos permita encontrar explicitamente la solucion
general de la ecuacién

u" + pi(z)u’ + pa(z)u =0 (7.31)

en un forma simple. Ademas, necesitamos que el coeficiente lider 1 — A(x) de (7.30) no

se anule en el intervalo considerado.

Conocidos Fy(z), F5(z) dos soluciones independientes de (7.31), es decir, dos soluciones

cuyo wronskiano

Buscamos una solucién de (7.30) de la forma
u(x) = Ci(x)Fi(z) + Co(z) Fo(x) (7.32)
donde C4(z) y Cy(x) verifican que
Cl(x)Fi(x) + Cy(z)Fa(z) =0 (7.33)

Sustituyendo (7.32) en (7.30) y utilizando (7.33), obtenemos

A(z) F'(z) + B(x) Fi(z) + C(z) Fa(2)
1 — A(z)

Ci(x)Fi(z) + Cox) Fa(z) =

A(z) Fy(x) + B(a) Fy(x) + C(x) Fy(x)
1 — A(x)

+

Finalmente, resolviendo (7.33) y (7.34) simultdneamente

Ci(z)Fi(x) + Cyx) Fa()
Ci(x) Fi(x) + Cy(x) Fy()

0
Oy ()W (2)Cr(x) + Do) W (2)Cy(2)

donde,
_ Alz)Fy(z) + B(z)Fj (z) + C(x) Fy(z)
1—A(z)W(x)
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» Multiplicando la primera ecuacién por Fj(x) y la segunda por Fy(x) y restando

ambas ecuaciones, obtenemos

Crx)F(z) Fy(x) — Oy (o) Fi(2) Fa(x) = =Py (2)W () F(2)C1 ()
—Oy ()W (x) Fy(x)Cy(x)

= Cl(x) = —(P1(x)Cy(x) + Po(x)Co(x)) Fo(x) (7.35)

= Multiplicando la primera ecuacién por Fj(x) y la segunda por Fj(x) y restando

ambas ecuaciones, obtenemos

Cy(z) Fa(2) Fi(z) — Cy(x) Fy(z) Fi(z) = =@y (2)W (z) Fi(z)Ci(z)
=Py (z)W () F1(2)Ca ()

= Cy(x) = (P1(x)Cy(x) + Po(x)Co(x)) Fi(2) (7.36)

El sistema de ecuaciones diferenciales (7.35) y (7.36) es equivalente al siguiente sistema

de ecuaciones integrales (integrando entre zq y z):

Ci(2) = Ci (o) — / [0 ()1 (y) + Caly) ()] Faly) dy

o (7.37)
Co(x) = Chlao) — / (CL(y)®1(y) + Caly)®a()|Fi(y) dy

Zo

Las constantes Ci(xg) = 71 y Ca(xg) = 72 pueden ser determinadas resolviendo el

sistema
(o) + v2 Fa(z0) = u(x)

M F(20) + 72 F3(w0) = u'(20)

conocidos los valores u(xg) y u'(xg).

Queremos transformar el sistema de ecuaciones integrales (7.37) en una tnica ecuacion
integral, para ello establecemos 1(x) = C}(2)®1(z) 4+ Ca(x)P2(x) y multiplicamos la pri-
mera ecuacion de (7.37) por ®;(x) y la segunda por ®5(x). Sumando ambas expresiones,

obtenemos:

xT

71®P1 () — /w 1 ()Y (y) F2(y) dy + 12D () —/ Dy ()Y (y) Fr(y) dy = ¢(x)

o zo
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Por tanto, obtenemos la ecuacion integral de segunda especie

v) - [ " K (e, y)i(y) dy = £(2)

con

K(z,y) = ) Rl) o f(@) =n®Pi(x) + 72Pa(2)
Py(z) Po(x)

Para evitar tener las constantes 7; y 72 en la ecuaciéon integral, consideramos

P(x) = b (x) + yotba(w)
Y11 (7) + Yathe(w) = 1P (2) + 72 Pa(7) + /ff K(z,y)[n1¢1(z) + y2tb2()] dy

Luego obtenemos las dos ecuaciones integrales separables

Un() = Bu(e) + / K(ey)n(y) dy h=1,2

Por tltimo, veamos que la solucién buscada de (7.30) en funcién de ¢y (z) y 12(x)

viene dada de la forma
U(z) = n(2)Ui(z) + v (2)Us(x)

con

i) = @)+ [ gg giz)) Unly) dy

En efecto,
U(r) =nU(z) + y(z)Us(z)

B “| Fily) Fa(y)
—’Y1F1(90)+’Y1/10 () Do) V1(y) dy
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=1 Fi(z) + 7l (r)

+ / 71
o

=nFi(z) +vl(r) + /
o

Fi(y) F(y)
V1(y) + 72

(I)l(fL‘) (I)Q({L‘)

Fi(y) F(y)
CI)l(ZL‘) CI)Q(ZE)

=11 F1(7) + 7F5(r) + /x(Fl(y)Fz(l“)@b(y) — Fi(x) Fa(y)v(y) dy

~ A |- [ R o] + Rl e - [ R 7

T b (2)Cu() + Fa()Cala). "



Anexo A. Resultados utilizados

Teorema A.1 (Teorema de Peano). (véase [3])

Se considera el problema
/
eyl Y [t y)
y(to) = yo
donde f € C(Q,R) y (to,yo) € Q. Existen d > 0 y una funcion ¢ : Is = [to—0,to+d] — R
que es solucion en Is del problema (PC). Ademds, se puede tomar 6 < min{a,b/M},
donde:

K =[to—a,tg+a] x E(yo;b) CQ, M= max |f(t,y)
(tyy)EK

Definicién A.2. (véase [11])
Supongamos que f es una funcion compleja definida en 2. Si zg € Q0 y si existe

o 1) = 1)

220 Z— 2

(A.1)

denotaremos a este limite mediante f'(zo) y lo llamaremos derivada de f en zy. Si
eziste f'(zo) para todo zy € Q, decimos que f es holomorfa (o analitica) en Q). La

clase de todas la funciones holomorfas en Q) se denotard mediante H(S2).

Definicién A.3. (véase [11])

Una funcion se dice entera si es holomorfa en todo el plano.

101
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Definicién A.4. (véase [11])

A cada serie de potencias

Z cn(z —a)" (A.2)

le corresponde un nimero R € [0, 00| tal que la serie converge absoluta y uniformemente
en D(a;r) para todo r < R, y diverge si z € D(a;r). El < radio de convergencia >

R, viene dado por el criterio de la raiz:

1
— =limsup,_,.|ca|™.

R

Decimos que una funcion f definida en €0 es representable mediante series de
potencias en € si a todo disco D(a;r) C Q le corresponde una serie (A.2) que convege

a f(2) para todo z € D(a;r)

Teorema A.5. (véase [11])

Si f es representable mediante series de potencias en Q, entonces f € H(Q) y f' es

también representable mediante series de potencias en §2. De hecho, si

f'(z) = Z cn(z —a)" (A.3)

n=0

para z € D(a;r), para estos z tenemos también

f'(z) = Z nep(z —a)" (A4)

Teorema A.6 (Desigualdad de Cauchy-Schwarz). (véase [4])

Sea H un espacio vectorial y (-,-) un producto escalar definido en H. Entonces se
tiene que

|(u, ) < (u,u)(v,v) Yu,v € H.
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Nota 10. Durante todo el trabajo hemos utilizado el espacio de Hilbert H = L*(0,1).

Por tanto, la desigualdad de Cauchy-Schwarz seria:
1

{/ u(z)v(x) dx}
0

Teorema A.7 (Teorema de Egoroff-Severini). (véase [11])

2

1 1
< / u?(z) dx/ v?(z) dv Yu,v € L*(0,1).
0 0

Sea f, : E — R una sucesion de funciones medibles sobre el conjunto medible
E C R"™ de medida Lebesque finita. Supongamos que x € E, f,(r) — f(x), donde
f i+ E — R es una funcion finita en casi todo. Entonces, para cualquier ¢ > 0,

3 cerrado F C E tal que f,|r — f|r uniformemente y L(E\F) < €.

Teorema A.8 (Principio de Prolongacién analitica). (véase [11])

Supongamos que dos dominios Dy y Dy contengan ambos a un tercer dominio D. Sea
f1(2) una funcion analitica en Dy. Entonces, existe a lo sumo una funcion fo(z) que sea

analitica en Do y que coincida con fi sobre el dominio comin D.

Teorema A.9 (Criterio de Tonelli). (véase [4])

Sea F(x,y) : Q1 x Qs — R una funcidn medible que satisface:

. |F(z,y)| dua < 0o e.ct.x €y
Qo

o [ i) dn <o
(951 Qo

Entonces, F € L*'( x Q).

Teorema A.10 (Teorema de Fubini). (véase [/])

Supongamos que F € L'(Qy x Qy). Entonces, para casi todo x € Qy, F(x,y) € L, ()
y / F(x,y) duy € LL(4). De forma similar, para casi todo y € Qy, F(z,y) € LL(Q))
Qg

Yy / F(z,y) dpy € Ly (Q).
971
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Ademas, se tiene que:
/ (/ F(z,y) duz> dmz/ (/ F(z,y) dm) dﬂzz// F(z,y) duadps.
951 Qo Qo (971 Q1 x0Q

Teorema A.11 (Teorema de Ascoli-Arzeld). (véase [9])

Sea I = [a,b] un intervalo cerrado y acotado de R, f, : I — R o C una sucesion
de funciones uniformemente acotadas y equicontinuas. Entonces la sucesion {f,}n>1

contiene una subsucesion uniformemente convergente.

Teorema A.12. (véase [9])

Sean H un espacio de Hilbert y M C H un subespacio vectorial. En tal caso M es

denso en H siy sélo si M+ = {0}, es decir,

M = H < Dado x € H tal que (x,m) =0VYm € M, forzosamente x = 0.

Teorema A.13 (Criterio del cociente). (véase [1])

Dada una serie E a, de términos complejos no nulos, sea

Ap+y1
G,

an+1
a, |

r = lim inf
n—oo

, R =limsup
n—oQ

1. La serie Z a, converge absolutamente si R < 1.
2. La serie Z a, diverge sir > 1.

3. El criterio mo permite llegar a niguna conclusion sir <1 < R.

Teorema A.14 (Condicién necesaria de convergencia). (véase [1])

Si E a, es una serie convergente entonces

lim a, =0
n—o0
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Teorema A.15 (Teorema de Beppo-Levi). (véase [5])

St f = Z fr es la suma puntual de una serie de funciones medibles no negativas,
k=1
entonces f es medible no negativa y

/deuzgfxfkdu-

Teorema A.16 (Desigualdad de Holder). (véase [9])

Siue LP(Q) yv e LV (Q), conp € [1,00] yp' el exponente conjugado de p, es decir,
Y

1 1
tal que — + — = 1, entonces el producto uv € L*(Q) con
p D

/Q|u(a:)v($)| d < lul|Lo@)[v]] v (0
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