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Teoria de propagadores
Estudio de procesos electromagnéticos y débiles

Jests Aguado Lépez

Abstract

Los propagadores son una herramienta matematica central en numerosas ramas de la fisica ya que permiten la
resolucién de algunas ecuaciones en derivadas parciales (EDPs) de gran interés. En el contexto de la mecdnica
cuantica relativista y la teoria cudntica de campos los propagadores fueron interpretados de manera novedosa
asociandolos a particulas mediadoras de interaccion. Dicha interpretacion ha trascendido este campo y se habla
de particulas virtuales (fonones, plasmones) en otras dreas: todas estas interpretaciones tienen la base comuin

en que tienen una EDP que caracteriza la dindmica del problema.

Este trabajo presenta una naturaleza dual debida a la doble titulacién en la que ha sido desarrollada. En el
primer capitulo se introduce la base matemaética para una aproximacién al estudio de propagadores basandose
en herramientas del andlisis funcional. El objetivo de dicho capitulo es construir un formalismo que permita
llegar a expresar la probabilidad de transicién de un estado (vector de un espacio de Hilbert de funciones)
a otro a través de un operador de evolucién (matriz S), basdndose en el cdlculo de propagadores para las
ecuaciones de onda relativista que procedan segin el tipo de particula. Los capitulos dos y tres estdan ente-
ramente dedicados a la aplicacién de las herramientas matematicas al caso de interaccién electromagnética y
débil. Se estudia la dispersion elastica electron-protén en el marco de la electrodindamica cuantica de Feynman
y Stiickelberg, empleando diversas aproximaciones que incorporan el hecho de que el protén tiene estructura
interna. Para terminar, se estudia el proceso débil en el que un neutrino (o antineutrino) interacciona con un

neutrén (protén) a través de la corriente débil cargada W, modelando la estructura débil del nucleén para ello.

El caso de dispersion electrén-protén ha sido elegido para su estudio ya que permite una introduccién escalo-
nada en complejidad a la teoria de dispersién cuantica. Ademads, se enlazan los resultados analiticos obtenidos
con el problema abierto de la determinacion experimental del radio de carga del protén. El estudio de la
interaccion neutrino-nucleén estd motivado por el interés de la determinacién de sus propiedades en distintos

experimentos en los que los neutrinos inciden sobre nicleos a distintas energias en el rango del GeV.

En ambos casos, el estudio experimental de las secciones eficaces permite un conocimiento mas profundo

de la estructura hadrénica ya sea mediante sondas débiles (neutrinos) o electromagnéticas (electrones).
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Capitulo 1

Introduccion a la teoria de

propagadores

El objetivo en este capitulo es introducir el formalismo matemético necesario para estudiar procesos de
dispersion en mecanica cuantica relativista. Para ello haremos uso de la imagen de la Electrodindmica Cuantica
desarrollada por Feynman y Stiickelberg. Este procedimiento, atin no siendo tan general como el lenguaje de
la teoria cudntica de campos en el que se introducen operadores de campo no conmutativos y se construye el
espacio de Fock, resulta mas intuitivo y permite realizar cdlculos de interés para procesos diversos. En este
trabajo nos restringimos a la formulacion de Feynman-Stiickelberg, que estd basada en la herramienta de los

propagadores, y que sigue un paralelismo con la teoria cudntica de dispersién no relativista.

Como primer paso calcularemos los propagadores para las ecuaciones cuanticas de interés. En el caso de
dispersion electrén-protén que consideramos en el siguiente capitulo, usaremos la ecuacién de Dirac para
particulas cargadas con espin 1/2. No obstante, todo el desarrollo es andlogo para cualquier tipo de ecuacién
lineal. En lineas generales, un propagador G es un operador que permite calcular la funcién de onda en una
posicién e instante concretos a partir de la funcién de onda en un instante anterior (propagador) o posterior

(retardador) de la siguiente manera:

V(X ) =i | G, t;x, t)(x,t)dx.
R3

1.1. Herramientas matematicas

Comenzamos en esta secciéon construyendo formalmente el marco matematico general en que plantear y
resolver las ecuaciones de la mecanica cuantica relativista. El espacio usual de funciones de cuadrado integrable
sobre el espacio de Minkowski es demasiado rigido. Conviene ampliar nuestro espacio de funciones a uno més
general, de distribuciones. Las distribuciones se definen como aplicaciones duales actuando sobre las funciones.
Sea por ejemplo D(R*) el espacio de funciones infinitamente diferenciables sobre R* de soporte compacto (i.e.
que se anulan fuera de una regién compacta acotada). Se dice que 7' es una distribucién sobre D(R?) si es
lineal T'[ag + Bv] = oT[¢p] + BT[Y] Ve, B € C,¢,% € D(R?) y continua T[nlirréo on] = nh_)rr;o T[]

Aunque el espacio D(R*) puede usarse como espacio de funciones dando lugar a las distribuciones D’(R*),
podemos usar un espacio de funciones mas grande, el conocido como espacio de Schwartz de funciones que van
suficientemente rédpido a cero, tanto ellas como todas sus derivadas:

S(RY) = {f € C®(R*) : lim |z7*8/If| =0 V¥m € N, multi-indice, k = 1, ...,4}.

|z] =00



Las aplicaciones lineales y continuas sobre S(R*) son las llamadas distribuciones temperadas, denotadas por
S’(R%). Este es el espacio considerado en el estudio que sigue sobre las ecuaciones de la teorfa cudntica relati-

vista.

Un ejemplo paradigmaético de distribucién es la ubicua delta de Dirac. Esta se define por su actuacién co-
mo 6(p) = 1(0). Es evidentemente lineal sobre las funciones y continua. Sin embargo, no es una funcién en el
sentido clasico: las distribuciones son més generales que las funciones. Es importante senalar que las funciones
son asimismo distribuciones: si tenemos una funcién (localmente integrable) f, podemos definir su actuacién

como distribucién sobre otra funcién a través de la integral:

flWl= | foda
R4

Una propiedad clave que mantienen las distribuciones es la derivacién. El concepto de derivada débil extiende
la diferenciacién de funciones a distribuciones. Restringida a las distribuciones que si son funciones, la derivada

débil coincide con la clasica. Su definiciéon:
0, T[¢] = =T[0,4).

Con esta definicién es posible calcular la derivada débil de la funcién escalén en una dimensién, entendida

como distribucion:

—+oo

+oo
020(x)[¢] = 0(z)[—0.0] = —/ 0(x)0,pdr = —/O Oppda = ¢(0) — pl+o3] = 5[¢].

— 00

Luego la derivada de la funcién escalén de Heaviside coincide con la delta de Dirac, en el sentido de las distri-

buciones.

Un concepto importante en la teoria de distribuciones que ponemos en uso es el producto de convolucién.

Para funciones ¢, 1, se define como:
@x0)w) = [ oy —apia)d.
Esta definicion se extiende para convolucionar distribuciones T' con funciones f de la manera siguiente:
T f[Y) = TIPf x4,

donde P f(z) = f(—z), el operador paridad. Con estas herramientas es posible hablar de soluciones funda-
mentales de ecuaciones en derivadas parciales, lo que nos permitird calcular propagadores de una manera
especialmente sencilla, gracias a la transformada de Fourier. Una serie de propiedades seran clave en el desa-

rrollo:
= §x f=f Vf funcién, donde § es la delta de Dirac.

= 0u(T x f) = 0,T * f para toda T distribucién, f funcién.

1.1.1. Solucién fundamental de una ecuacién en derivadas parciales

Buscamos aplicar la teoria de distribuciones a la resolucién de las ecuaciones en derivadas parciales (EDP)

de nuestro interés: las ecuaciones de onda relativista. Consideraremos en general soluciones a la ecuacién que

no sean necesariamente funciones sino distribuciones. En lo sucesivo, L(D) serd un operador diferencial de

coeficientes constantes. Un ejemplo seria ﬁ(D) = —%%Vg correspondiente al operador diferencial espacial



en la ecuacién de Schrodinger. Otro, correspondiente a la ecuacién de Dirac, serfa L(D) = f%ihc a- V.

Consideremos la siguiente ecuacién diferencial: L(D)y = p. Se dice que una distribucién E es una solucién

fundamental a dicha ecuacién si cumple la ecuacién (entiéndanse las derivadas en el sentido distribucional):
L(D)E = . (1.1)

Una vez que se obtiene una solucién fundamental, es inmediato obtener la solucién a la ecuacién en ¢ via el
producto de convolucion. El resultado nos lo proporciona el siguiente teorema. La solucién fundamental estard

intimamente ligada con el propagador G que buscamos para construir la teoria de dispersién cuantica.

Teorema 1.1. Sea E una solucion fundamental de la ecuacion fz(D)’L/J = p. Entonces, 1) = FE x p es solucion

de la ecuacion.

Cuando la distribucién E sea una funcién, el producto de convolucién anterior es simplemente (Ex p)(y) =
Jpe E(z — y)p(y)d*z. La base de la demostracién es la propiedad ya enunciada: 6 « f = f Vf. Este resultado
puede consultarse en [I], referencia en la que se construye la teoria de distribuciones y desarrolla las aplicaciones

en mecanica cuantica.

1.1.2. Solucién fundamental al problema de Cauchy

Usualmente es mas conveniente separar la dependencia temporal de la ecuacién de la parte espacial. Un
ejemplo es en la ecuacién de Schrodinger, que se resuelve calculando el propagador en la seccion El
siguiente teorema extiende el resultado anterior para el caso de ecuaciones de evolucién con condiciones iniciales

(problema de Cauchy).

Teorema 1.2. Sea E una distribucion que satisface:

OWE—L(D)E=0 VYt>0
E(x,t =0) = d(x).

Entonces (X', ') = [p. Px E(x' —x,t' —t)f(x) es solucion del problema:

o — L(D)h =0 Vt>0,x € R"
Y(x,t =0) = f(x).

La demostracién de este teorema puede consultarse en [I], pdgina 58 (fundamental solution for Cauchy

problems).

1.2. Propagador libre G|

Los resultados anteriores permiten demostrar la existencia de propagadores para ecuaciones de onda lineales.

Como consecuencia inmediata del teorema[I.2) tenemos la ecuacién integral que buscamos. Si fijamos el tiempo
inicial ¢ y consideramos ¢’ > ¢, podemos dar como condicién inicial la funcién de onda ¥ (x,t). En tal caso,
tenemos que la convolucién fR3 d®x E(x' —x,t' —t)Y(x,t) es precisamente la solucién de la ecuacién de onda

considerada, evaluada en x’,t'. Es decir:

(x', ) = /d3X E(x' —x,t' — t)y(x,t).



Basta definir Go(x’,t';x,t) = —iE(x' — x,t' — ) y obtenemos la ecuacién clésica del propagador libre:

B, t) = i/dgx Golx, '3, 1) (. 1). (1.2)

Podemos ya poner en marcha esta maquinaria para calcular los propagadores libres para las ecuaciones de

onda que nos interesan.
1.2.1. Propagador libre para la ecuacién de Schrodinger
Partimos de la ecuacién de Schrodinger con condicién inicial para la funciéon de onda escalar :
ihdy = — V2
w(x,t = 0) = wo(x).
Escrita en la forma del teorema, la EDP es:
ih
o) — —— V24 = 0.
2m
La ecuacién anéloga para E:
ih
OE — 2R =,
2m
y tomando la transformada de Fourier respecto de las variables espaciales, E=F (E), obtenemos

~ ) 2 ~
o8+ 5 o,
2m

que tiene por solucién inmediatas:

. 2
E = c(k)e_z%t.

El coeficiente ¢(k) se obtiene de la condicién inicial:
ck) = E|t:0 = F(E|i=0) = F(6) = 1.
Haciendo la transformada de Fourier inversa se obtiene:

3/2 2 . 2

1 3 NIET 1 2mm me m \3/2 imx
E(x,t)= —— [ d3k e "om etikx = —_— j = )
(,t) = Gy /R ¢come (2m)° ( int ) xp (’ th) () eXp( oht )

El propagador que se obtiene es, para t' > t:

Go(x',t;x, )t = —i [ — S/QQXp im|x’ - x|* _ (1.3)
T 2mih(t —t) 2Rt —t)

1.2.2. Propagador libre para la ecuacién de Dirac

Podemos desarrollar un procedimiento similar para calcular el propagador libre para la ecuacién de Dirac:
ihdy — me = 0.

Para la distribucién E:
(ihd — mc)E = hé*(x) (1.4)
E(x,t =0) = §(x).

En tal caso, la convolucién de E con la funcién de onda de Dirac en el instante inicial es solucién de la ecuacién:

E sy Y)i—o(x,t") = | E(x —x,t)(x,t =0)d*x.
R3
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Figura 1.1: Polos de integracion asignados para un electrén

Noétese que la convolucién anterior satisface la ecuacién de Dirac para ¢’ > 0 con la condicién inicial:
E %y Plimo(X 8" = 0) = 6% sy Yls=o(x') = ¢li=o(x).

Por simetria de traslacién temporal, tenemos:
(X' ) = Px E(x —x,t' —t)y(x,t) =i [ d®x Go(x/,t';x, 1) (x,1).
R3 R3

Finalmente, podemos calcular el propagador en el espacio de momentos aplicando la transformada de Fourier

en la ecuacion (|1.4):
il 9, E — mcE = hd* = il (—ik,)E — mcE = hl — (p— me)E = hl.
Usando y#hk, =py ]/ﬁz = p? = ptp*, obtenemos, multiplicando a derecha por (p + me):

- - + mc
(p2 — m2C2)E = h(p‘f’ mC) — E = hpéﬁ_w

Haciendo uso del resultado previo, el propagador libre de Dirac en el espacio de momentos resulta:

P+ me

Go(p) = Sr(p) = hm~

(1.5)

El propagador en el espacio de posiciones se obtiene con la transformada de Fourier inversa, teniendo en cuenta

que hemos supuesto ¢’ > t:

o' —t) P+ mc . ot —1t) p+me ipu

. + 4 4

Go(x',t';x,1)" = @) /]R4 hp2 203 exp(—ikyz")d k = (o) /11%4 hpQ 203 OXP —“T d*p.
(1.6)

De manera anéloga se obtiene una expresién similar para el retardador Go(x',t',x,t)” como una transformada

inversa de Fourier. La unica diferencia radica en el proceso de integracion que requiere asignar un valor princi-
pal a la integral. La integral en kg ha de hacerse a través del teorema de los residuos debido al comportamiento
singular del denominador cuando p? = m2c? (condicién on-shell). Los polos de la integral se encuentran en

po = £+/(me)? + |p|? := £E,.

El formalismo de Feynman-Stiickelberg prescribe un procedimiento de integracion en funcién de que el pro-
pagador se calcule hacia el futuro ¢’ > r (que se asocia a electrones, con energia positiva) o hacia el pasado
t' < t (que se asocia a positrones, con energia negativa). En el primer caso el contorno debe cerrarse por abajo
incluyendo el polo de energia positiva ky = 4+, y por arriba en el caso de positrones, con el polo de energia

negativa ko = —F,.

En principo, la expresién ([1.6)) permitiria, evaluando la integral, llegar a una expresién cerrada para Gj.
Estos cédlculos con distintas aproximaciones se presentan en detalle en el capitulo 2 de la referencia [2]. Sin
embargo, el conocimiento del propagador en el espacio de momentos es mas que suficiente para obtener los

resultados de interés en este trabajo.



1.3. Propagador con interaccién

La determinacién del propagador libre Gy nos permite, conocida la funcién de onda en un instante dado,
determinar su evolucién temporal dictada por la ecuaciéon de onda libre considerada. El objetivo es construir
el propagador para el caso de interaccién a partir del propagador libre, de manera que nos permita expresar

la evolucién de la funciéon de onda en la forma genérica:
P(x,t) = i/R3 d*x G(x,t';x, )0 (x,1). (1.7)
El siguiente desarrollo puede hacerse para ecuaciones escritas en forma Schrédinger.
ihdyp = Hpp + V. (1.8)

Este es ciertamente el caso de la ecuacién de Dirac con interaccion electromagnética escrita en términos de las

matrices a, 3. Por el principio de sustitucién minima p# — pt — £ AH:
(p—meyp =0 (p— ~A—me)p =0,
que puede reescribirse como tipo Schrodinger de la manera:
ihdph = —ikia - Vip + mc2By + %ﬁAdz = Hpp + V. (1.9)

Supongamos que en ¢; actiia un potencial de interaccién pequenio comparado con la energia de la onda incidente.
Esto permite obviar la creacién de estados ligados en el proceso de dispersion. Para la funciéon de onda total,
la ecuacién que ha de verificarse es la ([1.8]). En el proceso de dispersién que se produce entre t1 y t1 + At, se

crea una onda dispersada Aw. Si ¢ es la onda libre que verifica
(ihdy — Hp)p = 0, (1.10)

podemos expresar ¥ = ¢+ A. Notese que Ay = 0 para todo tiempo anterior a t1. Si sustituimos la expresion

de ¢ en , se tiene:
(ihdy — Hyp)p = (ihde—H7)) + (ihd, — Hy) Ay = Vé + VAY.
Obtenemos, despreciando el término de segundo orden VA (interaccién pequena y pequena correccién):
(ihdy — Hp)Ap = V.

Esta ecuacién puede ser resuelta por integracién directa:
ti+At A
ihAY(x,t + At) = / dt’ HiAy(x,t') + V(x,t)d(x,t').
ty
En primer orden, considerando despreciable la energfa de la correccién de dispersién, obtenemos (para intervalos
At pequenos):
i
AY(x,t; + At) = —ﬁV(x,t)(ﬁ(x, t1)At.
Tras este instante, la onda dispersada se propaga libremente, lo cual puede ser expresado en términos del

propagador libre G de la siguiente manera:

Ap(x',t) :i/

R3

d*x, GO(X/,t/§X17t1)A¢(X17t1)Zi/ dx1Go (X, %1, 1) —

7 V(Xl, t1)¢(x1, tl)At
R3

La funcién de onda total se expresa como suma de la libre y la creada por dispersion, ¥ = ¢ + A. Si usamos

el propagador libre para la ¢:

O(x1,t1) = z'/]R3 d3x Go(x1,t1;%,t)p(x, 1),



la expresion resultante es:

(x',t) =1 . d*xGo(x',t', x, t)p(x,t) + i . d?’leo(x’,t’;xl,tl)%V(xl,tl) . d*xGo(x1,t1, %, 1) (X, 1).
. . : (1.11)
En la Figura[I.3]se observa la comparacién cualitativa en un diagrama del proceso de interaccién que produce
la dispersién, y como los distintos puntos del espacio tiempo son conectados a través de los propagadores, con

distinto nimero de vértices de interaccion.

(xl’ tr) (.X", f’)

Go(x',t"; 21, 81)

Go(x',t';x,1) (1. ty)

1
Go(xy, ty;x,1) EV(’CL t)

(x,1) (x, 1)
x x
(a) Proceso de propagacién libre (b) Proceso de propagacién a primer orden en interaccién
t
&, t)

1 Gol(x',t'; x5,
Py [ )

(32, t2)

1
Ev(xl'tl) Go(xz, T35 %1, 1)
(1, 1)

*,0) Go(xy, t15%, 1)

X

(c) Proceso de propagacién a segundo orden en interaccién

Figura 1.2: Proceso de dispersiéon multiple en diagrama espacio-tiempo. Los propagadores libres conectan los

distintos vértices de interaccién.

Si consideramos un nuevo proceso de interaccién para to > t; durante un intervalo Ats, podemos concluir
inmediatamente la expresién para 1 (x’,t’). Para abreviar notacién, usaremos z = (x,t) para denotar las

coordenadas espacio-temporales:

V(z1)

Az/;(m') = Z/ d3$/ dsl’gAtQGO(l’/; I’Q) V(th) |:G0(2132,IE) + / dsl’lAtho(IQ; 1‘1)
R3 R3 R3



Es inmediato generalizar el proceso de multiple dispersién producida en los tiempos t; < to < ... < t,:

P(z') JrZ/ d®z;Go(2'; xz)v(}?i)qﬁ(zi)

+ Z / d*z; /R3 APz At; At;Go(a'; ;) (h )Go(xl,xJ)Tjgb(mj)

i,jlti>t;

+ ...

Lo que se traduce inmediatamente en una expresién en serie para el propagador:

V(i)

G(2';2) = Go(a'; ) + Z/ d*2;Go (25 24) Go(wi; )
— Jr3

+ Z / d?’xl/ dngAt At G()(.’E £EZ) ( i)G()(xi;xj)MG(](xj;x)
R3 h

1,5|ti >t

+.... (1.13)

Una vez que se reconoce el patrén de formacién para 1,2,... procesos de dispersion, se puede sumar la serie
identificando la recursividad. Tomando el limite del continuo de At;, — 0, las sumas temporales ordenadas

Aty - A, — fj;f dti, - [ +;o dt;, . Este resultado se conoce como

se convierten en integrales >, , .

ecuacion de Lippman-Schwinger, que expresamos aqui para el propagador:

V(xr)

Gt (2';2) = GF (25 2) —|—/ d*z; G (2'; xp) Gt (zr; ). (1.14)

R4

Nétese que esta es una ecuacién integral para el propagador GT. La versién para la funcién de onda se deduce

facilmente:

Y@= lim i [ dPzG(a;x)¢(x)

t——o0 R3
lim z/ d*z {Gg(x’;x) +/ d4x1Gsr(m’;w1)V(xI) Gt (zr;2)| o(2)
t——o0 R3 h

R4
=¢(z') + lim d4zIG3'(:17’;zI)V(;I)i/ *2Gt (zr; ) p(x). (1.15)
R3

t——o00 R4

Por tanto, obtenemos la ecuacién integral que buscdbamos para la funcién de onda 1:

V(xr)

vle) = o) + [ e G aian S i), (1.16)

1.4. Matriz S

En un problema de dispersion tenemos particulas entrando en una regiéon donde se produce la interaccion.
Nuestra aproximacién consiste en suponer que dicha interacciéon se produce en un intervalo de tiempo aco-
tado. Nos interesard comparar los estados asintéticos entrantes y salientes en el proceso. Exponemos aqui el

formalismo general que aplicaremos en el siguiente capitulo para el caso de la electrodindmica cuantica.

Suponemos que la onda entrante es aproximadamente una onda libre para ¢ — —oo. En el futuro distan-

te, el propagador nos da la onda saliente:

vt = o)+ [ aGiain )

El indice + indica propagacion hacia el futuro.



La matriz S se define como la proyecciéon del estado entrante en el futuro ; con el estado asintético de
interés ¢y:

Sli)y= 1l ). 1.17

(F1S]i) = Jim (ol (1) (1.17)

La propagacién hacia el futuro del estado entrante puede hacerse a través del operador de evolucién temporal

U que en nuestro formalismo estd expresado directamente como el propagador. Asi pues, podemos expresar la

matriz de dispersién a partir de la funcion del estado libre ¢;:

Spi = (0 |U (o0 —00) | 1) = Jim (65, #) |t (1))

V(x,t)
h

De la solucién iterada ([1.15) tenemos una expansién de S para distintos 6rdenes, lo que corresponde a considerar

lim (pp(x',t") | s (x',t")) + lim d3X// d*z ¢3(x/,t")Go(x/, t';x,t) bi(x, ).
t'— o0 t'— o0 R3 R4

mas vértices de interaccién:

V(z)
R g 3/ Ak IN )
St 5fz+t}il>1;o de x /Wd roy(z")Gy (25 2) " oi(x)
+ lim dgx’/ d4:v/ d4y¢}(x')G§(x’,x) Viz) Gar(x;y)—v(y) oi(y)
t'—oo JR3 R4 R4 h h
+.... (1.18)

1.5. Matriz S para la QED

Nuestro objetivo en esta seccién es deducir una expresién simple para la matriz S en el caso de particulas
de Dirac. Haciendo uso del principio de sustitucién minima p — p — eA, aplicamos la ecuacién de Dirac para
los propagadores. Llamaremos S% al propagador para la ecuacién libre de Dirac y Sg al propagador general

en caso de que haya interaccion electromagnética. El propagador libre satisface la ecuacion:
(ihd — mc)S% = ho*.
Al aplicar la sustitucién, la ecuacién de Dirac para funciones se convierte en:
(ihd — me)p = efap. (1.19)

Su version para el propagador sera:
(ihd — mc) S = hé* + eASk. (1.20)

Si proponemos una solucién Sr que verifique la ecuacién integral de convolucién:
e
Sr(a'ix) = | dy Sp('sy) [0y — o)+ 2 AW)Sr(v:0)]
R

la ecuacién (|1.20) se verifica autométicamente. Desarrollando, obtenemos una ecuacién integral que sera de

mucha utilidad para expresar los distintos términos de dispersién de la matriz S:

e
Sr(a'sa) = Sp'a) + 5 [ 'y S AW Se (i), (1.21)
R4
En el caso de la funcién de onda, la ecuacién resultante se expresa de la forma:

Ay Sp(y) AW (). (1.22)
R
Esta ecuacién puede ser iterada para llegar a una expresién andloga a ((1.13)) para el caso de la electrodindmica:

e
Sp(x';x) = Sh(z'; ) + 5 /R4 d*ySh (' y) A(y) Sp(y: )

< (5) [t [ S ) A S i) Al S ns2)

TR (1.23)



La misma ecuacién, pero para funciones de onda queda:
e
vle) = ola) + 5 [ auSha ) Aot
e\? 4 4, @0 (7 0
+(7) [ ' | dteSGa ) A Sh (i) Al)o(v2)
R4 R4

o (1.24)

Es importante recalcar cémo en los términos sucesivos aparecen las potencias de e/h. Cuando se ajustan conve-
nientemente las constantes, dichos coeficientes son proporcionales a la constante de estructura fina o ~ 1/137,

lo que indica que la convergencia del desarrollo perturbativo es rapida.

Existe una representacion especialmente tutil para el propagador libre, que permite distinguir la evolucién
temporal de electrones (energias positivas) y positrones (energias negativas). Mds detalles sobre el desarrollo

que sigue pueden encontrarse en el capitulo 2 de [2]. El propagador Sr puede expresarse de forma general:
2 B 4 B
Se(aia) ==ib(¢ —1) [ @pY up@)a @+t -1) [ EpY u@iG@,  (12)
R r=1 R r=3
donde 1, es la base de espinores de Dirac con energias positivas (r = 1,2) y negativas (r = 3,4). De esta

expresién se deriva, usando la ecuacién (|1.22)) la siguiente representacién:

. 2
v) = o)~ 5 [ o =0 [ Y )i

. 4
ie I
w0 [ @Y u@TwAw)
R R r=3
Para construir la matriz S basta insertar esta representaciéon de la onda dispersada en:

Spi = dim_ (00x, Oli(x,1)

El limite ¢t — 400 se toma para electrones y el limite t — —oo para positrones, ya que estos tienen un factor

de evolucién temporal negativo:

. 2
Spi= lim_ (0;@lo@) -+ lim <¢f(w) 5 [ avow—o [ d3p;w;(w>w;(y>44(y>w(y)>

t—+oo

4
, 4 3 s
+ lim <¢f<x> 7 [ awee-o [ 4 pzw;<w>w,,<y>44<y>w<y>> .
R R —3
El producto escalar implica una integral ng d3x. Este producto proyecta solo los estados cuyos ntmeros
cudnticos coinciden con los de ¢: el resto de términos en [ps d®p >, no contribuye. Normalmente consideramos
por separado la suma en energfas positivas y negativas segin sea el estado inicial (electrones o positrones).

Asi, la expresién de S para electrones y positrones:

Spi=08pi— %e/w dy $f(y)A(y)¢Z(y) (electrones), (1.26)
Spi= 65+ %e /R4 dy af () A(y)vi(y) (positrones). (1.27)

Cabe destacar que 1); sigue siendo la funcién de onda total, no es el estado asintético entrante (que es una onda
libre, ¢;). Asi, para efectuar cdlculos hay que desarrollar perturbativamente S utilizando la forma iterativa
(1.5). Dejando de lado el término d5; que no describe dispersién, obtenemos una expresién para la S a distintos

ordenes de interaccion:

St =Fi (%)n /R% d*yr - d*yn G () AWn) SEWns Yn—1) -+ Sp(y2; y1) A1) i (11)-

10



Usualmente trabajaremos a primer orden, con lo que nos basta con la expresion:

STy [ ' B Awa) (1.28)

donde ahora si tenemos el estado entrante ¢;.

11



Capitulo 2

Interaccién electrén-proton

En este capitulo calcularemos secciones eficaces de procesos de dispersion de electrones contra protones. El
proceso queda esqueméticamente representado en la Figura[2.1] En primer lugar consideramos el protén como
un centro de fuerza coulombiano, fijado en su posicién. Después consideraremos el protén como particula de
Dirac sin estructura, lo que introducird la posibilidad de retroceso en el mismo. Para terminar, modelaremos
el protén como una particula con estructura interna, a través de los factores de forma. Esto permitira deducir
una seccion eficaz que sera valida para regimenes de energias mas altas. Estos resultados se relacionardn con
un problema abierto de fisica actual, la determinacion del radio del protéon, ya que el proceso de dispersion

electrén-proton es uno de los medios experimentales para acceder a dicho radio.

Figura 2.1: Diagrama de Feynman de un proceso de dispersiéon e~ — p

2.1. Dispersiéon coulombiana

Empezamos estudiando la dispersién de un electrén contra un potencial coulombiano. Siendo e < 0 la carga

elemental del electrén, el potencial coulombiano corresponde a:

Ze 1

Ze 1
d = A=0 At =1 - 0 = 7.
(X) ? ( (m)? ) = A 47TE()C |X‘,y

 dmeo|x|’ c

Este proceso puede ser representado con el diagrama de Feynman de la Figura

12



Figura 2.2: Diagrama de Feynman de un proceso de dispersién e~ con un potencial de Coulomb

A partir de la ecuacién (1.28)) podemos calcular la seccién eficaz del proceso a primer orden. Los estados

asintéticos entrante y saliente con momento, energia y polarizacién correspondientes p;, E;, s;;pf, Ef, 55 son:

2

3

C

u(pi, ;) exp(—ipl'z, /h)

1/ u(py, sy) exp(—ipya, /h).

El elemento de la matriz de amplitud S es:

e 4 — iZ(32 / 4 mc? 1 (Pi — ) Y
Spi=—i— d i d*y——= i — .
f Zh/w Y (y) Aepi(y) = + dreohic YV B, e T n

Podemos identificar inmediatamente la constante de estructura fina: a = La integral en yq

e? ~
Amweohc 137
contribuye a una delta en la energia, lo que esta relacionado con la conservacion de la energia en el proceso:

+00 Foo
/ dy® exp[+i(E; — E;)y°/he] = hc/ d(t/h) exp[+i(Ef — E;)t/h] = 2nhe 0(Ef — E;).
— o —00
La integral en el espacio puede hacerse por integracién por partes dos veces teniendo en cuenta que no hay
frontera. Para ello definimos el momento transferido q = py — p;, y deducimos:
, o, ,
exp[—iq - y/h] = —WV exp[—iq - y/h].

Con la expresién anterior y usando VZ(1/|x|?) = —47§3(x) obtenemos:

: q-y] 1 —h? 3 9, _jay 1 —h? 3 _iaY o 1 4drh? 3. _;a¥ .3
Py exp |—i—= —:—/dyv el ) = — d’ye ' m V| — | = —5 d’ye ™" F §°(y).
Jo v [0 g = G LT g =1 )~ a7 e W)

El elemento de matriz queda expresado de la siguiente manera:

) mc? amh?
Sfi:zZaV\/ﬁ 2mhe 6( Ez) W vaoui- (21)

La probabilidad de trénsito del estado 1); al estado 1y es el médulo al cuadrado de dicho elemento de matriz:

24

2 m
S1i? = (470 G

4
@y u|?(2mhe §(Ef — E;))? <|qh|2> .

Como nos interesa medir la probabilidad de que el estado final tenga un momento lineal p, hay que multiplicar

esta probabilidad por la densidad de estados en momento final, que es:

Vv
dN; = ———d%p;.
1= @rnp3® P!

13



La densidad de probabilidad de transiciéon del estado v; a un estado con momento py es:

m204
V2E,E;

R\ Vv
2 _ 2 — .0 2 2 3
[SyiI2AN; = (47) et 88y — B) () s dte.

Formalmente, el cuadrado de la delta en energia es complicado de evaluar. A través de un proceso de paso al

limite se puede justificar el cambio:
(2mhe §(Ef — E;))? = 2nhc*TO(E; — E;),

donde T es el tiempo en el cual se produce el proceso. Esto estd justificado para el limite 7" — +oo lo cual estéd
en consonancia con la fisica del proceso: estamos comparando estados muy alejados en el tiempo. El cédlculo a
través de un proceso de limite puede consultarse en el capitulo 3 de la referencia [2]. La seccién eficaz diferencial
se define como la probabilidad de transicion por unidad de tiempo y corriente. Calculamos la corriente para
cualquier eleccién de la polarizacién, tomando sin pérdida de generalidad el eje z):

mc? mc? E; + mc? pc pc

7. 3 P — = =
EVYT YT BV  ome B, +me2 CEV

J =yt = JP=cpyip =c

<=

La seccidén eficaz diferencial se expresa entonces como sigue:

1

Un andlisis dimensional permite comprobar que las unidades de do son de area, tal y como corresponde.

_ |Sri|?d N _ 47202m2ct

do JT vy

zfﬂ@—ﬂw<ﬁ>4fp (2:2)

= .~0 2
il —.
i e =

Dividiendo por la unidad de éngulo sélido sabiendo que d®p; = |ps|?d|p|dQ = p3dpdQ, tenemos:

do 47%a*m?c*(he)?
dQ  EiEjvql*

5(Ey — Byl wi[*pdpy. (2.3)

4

Considerando la ecuacién relativista para energia y momento E7 = c¢*p}+m?*c! = pydps = EydEy podemos

llevar a cabo la integral evaluando la delta que impone la conservacién de la energia:

/+oo O(Ey — B :/+°° §(Bf —B)psdEy 1 pi 1
0 E¢Ejv; f

E; Efv; 2 R Ew 2

Por tanto:
do 47%a2(mc?)?(he)?
dQ |cqlt

Solo resta evaluar el factor de los espinores. Usualmente se suele promediar en las polarizaciones iniciales ya

(@ uq?. (2.4)

que no se prepara el estado inicial en ninguna direccién preferente. En los estados finales se detectan todas las

posibles polarizaciones. Por tanto podemos reemplazar:

_ 1 _
[y wi|* = 5 > [alps, s )7 ulpi, i)l
SiySf
La evaluacién de una suma de este tipo puede realizarse con los teoremas de traza. Los detalles del célculo se

basan en los resultados expuestos en el apéndice En general, se tiene:
‘ﬂfFUiF = (ﬂfFul)(mfuz)

con I' = A°T'T40. El resultado final para nuestra suma en polarizaciones es:

1 - 0 o E®+%pi-py + (me?)?
9 Z [ulpg, sp)y ulpi, si)|” = (mc2)? :
SiySf
Con el dngulo de dispersién € podemos expresar el momento transferido en funcién del momento inicial:
|al = 2|p|sin(f/2). La expresion que queda para la seccién eficaz coulombiana es:
do 472 (me*P(he)® B® + Ppi - py + (mc?)® 2% (he)?
dQ  16|cp|4sin(6/2) (e  |ep|tsint(0/2)

E?(1 - B?sin?(0/2)).
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La expresién simplificada, con el factor relativista 8 = v/c:

Z202(he)? ; {1 B ein? (g)] _ (2.5)

Mott 452|cp|? sin’ (%

do
do

Este resultado se conoce como seccién eficaz diferencial de Mott. Podemos compararla con la seccion eficaz

diferencial de Rutherford:
do Z%a2(he)?

A9 lRuen 482|cp|2 sin® ()

La seccién de Mott generaliza a la de Rutherford, tratando el espin de los electrones de una manera intrinse-

(2.6)

camente relativista a través de las funciones de onda de Dirac. Puede observarse que la secciéon de Mott tiene
la de Rutherford como limite no relativista. Para el limite ultrarrelativista tenemos que g — 1, E; ~ ¢|p;| v la
seccién eficaz para este limite se aproxima por:
do _ Z2a*(he)? cos?(0/2)
d€2 Inots 4F?sin*(0/2)

2.7)

2.2. Dispersion electréon-proton sin estructura

Estudiamos ahora el caso de dispersion de un electrén y un protén libres. Nos interesa obtener la seccién
eficaz del proceso en la escala de altas energias, y es por ello que tomaremos el limite ultrarrelativista para el
electrén a la hora de obtener la amplitud del proceso de dispersiéon. En este caso ya no tenemos un potencial
de Coulomb fijo, y esperamos encontrar una contribucién significativa del retroceso del protén. Nuestra apro-
ximacién consiste en modelar el protén como un fermién de espin 1/2 sin estructura, descrito por la ecuacién

de Dirac. Para calcular el proceso a primer orden partimos del elemento de matriz S:

Spi = —ie /]R ) d'y ¥ (y) Ay)vs(y).

Conocer la corriente que induce el proton requiere resolver formalmente las ecuaciones de Maxwell. Por como-
didad elegimos el gauge de Lorenz. En esta seccién adoptamos el sistema natural de unidades, donde h = ¢ = 1.

En el gauge seleccionado obtenemos:
O F" =dnJ" = 0,0"'A"Y — 0"'0AY = 4nJ".

Aplicando las técnicas desarrolladas para soluciones fundamentales de EDPs obtenemos la ecuacién para el

propagador Dp, que resolvemos en el espacio de momentos a través de la transformada de Fourier:

~ ~ 4 1 : w —4m
0,0'Dp =476 — —q,¢"Dp =4 — Dp = — = Dp(z) = 7/ diq e7tan" ==
! ! quq" (2m)* Jpa 4uq"

El potencial creado por la corriente es por tanto:
M) = Dy« @) = [ d'y Drla— )" w).
R

Obtenemos asi el elemento de matriz en términos de las llamadas corrientes de transicion:
Spi=—i / d*z d'y [ed ;yuhi] (@) Dp(x —y)J" (y).
R4 xR4

Si consideramos el electron como el creador de la corriente y el protén como estado entrante y saliente encon-
tramos una expresiéon completamente analoga. El término e@f'y“d}i(x) es la corriente de transicion del electron.
La forma final que usaremos para calcular el elemento de matriz la obtenemos introduciendo la corriente del
protén, que por simetria ha de tener la misma forma que la del electrén: J# (y) = ( —e)¥ yy* W, (y). Introducimos
la representacién en el espacio de momentos del propagador:

4

. d*q - iq-(x—
Spi = —Z/R s d4x(27r)4 d*y J,i(x)Df(q)J;(y)e 7(2-y), (2.8)
4 R4 x R4
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Para esclarecer la notacién usamos mintisculas para las variables asociadas al electrén y maytsculas para las

del protén. Las funciones de onda para el protén:

= ]K/U Pl,S)eXp[ iPi“yM]
M U (Pr, Sy) exp[—iPfy,].
Las funciones de onda del electron:
= 67‘1/ Ppi, i) expl—ipt'z,]
m-

u(py,sy)exp| zpfxu]
Por simplificar la notacién, abreviaremos los espinores de la siguiente maneras:
U(Pf,Sf) = Uf U(Pi,Sz-) = Ui u(pf,sf) =ufs u(pi,si) = Uj;.

El elemento de matriz, sustituyendo las corrientes y el propagador foténico Dp:

—4r . .
Spi = i€’ d*zd*yd*q (@py,u) (U " U; )Tz ! pr =P sy By =P

mM /
(2m)4V2 /€t E;Ef Jraxpraxra
—4r

9 mM _ — 4/ 4 ¢4 4
R e — DU AU (2 dq d —pi —q)0"(Pf — P, +
ie” — cc BE; (@ pypus) (U py"U;) (27) s q 0" (pr —pi —q)0"(Py q) e

ie? mM — 41
= — (U, (U py"U;) 2m)* | —————5 | *(Pf +py — Pi — P)).
V2 /7€i€fEiEf (Uf’}/uu )( fly )( 7T) ( (pf _ pz)2> ( f pf )

Aqui la variable ¢ = py — p; = P, — Py = (w,q) se denominda 4-momento transferido, que transfiere el fotén
virtual mediador del electrén al protéon. Puede comprobarse que la energia w y momento q transferidos por
el fotén virtual satisfacen w < |q|. Nétese que para un fotén real se verifica ¢ = w? — |q|?> = 0. Las deltas

aseguran la conservacién del 4-momento total para el sistema completo electrén y proton.

Para calcular la seccién eficaz del proceso, calculamos la probabilidad de transiciéon entre los estados por
unidad de tiempo y volumen (Wy; = |S¢;]|?/(VT)) y multiplicamos por la densidad de estados finales. Llama-

mos amplitud invariante a la magnitud:

_ dmee, —
My = (Upypus) —5 (U " Vi) (29)

Para el cuadrado de la distribucién delta hacemos una sustituciéon similar a la que hicimos en el caso de

dispersion con potencial coulombiano:
[(2m)*6*(Py + py — pi — B)* = TV (27)*6*(Py + ps — pi — Pi).
Asi, la probabilidad de transicién por unidad de tiempo y volumen queda:

m2M?
Wi = (2m)*6*(Pr + ps — pi — Py)

) e | M |, 2.10
) V4€i€fEiEf| f| ( )

siendo la densidad de estados finales: . .
o d'py d°Py
(2m)3 (2m)®

Finalmente, para obtener la seccién eficaz hay que dividir por el flujo de eventos:

ANy =V

md3pf Mdspf

mM 1
- { er(2m)3 Ey(2m)® (2.11)

T | M 2) 16y 4y~ i - P
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El término entre corchetes es conocido como factor de flujo F' y tiene en cuenta la cantidad de eventos de coli-
sién que hay por unidad de tiempo. El término |M;|? es el que describe la interaccién en el proceso més alld de
la pura cinematica. La delta asegura la conservacién del momento total, y los tltimos factores son la versién in-

variante de la densidad de estados finales. Desarrollaremos cada uno de estos factores citados en distintos pasos.

Densidad de estados

La densidad de estados finales del protén admite una reescritura que hace mas fécil la integracién respecto

Py usando la funcién escalén de Heaviside 0:

MdA3Ps
Ey

+oo
= 2M/ d*Pps(P; — M?)0(PY).

Con el cambio de variable d*pg = |p#|2d®|pg|dQ = |pg|ededQ e integrando (2.11)) sobre el momento final del

protén y la energia del electrén:

do > 2M
G | der [ AP MRSy + by~ b~ Pipel(PF — M2)O(PY)
dQ 0 R4 (27T)

M (o]
=Pz | desMuPipelo(P? + 5~ BS((Ps+ pi = py)? = M)
0
M Mre 2 2
= Fﬁ dEf|Mfi| 5(2m — 2M(Ef — 61') — 262'6]&' + 2|pi||pf| COS(@)).

En los limites de integracién hemos usado la funcién escalén para el limite superior, y sabiendo que siempre

€r > m. Tras un célculo cuidadoso con la delta que se obtiene, la expresién resultante es:

do  FmM My;|?
6= i Il | f|‘pi| . (2.12)
a M+ € — €f1p1] cos(6)
La condicién de conservacion de energia de la delta implica que:
€r(M +€;) — |pil|pe| cos(9) = e, M + m2. (2.13)

Amplitud invariante

Calculamos ahora el factor |My;|?. Normalmente no se conocen las polarizaciones iniciales ni se miden las

polarizaciones finales. Por tanto lo usual es promediar en s;,S; y sumar en sy, Sy, obteniendo as:

— 1 _ dmree, — (4m)%e?e
M S DIP= 3 3 1) T O V)P = g L H,

donde L* y H,,, son los tensores lepténico y hadrénico. Se puede demostrar calculando la suma anterior (ver

8i,8£,5:,5f

teorema en el apéndice [B.4) que en el caso de electrén y protén sin estructura los tensores se escriben

Ccomo:

2m 2m

1 Pf‘i‘M Pi+M
H“”2Tr[ oM T oar

1 +m +m
L =T [pf ks v”} :

Con los teoremas de traza se obtiene, tras algunas manipulaciones, que:

v 1 v 4 17
L = oy [Pp + Dl — g (i py = m?)] (214)
HMV _ 2M2 |:PZHP? + P]IcLIDiV _ g#l/(Pi . Pf _ MQ):I 3 (215)
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La contraccién de estos dos tensores es un calculo largo pero sencillo, que resulta en una expresién para |My;|?

una vez se realiza la contraccion aplicando linealidad:

—_ 7T€2 2
|Mys|? = <7:Mq2> % [(pi - P)(py - Py)+ (ps - P)(pi - Py) — (pi - py)M? — (P; - Pr)m® + 2m*M?] . (2.16)

Esta amplitud invariante la vamos a evaluar en el sistema de referencia en el que el protén constituye un blanco

en reposo, es decir:

P1 = (M70)7
Di = (eivpi)v
ps = (€f,Py),

Py =Pi+pi—pr=(M++e — €, pi — Py)-
Relacionemos el momento transferido con los anteriores:

¢ = (pr —pi)® =2m® = 2ps - pi = 2(m” — €6, — Py - Pi) = 2(m” — €5¢; — |pyl|pil cos(0)). (2.17)

Desarrollando los productos de los cuadrivectores momento en este sistema de referencia, el corchete en (2.16))

resulta:

[Myil? o< eiMpy - (P + pi — pyg) + €gMp; - (Pi+pi = pg) = M?(pi - py) = m*M(M + € — e5) + 2m*M*
=eM(esM +p; - py — m?) JrefM(eiMqu2 —pi-pr)— M?p; “pf— m2M? — m®Me; +m2Mef + 2M2M?
= [2eiesM? —pi - pp(M? + M(es — &) + 2m*M(es — ;)]

de donde obtenemos:

_ 4me? 1
|Myi|* = <q2> SN2 [2eiep M? — p; - pp(M? + M(ep — €)) + 2m* M (e — ;)] .

Esta expresién puede ponerse en términos de ¢%, ya que de (2.17)) se deduce Dy pi = m? — ¢?/2, resultando:

_— 4dme?\ ere q> €f — € m? er —¢
M2 = fef 1 1 f i) f a
1M ] ( q> ) m?2 +4€fei M 2ere; M

Ahora tomamos el limite ultrarrelativista en la energia del electrén incidente, en el cual:

sl er
|pil €

El momento transferido simplifica:
? =2(m? — epe; — |prl|pi| cos(8)) = —2¢¢;(1 — cos(0)) = —deye; sin(0/2).
Luego en el limite ultrarrelativista para el electrén:

q? = —dese;sin(0/2),

2
propi~—%.

La condicién de conservacién de la energia (2.13)) simplifica drasticamente:
ef (M + &) — |psllpil cos(6) = ;M +m®

erei — [psllpil cos(0) —m? = (e; — e) M
erei(1 —cos(8)) ~ (e, —ep) M

€f — € 2er€; ) - 7>
S e s (0/2) (~ 2M2> . (2.18)
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En particular, se deduce la importante relaciéon:

i€f . i 2¢; .
gi:6f+2% sin?(0/2) — eif = 1+ﬁsm2(9/2). (2.19)
Basta sustituir las expresiones de ¢* y <= en |My;|? para obtener, despreciando el término proporcional a
m?/M?:
dme?\ 2 €f€; [ q> q°
|Mfi|2:( 2 ) -~ 1+4€f€7; —Wsm (0/2) + sm (0/2)
dre?\? ese;
~ ( 226 > 67;;62 1 —sin®(0/2) — s1n 9/2}
dre?\? erei [ o q2 . 9
= ( Z ) -~ _cos 0/2) — a2 Sl (9/2)} (2.20)
4rre? 2 €fE; 9 q? 9
| ——m—— cos“(60/2) — sin“(6/2
(—4ei6fsin2(9/2)> m?2 { (6/2) 2M? (/)}
2eh 1 ¢
=————— |cos“(0/2 sin“(0/2 2.21
T 0/ — )2 (221

Factor de flujo
Bajo la hipdtesis de colisién colineal se obtiene una expresion sencilla para el factor de flujo (véase [2],
ecuacion 3.78) a partir de la expresién J = lvicVil 7 Vil en funcién de la velocidad relativa entre ambas particulas:

mM
Vi P —m2E

F =

Esta expresion es invariante Lorentz y puede evaluarse en el mismo sistema de referencia que elegimos ante-

riormente, en el que el protén es el blanco en reposo, resultando:

mM m

VEM? —m2M M2 |pi|’

F = (2.22)

Seccioén eficaz diferencial

Haciendo uso de los resultados anteriores puede obtenerse la expresién de la seccion eficaz diferencial en
la aproximacién ultrarrelativista para el electrén. Insertamos la amplitud invariante (2.20)), el factor de flujo
(2.22)) en la expresién con la densidad de estados ya integrada (2.12]):

do 2M |pf| 1 2l [ ) 2 ) }
o~ e} 0/2) - 0/2
de 2Pl M+ L3 |Cos(9) ereisin®(0/2) m? cos”(6/2) oz M (0/2)
Mef L o’ 2 q2 )
~ 20979 _ ‘ )
4 € M+ ¢€;(1—cos(f)) ese; sin*(0/2) {COb (6/2) a2 Sl 6/2)
o2 [0082(9/2) . sin2(9/2)}
" acsin®(6/2) 1+ 2% sin?(0/2)

(2.23)

Comparando con la seccién eficaz de Mott se observa la aparicién de un factor en el denominador. Teniendo en
cuenta la relacién entre energfa incidente y saliente del electrén dada por (2.19) identificamos este factor como

el retroceso frec = €;/€r, que cuantifica cudnto momento se lleva el protén blanco. La seccidén eficaz diferencial

que resulta es:
7
dQ  4€?sin (0/2) Jree

Para rescatar las unidades en el sistema internacional bastarfa multiplicar por (fic)? y obtener as{ dimensiones

cos?(0/2) — sin?(0/2)] . (2.24)

q
2M?
de drea. Ademds de un término de retroceso que no aparecia cuando modeldbamos el protéon como un centro
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coulombiano, el término en corchete es debido a que ambas particulas en colisién son fermiones con espin: a
altas velocidades el espin de una es sentido por la otra como un campo magnético que actiia sobre una carga

en movimiento, y de ahi la nueva dependencia angular.

2.3. Foérmula de Rosenbluth y factores de forma

El anterior resultado tiene limitaciones: para electrones de altas energias, comienza a jugar un papel impor-
tante la estructura interna del protén, que en nuestro tratamiento hemos considerado una particula de Dirac

sin estructura.

Para enfrentarnos a ese problema, modelaremos la corriente del protén de una manera més general, intro-
duciendo los llamados factores de forma del protén. Estos describen la distribucién de carga y magnetizacion
del nucleén, introduciendo términos adicionales de interaccién con el electron incidente que modifican la seccion

eficaz para los rangos de energias superiores. Comenzamos proponiendo un cambio en la corriente:
J; = BPU(Pf, Sf)”y“U(Pi, Sz) — J]’; = GPU(Pf, Sf)F”U(P,;, SZ)

Imponiendo condiciones de covarianza Lorentz, hermiticidad e invariancia gauge de la corriente, obtenemos
que la expresién més general que existe para el operador de vértice I',, es:
i

'), =~.F
w = Tp 1+2M

Fyo,,9", (2.25)

donde ¢” es el 4-momento transferido. Los factores Fy(q?) y Fa(q?) son los llamados factores de forma de
Pauli y Dirac, respectivamente, y dependen del escalar ¢> = guq", el tnico escalar cinemdtico independiente.
A pesar de que no lo hagamos explicito, tanto Fy, F, como I dependen de ¢2. El uso de factores de forma fue
introducido por R. Hofstader [3] precisamente para explicar los resultados experimentales de la dispersién de

electrones con nucleos.

A pesar de haber cambiado el operador espinorial de la corriente, la misma derivacién para el elemento de
matriz Sy; que se hizo en la seccién es vélida aqui, con la conveniente sustitucién U gy U; = UfF“Ui:

_ @ mM
B V2 1/6i€fEiEf

De hecho, el tnico término que se ve modificado en la férmula para la seccién eficaz diferencial dada por (2.12))

47

Sy (3 1) (T (2 ) (—q) 5Py + py — P — P,

es la amplitud invariante My;, que es donde estd contenida la evaluacién de los covariantes bilineales. De nuevo,
esta amplitud invariante la promediaremos sobre los estados de polarizacién entrantes y la sumaremos sobre

los estados de polarizacion salientes:

2
4dre? —

7 UsTals

upyHuy (2.26)

8i,8,5:,5f

Gracias a la descomposicién de Gordon (B.1) podemos utilizar una expresién equivalente para ﬁff“Ui y

eliminar o, :

Fy

_ _ i , _
UfFuUi = Uf <’Y#F1 + mFgaqu :) U, = Uf ((Fl + Fg)’yﬂ - m

(Py +PZ-)#> U;.

Por tanto, podemos reescribir el operador I' como:

Iy
Ly= 1+ Fo)y,— %(Pf + Pi) 1.
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Con esta expresién es facil comprobar que I' = I'. Utilizando el teorema podemos desarrollar la suma
(2.26)) en funcién de los tensores lepténico y hadrénico. Este tltimo es el que incorpora los nuevos factores de

forma, mientras que el primero permanece inalterado.

_ Ame?\ 2
| Myi]? :( ~ ) L™ H
q

)

donde los tensores lepténico hadrénico se calculan como:

1. [Pptm  p+m L [Pr+M_ P+ M-
, = =Tt i | Hy=-Tr| L —p, T EE
w9 [ om | 2m | YT oM " oM

El nuevo tensor hadronico se expresa como sigue:

Lo [PrtM PieM_ ] 1, [Pt M Pt M
H,, =-Tr : r,— I',| ==-T r,— I
w9 [ oM " oM ”] 2 r[ oM " oM !
1, [P+ M P Pi+M By
§T {QM <(F1 + Fo) v, — m(Pf +P1)u) oM (FL+ Fp)y, — W(Pf +P),
1 Fy Fy
:mTr (P;+ M) (F1+F2)’Y;L—W(Pf+Pz’)u (Pi+ M) (F1+F2)%—W(Pf+Pz’)u .

El desarrollo del tensor hadrénico a través de esta traza es un calculo laborioso que precisa un manejo adecuado
de todos los teoremas de traza. En el cdlculo, que se adjunta en el apéndice resultan 16 términos de los

cuales se anulan la mitad. El resultado final es el siguiente:

H,, = (F1 + F»)? { [P:;Pl,f + P,{P,f — (P - Py — M?) g, }

2M?
]. 2 Pz ° Pf — (1) (2)
+ 57 | B (g 1) — 4B+ Fa)| (P + Pp)u(Pi + Pp), = HL) + HE2). (2.27)

Este tensor contiene un primer término que coincide con el tensor hadrénico en el caso sin estructura, mul-
tiplicado por el factor (Fy + F»)2. El tensor lepténico tiene la misma expresién que en el apartado anterior

(2.14), y solo resta calcular la contraccién de ambos tensores para evaluar la amplitud invariante:
1 2
Hy LM = HO) L™ + H) L'

. . . 2 .y .
Calculamos las contracciones tensoriales involucradas en H EW)L“” usando conservacién de energia-momento
P+ p; = Py + py, ademads de la expresién explicita de los vectores en el sistema de referencia laboratorio

analoga al caso sin estructura, y la aproximacion ultrarrelativista para el electrén:

H LM o 2(P; + Py) - pi(Py + Pr) - py — (Pi+ Py) - (P + Pr)(pi - py — m?)
= 2(2P, +pi — py) - pi(2P; +pi = pys) - pg — (Pi- Pi+ Py - Py +2P; - Py)(pi - py —m”)
~ 8P, - p;Pi - py — (M? + M — P, - (P, + p; — ps))pi - ps
~ 8M?eie; — AM>(eies — |pil[py| cos(6))
~ 8M?e;e; — AM?e;ep (1 — cos(0)) = 4M?ese; (1 + cos(0))
= 8M?¢;e5 cos?(0/2).

Con el mismo desarrollo de cinemdtica ultrarrelativista que en la seccién anterior podemos usar (2.18) para

expresar:

2
PPy =P;- (2P, +pi — py) = 2M?* + M(e; — ¢f) = M? (12342)
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Y asi obtenemos que el nuevo término en la amplitud invariante:

dre?\? L (4mer\® 1 P,-P
T = () mae = () s | (T 1) - 4m ) s enston

4me?\? leey 9 9 q>
= ( q2 ) i m2 [¢0)S] (9/2) |:F2 (2— 2]\4_2) —4F2(F1 +F2):|

4re?\2 1 €;€ 2
= ( 2 ) 3 me cos?(0/2) [2F22 <1 - 4q]\42> —4Fy(Fy +Fg)] .

La amplitud total resulta de sumar el término anterior con el original dado por el caso sin estructura (2.20]),
multiplicado por (Fy + Fy)?:

(M2 = |M“->|2 + |M<2»)|2

2) Z;Z{(Ff—4ﬂpfg>am%am) (F1 + Fy)? m;2$§@ym}

Il
7 N
i
3
(9]

Q

Esta amplitud invariante puede ser ya introducida en la seccién eficaz diferencial dada por (2.12)) y asi obtener
la férmula de Rosenbluth de dispersién con estructura:
2

dz _ aif—l {(F2 —F ) cos®(0/2) — (Fy + F»)? v Sin2(9/2)} (2.28)
A2 4eZsin®(9/2) 7 L\7T 4M27? EPIVE ' '

A la hora de estudiar la estructura interna del protén suelen introducirse los llamados factores de forma de
Sachs. Estos estan relacionados con la transformada de Fourier de la distribucién eléctrica y magnética de

carga del protén, y en términos de los factores de Pauli y Dirac tienen la siguiente expresion:

GEe(¢®) = F1(¢®) — 7F2(¢?) , G2 4rG3,
2 2 2 F1*4MZF2* 1+
Gu(q®) = Fi(q®) + F2(¢?) = )
: (Pt Py = 27GR,.

q

T = —IMZ:

Estos factores de forma fueron introducidos en el articulo de M.N. Rosenbluth [], permitiendo reducir la

seccién eficaz a la expresion conocida como formula de Rosenbluth:

do a? G% + 7G3
— 1 €087 (0/2) froa 4
a0 42 sin*(0/2) cos”(0/2) rCC{ 147

donde podemos identificar de nuevo la seccion de Mott como prefactor, junto con el factor de retroceso. En el

+ 27G%, tan (9/2)} . (2.29)

articulo [5] se detalla la interpretacién y relacién de los factores de forma de Sachs con la densidad de carga y
magnetizacion del protén. La determinacién experimental de estos factores de forma Gg(q) y Gar(q) es posible
a través de un ajuste, a 4-momento transferido fijo, de la seccidn eficaz anterior dividida por la seccién de

Mott, ajustando linealmente frente a 27 tan?(6/2).

2.4. El radio del protén

Con el desarrollo tedrico obtenido en la seccién anterior es posible realizar una incursiéon en un tema de
investigacion activo, que es la determinacion efectiva del radio eléctrico del proton. Para ello, debemos relacio-

nar los factores de forma estudiados en la seccién anterior con la distribucién de densidad del protén. El radio
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del protén es una magnitud de capital importancia para los tests de precisién de la electrodinamica cuantica,

e interviene asimismo en la determinacion precisa de la constante de Rydberg.

En la dispersién de ondas no relativistas los factores de forma aparecen al describir procesos de dispersién por
particulas con estructura interna en lugar de elementales (puntuales), a través de la siguiente relacién:
do do
dQ Estructura dQ

En estos casos el factor de forma es simplemente la transformada de Fourier de la densidad dispersora:

< |F(a).

Puntual

F(q) = /Rs d®x p(x)e~iax,

En cierta medida esto es lo que representan los factores de forma de Sachs eléctrico y magnético del protén que
aparecen en la férmula de Rosenbluth (2.29). No obstante, estamos en un contexto relativista y la interpretacién
como transformada de Fourier sélo puede realizarse en el llamado sistema de referencia de Breit, en el cual el

protén no adquiere energia, lo cual estd descrito equivalentemente por:

P = (E,+P)
P; = (E,—P).

P =0 =

Los datos experimentales para los factores de forma que se obtienen de [0] a partir de la seccién eficaz de
dispersion eldstica electrén-protén se representan en la Figura y sugieren un buen ajuste de los factores de

forma por la distribucién dipolar:
1

(1+ \q22|)2’

con el pardmetro de ajuste Q2 = 0,71 GeV? = 18,2 fm 2.

1t Ge |
e
0 9% é?@%. o Gyl
Gb\ Gy
o)
o
ol E}% |
o @,
06| ’ 1
04 | '?Qo 1
%
) .
0.2t : 1
. _‘Qo
a . . .
107 107 10° 10°
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Figura 2.3: Factores de forma eléctrico, magnético normalizado a p,, y factor de forma dipolar frente a cuadri-

momento transferido [6].

Con la interpretacién en el sistema de referencia de Breit (|¢?| = |q|?), podemos usar la transformada inversa

de Fourier para obtener la distribucién de densidad del protén asociada al factor de forma (normalizada a 1):

— d3q —1q-X __ d3q ‘q|2 - —iq-xX __ QS _Q‘xl
p(X) _/]1{3 (27_(_)3 GD(q)e 4 —/R3 (27_(_)3 <1+Q2) e I* = 876 .
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Esta distribucion permite estimar el radio cuadrédtico medio del protén:

3 34 i 341 12
V(r2) = / d3xQ—67Q|X||X\2 = M/ rle”Qrdr = A —.
RS 8 81 Jo 2 Q> Q2

Con el parametro Q? ajustado anteriormente obtenemos una primera aproximacion:

TRCM = V 12/@2 ~ 0,81 fm

Este resultado constituye mas bien una estimacion del orden de magnitud debido a la aproximacién involu-

crada en la distribucion dipolar.

Hasta 2010 el andlisis de los factores de forma del protén obtenidos por dispersién e~ — p eran la manera
prevalente de obtener el radio del protén. En general, si no se supone una distribuciéon tipo dipolar, el radio
cuadratico medio se obtiene como el segundo momento de la transformada de Fourier inversa de Gg(q), que a

su vez se escribe como:

TRCM = \/W = _6dG(i](q) =0

La presencia de la derivada evaluada en ¢ = 0 hace imprescindible obtener datos de dispersién electrén-protén
a bajo momento transferido, siendo imposible realizar colisiones a ¢ = 0. Hasta 2010, el valor CODATA reco-
mendado del radio del protén estaba determinado mayormente por datos de dispersién electrén-protén, con
un valor de 0.8775(51) fm [7].

En 2010, R.Pohl y A.Antognini publicaron un articulo [§] en el cual se obtenfa el radio del protén por un
método diferente. Midieron el corrimiento Lamb de la transicién 1S-2S en hidrégenos muénicos p — p. En estos
atomos, la funciéon de onda del muodn solapa mucho mas con el protén y la correcciéon Lamb por polarizacién del
vacio y la correccién por tamainio finito del protén son mucho mas apreciables que en el hidrégeno electrénico.
El valor que obtuvieron a partir de la correccién en energia de la transicién fue de 0.84184(67) fm, con una
incertidumbre mucho menor que el resultado obtenido a través de dispersion elastica e — p. Es importante
notar que se desviaba en 5o del valor recomendado CODATA 2010. En 2013 se refinaron estos resultados por

espectroscopfa mudnica con un nuevo valor ain mds pequefio de 0.84087(39) fm [9].

Esta incompatibilidad manifiesta de ambos resultados con los obtenidos por dispersion e — p han llevado
a que la determinacién del radio del protén siga siendo a dia de hoy un tema de investigacion activo. La
edicién de 2014 de valores recomendados de constantes fundamentales CODATA no incluia el valor obtenido

por espectroscopia de hidrégeno mudnico.

Algunas propuestas activas de investigacién sugieren soluciones exdéticas (tales como que la interaccién muén-
protén difiera de la electrén-protén), mientras que otras proponen andlisis mds complejos de los datos ya
presentes (considerando intercambio de dos fotones o extrapolando Gg a ¢ = 0 con extensiones analiticas en
el plano complejo). En [10] puede encontrarse una presentacién en la cual se propone este acercamiento a la

resolucién del problema.

Una propuesta de solucién parcial fue dada en 2015 por Donnelly, Hasell y Milner en el articulo [I1], donde se
analiza la necesidad de realizar una transformacion de Lorentz de vuelta al sistema laboratorio de las distri-
buciones y los factores de forma, ya que su interpretacion como transformadas de Fourier de las densidades de
carga y magnetizacion solo es vélida en el sistema de referencia de Breit introducido anteriormente. El valor
del radio cuadrético medio corregido con este método es menor que el convencional, aunque atn dista de los

resultados de espectroscopia muénica.
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En 2018, un nuevo valor para el radio del protén a partir de dispersién e — p fue publicado [12] con el

resultado de 0.887(12) fm, ain claramente incompatible con el obtenido por espectroscopia mudnica.

Ano/fuente | 2010 CODATA [7] | 2010 (espect. p) [8] | 2013 (espect. ) [9] | 2014 CODATA [13] | 2015 [11] | 2018 [12]
rp/fm 0,8775(51) 0,84184(67) 0,84087(39) 0,8751(61) 0,860(8) | 0,887(12)

Cuadro 2.1: Valores del radio eléctrico del protén. Los obtenidos por espectroscopia de hidrégeno muénico son

mas precisos y se desvian notoriamente de los establecidos por dispersiéon e — p
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Capitulo 3

Interaccion débil

En este ultimo capitulo pretendemos estudiar procesos de interaccién débil utilizando el mismo formalismo

de propagadores, centrando nuestro interés en la interaccién del neutrino electrénico con los nucleones.

El neutrino, que fue postulado por Pauli en 1930 para explicar el decaimiento beta nuclear, no fue detec-
tado hasta 1953 por Cowan y Reines [14]. El estudio experimental de los neutrinos es complejo debido a que
solo interaccionan débilmente con la materia, y sin embargo es de crucial importancia conocer sus propie-
dades, algunas de ellas atin hoy bastante desconocidas. El Modelo Estdndar contempla tres generaciones de
neutrinos, uno por cada sabor de su leptén correspondiente (neutrino electrénico, v.; mudnico v, y taudnico
vr; en general lo denotamos como v; donde [ indica el sabor), todos ellos sin masa en este marco tedrico. Sin
embargo, la confirmacién experimental de la oscilacién de neutrinos [I5] implica que estos tienen masa no nula
y que pueden cambiar de sabor. A dia de hoy tampoco se sabe si los neutrinos son su propia antiparticula,
y se estan realizando investigaciones sobre la existencia de decaimiento doble beta sin emisiéon de neutrinos
que implicaria que los neutrinos son fermiones de Majorana: sus propias antiparticulas. Una revisién detallada
de la fisica de neutrinos puede encontrarse en el articulo [I6], donde en la seccién 1.1 se discute en detalle la

problematica de la masa de los neutrinos y su caracter de particulas de Dirac o Majorana.

Una descripcién detallada sobre cémo son dispersados los neutrinos por los nucleones es el primer paso para
describir la interaccién de estos con la materia, lo cual es crucial para el diseno de experimentos y la caracteri-
zacién de las propiedades de estas particulas. En ese sentido, el trabajo de fin de méster [17] trata en detalle la
dispersién de neutrinos por nucleones como paso preliminar al posterior estudio de la dispersiéon de neutrinos

por nucleos, sistema de muchos nucleones ligados por la interaccién fuerte.

En este trabajo nos centramos en el estudio de la interaccién neutrino-neutrén (antineutrino-protén) me-
diada por corrientes cargadas: v, +n — [~ +p (7 + p — {7 + n). En este proceso se produce un leptén
cargado del mismo sabor que el neutrino (antineutrino) incidente. En experimentos como Super-Kamiokande
se detecta gracias a la radiacién Cherenkov la presencia de estos leptones finales de alta energia producto de
la dispersién de neutrinos con los nicleos del material activo. La dependencia angular con el dngulo cenital
permite demostrar la oscilacién en el sabor de los neutrinos atmosféricos. Un estudio de la interaccién de neu-
trinos con nticleos de 2C se puede encontrar en [18]. Este estudio es particularmente interesante pues muchos

detectores usan material activo basado en aceites organicos ricos en carbono.
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3.1. Matriz S para procesos débiles

A lo largo de este capitulo nos centraremos en procesos de interaccién de neutrinos con nucleones mediados
por corrientes cargadas. Esto implica que las particulas entrantes y salientes del proceso no son las mismas.
El ejemplo con el que empezaremos estd representado en la Figura [3.1f un neutrino incide sobre un neutrén
y como producto resultan un leptéon del mismo sabor y un protéon. Mas adelante particularizaremos para
el caso de neutrinos electronicos, lo que permitird simplificar las expresiones bajo un limite ultrarrelativista
que estd justificado en el caso electrénico pero no muénico. También consideraremos el proceso en el cual un

antineutrino incide sobre un protén y se obtiene un neutrén y un antileptén como productos.

Figura 3.1: Diagrama de Feynman de un proceso de dispersiéon v; con neutréon

En el capitulo 1 dedujimos una expresion para el elemento de matriz S a primer orden en teoria de
perturbaciones, dado por (|1.28):

Sy~ Fi /4 d'y 6 () A(y)¢i(y).
R
En el capitulo 2, dependiendo del proceso, desarrollamos el término potencial bien en términos de la expresion

coulombiana o en términos de la corriente de la otra particula puesta en juego en el proceso, a través del

propagador foténico Dg(z —y). Este propagador lo obtenifamos a través de una transformada de Fourier y una

Guv 4 iq-(r—1 4m
Duu(x_y): (2;:.)4 /]R4d qeq(x v) (_qg)

La expresién que obteniamos para el elemento de matriz era:

convolucién:

Spi=-i [ ar LDy @)Dy (0) 2 () ). (3.1)
R4 x R4 x R4 (2m)* i
En este capitulo seguimos un procedimiento similar para el campo de interaccién débil. Al igual que en el caso
electromagnético, tendremos un bosén mediador, también asociado a un campo vectorial. De modo similar al
fotén +y, asociado al campo electromagnético A,,, en el caso de interaccién débil, tenemos el bosén W# asociado
al campo complejo Wf = \/g (Wl} F zWi) Siendo bosones vectoriales, ambos tienen espin 1. No obstante, en
el caso de la interaccién débil, el bosén es masivo, con My, = 80,379(12) GeV/c?. En el caso electromagnético,
interaccién con andlogo clésico, pudimos expresar el campo a través de la corriente resolviendo las ecuaciones
de Maxwell para obtener el propagador foténico. La expresion para el propagador del bosén W es algo més
complicada, resultando finalmente (detalles sobre la deduccién del propagador débil pueden encontrarse en
[19):
_ ~Y9ap + 4ags/ My
¢ — My

En nuestro caso de interés, las energias involucradas son significativamente menores que la masa del bosén W;

Das(q)

por consiguiente, el propagador puede aproximarse por la expresién (limite estético):

g
Das(q) = A;f . (3.2)
w

La enorme masa del bosén W es la que determina la baja intensidad de la interaccién débil, asi como su corto

alcance. Si bien es cierto que la constante de acoplo débil g es mucho mejor que la constante electromagnética,

27



si esta fuese la unica diferencia ambas interacciones se harian comparables a energias superiores a la masa del

bosén W. Puede consultarse mds informacién referente a la teoria de interaccién débil en los capitulos [20].

Procedemos ahora a fijar la notacién para los 4-momentos puestos en juego en nuestro proceso. Por sim-

plicidad suponemos casi iguales las masas del neutrén y del protén: my, =~ m,, = M

Neutrino: k,, = (€, Ky, )-
Neutrén: P, = (E,,P,).
Protén: P, = (Ep, Py).
Leptén: k; = (e, k;).

De nuevo el 4-momento transferido es ¢ = k,, — k;. El papel de la carga del electrén lo juega la constante
de acoplo débil g que introduciremos como factor de proporcionalidad para las corrientes débiles. Si bien las
corrientes en electrodindmica son puramente vectoriales (dependencia con v#) las corrientes débiles presentan
una parte vectorial y otra axial (dependencia con v#~°). La introduccién de este término axial es crucial en la
interaccion débil pues lleva a la rotura de simetria que involucra la violacién de la paridad y de la conjugacion
de carga. La demostracion experimental de la violacién de paridad tuvo lugar en 1956 en un experimento en el
que se estudiaba la distribucién angular de los electrones emitidos por decaimiento 3 del %°Co. Se observé una
fuerte asimetria en el dngulo que forman el momento de los electrones emitidos y la orientacién del momento

angular del nicleo padre, polarizado por un campo magnético intenso [21].

Las expresiones que usaremos para la corriente lepténica y hadrénica se pueden consultar en Quarks and

leptons [20] capitulo 12:
cwﬂmrzi%%WWWlffwMu» (3.3)

Esta corriente se dice charge-raising pues aumenta la carga del estado final con respecto del inicial, y de ahi
el simbolo f. Usamos para los indices de Lorentz las letras o y  para no confundir el neutrino v con ningin

indice tensorial. Podemos desarrollar las funciones de onda del neutrino y el leptén y obtener:

MMy, ¢ « i(ky— X
(J) () g T Lk, s1)7™ (1 = 7 Yulhyy 51} i), (3.4)

2V\/§ 6lElll
Esta corriente leptonica modela los leptones entrantes y salientes como particulas puntuales y sin estructura.
Esto no serfa adecuado para modelar los nucleones involucrados en el proceso, y andlogamente a como pro-
cedimos en la seccién [2.3] introducimos factores de forma para parametrizar el desconocimiento exacto de la

estructura interna débil de protén y neutrén:

m@=§%@@ﬂ%@. (3.5)

La funcién del vértice hadrénico la expresamos en términos de los factores de forma vector F\, FY | axial G 4

y pseudoescalar G p:

FY Gp
8 = VA48 -T2 _BA G a~rhad + 22 BAS 3.6
1" g0 o+ Gy + oprd (3.6)
ry )

Esta corriente también podemos desarrollarla en términos de espinores de Dirac y obtener:
T = LGP, 80T (B, ,)e o P, (3.7)
2Vv2 \/E,E,

Ahora insertamos las corrientes lepténica (3.4) y hadrénica (3.7) en la expresién para el elemento de matriz
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(3.1) junto con el propagador del bosén W ([3.2)):

d*q @*M  [Tmym t g _ _
;= —i d4 d4 v v (1 — AP y 045 FﬁU i(ki—ky,+q)-x i(Pp—Pr—q)-y
! l/ x(?w)4 LY el EpEny, [ul’y (1=7")u l] rp ] : ¢
. dtq¢ ¢*M mym,, _ 5 f = o
B _Z/ e Az v\ B, B, e =7 )u] [Tp0 Un] (2m)*8" (k1 = kyy + @)(27) 6" (P, — P — q)
w vy p=n
2
. 9g°M mym,, - e
= s vi\ eab, B, e - VY| [UpLUn] (27) 64 (Py = P — ki + k).
v pLtin

Podemos reescribirlo usando la constante de Fermi introducida en su teoria de la desintegracién beta (G—\/’% =
g’ ):
sMz, )

GpM MMy,
7
VQ\/§ €y, 6lE’pEin

Spi = — [T7a(1 = 4°) ] T [T,00U,] (2m)6%(Py — Py — by + k).

3.2. Calculo de la amplitud invariante en v, +n — e~ +p

Nos centramos en lo que sigue en los procesos con sabor electrénico. Para no sobrecargar la notacion,
entendemos tanto aqui como en los apéndices referenciados que la etiqueta v identifica siempre a neutrinos
electrénicos (y 7 a antineutrinos electrénicos). Debido a la baja masa del leptén saliente (el electrén), podremos
tomar un limite ultrarrelativista en la regién cinematica que nos interesa simplificando considerablemente los

calculos.

Obtendremos la seccién eficaz diferencial a partir de S;, calculando primero la probabilidad de transicién
por unidad de volumen y tiempo, desarrollando el cuadrado de la delta con el mismo razonamiento que en el
capftulo anterior: |(27)%64|?> — (2m)*V T4

|Sfi|2 _ G%Mvaml

W': =
VT T 2e,6E,E, V1

2m)164(P, — Py — ky + k) ’ e (1 — 7)) [T,0°0.] | (3.8)

El producto de espinores conforma la amplitud invariante My;. Siguiendo un procedimiento similar al usado
en la descripcion del proceso de dispersion e — p, promediamos su cuadrado sobre las polarizaciones entrantes
y sumamos sobre las polarizaciones salientes. El resultado es la ya conocida contracciéon de tensores lepténico
y hadrénico tal y como demuestra el teorema [B:12] del apéndice [B:4] Esta seccién estd dedicada al célculo
de esta amplitud invariante a través de la determinacion de los tensores leptonico y hadrénico y su posterior
contraccién. Mds detalles sobre los cdlculos se muestran en el apéndice [C} El promedio de la amplitud se

expresa Como:

— 1 _ >
Mpil? — [ Myl = 5 > )(ﬂm(l —7")u,) (U,0U)| = LagH”

51,51,9p,9n

La expresién de los tensores lepténico y hadrénico los da el mismo teorema donde tenemos que tener cuidado
de usar el adjunto de Dirac de los operadores de corriente. Absorbiendo las masas de los leptones dentro del

tensor lepténico, y teniendo en cuenta que v, (1 —v5) = 74(1 — %), tenemos:

Lo = i, Loy = 00 1y [BLE I g gy Bt e Sy (1) g s 1)

El desarrollo del tensor lepténico se detalla en el apéndice resultando:
Lap = kLK + kY — K K gap + ieaproki K. (3.9)

Podemos demostrar que la contraccién del tensor lepténico con el 4-momento transferido ¢“L,g tiende a cero

en el limite ultrarrelativista. Por tanto, términos proporcionales a ¢ en la corriente hadrénica no contribuiran
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a la contraccién LogH af Asi pues, el término g—ﬁqﬁfy‘r’ en (3.6)) no contribuird si consideramos el leptén saliente

ultrarrelativista. La contracciéon se descompone en dos partes de simetria definida:

4" Lag = q°kLEG + q kK — ki - kugasa® + icaprphikla® .

Parte simétrica Parte antisimétrica

La parte antisimétrica es inmediatamente nula, ya que el tensor de Levi Civita se anula cuando se contrae con
vectores linealmente dependientes. Este es el caso, ya que ¢ = k, — k;. La parte simétrica la calculamos usando

la definicién de ¢:

q*Lag = q - kikly + q - kukl — ki - kyqs
= (kv — k1) - kuk + (ky — ki) - kol — (ki - K )gp
= (ky - ko)k — kikg + koks — (ki - ko )k — (ki - k)ap
= —mikf +mikl + (kv - ki) (K — kj) — (ki - k) gs
= m?,ké — m%kg
En el proceso considerado en este trabajo, el electron se describe en el limite ultrarrelativista, despreciando

su masa frente a las energias y momentos involucrados. Por otra parte, los neutrinos los describimos como

particulas de masa nula. Asi pues, ¢®Lqyg ~ 0.

Teniendo en cuenta el resultado previo, el estudio que sigue se centra en el cédlculo del tensor hadrénico

eliminando el término pseudoescalar, usando el operador de vértice:

B vV B FQV BA ) GP 5
[P =F9" +igro™ o+ Gar'y” + 7.

Los célculos se desarrollan en el apéndice debido a su longitud. Algunos aspectos claves en el desarrollo
son las propiedades de las matrices gamma y los teoremas de traza que se exponen en el apéndice ademas
del célculo efectivo del adjunto de Dirac para los términos vectoriales y axiales, tales y como se detallan en el
lema [B.4l El tensor hadrénico resultante es:

pyp; Prq’ + Plg”

af __ af n . afBpl pn a, B
H = —W1g“" + W Y + iW3e P Play + Waq®q” + W5 e , (3.10)
donde los coeficientes (que dependen del 4-momento transferido) son:
_ |¢?| v V2 2 2
W= —= [(FY +F )+ G4 +G4
4aM
2
vz, € e 2
Wo = (F)) +4M2(F2) +G%
W3 =2GA(FY + F)
FY (|4 FYFEY G? Ga
W, = —2 1) 212 TA L 9TA RV RV
MIYE <4M2 ) oz e iz )
4’|
Ws = ()" + 3 (FY)* + G (3.11)

La contraccién de los tensores permite calcular la amplitud invariante necesaria para proseguir en el calculo
de la seccion eficaz. Este desarrollo se detalla en el apéndice De la ecuacién ((C.6]) obtenemos:

mymy, | My;|2 = 2Wiee, (1 — cos(8)) + Waee, (1 4 cos(0)) — W i j\_/;”

(e16,)(1 — cos(0)),
donde las funciones W;(g?) son las recogidas en (3.11]). Usando las relaciones del 4ngulo mitad tenemos:

€]+ €

mym, | M2 = 2ee, |2W7 sin®(0/2) + Wa cos?(0/2) — Wi sin?(0/2) (3.12)
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3.3. Seccion eficaz diferencial

A partir de la amplitud invariante podemos calcular la seccién eficaz diferencial. Partiendo de la tasa de
transicién por unidad de volumen (3.8):
_ |Sfi|2 - G%Mmeml
VT 2e¢,E,E, V4

Wi (27")454(Pp - P, -k, +kl)|Mfi|2a

la seccién eficaz diferencial se calcula como:
12
_ |S¢i] K \% d3kg |4
TV J (2m)3 (2m)3
——
Wfi

do d*P,,

donde J es el flujo incidente. Introduciendo la tasa de transicién anterior Wy; se obtiene:

2
do = 9F ia‘*(Pp — P, —k,+ k)

d’k; &°P
27752 l P
7471_2 mlmV|MffL| M _— .

1
VJe,e €] Ep

(3.13)

Tal y como se dedujo en el estudio del proceso electromagnético, el factor de flujo puede reescribirse de una
manera sencilla bajo la hipétesis de colisién colineal:
o 1 1
Viee kP, —m,M2 Me,

Hemos hecho uso de la aproximacién m, = 0 para la masa del neutrino, y hemos usado de forma explicita la

forma del momento del neutrén en el sistema laboratorio, en el que estéd en reposo P, = (M, 0). De esta forma:
G% 1 1 M?

do= | £ = |6*(P, — P, — ky + k) ——mym, |M;|* —d°k,;d°P,,. 3.14

o= () o, ) g, My S d ki P, (3.14)

Esta expresién es totalmente andloga a la derivada en el caso de dispersién electrén-protén. Es necesario integrar
la delta que implica la conservacién de la energia global en el proceso, y tomar el limite ultrarrelativista para

el neutrino y el electrén saliente:

do G% 1 2 2 |kl|
a0 = 5w aze, "M M 3
v e — cos(6)
G%w €] 2 M
~ ZE S | M s . 3.15
82 eum mu| Myl M + €, — €, cos() ( )

Para proseguir debemos considerar las polarizaciones. La particula que es detectada en este proceso es usual-
mente el leptén saliente. Por tanto promediamos sobre su polarizacién y promediamos sobre el resto. La
consecuencia es reemplazar mym, |My;|*> por mym,|M¢;|?, término que fue calculado por el método de las
trazas como contraccién del tensor hadronico y el leptonico. Asi, tenemos la seccién eficaz diferencial escrita
de forma compacta:

dj - %ﬂ LA H*® M

dQ ~ 8n2e, @ M + €, — €, cos(f)’

La contraccién de los tensores lepténico y hadrdnica fue ya calculada (3.12]) y podemos introducirla llegando

(3.16)

asi a una expresion cerrada para la seccién eficaz diferencial para el proceso v, +n — [ +p

do  Gie? M . 2 2
A0 Am? Mt — ey cos(d) {2W1 sin“(6/2) + Wy cos=(0/2) — W3

€+ €,

Sin2(0/2)} . (3.17)

Recordamos que solo dos de las tres variables cineméticas (e,,€;,6) son independientes: estdn ligadas por la
mismas relaciones cinemadticas que exponiamos en el estudio de la dispersién electrén-protén, que recogemos
a continuacion:

€v
1+ 2% sin*(6/2)
® = —2Mw = 2M (e, — €,) ~ —4e, ¢ 5in%(0/2).

€=
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-1

Podemos ademés identificar el factor de retroceso fro.

= ¢, /€ y escribir la seccidn eficaz de la manera compacta:

= 2 2
do  Gre

-1 LaﬂHQﬁ
m = 471'2 frec

€L€] ¢’=—2Mw

(3.18)

3.4. Seccién eficaz para el proceso con antineutrinos

Resulta interesante considerar qué modificaciones serian necesarias para el proceso con antineutrinos, en
cuyo caso los papeles de nucleones inicial y final deben intercambiarse para respetar la conservacién de la
carga. La reaccién seria:

Uo+p—ntet

La corriente hadrénica no se veria modificada ya que los factores de forma isovectores (de los que hablaremos
en detalla en la siguiente seccién) son iguales para ambos nucleones. Sin embargo, la corriente leptdnica ha de

verse modificada teniendo en cuenta la proyeccién en helicidad positiva, para antineutrinos:

() (@) (@)™ (1 +7")u ().

g —_

= —=
2v2 4
Implementando esta sustitucion del signo a lo largo del célculo del tensor leptonico se observa que sdlo afecta

a la parte antisimétrica del tensor:
Lop = kLK + kY — k' K gap icaproki K.

Aqui + es el signo para el proceso con neutrinos y — es el signo para el proceso con antineutrinos. En la
amplitud invariante, este cambio en la parte antisimétrica solo influye a la hora de contraer con la parte
antisimétrica del tensor hadrénico, que es el que estd expresado en términos de la funcién W3(q?). Asi, la tnica
diferencia en la seccién eficaz diferencial es el intercambio de signo en Ws. Llegamos por tanto a la expresion
més general posible en la aproximacién ultrarrelativista:
do Gie?
dQ ~ 4r2

€+ €,

fod {2W1 sin?(0/2) + W cos?(0/2) + W3 Sin2(9/2)} . (3.19)

3.5. Factores de forma hadrdénicos

Para proseguir en el andlisis de las secciones eficaces de ambos procesos es necesario el conocimiento de la
estructura débil del nucleén. En el capitulo 3 de [I7] se exponen de manera detallada varias parametrizaciones
de los factores de forma del nucleén F)', FY y Ga basados en resultados experimentales. En este trabajo
optamos por una parametrizacion sencilla que es vélida para valores no muy altos del 4-momento transferi-
do: la parametrizacién dipolar. No obstante, senalamos aqui que otras parametrizaciones mas complejas son
posibles permitiendo extender de manera mas consistente los resultados a regimenes de energia y 4-momento

transferido mas altos.

Para los factores isovectores usamos la siguiente representacién en términos de los factores de forma elec-

_ 14’

tromagnéticos del protén y del neutrén Gg y Gar. Denotando 7 = ;37

(@) = 0z (G — GR) + 7 (G — Gy

(3.20)
FY (Q*) = 15 (G}, — G3y) — (G}, — GR)].

Es la llamada conservacion de la corriente vector la que permite expresar los factores de forma vectoriales
débiles en términos de los electromagnéticos. La conservacion de la corriente electromagnética implica la con-

servacién de la parte vectorial de la corriente débil, y esto permite relacionar la estructura vectorial débil con
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la electromagnética.

Para los factores de Sachs utilizamos nuevamente la parametrizaciéon dipolar:

1

_
(1+4)

con Q% = 0,71 GeV?. Los factores de forma eléctrico y magnético del protén fueron ya utilizados en el capitulo

Gp(q®) =

2. Para el neutrén, anulamos el factor eléctrico y normalizamos el magnético al momento magnético del neutrén.

Tomando los valores de los momentos magnéticos p,, = —1,913, pu, = 2,793 tenemos:

Gh(¢?) =Gp(¢®)  Ggle?) =0

(3.21)
G (@?) = 1pyGp(¢®) G (d%) = pnGp(d?).
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3.6. Resultados

Fijadas las parametrizaciones a usar podemos representar graficamente la seccion eficaz diferencial frente
a angulo para neutrinos y antineutrinos. Para ello se han tomado distintas energias del neutrino incidente,
motivadas por las energias relevantes en varios experimentos de neutrinos: MiniBooNE [22],[23] (0.7 GeV),
T2K [24] (1 GeV), MINERvA [25](3 GeV) y el futuro experimento DUNE [26] (7 GeV). Una diferencia cru-
cial frente a los experimentos de dispersién de electrones es que el haz de neutrinos incidentes presenta una
distribucién en energias y que, al contrario de lo que pasa con las particulas cargadas, no se puede seleccionar
una energia concreta. Por ello, nuestros resultados son una primera aproximacién a un estudio especifico que
requiere convolucionar la seccién eficaz que hemos obtenido con la distribucién en energias que ofrece cada

distinto experimento para asi poder comparar con los datos experimentales, asi como considerar los efectos

asociados al medio nuclear.

Los resultados para la dispersion elastrica neutrino-nucleén se recogen en la Figura [3.2] representando la
seccién eficaz diferencial frente al dngulo de dispersién a distintas energias. Se aprecia que la seccion eficaz

para neutrinos es siempre mayor que para antineutrinos, si bien tienen a igualarse conforme crece la energia €, .

5 x10"% | . %1073
—Neutrino —Neutrino
—— Antineutrino 37 —— Antineutrino| |
_15) _25)
o~ o~
£ £ 2|
o 1 =
o T157
g g
o° o° |
05} !
057}
0 ; - 0 ;
0 45 90 135 180 0 45 90 135 180
g g
(a) e, = 0.7 GeV (b) e, =1 GeV
x10"% . . . 5 107"
— Neutrino — Neutrino
30 —— Antineutrino| | —— Antineutrino
25 5]
o~ o~
E 2| £
= o 1
S15¢ 9
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o o
1 0.5
0.5
0 : : 0 ' '
0 10 20 30 40 0 5 10 15 20
0°) 0°)
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Figura 3.2: Seccion eficaz diferencial para distintas energias del neutrino incidente.

La asimetria entre neutrinos y antineutrinos se hace patente si representamos el cociente R = S—g g—g
174

v

Los resultados para las distintas energias de interés se pueden observar en la Figura Observamos que esta
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asimetria decrece conforme aumenta la energia de la particula incidente. El término axial que cambia de signo
.z . . 2\ €L, +€ 2.2 . 2 .

en la seccién eficaz diferencial es W3(q*) “45% sin”(0/2) y su dependencia en |¢°| se representa en la Flgura

donde se observa que efectivamente esta funcién es menor para valores crecientes de la energia de incidencia

€,. Teniendo en cuenta las expresién general de la seccidn eficaz diferencial (3.19)) podemos escribir el cociente

de asimetria:

do
aQ

, 2 sin®(0/2) + Wa cos?(60/2) — W3 <t sin®(6/2)
2Wysin®(0/2) + Wa cos2(0/2) + Wi 9te sin®(60/2)

= (3.22)
dQ

donde recordamos que las funciones Wi, Wy y W3 dependen del dngulo a través de ¢. Es el factor proporcional
a W3 y su cambio de signo relativo el responsable de esta diferencia. Recordamos que dicho cambio de signo
estd ligado al hecho de que la corriente del neutrino se expresa con el operador v#(1 — ) proyectando en
helicidades negativas y la corriente del antineutrino proyecta en helicidades positivas a través del operador
(1 4 4°). Para éngulos préximos a cero obtenemos R = 1, ya que en se anularfan los términos que
van con el seno, en particular el término axial que lleva W3 y es el responsable de la asimetria.
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Figura 3.3: Cociente entre las secciones eficaces diferenciales de neutrino y antineutrino para distintas energias

de incidencia €,,.
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Figura 3.4: Dependencia en |¢?| del término axial para distintas energias de incidencia ¢, .

La seccién eficaz total o integrada puede obtenerse a partir de la diferencial integrando en todo el dngulo
solido:

do T do
= dQ =2 — sin(#)dé.
o /Szdﬂ 7r/0 dQsm()

A vpartir de la dependencia angular de la seccién eficaz diferencial es facil integrar numéricamente y obte-
ner secciones eficaces totales en el rango de energias de interés. Algunos valores para las energias recalcadas
anteriormente se recogen en el Cuadro La representacion en un rango amplio de energias de la seccién
diferencial integrada se muestra en la Figura [3.5] De nuevo observamos cémo la seccién eficaz para el proceso
con neutrinos es mayor que la correspondiente para antineutrinos, si bien ambos valores se aproximan conforme

nos movemos a cinematicas mds altas, ya que el término axial decrece para energias mas altas, como muestra
la Figura|3.4

e, [GeV] 07 | 1.0 | 30 | 7.0
o(v) [10713 fm?] | 5.39 | 5.80 | 5.55 | 5.20
o(7) [10713 fm?] | 1.68 | 2.20 | 3.69 | 4.317

Cuadro 3.1: Seccién eficaz total para neutrinos y antineutrinos a distintas energias de incidencia.
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Figura 3.5: Seccién eficaz integrada en el rango de energias de incidencia 0 - 7 GeV para neutrinos y antineu-
trinos.
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Podemos comparar nuestro modelo de dispersién eldstica neutrino-nucleén con resultados de experimentos
de neutrinos. Es importante senalar que estos experimentos se realizan con blancos nucleares, lo cual limita la
comparacién pues nuestro modelo es valido para dispersién eldstica con nucleones libres. El proceso de detec-
cién del neutrino se realiza de manera indirecta en grandes cdmaras que contienen material activo que hace
de blanco para los neutrinos. Al producirse el leptén cargado con alta energia, este emite radiacién Cherenkov
al atravesar el material activo del detector. Esta radiacién, que se produce por particulas cargadas que viajan
a mayor velocidad que la de la luz en el material, es detectada con fotomultiplicadores que recogen la infor-
macién cinematica del leptén. Como material activo pueden usarse compuestos con ntcleos ligeros como el
deuterén 2H presente en el agua pesada. Los compuestos utilizados como blanco més usuales en experimentos
modernos son aceites minerales (tanto en MiniBooNE, MINERvA como T2K), formados principalmente por
carbono '2C e hidrégeno ' H. En el caso de dispersién con antineutrinos habria que considerar la contribucién
a la seccién eficaz del proceso de interaccién del antineutrino con el protén del ' H, para el cual si es adecuado

nuestro modelo elastico al no haber estructura nuclear.

Elegimos datos experimentales antiguos de secciones eficaces totales para neutrinos y antineutrinos de ex-
perimentos que utilizan como blancos nicleos ligeros. Estos datos proceden de experimentos en el Brookhaven
National Laboratory [27], Argonne National Laboratory [28],[29], de la SKAT Collaboration [30] y de la Gar-
gamelle Collaboration [3I]. Para la produccién de un haz de neutrinos es necesario un acelerador que haga
incidir un haz de protones sobre un blanco. Como productos se obtienen piones cargados y kaones que pos-
teriormente decaen en muones y neutrinos muénicos. Esto ya marca una diferencia con el modelo que hemos
desarrollado, pues hemos usado la aproximacién ultrarrelativista y esto puede no ser adecuado para describir
la dispersién de neutrinos muénicos a bajas energias. En la Tesis Doctoral [32] se hace un estudio intensivo
de la dispersién de neutrinos mudnicos con ntcleos, y se demuestra que para energias €, menores a 0.5 GeV
la diferencia de las secciones eficaces para neutrinos mudnicos y electronicos es considerable, siendo mayor la
seccién eficaz electrénica. El andlisis para estas energias bajas es por tanto cuestionable no solo por tratarse
de datos de dispersion con nicleos sino por el diferente comportamiento para cada sabor. No obstante, esta

diferencia disminuye conforme crece la energia y para ¢, superior a 1 GeV las diferencias son minimas.
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0 ' ' ‘ ‘ : ‘ 0 ' ' ‘ ‘ : ‘
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(a) (b)

Figura 3.6: Seccidn eficaz total para neutrinos (a) y antineutrinos (b) y comparacién con datos experimentales
procedentes de los experimentos BNL (1981) [27], [28], ANL (1973) [29], GGM (1979) [30] y GGM (1977) [31],

En la Figura [3.6] se puede observar cdémo los resultados de los experimentos son consistentes con nuestro

modelo de dispersion elastica neutrino-nucleén. El ajuste es mejor para los datos con deuterén que para los de
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aceites minerales, ya que el nicleo de deuterio es mas ligero y los efectos derivados de la interacciéon nuclear

son menos acusados que en el caso del 12C.

Por completitud, representamos en la Figura[3.6] las secciones eficaces con datos experimentales més recientes,

del experimento MiniBooNE [22], cuyo detector opera con aceite mineral como blanco.
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Figura 3.7: Seccién eficaz total y datos experimentales del experimento MiniBooNE [22],[23] en el rango de 0
a 7 GeV de energia de incidencia.

Para estudiar en profundidad la dispersién con el '2C hay que tener en cuenta dos contribuciones a la sec-
cién eficaz. En primer lugar, existe el proceso cuasieldstico en el cual el protén final queda desligado del nicleo
de carbono, produciéndose una reaccién dada por v +'2 C — [~ + p +!! C. Esta contribucién es estudiada en
[32], y da como resultado una seccién eficaz menor a la eldstica. Como segundo factor, para nicleos pesados o
intermedios aparece un posible estado final en el cual se emiten dos nucleones mediada por el intercambio de

mesones. Esta contribucién es estudiada en el capitulo 4 de [32].

Dado que la seccién eficaz para neutrinos (y antineutrinos) electrénicos es ligeramente superior que la co-
rrespondiente para el sabor mudnico, las contribuciones anteriores, no consideradas en nuestro modelo tedrico,
son compensadas de manera casual por esta diferencia respecto a los casos electrénico y muénico, y esto re-
sulta en un ajuste relativamente bueno de los datos de dispersién de neutrinos muénicos de MiniBooNE con

el modelo de dispersién elastica de neutrinos electrénicos que hemos desarrollado en este trabajo.

Un andlisis més consistente requeriria la aplicacion de modelos nucleares para la descripcién del proceso

teniendo en cuenta las contribuciones adicionales destacadas anteriormente.
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Capitulo 4

Conclusiones

El presente trabajo hace un recorrido introductorio al célculo de procesos de dispersién comenzando desde
la propia base matematica. En primer lugar se ha expuesto el formalismo de la teoria de propagadores necesario

para calcular la matriz de dispersién en el contexto de la mecénica cuantica relativista.

Este desarrollo tedérico ha permitido el cédlculo efectivo de la seccion eficaz en procesos que son de relevan-
cia. El primer caso de estudio ha sido la dispersién de electrones por protones. Se ha efectuado el calculo de
la seccién eficaz en distintas aproximaciones para la descripcion del protén. Para la aproximacién en la cual el
protén es tratado como un centro dispersor inmdévil hemos obtenido la seccién eficaz de Mott, generalizando la
expresion de la dispersion de Rutherford. Posteriormente hemos modelado el protén como un fermién de espin
1/2 ya que era necesario un tratamiento relativista, describiendo adecuadamente la posibilidad de retroceso
del blanco. A altas energias ha sido necesario considerar el protén como una particula compuesta y esto nos
ha llevado a estudiar la estructura electromagnética, siendo de especial interés la determinacion del radio del
protén a partir de los datos de dispersion con electrones. Se ha deducido la expresion de la seccién eficaz de
Rosenbluth en términos de unos factores de forma que describen la distribucién de carga y magnetizacion del

protén, en el régimen de electrones ultrarrelativistas.

El segundo caso de aplicacién se ha centrado en la dispersién de neutrinos (y antineutrinos) por nucleo-
nes. Se ha considerado el nucleén como una particula compuesta con estructura interna, y esto ha sido descrito
en términos de los factores de forma débiles del nucleén. Mientras que el proceso electromagnético era pu-
ramente vectorial, los nuevos términos axiales en las corrientes han dado lugar a unos tensores lepténicos y
hadroénicos con términos antisimétricos. Estos términos son los responsables de la diferencia de resultados para
neutrinos y antineutrinos. El modelo de dispersion eldstica neutrino-nucleén obtenido ha sido contrastado con
resultados experimentales de dispersion de neutrinos con ntcleos ligeros. La comparacién detallada con los
datos experimentales pone de manifiesto los posibles efectos asociados a la estructura nuclear, no considerados

en este trabajo.

Este trabajo fin de grado presenta un estudio en detalle de procesos de dispersién de electrones (corriente
electromagnética) y neutrinos (corriente débil) por nucleones. La extension natural del mismo seria la incorpo-
racién de un modelo nuclear que permita estudiar en profundidad experimentos donde la interaccién del leptén
ocurra con un blanco con estructura nuclear. El formalismo requerido seria similar al utilizado en el presente
trabajo, aunque la determinacién del tensor nuclear requeriria conocer la estructura y dinamica del sistema
nuclear involucrado en el proceso de dispersién. Asimismo, puede profundizarse el analisis de la interaccién

leptén-nucleén considerando términos de orden superior en el desarrollo del elemento de matriz S.
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En el caso electromagnético son relevantes las correcciones radiativas y los procesos mediados por intercambio
de mas de un fotén, especialmente para andlisis precisos de datos experimentales que permitan en el futuro
resolver el problema abierto de la determinacién del radio del protén. Otro aspecto general que seria de interés
para el estudio de ambos procesos requeriria el uso de la cromodindmica cudntica (QCD) para describir de

manera precisa y consistente la estructura hadrénica tanto electromagnética como débil.

Tanto los procesos de interaccién débil como los electromagnéticos podrian tener gran relevancia para la
comprensién de la estructura interna del nucleén, asi como para el andlisis del fenémeno de oscilaciones de
neutrinos. La dispersién neutrino-nicleo es hoy dia la tinica forma de analizar las propiedades de estas particu-

las tan esquivas, y la principal fuente de incertidumbre en el campo de las oscilaciones de neutrinos.
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Apéndice A
Ecuacion de Dirac

La ecuacién de Dirac es una ecuacion relativista cuantica que cumple las siguientes propiedades:

1. Pone espacio y tiempo en pie de igualdad.
2. Es manifiestamente covariante Lorentz.

3. Implica la relacién energia-momento relativista E? = (pc)? + m?2ct.

La ecuacién de Dirac permite describir particulas elementales de espin 1/2. Escrita de distintas maneras, puede

encontrarse bajo cualquiera de las siguientes formas:
(m’Y“au - mc)¢7
(ihd — me)y = 0,
(P —me)y = 0.

También puede escribirse en forma hamiltoniana:
ihOyp = (—ihagdy, + fmc?)y = }AIfqﬁ.

El aspecto clave de la ecuacion de Dirac es que para representar la relaciéon energia-momento relativista, los
coeficientes deben ser no conmutativos (g-numbers en términos del propio Dirac). Las matrices «, 3, son de

dimension 4x4, verifican la condicién que hemos impuesto y cumplen las relaciones algebraicas siguientes:
{aivaj} :252]]]-7 7% :’YO’Y]C, {aivﬂ} :07
(=291,  B=7  ai=p*=1

Las matrices o, 3 = 4° son hermiticas y unitarias, mientras que las 4* son unitarias y antihermiticas. En la

representaciéon de Dirac, tenemos una base de este algebra de Clifford:

E 0 Ok 0o _ 0 1

7_<—ak o)’ 7_<—11 0)' (A0
- 0 Ok o 0 1

ak_(ak 0>, ﬂ—(_l 0)- (A.2)

A la ecuacién de Dirac corresponde una corriente (de carga):

JH = epytep, (A.3)

Para las matrices o tenemos:

donde 1 = 1140,
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A.1. Soluciones libres

Las soluciones libres a la ecuacién de Dirac se expresan de la forma:

1 U .
Qpp,)\ = NW ( cop U > exp [Z(p X — )\Ept)/h] 5 (A4)
mc2+AE,

donde A = £1, E, = /(pc)? + (mc?)?. Las energias correspondientes a cada tipo de solucién son € = AE,, =
+F,. Aqui v es un espinor de dos dimensiones. Existe una representacién mds conveniente que permite dis-

tinguir las polarizaciones:
w;,z = wl’Q(p) exp [i(p - x — Ept)/h] (A.5)
Uyt =w(p)exp li(p - x + Ept)/1] (A.6)
Una representacién atin més conveniente para hablar de electrones y positrones es la siguiente. Los positrones

se corresponden con las soluciones de energia negativa, propagandose hacia el pasado y con un momento

opuesto al del factor exponencial. Con dichos cambios, y con las polarizaciones de espin +s y —s:
|E 4+ mc2 X1
u(p; +S) = wl(p) — ﬁ ( cop R
me mc2+AE), Xt

E +mc? X4

u(p, —s) = w?(p) = (

2
ch m02+)\Ep XJ,

E+me [ -2 Rext

— and(_) — =T mc2+AE,

o(p,+s) = 0l (-p) =\ T35 ( v 7
[E+mc? [ —

v(p, —s) = wg(—p) = TomeZ ( ) .

A.2. Transformaciones de Lorentz

co-p
mc2+AE, XL

X1

Si se aplica una transformacién de Lorentz en las coordenadas espacio-temporales:
Yt = A"

debe haber una manera de asignar una transformacién en los espinores. Matematicamente, esto corresponde a
elegir una representacién S (A) del grupo de Lorentz sobre el grupo de matrices 4 por 4 unitarias. El resultado

puede consultarse en el capitulo 3 de [33]. Si la transformacién sobre espinores es:
W' (y") = S(A)(AH,a")

entonces la representacién S (A) satisface la relacién fundamental:

STHA)YS(A) = Ay,

Para la componente continua del grupo de Lorentz (boosts y rotaciones), hay una representacién del grupo en

términos de los generadores del dlgebra de Lie correspondiente:
N 7 v
S(A) = exp (—4wwa“ ) (A7)

donde los generadores son o = £[y*,~v"] y los w,,, son los coeficientes correspondientes a cada generador.
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Apéndice B

Calculos de trazas y amplitudes

invariantes

En los calculos de secciones eficaces es siempre indispensable calcular términos de la forma espinor x matriz
X espinor, calcular médulos al cuadrado y promediar sobre las polarizaciones. En este apéndice se detallan los

desarrollos mateméaticos necesarios para efectuar estos cdlculos de manera efectiva.

B.1. Covariantes bilineales

Los observables que pueden construirse a partir de los espinores son del tipo ¢t y son catalogados de

forma completa a través del teorema fundamental de Pauli, que puede consultarse en [33].
= Escalar: I'g = 1.
= Vector: T, =+
= Tensorial: T} = o = L[y*,4"].
» Pseudoescalar: I'p = 75 1= inOyly243.

= Pseudovector o axial: T = v°yH.

Los nombres que reciben responden a la transformaciéon que corresponde a cada operador cuando se realizan
transformaciones de Lorentz sobre la cantidad ¥I'y. Mientras que en los tres primeros casos el observable se
transforma como escalar, vector y tensor respectivamente, en los dos ultimos casos hay un cambio de signo
para el caso de transformaciones de Lorentz impropias (de determinante —1), como por ejemplo bajo trans-

formacién de paridad o de inversién temporal.

La descomposicién de Gordon nos permite relacionar la evaluacién de las v, con la de las 0,,,:

T (p) = 5 -+ 9T ulp) + 5 (0 — )T )u(p) (B.1)

B.2. Teoremas de traza

Estos resultados nos permiten calcular facilmente trazas de observables tales como: ahah - - - afy donde a;

son 4-vectores.

Teorema B.1. La traza de un niumero impar de matrices v es nulo.
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Teorema B.2.
Tr[¢h] = 4a,b" = 4a - b.

Teorema B.3.

Trld, -, ] =ar-ax Tr[dy ¢, ] —ar-azTrldod, ¢, ] +...a1 - aTrldy ¢, ]

Teorema B.4.
Tr[y°] = 0.

Teorema B.5.
Tr[y°dbgd] = —4ie®? " aybge,d, = +ieap,sa®b ' d.

Teorema B.6.

Tl"[¢1 T ¢2n} = Tr[¢2n T ¢1]

Teorema B.7. Se cumplen las siguientes identidades:
1.y =4-1.

2. Yugyt = —24.

3. ’yuyi]é’y” =4a-b1.
4 Yudbgrt = —2¢bd.
5. Yudbddy™ = 2ddB¢ + 2¢bdd.

Teorema B.8.

Tr[J”)‘J”p] = 4gMV g™ — 4gHP g .

Teorema B.9.
Te[y*o""y7] = di(g*g"" — g*g"").

B.3. Mas propiedades del algebra de Dirac

De las propiedades del algebra de las matrices gamma se deducen una serie de consecuencias que nos facili-
taran los cdlculos evaluando covariantes bilineales espinoriales. Recordemos que {y*,7*} = 2¢g"*, {v*,7°} =0

para demostrar los siguientes resultados.
Lema B.1.
n (a) (409)F ="y
= (b) ()T ="
= (c) (7)==
Demostracion.
(a): lo hacemos por casos. Si = 0, ya sabemos que 7% es hermitica luego (7°7°)" =4%4%. Si u =1 € {1,2,3},

entonces usamos que 7y’ = —v7° y que 7' es antihermitica para deducir (799%)" = (7%)149 = —770 = 4041,

(b) Sabiendo y#9® = —4°9#, tenemos (v77)" = (v')T(7°)T = —7'9® = %",

(¢) Tanto 4° como +° son hermiticas y anticonmutan. Entonces: (7°7°) = (7°)T(7°)T = 709° = —4240 O

Es de interés saber calcular |[ul'v|? para cualquier operador I'. Esta clase de cdlculos es recurrente en el

desarrollo de amplitudes invariantes. Los dos siguientes resultados van en esta direccion.
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Lema B.2. Sea I' un operador espinorial cualquiera, entonces se tiene:
(lv)* = vlTu
donde T = ~A°TT~0. Esta operacion es la llamada conjugacion de Dirac para operadores, generalizando el
complejo-conjugado T al espacio de espinores.
Demostracion.

(ﬂl—"l})* — (UT’}/OFU)T — ’UT(’}/OF)TU — ’UT ,yO,YO T (70)1- w=oTu

— —~—~
1 ~0
O
Lema B.3. Sea I' un operador espinorial cualquiera, entonces se tiene:
[alv|? = (@) (vTw)
Demostracion. Basta usar que |z|? = 2z* y utilizar el lema anterior:
[al'v|* = (@lv)(ul'v)* = (al'v)(vlu)
O

A la vista de estos lemas, resulta imprescindible conocer los adjuntos de Dirac de diversos operadores. Esto

queda recogido en el siguiente resultado.

Lema B.4.

» (a) yF =k

= (b)y0 =~

= (¢)T1 [y =T3 Ty
() gh...2=7.. b

« (¢) T = ghv.

Demostracion. (a) De nuevo por casos. Si g =0 = 70 = 49(y")10 = 499070 = 40 Si 4 = k tenemos
k

antihermiticidad y ’y’“ =0 (y* )T'y = —0ykn0 = Jr’Yk’YO”YO ="

(b) Por definicion: 4° = i7%y'%9? por tanto 7% = 10919273 = —in(4*)1(4*) 1 (41)1(1°) 11" = +in 9?7?7227 =

—in9y142y3 = —~5 gracias a la anticonmutacién de %, 7.

(¢) TiT2 = 7°(T1T2)1? = 1°TIT {4 = 10T}y T}y = T 1.

(d) Podemos demostrarlo para dos elementos y luego iterar: ¢p = a,b,7"7” = a,b, 7" Y* = a,b,v'v* = Pd.

(e) Usamos la definicién de ot = L[y#,4"] = G/ = L(yky? —q¥yh) = —L(77 7 — 3F F7) =
—5(YH = ty) = ot m

B.4. Sumas de amplitudes sobre polarizaciones

Los teoremas de traza y las propiedades anteriores deducidas para matrices y covariantes bilineales pueden

utilizarse para calcular sumas de la forma > [u¢T'u;|?, que son usuales en el célculo de amplitudes inva-

Si,Sf

riantes de procesos donde no medimos las polarizaciones iniciales ni finales.
Exponemos aqui tres resultados que nos permiten expresar las sumas de amplitudes al cuadrado sobre polari-
zaciones en términos de trazas (que se identificardan con los tensores lepténico y hadrénico en cada caso). Este

primer resultado es la versién bésica para calcular dichas sumas.
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Teorema B.10.

¢+ mc? pc—i—ch
Tu;|? = Tr p T
Z [T 2mc? 2mc?

SiySf

., . _ +m
Demostracion. Usaremos las expresiones para los proyectores ) u(p, s)u(p, s) = ¢2m

Z T |* = Z (@ Tuy) (@ Tw;)t = Z (@ fTu;)(w;Tuy) Zuff‘ (Z uzul> Tuy

SiySf SiySf SiySf

—Zufr Fuf_zufr i ruf_Zr

2m 2m 2m 2m

FUfo

O

Sin embargo, a veces estamos interesados en sumas sobre polarizaciones donde el covariante bilineal es
vectorial (como en el caso de interaccién electrén-protén sin estructura). Esto implica una suma sobre los
indices de Lorentz dentro del cuadrado del moédulo, que requiere una descomposiciéon cuidadosa antes de

factorizar como el producto de dos trazas. Usaremos de manera crucial los lemas v B4

Teorema B.11.

Y 1@y sp)r ulpi, si) (U (Py, Sp)vuli(Pi 8i)|* = 4L H,
Si,Sf,Si,Sf

donde los tensores leptonicos y hadronicos se calculan como:

LV %T |:¢ tm ,yupfﬂ’m,yy j|
1 Pi+M_ P+M
H;w—iTr{ oA YoM 'VV}'

Demostracion.

> @y ) (U U S (@) (@ U] (@) T i)
si,Sf,qu,Sf S,‘,,Sf,si,Sf

= Y (@"uUmUy) @y wl i)
Si,Sf,S/L‘?Sf

:Zul'y Zufﬁf 'y”uiﬁfy# ZUfo Y, U;
Sf

8i,Si Sf

_ ppfFm N[ P+M
= {mﬂ f27:z ) u} {Um‘ 2M W”UZ}

5.9
> (uilis)ag (M‘Wﬁ”) ﬁj ;(Uﬁi)aﬁ <7”P2+MM%) Ba]

oy [Pt i Fm o Pi+M P+M
om | 2m ! oM Mo

,} = 20"2H,,.

O

Para terminar, calculamos la suma en polarizaciones cuando tenemos un covariante verticial con un indice

de Lorentz como el de Rosenbluth o para neutrinos, conteniendo términos vectoriales, axiales y pseudoescalares.
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Del lema se deduce que operadores vectoriales, tensoriales y axiales son autoadjuntos de Dirac, mientras
que los pseudoescalares no. Consideramos que un operador es axial si es proporcional a y#~®, mientras que los

del tipo A#~% con A* un cuadrivector, se transforma como pseudoescalar al tener el indice no espinorial. Se

tiene:
W = ghv W _ F;w
o — T
YRS = A5 A = —APh = fyhiaP Iy =T%
= Tp=-Tp

El siguiente resultado resuelve de manera completa el problema, englobando los casos de corriente tanto

electromagnética como débil para leptones y nucleones.

Teorema B.12. Sean dos operadores verticiales con un indice de Lorentz, T, T actuando sobre estados
leptonicos (inicial y final, en general distintos quizds incluso en masa) y estados hadrdénicos (también posible-

mente distintos). Se tiene entonces:

+m A+ my— M 4 M
pf fl‘\lltpl :|><TI'|:Pf+ f P7,+ (3

7 r i
2m om; ! oM; 2

Z \(ﬂfffui)(ﬁfrz,u[]mz =Tr [ 2M; ’

$i,87,94,Sf

Demostracion. Usaremos el resultado [B:2] para calcular los conjugados. Tenemos:

> U Ui = Y [w DT U] [a U T U1

$i,8f,5:,5f 8is85,55,5
= Z [@;TYU T2,,U;) [ﬂiﬁUiFZuUf]
Si,Sf,Si,Sf
= Zﬂfrlf <Z unu) Wuf UfFQJ’ (Z UiUi) L2 Uy
Sf Sq Sf Si

= Z Ufrlf e Fl Uf Z UfF27VWF27VUf
st 7 7

S+ my _ P, + M;
— a7 sz v 7 1
= | D (ustip)rs <F1 o F1>6A > (UsUf)pa (FQ’V2Mi Fz,u) y

Sf Sf
Prtmy g, +mi Pr+ My . P+ M,
=T ol TF| x Tr | 2L | A} Y
r[ omy L 2m, 1]X r[ oM; M oM, 2’]
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Apéndice C

Calculo de tensores leptonico y

hadronico

Recogemos aqui los calculos relacionados con la determinacion de los tensores hadrénico y lepténico en los

casos de corriente electromagnética y débil.

C.1. Tensor hadrénico para la corriente EM del proton con estruc-
tura
Partimos de la expresién para el tensor hadrénico del protén con estructura, tal y como estd expuesto en
la seccién 2.3

iy
2M

(Py +Pi)u> (Ps+ M) ((Fl + o)y — QJ%(P;‘ +Pi)u>:| :

1
H#V:jTr (P1+M) (Fl"‘FQ)’}/#—

8M
Desarrollamos usando la linealidad de la traza. Teniendo en cuenta las propiedades de las matrices de Dirac
solo tenemos que hacer trazas de un nimero par de matrices gamma. Luego la mitad de los 16 términos

que surgen del producto de los 4 binomios se anulan. El desarrollo resulta:

M2y, = (i + FP TP Pyl + (53 ) (Pr+ PPy + P)THP P

_B
oM

F:
- M(Fy + F2)ﬁ(Pf + P, Tr[y, Pyl + M(Fy + Fo) M (Fy + F») Tr[y,7]

(Py + P)uM(Fy + F2) Te[Piyy] — (P + Fo)M o (Py + ), Te[Piry,]

F2 FQ 2
— M= (Ps+ Py Te[Pyvy,] + M? (W) (P + P)u(Py + P;), Tr[1].

Ahora calculamos las trazas con solo dos matrices involucradas. De los teoremas de traza:

Tr[AB] = 4A - B = 44,B*

TT[A%LB'YV] = 4(AMBV + AuBu - g;wA : B)'
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Ya podemos desarrollar las trazas en cada término:

2

8M?H,, = = A(F\ + F»)? [P.P} + PiP] — g,,Ps - P] P; + P,),A(P; - Py)

2
+4M2(

F R ,
- f(Fl + F2)(Pr + Py) AP, — ;(ﬂ + F2)(Pr + Pi),4P,
P
- 72(}?1 + F)(Py + P),AP] + AMP*(Fy + F2)g,
Jo8 F2

-5 (P + B)(Py + P;), AP + TQ(Pf + P)u(P; + Py), 4.

Ahora se pueden agrupar los términos tensorialmente semejantes.

8M?H,,, = 4(Fy + F2)* [PLP] + PP, — (P, - Py — M?)g,., |
F2
+ ﬁé (P + Pp)u(P; + Pr)u] (Pi - Py)
— 2F2(F1 + FQ)(Pi + Pf)u(Pi + Pf)l,
= 2F5(Fy + F2)(P; + Pp)u(Pi + Pr)y

+ F3(Py + P)u(Py + Py)y.

Sumando obtenemos:

8M2H,, = A(F) + F»)? [P.P] + Pi + P! — g, (P - P; — M?)]

P -P
+ |:F22 ( M2f —l—l) —4F2(F1 +FQ)] (Pi—l-Pf),L(Pi—l—Pf)V.

Lo que permite obtener el resultado final usado en el capitulo 2:

Hy = oo (P4 B {PLPS + PLPS — (Pi- Py — M)g,0)]

2M?2
+ {Fg < M2f + 1) —AF(Fy +FQ)} (P + Py), (P + PPy,

C.2. Tensor lepténico para la corriente débil v — e~

Partimos de la expresion del tensor lepténico dada por el teorema Nos preocupamos de la parte de

la traza, dada por:
Tr [(K, + mu)va (1= 7°) (K, +mu)ys(1 = 77)] -

En virtud de los teoremas de traza, solo consideramos trazas de niimero par de matrices vy,. Recordamos que

+® no contabiliza para este cémputo. Asi, desarrollando obtenemos:
Lag o< Tr [f17a (1 =)k, 75(1 = 7%)] + Tr [miya (1 —7°)muys(1 —~°)] . (C.1)
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Desarrollamos el primer término en (C.1]). Para ello anticonmutaremos las matrices v° con el resto de matrices

involucradas. Recordemos f = k*yx. Denotamos A? = 6, B* = 05 de tal manera que 4 = v, B = 7.

Tr [Fva (1 =), 78(1 = 7)) = Telkyvak, el — Telkvar’ ks8] — Tr Ervak, vs) + Telkvay k0e7°)

= Telk 7ok, 18] — TV kivak, 1) — Telkivak, v67°) + Telkrvak, 18927°] '

= 2{T[kyvak, 78] — Te[Y Krvak, v8]}

= 2 {Tx[f, AK, B] — Tx[y’ K, AK, B]}

— 2 {k; - ATY[f, B] — ki - by TX[AB] + ki - BTY[AR,] — i€, anago, K A kS B}

=92 {kg4k,, B —k; - k,4A-B+khA -k, — 4iea1a2a3a4kl‘“6§2k§36§4}
=2 {4kL kG — Ky - kugap + AkbEY — di€xapski kD }
= 8 {kLkG + kskY, — ki - kugap + i€aproki k5 } -
El segundo término resultard ser nulo. Lo desarrollamos:
Tr [miya (1 = 7°)muys(1 = ~°)] = mumy, Tr[yays] — mimy, Te[yay*ys] — mimy, Te[yavs7°] 4+ mimy, Tr[vay° 157"
1
= mymy, Te[yavs] + mimy, Te[ravsy?] — mum, Te[Yays7°] — mumy, Trlyavs2297] = 0.

Concluimos que el tensor lepténico queda determinado por:

Log = [kLKY + Kbk — ki - kugap + i€aprpki kD) - (C.2)

mpmy

C.3. Tensor hadrénico para corriente débil n — p

Calculamos ahora el tensor hadrénico a partir de la expresion que nos da el teorema tal y como
exponemos en la seccion Partimos de la corriente descartando el término pseudoescalar pues ya sabemos

que su contraccién con el tensor lepténico no contribuird en el limite ultrarrelativista:

iy G
r* = FYVy" + —2]\24 o%fq, +mp/75q/a+ Gay*y°.

Dicho operador es la suma de uno con caracter vectorial y otro axial. Ademds podemos calcular sus adjuntos
de Dirac a partir de los resultados de la seccién

e} a fe F% = Fl‘/’ya + %Japqﬂ W = Flv’ya - %o—apqp 7é Fl‘l/
"= FV T FA = [ a.b — Ta aab «@
Iy =Gayy ' =Gay*y” =T9.
Como el tensor hadrénico se calcula como la traza
oS = Iy PP+MFQP”+MF7
2 2M 2M ’

podemos descomponer dicho tensor en tres términos: el puramente vectorial, el puramente axial y el vector-

axial.
HP = gy? + HY + HYY

Procedemos a calcular cada uno de ellos.

Parte vectorial del tensor hadrénico

Eligiendo la parte vectorial tanto de I'® como de I'* obtenemos:

V _ o ZFQV ap V_ o ZFQV ap
Tr (Pp+M) Fy~* + ap | (P + M) | FY'* — =0,

1

aB _

Hy™ = 8M?2
1
T 8M?2

o C oM

1 1
{ W+ it B+ g A Y } ,
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donde introducimos las funciones auxiliares f/V, far M, fiy M que son a su vez trazas obtenibles facilmente con

los teoremas de la seccién
Vv =T [Py + M)y (P + M)Y') = AR P+ B = g°7 (B - P = M?)]
Usando el teorema de trazas para "” y desarrollando trazas solo de niimero par de matrices gamma obtenemos:

vt = TP, + M)o® q,(P,, + M)o™ gy
=—4[*(PyP} + PPy — Py - q(P2q” + PLq®) — P - q(P2q° + PPq™)]
—4[+¢*¢"(Py - Py + M?) + g*? {2P, - qP, - ¢ — ¢°P, - P, + M?}] .

Para la ultima funcién auxiliar se toman términos mezclados de o y =, obteniendo dos trazas muy similares
entre sf. Ademds usamos el teorema para trazas del tipo Tr[Ac®? B]:

o = T[(P + M)o®q, (P, + M)y’] = Te[(P, + M)y (P, + M)o™ gy
= 4iM[P2q° + PP q*29°° P, - ¢ — P5q” — Plq® +29°° P, - q).

Parte axial del tensor hadrénico

Ahora tomamos el término axial para calcular la traza. De nuevo desarrollamos solo considerando combi-
naciones con producto par de matrices gamma. La anticonmutacién de ° con v* y por tanto con cualquier J°

es usada extensivamente.

LT [(B, + M)Gar®r (P + M)Gar*]

aB _
Ha™ = SM

2
A
SM?2
G2
A (TP P ] + M2 Ty 7))
_ G4
T 8M?
Ga

— o B pa af 2\ —
= oapz (BBl + B PT — g (B Pt M?)] =

{Te[Pr 7 P ] + T [My oy MA PP}

{4P) P+ AP P — AP, - Pog® — M2 Tr[y* 22171}
Ga
202

a4

Parte axial-vector del tensor hadrdénico

Consideramos ahora los términos cruzados del operador vectorial con el axial conjugado y viceversa.

o 1 o iFY
HVi = SM?2 Tr |:(Pp +M)GA’V 75(Pn +M) (Flv’yﬁ - 2]\24 UB/\qA):|
Lo [(p, 4 00) (B + 2 gog,) (P 4+ M)GarP
+8M2r(p+ )V + 507 ° 4 | (Pry + M)Gary"y
1 N wp iFY
= 2 [gviFlvGA +9MﬁAM24GA} .

Calculamos las funciones auxiliares introducidas gy 4, gara. Subimos las etiquetas de los momentos del protén
gva,g q p
y neutrén para que no coincidan con las etiquetas de Lorentz covariantes. Con el teorema de traza para ~°

por gammas, y conmutando signos en el tensor antisimétrico obtenemos:

9vih = TPy Pun®) + TPy Py )
= 2T[/° Py Puy’] = 2 x (—4i)e®1 @224 PE (4%) 0, Py, (V) s
= —8ie®1** PP P = 48ie’*13 PP PI = Sieqpps PPy

Q17 a3 Q17 Qg
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Para la otra funcién auxiliar:

Tr[(Py + M)y (P + M)oPqp] + 5 (P, + M)o™g, (P + M)y

af {
T
= SM[GJO‘ﬁAP;’q)\ - 6045&\]3671%]
= 8M[e* P{q, + " Plq,]

_ aBAp pn pp
=16Me PLPy.
Con un cambio de variable pueden compactificarse todas las funciones auxiliares anteriormente expuestas.

¢q=P,-P, = P,-q=P, P,—P2=P, P, — M?
= |q2|:_q2:_(P§+P£_2PP'P7L):2(M2_Pp'Pn)

P,-q 1
2| 2
Definimos entonces:
P, -q 1
X:Pn+ B} q:Pn+7Q7
' 2

y sustituyendo en las funciones auxiliares llegamos a estas nuevas expresiones:

o0 = —2|¢? ( | |)+8X“Xﬁ
agh
5 = iMg?) (g o )
W = —8M?|¢?| < q|qq| > + 8¢ X X"

af _ g2 q“q° 8XOXB _ 8g™ J2
aa =2l g 7] + g
9o = 8ie* APy

g?\‘fA = 16M6a5p)\quA.

Unificando todos estos resultados en el tensor hadrénico completo tenemos:

o pp PeqP + PPg®
065 — af afpX pn B
H —Wig®" + Wy ](/[2” + iW3e*7P Play + Waq®q” + W; W, (C.3)
donde los coeficientes (que dependen del cuadrimomento transferido) son:
W, — |¢?| [FV FV)2 L2 G2
1= 5 (Y + FY)? +G4] +G%
4aM
2’|
Wa = (F)?+ S5 (F)? + G
W3 =2GA(FY + F))
|¢*| VFY G Ga
Wy = -1) - —= 4+ 2—(F F.
* 4M2<4M2 2M2+||+ 3 (U + F)
2’|
Ws = ()" + () + G4 (C.4)
O de forma alternativa en términos de la variable X:
a B /
q*q W3 |24 N W,
Haﬁ — _w/ XQXB aﬁp Pn a, B )
Wl (g q2| ) M2 +7’M M2q q (05)
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lo que permitird simplificar los calculos de la contraccion. Los nuevos coeficientes son:

W =W,
Wh =W,
Wi =Ws/2
M? Wy M2
Wi =MWy+ —W, — —= = —
! e 1 T e

C.4. Contraccion de los tensores lepténico y hadroénico débil

Calculamos aqui la contracciéon de los tensores de interaccién débil para el estudio de v +n — e~ +
p. Utilizamos los tensores lepténico y hadrénico dados por (3.9) y (C.5) respectivamente. Ambos pueden

descomponerse en parte simétrica y antisimétrica. Para el leptonico:

Lag = kLEG + Kbk, — (ki - ky)gas + icapyshk] kD -

S A
LaB Laﬁ

Ahora contraeremos cada una de estas partes con cada tipo de términos del hadrénico. Solo debemos contrar
parte simétrica con simétrica y antisimétrica con antisimétrica: el resto de términos son trivialmente nulos
efectuada la contracciéon. Ademds, tomamos la aproximacién ultrarrelativista tanto para electrones como para

los neutrinos

Término Lgﬁqaqﬁ

Ly aﬁ_(klk6+kﬁky ( kv)gap)d® 5—2( )(/lfu'q)—(kz-k:u)q2

=2k - (kv ﬁ/ k)] — k) (BE + b2 — 2k -

~ =2k, - k) +2(k k)% =0.

Término Liﬁgaﬁ

Liﬁgaﬁ = (kkaé + kf—?kg — (ki - kt/)gaﬁ)gaﬁ =k ky + ki -k, — (ki k) gaﬁgaﬁ
4
= —2k; -k, = —2(e, 1 — €, k| cos(0)) = —2¢€,(1 — cos(h)).

Término LgﬁXaXB

Recordando que X = P, + %Q obtenemos tres términos: uno de ellos es del tipo del primero calculado.
Tengamos en cuenta que usamos el sistema de referencia donde P, = (M, 0), por lo tanto P, - k; = myM ~ 0

y P, -k, =m, = 0 en el limite ultrarrelativista
1
LogXOXP = Loga®q + LogPa Py + 5 Lap(Pra’ + Pla®).
El segundo término resulta:

LigPa Py = (kokj + kik — ki kugap) Pr Pl
=2k, - Pok, - P, — ky - k, P2 = 2e;Me, M — €j¢,,(1 — cos(6))M?
= €16, M?(1 + cos(9)).
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El tercer término se anula en el limite ultrarrelativistas:

L35(Plas + Piqa) = (kikh + Kbkl — ki - ki gas) (Pias + P5da)
=2(k; - Pp)(ky - @) +2(ki - @) (ky - P) — 2(ki - ko) (P - Q)
=2Me(m2 — Ky - k) + 2(k; - ky, — mi)Me, — 2k; - k,(Me, — Me)

2
= 2M (em? — e,m}) ~ 0.

Término antisimétrico-antisimétrico

Para la contraccién de los tensores de Levi-Civita que comparten dos indices hay dos posibilidades: que los

otros dos sean los mismos en el mismo orden o en el contrario. Asi, tomando el limite ultrarrelativista donde
ki -k, = €€, (1 — cos(0)), tenemos:

HA 1,28 ( Ry % aBpy pn
apLy = (icaprshki'ky) M2 p I

WI
M2(

W
eapra€ ) (K7 k) Py qy) — e 3 (capro€® ) (k] k) Pl qy)
W’ Wi
M2 3 (apra€®™ ) (ki - Pp)(ky - q) + M?é (eaprs€®™) (ki - q)(ky - Pr)

= J\VZ?; (eaprs€®® ) [(ky - (ky — k) (ko - Pn) = (ki - Pa)(ky - (kv — k1))

oW

2W4
Ve [ky - kyMe, + ki - kyMe| ~ — MB (e1 + €,)(€r€,)(1 — cos(6)).

Agrupando todos los términos y recordando la relacién W = Wy, W) = Wy, Wi = W35/2 tenemos que la
contraccién resulta, en la aproximacién ultrarrelativista:

HY Log ~ W{2€¢16,(1 — cos()) + Whee, (1 + cos(6)) — QW

ﬁé(q + ) (€€,)(1 — cos(0))

= 2Wi€e, (1 — cos(8)) + Waeie, (1 4 cos(h)) — %(el + e)(e€,) (1 — cos(6)). (C.6)
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