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Resumen: Muchos materiales compuestos pueden ser tratados a nivel macroscopico
como medios homogéneos de comportamicnto transversalmente isétropo. A su vez, ¢l
andlisis de problemas dindmicos en medios homogéneos. isdtropos o no. eldsticolincales
puede formularse en términos de un conjunto de Ecuaciones Integrales de Contorno
(EIC), ficilmente resolubles mediante el Método de los Elementos de Contorno (MEC).
Para ello es necesario conocer la solucion fundamental elastodindmica (i.c., la respues-
tade un medio infinito a laaplicacion de una carga puntual) en una forma relativamente
sencilla. Partiendo de la solucién fundamental propuesta por Wang y Achenbach (1995)
para materiales transversalmente isétropos. se presenta aqui la formulacion ¢
implementacion numérica de un cédigo de Elementos de Contorno que permite el and-
lisis dindmico de este tipo de medios.

Abstract: Many fiber reinforced composites can be idealized as being elfectively
homogencous and having a transversely isotropic type ol behavior. The formulation of
the three-dimensional elastodynamic problem for lincar homogencous solids can be
reduced to a set of Boundary Integral Equations (BIE's) for ficld quantities. These
cquations can be solved in a simple straightforward manner by the Boundary Element
Method (BEM). For a succestul implementation of this method. the elastodynamic fun-
damental solution (i.e., the response of an unbounded solid due to the application ol a
point force) must be known in a relatively simple form. In this work, the cffective
implementation of the fundamental solution proposed by Wang and Achenbach (1995)
lor transverscly isotropic materials is studied in detail. enabling it for its use with a
Boundary Element code for the dynamic analysis ol transversely isotropic media.

1.- INTRODUCCI®N

Sibien los materiales compuestos son en esencia heterogéneos. pueden ser modela-
dos a nivel macroscopico como homogéncos mediante la definicidon de unas constantes
eldsticas equivalentes (Christensen. 1979). Este seria ¢l caso. ¢.g.. de un material com-
puesto reforzado por un sistema de fibras alincadas unidireccionalmente de forma
aleatoria (figura ). Medios de estas caracteristicas presentan adicionalmente propieda-
des simétricas en el plano normal a la direccion de las fibras. denomindndose por cllo
transversalmente isotropos.
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Por otro lado, el andlisis de problemas dindmicos en medios homogéneos eldsticolineales
puede reducirse a un conjunto de Ecuaciones Integrales de Contorno (EIC), mediante la
aplicacién del Teorema de Reciprocidad de Betti-Rayleigh entre el estado elastodindgmico
en estudio y un estado definido por la solucién fundamental (i.c., la respuesta de un medio
infinito a la aplicacién de una carga puntual dindmica). Estas ecuaciones pueden resolverse
numéricamente mediante el Método de los Elementos de Contorno (MEC). EIMEC repre-
senta una alternativa competitiva (Dominguez, 1993) frente a los métodos cldsicos de domi-
nio, tales como el Método de los Elementos Finitos o el Método de las Diferencias Finitas,
en muchas ramas de la ciencia y la ingenierfa. El atractivo del MEC puede atribuirse en aran
medida a la reduccién en la dimensionalidad del problema, ya que tan sélo es necesario
discretizar los contornos existentes, de manera que una vez calculadas las variables sobre
dichos contornos serd posible determinarlas en cualquicr otro punto del medio a través de la
correspondiente Representacion Integral. La implementacién de este método requicre pues
del conocimiento de la solucién fundamental elastodindmica para medios transversalmente
isétropos en una forma relativamente sencilla.

Figura 1: Sistema de fibras alineadas.

La técnica mds empleada para la determinacion de dicha solucién fundamental se ha
basado en la transformada de Fourier, pero si bien esta metodologia proporciona expre-
siones explicitas para el caso isGtropo, en casos de anisotropia generales la solucién se
obtiene en términos de integrales infinitas. Los primeros estudios sobre soluciones
anisotropas mediante la transformada de Fourier se centraron en la determinacién de
soluciones asint6ticas de campo lejano (Buchwald, 1959; Lighthill, 1960; Musgrave, 1961).
Estas contribuciones fueron revisadas posteriormente por Kraut (1963) y Musgrave (1970)
para casos de anisotropfa general y por Payton (1983) para el caso transversalment is6tropo.
Estudios mds recientes corresponden a Tsvanskin y Chesnokov (1989) para el caso
anisétropo y a Kazi-Aoual, Bonnet y Jouanna (1988) y Zhu (1992) para el caso
transversalmente is6tropo. Posteriormente, Wang y Achenbach (1995) presentaron un
nuevo método basado en la transformada de Radon que permite la obtencion de la solu-
cién fundamental elastodindmica 3-D en el dominio de la frecuencia para materiales
anisétropos. Esta solucién, que proporciona los desplazamientos en forma de integrales
sobre la superficie de una esfera de radio unidad, ha sido empleada con éxito por Wang,
Sdez y Achenbach (1995) para estudiar problemas de difraccién de ondas en materiales
transversalmente isétropos. Sin embargo, en dicho trabajo la evaluacién numérica de la
solucion fundamental, i.e., de las integrales sobre la superficie de la esfera unidad, se hace
mediante una cuadratura de Gauss 2-D (Stroud y Secrest, 1966), lo que redunda en unos
tiempos de computacién elevados. En el presente trabajo se realiza un estudio mds deta-
llado de la solucién fundamental, lo que conlleva su mds cficiente evaluacion.

2.- PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA. FORMULACION EN TERMINO
DE ECUACIONES INTEGRALES DE CONTORNO

Sea un cuerpo Q (de contorno T') eldstico-lincal, homogéneo y transversalmente
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isétropo, libre de fuerzas de volumen y que se halla sometido a un movimiento armoni-
co de frecuencia w, si bien el término ™ se suprimird en cl siguiente andlisis. Las
ecuaciones de equilibrio vienen dadas por

o, + pwin, =0 (M

i
La ley de Hooke para un material transversalmente is6tropo viene dada por (Green
y Zerna, 1954)

o, =C, e, Cpe + Cize,,

0, = Cppty + Cpyey, + Cise,

Oy = C13er + Cl * C33e z (2)
0, = Cyuty s = Cuey,

1
Oy = E(Cu - 12)%;
donde el ¢je z del sistema de coordenadas cartesiano (x,y.z) se ha escogido coincidente
con el ¢je de simetria del material.
La aplicacién del teorema de reciprocidad de Betti-Rayleigh entre el estado
clastodindmico bajo estudio y la solucién fundamental dard como resultado

Uy (%,0) + frTM(y,m;x) uly,w)dl, = j;‘U,.A(y,w;x)ti(y,m)dI‘y xeQ (3)

donde x es el vector de posicion del punto de observacion y U, (y,;x) y T, (y,w:x)
son los campos de desplazamientos y tracciones, respectivamente, de la solucién
fundamental, definidos como la componente i del desplazamiento/traccion en el
punto y originado/a por la aplicacion de una carga puntual en el punto x en direc-
cién k. Esta solucién fundamental puede expresarse como U, (y,0;x) = U, (y;x) +
UR (y,w:x), donde U¥, (y,0;x)—0 cuando m—0 representa h parte IC(’LIIZII' de la
so]uuon y US, (y5x) la parte singular, correspondiéndose esta tltima con la solu-
cién lundamcnlal estatica. Tomando el Ifmitc xe Q — x eI en la ecuacion (3) ob-
tendremos ia siguiente EIC

C(xp) (X @) +er&(y,m;xo) uly,)dl’, = PV}I‘Uik(_y,co;xo) t(y,w)dl, (4)

donde PV indica que la integral debe entenderse en el sentido de un Valor Principal
de Cauchy y ¢ (x,) es cl denominado (érmino libre (Brebbia y Dominguez, 1992).
Una vez resuclta la EIC (4) y conocidas por tanto las variables sobre el contorno T,
las variables en cualquier punto del dominio Q pueden calcularse mediante la ecua-
cion (3).

3.- SOLUCION NUMERICA DE LAS ECUACIONES INTEGRALES DE CON-
TORNO. EL METODO DE LOS ELEMENTOS DE CONTORNO

La EIC planteada en (4) puede resolverse mediante ¢l MEC. Para un tratamiento
detallado del MEC aplicado a problemas elastodindmicos, puede consultarse el libro de
Dominguez (1993). Aqui tan sélo se resumen las ideas bdsicas:

El contorno del problema se subdivide en NE elementos sobre los cuales se interpolan
desplazamientos y tracciones a partir de sus valores en los nodos de los elementos. Asf,
sobre un elemento j podremos escribir en forma matricial
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u=®1u ; t=90/¢ (5)

donde los vectores u'y thcontienen los valores de desplazamientos y tracciones, respec-
tivamente, en los nodos del elemento j y @ es una matriz que contiene las funciones de
forma. La geometrfa, en ¢l caso de elementos isoparamétricos, se interpola de igual
manera. Por tanto, la ecuacion (4) aplicada en un punto x,, del contorno quedard

NE NE
U+ Z}‘fro @ dT}ul - 2%1} ®dr) =0 (6)
J= J=

donde Uy T son matrices conteniendo las componentes U, v T, delasolucion funda-
mental. Planteando (6) en los N nodos del contorno se obticne un sistema de ccuaciones
algebraicas de la forma H u = G t, que junto con las condiciones de contorno permite
determinar los valores de los desplazamicntos (u) y las tracciones (t) en todos los nodos
del contorno.

4.- EVALUACION DE LA SOLUCION FUNDAMENTAL

En este apartado se discute la implementacion numérica de la solucién fundamental
elastodindmica propuesta por Wang y Achenbach (1995) para materiales trans-
versalmente isétropos:

4.1.- Parte Singular (Estatica) de la Solucion Fundamental

A pesar de disponerse de una solucion estdtica explicita (Pan 'y Chou, 1976), aqui se
ha optado, por congruencia y por no suponer un incremento en el tiempo de computa-
cion, por la solucién de Wang y Achenbach (1995). Esta solucién viene expresada en
forma de una integral sobre la circunferencia del circulo unidad definido en la seccion
normal al vector de posicién x del punto de observacion, de forma andloga a las solu-
ciones fundamentales anisétropas propuestas por John (1955) y Synge (1957). Asi,
para los desplazamientos tendremos

1

8rr®

Uif(x) =

]m:x AddydLd) 5 1= |x| )
donde d es la normal exterior al circulo unidad en su plano y las expresiones de los
nticleos A, (d) se dan en el Apéndice A. Las tracciones se podran obtener a partir de las
derivadas de los desplazamientos mediante la ley de Hooke

a

=

Ui =

Py

1
8nr?

fm:; {\e (;ldJ {d, Ay D}dL(d) (8)

donde e es un vector unitario en la direccién de x (figura 2.(a)). Obsérvese que los
integrandos en (7) y (8) tan sélo dependen de la orientacion de x. definida por dos
dngulos 0y ¢ (figura 2.(a)), y no de su médulo. Es mds. puesto que cl dngulo ¢ se define
en cl plano de isotropia (x,y), dichos integrandos pueden ser obtenidos para un dngulo
, arbitrario y girados posteriormente hasta el dngulo ¢ en estudio. Ello nos permitird,
andlogamente a lo realizado por Wilson y Cruse (1978), generar una base de datos con
las integrales de (7) y (8) tabuladas para una serie de valores de ¢ e (0,7) yuno =g,
arbitrario para, posteriormente, efectuar una interpolacion 1- D en 0. Al igual que
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Ishikawa (1990) se sugiere el empleo de un espaciado A¢ = 7/18 entre los puntos de la
base de datos.

Figura 2: (a) Geometria de e, x, n y d en el sistema fijo de coordenadas (X,y.z).
Detfinicion del sistema de referencia auxiliar (x',y',z");
(b) Seccidn de la esfera unida por el plano (x'.z").

4.2.- Parte Regular de la Soluciéon Fundamental

La parte regular de la solucion fundamental viene expresada en forma de integrales
sobre la superficie de una esfera de radio unidad. Asi, para los desplazamientos

i ” ik ln-x
E By e " TS :
167° J\"I e A & ©

Usx,0) =

donde n es la normal exterior a la esfera unidad, k =wc es el nimero de onda, ¢
(m=1,2,3) son las velocidades de fase y las CX])I(,SIOHLS de Tos ndicleos B, "(n,w) se dan
en el Apéndice A. Las tracciones se obtienen a partir de las derivadas de los desplaza-
mientos mediante la ley de Hooke. La evaluacion directa de las integrales en (9) me-
diante una cuadratura de Gauss 2-D se ha mostrado costosa en cuanto a tiempo de
computacion se refiere (Wang, Sdez y Achenbach, 1995), por lo que aqui se pl‘oponcn
algunas simplificaciones. Asi, consideremos el sistema auxiliar de coordenadas (x',y',
7"} de la figura 2.(a), en el que el eje X" coincide con la proyeccion del vector de posicion
x sobre el plano (x,y) y z'=z. En la figura 2.(b) se¢ muestra, sobre una seccién de la
esfera que contiene los ejes x'y z', el dominio de integracion. Aprovechando las sime-
trias que el integrando en (9) prcscma, podremos escribir

= m . bk mex n . —ikmwx (
U = f(o) E wie e f ZB ds(n) (10)

donde los subdominios de integracion (0) y (7) se mucslrun en la figura 2.(b). A su vez,
podemos realizar la descomposicion B, "(n,w) = B "(0', ») - B,"(¢', ) donde B, "
no depcndc de las constantes eldsticas dcl malcndl Esl() nos pcrmllna reducir la pmu
imaginaria de (10) a una 1nlc<71al |-D en la variable 6'

Im(Uif)* | ZB"’O[ fB"’d’cos(amcosdﬂfbm)dd>’%.sen6’d6" (1
e/

‘E m=1 b'=-x i

=T e 1 24 2)05 —b anclts %o fF PP neinteoralac an h' .
donde am—kmsene(ix. +/_\_) b =k cosOr,x=(r,r.r)y las integrales en ¢' se pue
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den expresar como combinacién lineal de funciones de Bessel, por lo que tan sélo es
necesario evaluar numéricamente la integral en 0'. Ello se hace mediante una cuadratura
de Gauss I-D. En cuanto a la parlc real de la solucién

. 1
{
Re (UJ) = h f By sen(a,cosd’ +b,)dd’ |sen0/'de’ +
. 161 e/ 0 m= ¢I=~“ (12)
R
f E B [g(08")]sent'de’t  con g(8’) = 1,(8") ~1,(6")
],

donde

1,8 = f By® sen(a,cos¢’+b,) dd’ am

L(®) = f B sen(a,cosd'+b,) do’
0/

En (12) la primera integral en ¢' es andloga a las que aparecian al evaluar la parte
imaginaria, i.e., puede expresarse como una combinacion de funciones de Bessel, redu-
ciéndose por tanto a una integral I-D en ¢', que puede ser efectuada mediante una
cuadratura de Gauss I-D. En cuanto a la segunda integral en (12), puesto que I,(8)+1,(6")
puede expresarse de nuevo como una combinacion de funciones de Bessel, que denota-
remos por J ., (8", la funcion g(6') puede calcularse como 2I,(6')- J. ,(6") para o<rt/2 6,
alternativamente, J (6) 21,(8") para o>m/2, de manera que sn, mlmmizzl ¢l tamano del
intervalo dei mlcglauon en ¢, lo que supone una gran ventaja dado el cardcter oscilatorio
de los integrandos. En este sentido, cabe sefialar que los intervalos de integracidn (tanto
en 0' como en ¢') se han dividido en una serie de subintervalos, en cada uno de los
cuales se ha empleado una cuadratura de Gauss de 4 puntos. En cada caso, el nimero de
subintervalos se estima en funcion del nimero de oscilaciones que el integrando pre-
sente. Asi, a mayores frecuencias o mayores distancias al punto de observacion, se hard
necesario el empleo de un mayor nimero de subdivisiones. Finalmente, puede obser-
varse que el cdlculo de la parte regular se ha realizado en el sistema de coordenadas
auxiliar (x', y',z"). En dicho sistcma los swuncnlcs términos son nulos: U_, U_, U

: b 23 n2*
U, Uy Uy Uy Uy Uy y Uy, donde la )" indica derivada espacial respecto de
la variable que se indica tras ella. Para obtener los resultados en el sistema fijo (x,y,z)
bastard girar el dngulo ¢ correspondiente, por ser el plano (x',y") de isotropfa y coincidir

con el (x,y).

5.- CONCLUSIONES

El andlisis de problemas elastodindmicos en medios homogéneos transversalmente
isétropos se ha reducido a un conjunto de EIC para las variables de campo, facilmente
resolubles de forma numérica mediante el MEC. Para ello ha sido necesario evaluar, en
la manera mds eficiente posible, la solucion fundamental elastodindmica. Aqui se ha
detallado la implementacion de la solucién obtenida por Wang y Achenbach (1995). En
otra de las comunicaciones a este Congreso ("Difraccion de Ondas por Cavidades en
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materiales Transversalmente Is6tropos” por Sdez, Gallego y Dominguez) se aplican los
principios aqui expuestos al caso particular de la difraccion de ultrasonidos en este tipo
de materiales.
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