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Resumen.- La tomografía es un sistema de obtención de imágenes internas de sóli-
dos a los que no se tiene acceso directo. Esta técnica ha sido ya de enorme fecun-
didad en el campo del diagnostico médico. Hoy día el sistema sigue perfeccionan-
dese y el presente trabajo se enmarca dentro de esta línea, con aplicaciones en 
el campo de la Ingeniería Civil, utilizando técnicas de discretización del medio 
investigado, así como la teoría de rayos. Los resultados obtenidos son esperanza-
dores, y es posible que en un corto espacio de tiempo esta técnica goce de la fia-
bilidad necesaria en el campo de la Ingeniería. 

1.- INTRODUCCION. 

La aplicación de la tomografía al proble-
ma geofísico, es relativamente reciente, y 
aunque aparentemente el método resulte idó-
neo para la determinación de estructuras del 
subsuelo, tropieza con muchas dific ltades 
a la hora de su aplicación a este· tipo de 
problemas. 

En primer lugar, hay que destacar que 
mientras en los equipos de diagnosis médica 
la geometría del sistema de medida es fija, 
en las aplicaciones geofísicas la geometría 
varía de una exploración a la siguiente, ya 
que es función del problema a resolver. 

La segunda, y gran desventaja, es que 
si utilizamos en la exploración del medio 
ondas sísmicas, estas han de ser de baja fre-
cuend a, o sea gran longitud de onda, para 
de este modo evitar la rápida atenuación con 
la distancia, ya que el terreno se comporta 
como un filtro para las al tas frecuencias. 
Como consecuencia la resolución baja, ya que 
los objetos detectados serán mayores que la 
longitud de onda empleada. 

El tercer problema a resol ver es que 
mientras que en los "scaner" de diagnosis 
médica las trayectorias de los rayos son rec-
tas, en la aplicación geofísica, aplicando 
ondas sísmicas, esto no ocurre con lo cual
a problema se hace de difícil solución. 

Partiendo de anteriores investigaciones, 
se ha desarrollado un sistema de cálculo me-
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diante la técnica de elementos discretos, que 
intenta simplificar los anteriores métodos 
utilizados hasta la fecha. 

2.- DISCRETIZACION, 

Supongamos un dominio íl , con una fronte-
ra r , de tal forma que sobre una parte de 
la misma Y o , se aplican una serie de excita-
ciones que son detectadas sobre Y 1 , despues 
de haber transcurrido un tiempo Ti en el reco-
rrido i, realizado en el interior del dominio, 
figura 2.1. 

\ 
Fig. 2.1 

El problema que se plantea, es para una 
frontera conocida r , y con unas zonas Y, y 
y 1 , asimismo conocidas, determinar el campo 
de velocidades V en el interior de íl, a par-
tir de una función de datos ele tiempos de re-
corrido T • D<;? este modo el problema en un 
principio se podría plantear como: 

V = A • t (2 .1) 

donde V es la función de velocidades extendi-
da al dominio íl A un operador y t una 
función de los tiempos de recorrido. 



Es prácticamente imposible obtener un 
método general que nos de una función conti-
nua V, con lo cual hemos de ir indefectible-
mente a buscar un método mediante el cual 
obtengamos una aproximación suficiente de 
v. 

Fig, 2.2 

La discretización del dominio, se reali-
za con elementos triangulares, sobre los cua-
les se define una función V0 , como aproxima-
ción de V. Las funciones utilizadas son li-
neales, lo cual presenta una serie de venta-
jas en cuanto a la tipología de trayectorias 
así como en el cálculo de los tiempos de re-
corrido elementales, tal como puede observar-
se en la tabla 2.1, 

k¡!O 6,¡!0 

Tabla 2,1 
COS•   o X= - - +  kp - V
l (cos h-, t= k 

x = (Z-N)/M 

X = (.Z-N) /11 

1 
(
V º 

z)zklpl -
k +  

1 h-1_1_)pV• - cos pV z

t= Ln(V1 /V1 )/K 

t= As/V

3.- INVERSION CINEMATICA 

El objetivo propuesto, era la obtención 
de la distribución de velocidades en el me-
dio sometido a examen, de modo que obtenga-
mos un modelo visualizado, de forma gráfica, 
del mismo denominado imagen. 

Si aplicamos la ecuación que nos da el 
tiempo consumido por un rayo al viajar de 
un punto a otro de un medio no homogéneo, 
tendremos: 

f 1 ds (3.1) 
V (x,y) 

En la anterior formulación, K nos indica 
el número de rayo en cuestión, y será uno 
de los que nos una una fuente con un detec-
tor, y siguiendo a JEFREY-DINES / 1 / realiza-
mos el siguiente cambio de variable: 

(3.2) 

En este cambio de variable, c representa 
la velocidad de las ondas en el medio circun-
dante. 

La fórmula (3 .1), quedará por lo tanto 
transformada en la siguiente, (3.3), en donde 
n(x,y) = c/v(x,y), se entiende como un índice 
de refracción relativo. 
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LK = J n(x,y) ds 
RK 

(3.3) 

El objetivo será, por lo tanto, lineali-
zar la formulación (3,3), de forma que obten-
gamos un sistema de ecuaciones fácilmente so-
lucionable mediante algún mét<>do clásico. 

Dado que el camino del r-ayo depende del 
modelo de velocidades, o sea del modelo de 
indices de refracción, la solución no es inme-
diata, y únicamente será posible localizarla 
mediante aproximaciones sucesivas, esquema 
este típico en la solución de problemas no 
lineales. 

Normalmente se 1n1c1an las pruebas con 
modelos de velocidad constante ( n=cte) , para 
ir en cada ciclo de cálculo modificando este 
modelo hasta conseguir una respuesta igual 
a la obtenida en el caso real. 

El sistema de ecuaciones se deducirá de 
discretizar la formulación (3.3), la cual pue-
de ser escrita en forma incremental como: 

MR 
LK = m l ñ (sm)A sm (3.4) 

Nuestr-o objetivo será expresar LK , como 
una ecuación del tipo (3.5), donde los coefi-
cientes a k • , r-epresentan la globalización 
de los efectos de la linealización de (3.4), 
y n• los parámetros del modelo. 

IJ 

LK = m l ªk 1 
n• (3.5) 

Si aplicamos el método de los elementos 
discretos en el trazado del camino del rayo, 
tendremos que para un elemento genérico I ,J, 
K, tal como el de la figura ( 3 .1), con una 
trayectoria genérica, pero que dentro de esa 
generalidad está forzada por la propia siste-
mática del método a ser un arco de círculo 
o una recta, la relación:

I 

J 
Fig. 3.1 

ñ = Al n1 + A2 nJ + A3 nK (3.6) 

donde los coeficientes Al, A2 y A3 tienen los 
siguientes valor-es: 

Al a (1 _ 
IP1 ) 

IK 

A2 b (l - .ñ>i 

JK 

A3 = IP1 a - +  b JPi

IK fK 

donde los coeficientes a y b son: 

np - f\ 
a =  _.;;.z _ _  _ 

np 2- np, 

b 

Para el trozo de rayo considerado, supon-
gamos identificado con el elemento i-ésimo, 
tendremos una expresión para Li tal como: 

Li = (Al n + A2 n + A3 n) *si 

(3.7) 

donde s¡, representa el camino recorrido 
dentro del elemento, que es conocido del tra-
zado del rayo, 

En definitiva nos queda para un elemento 
genérico: 

(3,8) 

Dado que el L K será la suma de todos 
los L ¡ de ese rayo, obtenemos fácilmente 
la relación de LK con todos los nm. 

De acuerdo con el procedimiento seguido 
hasta este punto, conocemos los coeficientes 
de los n • , conocemos los n• , por ser los 
propuestos, 1 uego tenemos los L K , La ecua-
ción expresada en notación matricial será: 

(3.9) 

Con esta matriz A, así obtenida, realiza-
remos la estimación del nuevo modelo, en ba-
se a las diferencias observadas entre el vec-
tor ¡. obtenido y el h. de datos, para lo 
cual para un paso genérico en la iteración 
tendremos: 

A , An = t.L - - - (3.10) 

Una vez obtenido el vector n, tendremos 
la estimación para el próximo modelo a ensa-
yar: 

Se define de esta forma un proceso itera-
tivo que nos debe conducir a la obtención 
del verdadero vector imagen n, aunque ya ve-
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remos en un apartado posterior que el proceso 
no es tan sencillo y que tenemos que operar 
con una técnica muy cuidadosa para poder lle-
gar a un resultado suficientemente aproximado. 

4.- BUSQUEDA DE UN MODELO POR APROXIMACION 
DE MINIMOS CUADRADOS, 

La ecuación planteada, que relaciona el 
vector error de datos y An, es del tipo: 

(4,1) 

Dado que el objetivo propuesto es averi-
guar A X, la solución parece simple, ya que 
invirtiendo la matriz A, tendríamos el vector 
incremento estimado, 

(4.2) 

El problema comienza cuando observamos 
que la matriz A no es, normalmente, cuadrada. 
La inversión no puede realizarse pues de un 
modo simple, en el sentido extricto de lapa-
labra, y hemos de recurrir al empleo de la 
técnica de m!nimos cuadrados para conseguir 
un operador que nos permita obtener un t:1. 
estimado con suficientes garantías. 

Sea 4..X el vector incremento a obtener, 
con lo cual se pueden plantear las siguientes 
transformaciones: 

A AX • AY 

A AX = AT AY - -
Definiremos un vector estimado de A_X, 

como: 

(4.3) 

Con el objeto de hallar un inverso apro-
piado, aplicamos la descomposición singular 
para la matriz A propuesta por MENKE / 2 / 

(4,4) 

Si definimos como pseudoinverso para la 
ecuación (4.15), la matriz H, definida como: 

(4.5) 

y operando adecuadamente podemos deducir para 
H, una estructura de descomposición similar 
; la obtenida para A, con lo cual obtenemos: 

(4.6) 

De esta forma obtenemos lo que se suele 
denominar un inverso generalizado para la ecua 
ción propuesta. 

Veamos algunas características a tener 
en cuenta en esta inversión. 



En primer lugar si en la ecuación (4.2), 
premul tiplicamos por H · ambos términos y a 
continuación comparamos- con la ecuación (14), 
podemos qeducir la siguiente relación entre 
6X y AX 

AX H A AX (4,7) 

Por lo tanto la matriz H, será un inver-
so generalizado más apropiido en la medida 
que H.A se aproxime más a la matriz unidad. 
Este -producto se suele denominar como matriz 
B. de resolución o de los Kernels de resolu-
ción:

R q¿ �l) "' v_.v_T

(4.8) 

Vemos que R representa en realidad el 
grado de unicidad de la solución en el espa-
cio parametrizado, mientras que el producto 
de A.H, representa la aproximación consegui-
da en- cuanto a los datos del modelo, y se 
expresa mediante una matriz N tal como se 
muestra a continuación: 

-

N ., A H 

(4.9) 
Este proceso de inversión que hemos des-

crito, puede tener al¡unos problemas de ines-
tabilidad, a causa de la mayor o menor singu-
laridad del producto AT • A, de donde se ex-
traen loa autovalores - cuya"; raices aparecen 
en II Un autovalor excesivamente pequef'lo, 
puede dar lugar a una variación excesiva del 
vector estimación  . 

Ya hemos visto, en la formulación ante-
rior, que el principal problema con el que 
nos enfrentamos para realizar una estimación 
adecuada del vector A

A
X , es la incertidumbre 

que se produce para ei caso de encontrar au-
tovalores próximos a cero. 

Los valores próximos a cero de los auto-
valores, se pueden producir por defectos en 
los c,lculos o bien por una información esca-
sa sobre elguno de los parametros del modelo. 

Hay dos formas básicas de evitar los pro-
blemas de inestabilidad, derivados de la uti-
lización de estos autovalores, como es fácil 
deducir de la observación de la formulación 
(4.6). 

Supongamos un espectro de autovalores 
tal Cofflo el representado en la figura (4.1): 

• '

'o ' ----.. _ -. 
Figura 4.1 

>-""tn. 

N 
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El procedimiento más directo para evitar 
el problema, será eliminar aquellos autovalo-
res que sean menores que un valor prefijado, 
con lo cual a la vez que eliminamos el proble-
ma eliminamos tambien parte de la información, 
que si bien con menor importancia que la res-
tante, podría tener cierto valor que facilita-
se el hallazgo de la solución verdadera. 

El segundo procedimiento que se ha escogi-
do es el segundo de los anteriormente enuncia-
dos, y realizareos a continuación una breve 
síntesis del mismo. 

El problema se plantea en forma de minimi-
zación de un funcional de error tal que: 

F = (A, AX 

(4.10) 

En la formulación anterior, 8 es un coefi-
ciente ponderador que en este caso se puede 
asociar a la inversa de la varianza de las 
observaciones, 

La condición de mínimo para el funcional 
F, será: 

(4.11) 

De donde podemos deducir una nueva pseu-
doinveraa generalizada H, que tendría ahora 
la siguiente expresión: 

H (4,12) 

Si aplicamos la descomposición singulur 
de A en la ecuación (4.11), obtenemos: 

(V 111V + e'f) AX = V II UT AY (4.13) 

De donde podemos obtener ya la expresión 
del estimador: 

(4.14) 

Si denominamos como matriz 8-
1 

la parte 
de la expresión (4.14), interior  los corche-
tes, podremos expresar la ecuación en forma 
más compacta: 

AY (4.15) 

Vemos, por lo tanto, que la matriz H toma 
ahora la siguiente expresión' en la cual la 
matriz 11 - i  , ha sido sus ti tuída por la matriz 
e-1 ,.., 
,., 

(4.16) 

Hay que hacer resaltar que dada la estruc-
tura de los términos de la matriz !1 , se con-
sigue plenamente el efecto deseado, ya que pa-
ra pequeños autovalores, los 8¡ no se hacen 
extremadamente grandes, y para autovalores 
grandes los términos 8¡ tienden a ser los de 
la matriz i  que teníamos inicialmente. 

El efecto de este procedimiento, puede 
observarse comparativamente con el de simple 
anulación en la figura (4), viendose que su 
resultado es mucho más adecuado, 

i 
ó 
? 

Fig. 4.2 

5. - ESTUDIO DEL CAMPO DE VELOCIDADES DE UNA
ZONA DE UN ESTRATO.

Se presenta la resolución del problema de 
averiguación de un campo de velocidades 
correspondiente a una mayor compactación del 
medio o bien a una mezcla ¡radual de distin-
tos materiales. 

Se tomó como modelo de simulación un cam-
po de velocidades tal como el mostrado en la 
figura 5, l, con velocidades extremas de 2 y 
2.4 Km/seg. Una vez realizada la simulación y 
obtenidos los registros de tiempos, damos 
comienzo al proceso  e inversión. 

Se han utilizado 6 fuentes de emisión y 6 
receptores, lo que hacen un total de 36 
rayos. 

La discretización 
la figura 5.2, con 18 
en ella se aprecia 
emisores y receptores. 

propuesta se muestra en 
elementos y 16 nodos, y 
la situación de los 

La imagen obtenida, figura 5.3, es apro-
ximada respecto de la real, aunque es de re-
saltar el buen grado de aproximación conse-
guido, ya que en el 85% de los puntos el e-
rror está por debajo del 6% y únicamente en 
el 15% de los puntos supera este valor, es-
tando de todas formas acotado por debajo del 
10%, figura 5.4. 

6.- CONCLUSIONES. 

El uso de la técnica de elementos discre-
tos facilita la resolución de problemas tomo-
gráficos y abre un campo de trabajo del que 
se pueden esperar muy buenos resultados. La 
simplificación conseguida para las tr·ayecto-
rias, que son convertidas en segmentos de 
curvas y puesta en función de los valores no-
dales, consigue la linealización y tratamien-
to globalizado del sistema de ecuaciones • 
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a:MPORl'l\MIJ:NI'O A FATIGA DE UN ACERO AL CARBCNO TRABAJAOO EN FRIO 

Crespo Figueroa, G.; Pilo González, D. 

Departamento de Mecánica y Laboratorio "E". 
Universidad S.intSn Bol!var, Apdo 80659, caracas 1080, Venezuela. 

Resuoon.-·En el presente trabajo se estudi6 el catp0rtamiento a fatiga de prooetas
de acero de bajo carlx:mo previamente trabajadas en fdo. las prd:>etas fueron saooti-
das a varias anplitudes de defonnaci6n plástica a tensi6n y luego scrretidas a fatiga 
(tensi6n-c:arpresi6n) hasta la fractura. Se dem::>str6 que la aI!l?litud de defomaci6n 
plástica c!clica presenta cani:>ios en sus caracter!sticas en funci6n del trabajo en 
fr!o previo. A bajas predefODnaCiones (manores del 6%), las prooetas ellhibieron, al 
principio, un ablandamiento seguick> de endurecimiento hasta la saturaci6n. Para al-
tas predefoxmaciones (superiores al 6%} presentaron un ablandamiento continuo hasta 
la fractura. Al mism:> t.iatp:>, fue medido el acortamiento de las prooetas. Todas las 
prcbetas trabajadas en fr!o presentaron w,a reducx::i6n de su longitu::l (acortamiento) 
que vari6 cx:rro funci6n de la predefornaci6n Ull'uesta y la aI!l?litud de la carga de fa 
tiga; estos acortamientos alcanzaron valores de hasta un 7%, caro en el caso de prC:,:: 
betas con 15% de trabajo en fr!o sanetidas a un esfuerzo alternativo de 270 MPa. Fi-
nallrente, la vida a fatiga se redujo en prd:letas con predefo.onac:iones menores del 3% 
y fue en auoonto para  llas predeformadas del 3 al 15%. 

En los dl.t.:úros años, el mec:anisrro de la fati 
ga en los materiales ha sido bien estn:Uado aen=-
tro de los tres aspectos siguientes: a) defonna-
ci6n c!clica, b) inici.aci6n de la grieta y c)pro 
pagaci6n de la grieta hasta la fractura. El pri=-
mero, defonnaci6n c!clica, ha sido ant>liamente 
estudiado en metales recocick>s o normalizados /1 
-3/ y, con menos extensi6n, en prooetas trabaja-
das en fr!o /4-9/.

En esos trabajos, se ha establecido que, de-
pendiendo de la condici6n inicial del material 
(recocido, trabajado en fr!o, tatplack>) y de las 
condiciones del ensayo, un metal puede, c!clica-
rrente, erxlurecerse, ablariiarse o presentar un 
carportamiento mixto. Tarrbi  se ha aceptado que 
los rretales puros en estado recocido se erxlure-
cen y los trabajados en frfo se ablandan, pero 
alcanzando siarpre un nivel más o manos estable 
de saturaci6n y se puede definir w,a curva es-
fuerzo-deformaci6n c!c:lica con esos niveles esta 
bles de saturaci6n del esfuerzo y la deformaci6n 
/10/. 

Tarrbi  se han reportado c:arrbios macrosc6pi-
cos de longitud en prd:letas defomadas saretidas 
a cargas c!clic:as /11/. En este trabajo, se de-
ItOStr6 caro w,a prooeta de acero de un contenido 
medio de carbono, predefomadas· un 1,7%, reduje-
ron su longitud cuando fueron scxootidas a cargas 
c!c:licas. 

2. PRCCEDIMIEm'O EXPERJMENI'AL
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Los experirnentDs se realizaron arpleando pro 
betas de seooi6n circular con un diátretro de 8 -
mn en la zona de prueba, hechas con un acero AIS 
I 1020 (0.2 %C, 0.5 %Mn, 0.2 %Si, 0.02 %S y 0.03 
%P). las prd:letas fueron recocidas w,a hora a 
850 ºC y enfriadas en el horno con atm5sfera con 
trolada. las propiedades treCIDic:as a la tensi6n-
fueron: Rel = 250 MPa., Reh = 265 MPa., Rm = 420 
Mpa., Arn = 25% y Z = 69%. 

!.os experirnentos se realizaron en una náqui-
na servohidráulica de ensayos y el procedimiento 
fue el siguiente: pr:iirero, las prooetas fueron 
deformadas a tensi6n bajo elongación controlada 
y con una rata de defonnaci6n de 0.004 (1/seg) 
hasta alcanzar la deformaci6n plástica deseada. 
Inroodiatamente después, y sin desrrontar la prd:le 
ta, la náquina era c:arrbiada a carga controlada y 
se aplicaba una carga sinusoidal de tensi6n-can-
presi6n con una frecuencia de 5 Hz hasta que se 
presentara la fractura. La carga media fue mante 
nida sienpre en cero (R=-1). La amplitu::1 de de--
fonnaci6n plástica y la defomaci6n media, esta 
fil.tima definida caro el punto medio del ciclo de 
histéresis, fueron medidas oaro una funci6n del 
nGmero de ciclos. 

3. RESULTM:a3

En la figura Nºl, se muestra la amplitud de
la deformación plástica en funci6n del nGmero de 
ciclos para prd:letas recocidas. caro se d:>serva, 
las probetas saretidas a cargas c!clicas con una 
amplitud del esfuerzo nenor que el límite de 
fluencia inferior, presentan w,a fase inicial en 
la cual la deformación cíclica es aproximadalnen-

-.. 




