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Resumen

e-mail: andrE S(@uses. y ioselus.es.

Se presenta l formulacién mixta del Método de los Elementos de Contomo (MEC) pu 1
problem: s de mecinica de fractura antiplanos en medios anisOtropos. Se implementan Ls
ectaciones integrales (El) e desplazamientos y en  fracciones. Las integrales
hipersingulares asociadis o« 1 El en tracciones s evalian nﬂhamglm carrrll')lo & Val.lable
que permite su descomposicién en integrales singulares con solucién analitica conocida e
integrales regulres de ficil integracién numérica. Se consideran las  soluciones
fundamenta les para plano completo y para semiplano.

Palabras Claves: Método de elementos & contorno, factor de intensidad e tensiones,

anisotropia, » ntipla no, hipersingular

Abstract

This paper discuss on the implementation of the mixed formul. tion of the Boundary
Element Method for antiplane ffacture mechanics problems i anisotropic media. The
6 mul,tion makes use of both the displacement and the tra ction integral equa tions. The

hypersingul.r kernels appe ring in the traction

equation a re computed by transfomation of

the inteorals info regular ones, which are calculated numerically, plus simple singular
mtegrale;g:/\alith hlownegl;llalytical solutions. Full-plane and half-plane fundamental solutions

are considered.

Keywords: Boundary element method, stress intensity factor, anisotropy, antiplane,

hypersmgul ar

1. Introduccion

Es bien conocida la importancia que la
determinacion del factor de intensidad de
tensiones (FIT) tiene en situaciones
ingenieriles con presencia de grietas. La
determinacion de este factor ha sido
abordada en la literatura mediante
diferentes métodos por multitud de
autores, e. g (7, 8, 10, 12). Estos estudios
se han extendido al campo del

comportamiento anisétropo con el uso
progresivo de materiales que muestran este
comportamiento. En este trabajo se aplica
el MEC, en su formulacién mixta, al
andlisis  de  problemas  antiplanos
anisétropos para la determinacion del FIT.
Esta formulacion implica el tratamiento de

integrales  hipersingulares que  son
resueltas aqui mediante un sencillo cambio
de  variable @ que  posibilita la

descomposicion de estas integrales en
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suma de integrales de solucion analitica
conocida mas una integral regular. Este es
un procedimiento mas general que los
existentes en la literatura [11, 6].

2. Formulacion del problema
2.1 Formulacion mixta del MEC

La formulacion mixta del MEC para
fuerzas de volumen nulas se basa en (e

g[1]):
- Ecuacién integral en desplazamientos (§
pertenece ar e):

clx)u/x) + fp (x,x)ui x)d/(x) +
[e

+{ Py (e XA, (RA(x) = fuj (x,x)p; ()A(x)
)

- Ecuacion integral en tracciones (§
pertenece a f+):

P; (x) + N/x) ﬁk (x,x)uk (x)dr(x)+

Ge

+ N/x) fs:k(x,x) u/x)dr(x) —

r
=Ni (x)ﬁk (x, x)pk (x)dr(x)
@

donde r., r+ y I= son los contornos del

problema (fig. la); Pi= pitpy u =

=U - Uj; x (xILx2) y §=(§112) son,
r, spectivamente, los puntos de colocacion y
observacion (fig. 1b); N es la normal
exterior en el punto de colocacion. Se ha
considerado el caso frecuente de que

Pi =0O. u y p son las soluciones

fundamentales en  desplazamientos y
tracciones y sk y d:k estan relacionados

con las derivadas de las anteriores a través

(@) [ -------- : (b)

de las constantes del material.

2.2 Solucién fundamental caso antiplano

Los problemas bidimensionales anisotropos
se desacoplan, si el plano del dominio es de
simetria elastica, en un problema plano mas
uno antiplano. Llamando x;-x2 a ese plano,
la ecuacién de comportamiento en el caso
antiplano puede escribirse como

23J 4 C45J U311
gy, =t Css (U32

y la solucion fundamental tiene la siguiente
expresion (e.g. [6]):

©))

, (x,s) = 2Re{Pn[A;; In(z' -2 )-a Ey Aj; In(z 'Zl)]}
Eii A;i

3 A
p(xs)=2 Re{QH[ » ]Z]f (Mni-mp)-a wpm=-(L 0y -nz)]}

Z 7
4)
donde a=O para plano completo, a= 1 para
semiplano, n=(n1n;) es la normal exterior
al contorno en el punto de observacion

(fig. 1b) y los términos P33, Q33, AB y E33,
dependen de las propiedades del material.

z(y z* son, respectivamente, el punto de
colocacion y el de observacion en el plano
complejo, definidos mediante: z( =

=gl+tu 22 A =5t i % con

1) :'(C45 +i C 4Cs-C 5)/C44, véase
[2].

Con todo lo anterior, tras discretizar los
contornos del dominio, las expresiones (1) y
(2) forman un sistema de ecuaciones para el
calculo de los desplazamientos y tracciones

sobre re y de los incrementos de
desplazamiento sobre T+

2.3 Integracién hipersingular

En las expresiones (1) y (2) aparecen
integrandos de  distinto  orden  de

(ny,ny)=(dx,/dl’,-dx,/dT)
oy
1

Figura J. (o) Denominacion de los contomospara un dominio con grieta.
(b) Normal unitaria exterior en elpunto de observacion
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singularidad: débil, en los términos u, que

se integran mediante cuadraturas de Gauss
con ponderacion logaritmica; fuerte, en los

términos p , cuya integracion puede
obviarse con la condicion de movimiento de
solido rigido; e hipersingular, debido a los
términos s:, que han sido integrados como
se indica a continuacion.

Las integrales hipersingulares tienen la
forma

_“nl - 1’1, 25 <I>dI' (5)

donde Q>son las funciones de forma que en
este trabajo han sido funciones cuadraticas.

Mediante el cambio de variable r= z"* - zf
podemos escribir (ver fig. 1b)

_ _dr dX1_+ dr dx, —

dr dx, dr dx, dr

Por otra parte, desarrollando en seric de
Taylor las funciones de forma tenemos

A
§,(1)-,p,(r-0)+ L.4 -8, +$', r+c{r']

()
Llevando la expresion (6) y los dos primeros

términos del desarrollo en serie (7) a (5), las
integrales  hipersingulares  pueden  ser

pn -0, (6)

(OJOROROJORORONONOR ¥

(a) @ Ares i
Cis .
/

B.

a
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descompuestas en suma de integrales de
solucion analitica conocida mas una integral
regular facilmente calculable mediante
cuadraturas ordinarias de Gauss:

=1y o w o
r&;——f?% = J’ 4, dr=
= j;lg(¢q -GN+ [ 712 dr+¢‘;°£ 715(]5" .

v Sy -
REGULAR ANALITICA ANALITIC4

®

24 Determinacion del factor de
intensidad de tensiones

Para la determinacion del FIT emplearemos
la expresion que lo relaciona con los
desplazamientos de los contornos de la

grieta (e. g [10])

Km = - 3 )
Im {I/(C g5 +p C44)}(')u
donde el asterisco indica el nodo mas
cercano al vértice de grieta y, como
habitualmente, r indica distancia desde el
vértice. Para el elemento del vértice de
giieta se utiliza un elemento recto, a un
cuarto, discontinuo, que representa el

comportamiento Ji de los desplazamientos
en el entorno del vértice de grieta [8].
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Figura 2 Ejemplos resueltos:(a,b) dominio ifinito, (c,d) dominiofinito, (€) semiespacio
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3. Ejemplos Numéricos

A continuaciéon se presentan los FIT
normalizados (K.m~ Km't (rea) ) obtenidos
para los problemas que se ilustran en la fig,
2. Se han considerado tanto un material
cuasi-isotropo, que permite comparar
nuestros resultados con los existentes en la
literatura, como un material ortotropo
(grafito-epoxy: Css~ 3.5 GPa, Css- 7.07 GPa,
Cys~ OGPa).

3.1 Ejemplos de dominio infmito (figuras
2ay 2b)

La concordancia entre los resultados
obtenidos para el caso cuasi-isotropo y los
de las referencias ([9], [61) se pone de
manifiesto en la figura 3 y en la tabla 1. Las
mallas empleadas para el caso de la fig. 2a
ha sido de 10 elementos para el segmento
horizontal y de 2 a 6 elementos para el
oblicuo segun su longitud. Para el caso de la
Fig. 2b se ha usado una malla de 10
elementos.

Kme |-~
1.025 ===

1.000

0,975 Hs = o 5 o S T 0t e el e

0.950 f----- K oo n

L o e "

0875 |- - oo o - S S TSN S e S SN e e

0850 |- { “EStetrabajo |------mmmceee TR, ]
+ Sih 1965 -
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Figura 3 K-wpara grieta bilineal (fig. 2j

Tabla |. K'mpara grietas vecinas en dominio
infinito (fig. 2b, a = 0.45 d)

Vértice: A B € D

Este trabajo 1.0179 1.0290 0.4836 0.5591

E. Pan (1997) (6] | 1.0160 1.0269 0.4830 0.5580

3.2 Ejemplos de dominio finito (figuras 2c
y 2d)

Para caso cuasi-isotropo la tabla 2 muestra,
nuevamente, la concordancia de nuestros
resultados y los existentes en la literatura [3,
4, 5, 6]. La figura 4 muestra los resultados
para caso anisotropo en funcion del angulo
entre las direcciones de ortotropia y el

sistema de referencia, <> Este angulo
provoca una matriz de comportamiento
anisOtropa aunque el material sea ortotropo.
La malla empleada en ambos casos consta
de 24 elementos en el contorno exterior y 6
elementos para definir la grieta.

Tabla 2.K-wparaplaca cuadrada (jigs. 2cy

2d)
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Bjempln, ehy Este Maet Pan

trabajo al. ~ (1997) [6]

0 | 1.1311 1.130 (3] 1.1276
Fig. 2¢
05| 1.1542 1178 5 1.154

Fig.2d | 0 | 0.9232 0.923 [4 0.9231

Tabla 3. K-wpara grieta vertical
en semiespacio (fig. 2e, h = 2a)

Vértice: A B

Este trabajo  1.0499  1.0299

an (1997) [6] 1.0487  1.0287

3.3 Ejemplo de semiespacio (figura 2e)

Nuevamente puede apreciarse la exactitud
de los resultados para el caso cuasi-isotropo
en la comparacion de la tabla 3. La malla
empleada tiene 14 elementos para definir la
grieta. La superficie libre no es necesario
mallarla usando la solucion de semiplano.

4. Conclusiones

Se ha presentado la implementacion de la
formulacion nuxta del MEC para el estudio
de problemas antiplanos de mecanica de la
fractura en medios anisotropos. Las
integraciones hipersingulares implicitas en
la El en tracciones se han resuelto mediante
un sencillo proceso de regularizacion con la
ayuda de un cambio de variable y del
desarrollo en serie de Taylor de las
funciones de forma en el entorno del punto
de colocaciéon. La  generalidad del
procedimiento de integracién permite el
empleo de elementos discontinuos a un
cuarto que modelan el comportamiento del
solido en los alrededores del vértice de una

14 frmmmmm e im e © Grieta descentrada (e=0.5h)
¢ Grieta centrada

0 15 30 45 60 75

[o] 15 30 45 60 75

Figura 4 Kem frente al angulo de las direcciones de ortotropia con el sistema de referencia, p
Jzda: caso defig. 2c. Dcha: caso dejig. 2d

grieta. Los FIT se evaltan directamente a
partir de los desplazamientos calculados
para el nodo mas cercano al vértice de
grieta. De la comparacion de los resultados
obtenidos con los existentes en la literatura
se deduce la eficacia y precision del método
expuesto.
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