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Resumen.- El problema de las rigideaes dindmicas de cimentaciones enterra-
das puede ser abordado por diversos métodos analiticos y numéricos mds o me
nos aproximados. Se presenta en primer lugar la formulacidén dindmica del Me
todo de los Elementos de Contorno para este tipo de problemas. Se estudia
céOmo el empleo de una solucidén fundamental compuesta disminuye el ntmero de
términos despreciados al truncar la discretizacidén de la superficie libre.-
Se estudian algunos de los valores de las rigideces estdticas y dinémicas, -
obtenidos con la solucién fundamental compuesta, y se comparan con los - --
correspondientes a la simple. Se apr cia que en la mayor parte de los casos,
con la solucidén compuesta, se produce una reduccidén del error debido al - -
truncamiento en la discretizacidén de la superficie libre del suelo.

INTRODUCCION

El estudio de la propagacidén de on-
das en medios elédsticos, y viscoelasti-
cos en general, constituye un é4rea de -
interés y actualidad permanente dentro
de la mecédnica de los medios continuos.
Si bien los avances han sido importanti
simas desde el lejano 1766 cuando - -
EULER publicé su nota "De Sano Campana
rum" sobre las vibraciones en las campa
nas, nos encontramos aun lejos de dispo
ner de soluciones explicitas para lama
yor parte de los problemas reales plan
teados. No obstante la existencia de --
computadores, ha permitido en los Ulti-
mos afos la puesta a punto de métodos -
numéricos mediante los cuales se obtie-
nen soluciones aproximadas para muchos
de estos problemas. Uno de los métodos
es el de los Elementos de Contorno, que
aunque no ha alcanzado el grado de des
rrollo del de los Elementos Finitos, re
sulta muy adecuado en determinadas si-
tuaciones, como por ejemplo aquellas --
que implican el estudio de grandes domi
nios.

Un problema que ha ocupado tradicio
nalmente a los sismologos, y con poste
rioridad también a los ingenieros civi-
les, es el de la propagacidédn de ondas -
en un semiespacio eléstico, el cual, -
constituye la base del modelo para el -
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estudio del comportamiento del suelo y -
las construcciones enterradas en él, o -
en su superficie, cuando se produce un -
movimiento sismico o una excitacién dind
mica de otro tipo.

A continuacién se plantea en primer
lugar y muy brevemente, la formulacidén -
del método de los elementos de contorno
(M.E.C.) en problemas dindmicos, y se --
presenta el problema de interaccién sue-
lo estructura. Posteriormente, se estu--
dia cémo el empleo de una solucién fund
mental derivada a partir de la del pro--
blema de KELVIN, permite una mejora en -
la consideracidén de la superficie infini
ta de un semiespacio. Por Ultimo se pre-
sentan valores de rigideces estaticas vy
dindmicas de cimentaciones, obtenidos —
con la solucién fundamental propuesta, vy
se comparan con los que se obtienen em--
pleando 1la solucidén de una carga armbéni-
ca concentrada.

EL METODO DE LOS ELEMENTOS DE CONTORNO
EN PROBLEMAS ELASTODINAMICOS

La formulacién del M.E.C., de manera
semejante a la del caso estédtico, puede
hacerse a partir del teorema de recipro-
cidad de BETTI-RAYLEIGH (demostrado, por



ejemplo en 11J que establece que:

1+ u dS +p € « v +U o+ u dv a

S v

o o
= LY GLodSHE i Lseles i g 8 fEV) O

s v

donde!, f, son respect ivamente los

vectores de tensidén en el contorno, ---
fuerzas de volumen y movimientos,de un

cierto estado dindmico. El punto indica
derivada respecto al tiempo. Las condi-
ciones iniciales para tal estado son:
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Las variables primas t' ,f',' ]
tienen el mismo significado, para otro
estado diferente.

El signo * representa el producto -
de convolucidén, que para dos funciones
g( ,t) v r( ,t) viene dado por:

g*hall , t-s) h(, s)ds v x , V'T+
3)
g hjul= © V XE V.T-
Si empleamos unu transformada integral
sobre la ecuacién (1), por ejemplo la -
de FOURIER, vy suponemos condiciones ini
ciales nulas, la relacidén de reciproci=
dad _se transforma en:

]
t 1 'nds +p f" . ]:11 "dv o :':u'.':d St

\Y S
A
1P Evv dv
donde el superindice (*) indica trans-
formada de FOURIER.

Podemos tomar como estado prima (')
el dindmico andlogo al problema de KEL-
VIN que corresponde a la carga arménica
en un punto y cuya solucidén en movimien
tos y tensiones fué obtenida por DOYLE-

[2] y CRUSE [3].
En el caso tridimensional, el movi-

miento y la tensidén en un punto sobre -
una superficie de normal n cuando la --

carga estda dirigida en direccién J tie
nen la forma: =:
1
U, =---- e
1/Pyq.- XL - L ©)
Jl 4 1P Cé [ l] Ak ljJ
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donde el término e'"® ha sido suprimido
y las funciones x y 1Jdon de la forma:
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En las expresiones anteriores r,C vy
Cs son respectivamente la distancia Pal
punto de aplicacién de la carga y las ce
leridades de las ondas p ¥y 8. =

Con el uso de esta solucidén fundamen
tal y suponiendo las fuerzas de volumen-
f = 0 se obtiene para cualquier punto p
del interior de V, una ecuacién del tipo
de la identidad de SOm IGLIANA .

donde los superindices (*) han sido su--
primidos por comodidad.

En el caso de considerar un punto --
del contorno S aparece una singularidad

en las integrales y la ecuacién se trans.

forma en:
Utds - | Tuds (9
Ecuacién en la que las integrales no in-

cluyen el punto singular y la parte no -
int egrable ha dado lugar a la matriz de

F L

coeficientes, C , que depende de la -=-
geometria de s-Pen p.

La aplicacién de las condiciones de
contorno sobre la ecuacidén (9) da lugar
a una ecuacién integral. La solucién de
esta nos permite conocer y eemn w0
do el contorno. »ediante (8) puede cal
cularse u en cualquier punto del domi
nio y por-derivacién el tensor de ten-
siones.

Para resolver la ecuacidén integral,
se realiza una discretizacidén del con--
torno Sen elementos, expresandose las
tensiones y movimientos sobre estos en
términos de sus valores en ciertos pun-
tos ("Nodos") y de unas funciones de i
terpolacién de tipo polinomico ("funcio
nes de Forma").
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siendo N’ la funcién de forma asociada
al nodo J y ug, t las componentes --
del movimiento 'y v ctor tensidn en di--
cho nodo.

De acuerdo con la discretizacidén an
terior, la ecuacidén (9) puede ser escrl
ta para cada ngdo K, en la forma:

. L0l
gKhﬂK+ E. [ )1 ds ] u(n) =
n=1
elem.
N
e B [ (n)dSJt_(n) (ll)
n-=1
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M = nidhero de nodos por elemento

La ecuacién (11) implica sumatorios
sobre todos los nodos del contorno, de

gl

manera que se puede escribir:

1z2)

Ohps 1KY E 40 1::137 E  S§SKJ tJ

nodos nodos

donde. u. y! - son los vectores de m9.v
mientos-Jy tradciones en el nodo J. !ikj
es una suma extendida a los elementos

a que pertenece J, de integrales de la -
forma:

TN ds
S
n
siendo N' = I N y L 1la posicién del
nodo J dentro del elemento n. Los tér-
minos G1 tienen significado semejan--
te: L

Haciendo,

ks - Bkg AR (13)

= W _
iy, = g *Cx €W

la ecuacidén (12) se transforma en

E liKJ 1::\7 E SKJ !J (14)

nodos nodos

Estableciendo (14) para todos los no

dos del contorno se obtiene un sistema =
de ecuaciones;

Hu=2G6t¢t (15)

cuya solucién nos resuelve el problema -
de contorno. La solucién en cualquier --
punto interno puede obtenerse a traves

de la ecuacidén (8) una vez discretizada.

Si el problema dindmico que se trata
de resolver no es de tipo arménico, pre-
viamente al proceso de solucidén mediance
el M.E.C. habrd de obtenerse la transfor
mada de Fourier de los valores conocidos
y finalmente la transformada inversa de
la solucidén obtenida mediante (15).

INTERACCION DINAmM ICA SUELO-ESTRUCTURA

Las caracteristicas propias del sue-
lo sobre el que se encuentra una estr c-
tura, tienen una influencia muy aprecia-
ble sobre su respuesta dindmica, partcicu
larmente cuando sta sometida a una soll
citacién sismica. Este hecho ha dado 1lu=
gar a procedimientos de calculo sofisti-



cados que han originado a su vez comple
jos programas de computador. Existen -=
fundamentalmente dos métodos de calculo
para tener en cuenta la influencia de -
las caracteristicas del suelo sobre la

respuesta dindmica de una estructura; -
el método directo y el método de los --
tres pasos. En el primero, el sistema -
suelo-estructura conjuntamente, es mode
lado mediante Elementos Finitos y anall
zada su respuesta ante una solicitaciéi.
En el método de los tres pasos, se de--
terminan separadamente: el movimiento

al nivel de un cimiento rigido y sin ma
sa, la matriz de rigidez (impedancia)s=
de la cimentacidén ante una solicitacidn
arménica. por Gltimo, se realiza el --
andlisis dindmico de la estructura sorne
tida al movimiento calculado en el pri=
mer paso y sobre un cimiento con la ri-
gidez calculada en el segundo. En [4]-
puede encontrarse un estudio comparati-
vo de ambos métodos,

El andlisis de la rigidez dinémica
de imentacidén con diversa geometria es
no s6lo uno de los tres pasos del méto-
do indirecto, sino que constituye en si
mismo un problema de interés para el di
sefio de cimientos de maquinas. Este pro
blema ha sido abordado con éxito de for
ma analitica por VELETSOS y WEI [5] p
ra el caso particular de un cimiento --
circular superficial. La existencia de
enterramiento o formas arbitrarias ha -
sido tenida en cuenta mediante variados
métodos numéricos, habida cuenta de que
el mds extendido de los métodos numéri-
cos, el de los Elementos Finitos, resul
ta muy caro en los casos tridimensiona=
les. WO G y LU O [6J calcularon i id
ces de cimentaciones en la superficie -
de un semiespacio eldstico integrando -
la soluci6én fundamental de LAMB; lo - -
cual implica gran cantidad de tiempo de
computador dado que la solucibén no se -
encuentra en forma explicita sino en --
funcién de una doble integral sobre un
dominio infinito. También emplearon es-
te método para resolver el problema de
difraccién [7] . Un procedimiento seme-
jante ha sido empleado por KITAMURA y -
SAKURAI en [BJ De e tenerse en cCu€n -
ta ademas, que los metodos que hacen --
uso de la solucién de LAMB solo son va
lides para cimientos superficiales. -

En el presente articulo se calculan
rigideces dinadmicas de cimentaciones --
cuadradas con distintos grados de ente-
rramiento en un semiespacio elastico, -
haciendo uso del método de los elemen--
tos de contorno. Esto permite el em- -
pleo de la solucidén fundamental de - --
DOYLE y CRUSE que puede ser integrada
con facilidad sobre los elementos. La -
existencia de amortiqguamie nto histeretico
en el suelo puede ser tenida en cuenta
con solo considerar el modulo de elasti
cidad transve sal con una componente -

{2

imaginaria.

El uso de una solucidén fundamental,
para el espacio completo obliga a inte-
grar sobre la superficie infinita del -
semiespacio, 1lo cual implicaria una <lis
cretizacidén de dicha superficie. Esta-
da lugar a aproximaciones obtenidas di
cretizando Gnicamente una parte de la -
superficie proxima al cimiento. Si dis
pusieramos de una solucién fundamental-
para el semiespacio que fuera fécilmen-
te integrable, no seria precisa la dis-
cretizacidén de la su erficie 1libre del
suelo. Aunque APSEL 19] ha establecido
una para el semiespacio estratificado,-
resulta muy laboriosa ya que hace uso,-
de un desarrollo del movimiento de los
estratos, en el dominio de los nGmeros
de:ondas de los modos propios de vibra-
cién, lo que da lugar a que la solucidn
fundamental quede en funcibén de integra
les extendidas sobre un dominio infini=
to y que la evaluacidén e integracidn de
dicha solucién consuma mucho tiempo de
computador.

En las referencias [:0, 11] ya se -
obtuvieron rigideces de cimentaciones -
haciendo uso del Método de los Elemen--
tos de Contorno. En 1127 uno de los au-
tores empled el Método para problemas -
de difraccidén . A continuacidén se presen
ta, una forma combinada, mediante-el me
todo de las imagenes, de la solucibén -=
fundamental de DOYLE y CRUSE, que permi
te reducir los errores cometidos por la
eliminacidén de parte de la superficie -
sobre la que se extienden las integra--
les de contorno.

EMPLEO DEL METODO DE LAS IMAGENES PARA
LA OBTENCION DE UNA NUEVA SOLUCION FUN-
DAMENTAL

de rigideces de ci-
del domi--

En los problemas
mentaciones, la superficie S
nio, que debe ser discretizada, se compo
ne de dos partes (Figura 1): Sl de in-=
terfase entre semiespacio eléstico y ci-
miento, y S2 que corresponde a la supe
ficie libre del suelo y se extiende has-
ta el infinito. Dado que se cumplen las

Dominio

Figura 1.

condiciones de regqgularidad, las integra-

=l S —— -

les sobre la superficie de radio infini
to que cerraria el dominio, son nulas.-

En este caso, la ecuacién (9) puede
ser escrita en la forma:

@p gp = L,;_ds - |TudS- |Tuds (16)
41 S, 2,
ya que! = Q sobre s2.

La ecuacidén para un nodo k una vez
discretizada, serd de la forma:

1 n n n
k + [ i Mldslu™\ E[ N®)dsju® =
_ Jf JT
oty L n=N1
elem. 8n elem. 3n
N ®lasgt @) (17)
‘nr [
elem. n
donde NI es el nGmero de elementos en

s, y el segundo sumatorio se extiende

hasta infinito, supuesto que los elemen
tos de contorno son finitos. Este suma

torio es el que ha de ser truncado, in-
troduciendo asi un error, ademids del ya
inherente al proceso de discretizacién.

La matriz T tiene la forma:

T1n Tp T3
L= | T, %w %53 (18]
| T Loy Uy

Es facil comprobar en la ecuacidn =
(6), que si el nodo k se encuentra so--
bre el plano z = 0, la matriz T ‘-para un
elemento en ese mismo plano, t}ene cin-
co de sus elementos nulos, siendo de la

forma:
0 0 T13
T- |0 0 T, (19)
Pen  Tap O

Este hecho arroja 1luz sobre los pro
blemas correspondientes a cimentaciones
superficiales, en los que sobre todos -
los elementos, 1la matriz! es de la --
forma (19), y para los que se obtienen
buenos resultados aGn considerando muy
pocos elementos sobre la superficie 8S2,

Cuando se trata de cimentaciones en

terradas, en las ecuaciones

estructura, la matriz T
mentas de 52 es llena.

correspon--
dientes a nudos de la interfase suelo--

para los ele--
Ahora bien, si -

en vez de utilizar la solucidén fundamen

tal de DOYLE y CRUSE,
puntos de z # O,

empleamos,
la compuesta por, una

para=

carga arménica unidad concentrada en el

punt (xR? Yip, Zp)

otra 1 ual en mod

lo direccion y sentido, aplicada en el

punto® " (xp, Yp, -zp)
la figura 2, 1la matriz I,

como se indica en

—Tl
"1
-z
p
z
p
—+
Figura 2. Solucién Fundamental
en los puntos de la superficie z = 0,-
tiene sus términos Tldps SE22=r T 2= T21=
T33: 0 y los restantes son de la forma:
13- A[-2c<n r,1 -2r,1 r', 25
on
wa JOIE
- 2D E r,"3 =— + 2E r,, nJ
on
F B , B or) -
T23 Al 20<n3 r', 2r’2 L
on
_ | | or
2D r 5 'y + 2E r,2 n,J
on
T3 - A[2B r . n. +(4C - 2D)r,1 r OFl
1 i < 0
T32- A[2B !, n3+4C - 2D)r , I, or]
\ 3
donde : (20)
1
A = c2la)
41

8
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Con el uso de dos cargas antimétri-
cas se ha conseguido que, también en ci
mentaciones enterradas, la matriz T pa=
ralos elementos sobre la superficle S ,
torme la forma indicada en (19). Notese
que todos los términos de la diagonal -
son nulos y que cuando se dé un rnovi- -
miento, por ejemplo segin x, al cimien-
to el movimiento de la superficie seré
fundamentalmente segin %, siendo de me-
nor importancia u ; que es precisamen-
te el que multipli a a la componentede T
no nula en la superficie libre del sue
lo. Cabe esperar pues, que el error co-
metido al despreciar términos del segun
do sumatorio de (17) a partir de un - =
cierto numero de elementos, disminuya -
sensiblemente por el hecho de emplear -
la solucién compuesta en vez de la sim-
ple.

RIGIDECES DINAMICAS DE CIMENTACIONES -~
TRIDIMENSIONALES ENTERRADAS

A continuacién, se analizan algunos
de los resultados obtenidos haciendo --
uso de la solucidédn compuesta, y se com-
paran con los de la simple. Se han tra-
tado cimentaciones de planta cuadrada -
con distinto grado de enterramiento. --
Las dimensiones de las mismas fueron -
2Bx2BxE, y se tornaron distintas relacio
nes FiB. Se emplearédn elementos de cofi
torno con forma rectangular, con un sb&=—
lo nodo en su centro y funcidén de forma
c nstante. En la figura 3, puede apre-
ciarse el tipo de discretizacién de la
superficie empleado. (Se muestra 1/4 de
bido a la simetria existente). -

Se obtuvieron resultados, haciendo
uso de la solucidén fundamental de DOYLE
y CRUSE. (Solucién G)) y empleando la so
lucidén compuesta mediante el método ,de-
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Figura 3. Discretizacién

las irnégenes. (Solucién (2) ). Ademés, pa
ralos dos tipos de solucidén fundamenta

se aborddé también el problema en la hipo
tesis de que la coordenada z es indepen=-
diente de x e y,las cuales por su parte,
si estéan acopladas entre si. Llamaremos
Solucién ® a la correspondiente a la -
solucién fundamental simple y @ a la -
compuesta.

En la figura 4 pueden apreciarse - -
ejemplos de cormo varia el valor de las -
componentes de la rigidez estatica - - -
w = O 01), dependiendo de la cantidad
de superficie S, discretizada. Debe --
destacarse coémo %as solucion2s () y@ -
mantienen, desde una discretizacién nula
de S, un valor préximo a aquél que fi--
nalrnente tienden G vy Este hecho -
conguerda de manera excelente con lo que
cabia esperar del uso de la solucidén fun
darnental compuesta. Cuando E/B = 0O, las
soluciones G y ® coinciden légicamen
te con las (@ y @ respectivamente. =

Para el estudio de la variacién de -
la rigidez con la frecuencia, los térmi-
nos de K son escritos en la forma tipi

ca
© .
Kr] = Kﬁf(klj T3 Ay cﬁ]) (2)
donde ao, = B/:Cs es la frecuencia adi-
mensional.

Comentaremos brevemente, de entre --
los esultados obtenidos, algunos que --—
considerarnos representativos. En las fi-
guras 5 y 6 puede apreciarse como variill

L

e

e S——

< e e

—————

y cxx con la frecuencia, en un ci--
rniento con E/B = 2, cuando se torna una
discretizacidén nula de S (firgla B)) W =
cuando se discretiza S2 "hasta una di
tancia 3.3 B del borde del cimiento -
(Eig~.. @) Puede apreciarse cormo para -
kxx se tienen en todos los casos resu!
tactos de precisidn aceptable, mientras
que para Cxx, al aumentar la discreti-
zacién, las soluciones () y @ se - -
aproximan a (@ y @ que varia poco. -
En las figuras 7 y 8, puede apreciarse
una evolucidén semejante para kzz y Czz
en un cimiento con grado de enterramien
to menor (E/B = 2/3). En el caso de-=-
E , siendo E/B = 4/3, presentado -

Sl il en las figuras 9% -y 10b, los -
resultados varian poco de una soluciébn
a otra. El término k_ <P, figura 9a
y 10a, sin embargo, se L= comporta de
manera muy semejante para las solucio--
nes )y @ en la mejor de las discre

5
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© Discr. Sup. (@) Discr. Sup
Fig. 4.- Rigi eces estaticas.

cretizaciones quedando las soluciones®
y @ separadas de forma apreciable.Los
valores de las soluciones G y (2 se -
modifican con la reduccién de la discre
tizacién de S de forma semejante - =
aunque en sentido contrario. Este dato
que se aprecia para la rigidez de bala

ceo en cimentaciones muy enterradas, no
muestra ninguna mejora en los resulta--
dos por el hecho de emplear la solucidén
compuesta. Sin embargo el grado de en-
terramiento es menor, por ejemplo - - -
E/B = 2/3, claramente se obtiene menor

variacién en los resultados, al reducir
la cantidad de S discretizada, con -
la solucidén () que con la <) La fal
ta de mejora en los resultados antes cI
tada, puede ser debida al hecho de que
en el movimiento de balanceo de cimenta
ciones muy enterradas, los rnovirnientds-
horizontales y vérticales son de magni-
tud semejante y los términos de fuera -
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de la diagonal de T adquieren mayor im- la rigidez horizontal, la solucidén fun-

portancia relativa En tal caso, los - damental compuesta (2) , se wve sensible
resultados obtenidos con la solucidén - mente menos afectada por la cantidad de
(2), mejorardn considerando como proble superficie S discretizada que la G).

mas independientes los de aplicar suce
sivamente las componentes horizontal y
vertical, del movimiento de las paredes
del cimiento.

Por ultimo, 1& figura 13 muestra la in-
fluencia practicamente nula de la canti
dad de superficie libre discretizada,

sobre la rigidez dindmica de torsidén —
cuando se emplea la solucién fundamen--
tal compuesta. Esta influencia, si - -
bien no es muy grande, es apreciable en

En las figuras 11 y 12, puede apre-
ciarse claramente como, en el caso de -
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zZ

cimentaciones enterradas, cuando se em—
plea la solucidn simple.

CONCLUSIONES

Se ha presentado en primer ygar,
como mediante el método de las imagenes
se puede obtener una solucién fundamen-
tal que reduce sensiblemente, en los —
problemas de cimentaciones, el numero -

de componentes no nulas sobre la super-
ficie libre del suelo, de los vectores
tensién producidas por las cargas con--
centradas segun las tres direcciones x ,
y, 2. Este hecho ha permitido obtener
buenos resultados para las rigideces es
tdticas aun con un numero muy reducido-
de elementos en la superficie libre del
suelo. También ha permitido disminuir
la influencia del truncamiento de la —
discretizacién de la superficie libre -
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Fig. 8.- Influencia del tipo de solucidén empleada sobre

K y CZZ , (E/B=2/3. Discr. superficial 3.3B)
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discretizad'3.

sobre los coeficientes dina-
en la mayor par

del suelo,
micos de las rigideces,
te de los casos.
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