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;esurnen.- Existe actualmente un interes 
notorio sobre el car.,po de la optimización en 
general, si bien son escasos los trabajos en 

Abst:-act. - Newadays there is an i;;:po:-tan: 
in•erest about the optimization f i e l d  in gene-
ral .  but worL<:s about dinamic behaviour are a 

el. a,iartado correspondien'.'.e al comportamiento few. 
d:námico. 

i::l p:-cbler.-,a se plantea de una :orma gené-
:-1ca. pudier;do aplicarse a cont1r.uos o a es-
tr•.octuras disc:-etas, teniendo en este último 
caso, cier:as simplificaciones. 

Se tra:a en todo -,o;:-.e;i o de utilizar el
"sc:·,;are'' nor;-;-,al existen e en el rnercado pa!"a 
aquellos sectores dente esto es posible. 

:=e. ha ras. 

I . INTRODUCCION. 

La ::::<:finioión de un problerr:1 de diseño en 
términos de optirrización sigue siempre unos 
pasos como son: la sintetiz:1ción e.el funcional 
a optimizar, el plantemaiento de restricciones 
funcionales, dimensionales y tensionales. 

Se plantean distintas estrategias cuando 
hablamos de optimización en el campo dinámico, 
normalmente se define una función objetivo ce 
tipo volumétrico (peso o masa), este es el caso 
clásico y más normal. En otros casos se define 
como función objetivo cel problema una ampli-
tud de uno de los grados de libertad del siste-
ma. La amplitud se calcula utilizando superpo-
sición modal, teniendo la posibilidad de sim-
p l i f i c a r  el problema en función del rango de 
frecuencia del trabajo de mane!"a que la u t i l i -
zación de un mayor número ée modos hará más 
exacto el valor de la respuesta pe:-o a costa 
de una mayor complicación. 
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".'he problem is studied in a general way, 
and i t can be aoplied to continuous and dis-
c:-ete structures, having in the latte:- some 
simpli f ications. 

:he aining is to use ther ''normal software·• 
we have in the market for those sections where 
i t  is ;,ossible. 

An examole 
showed. 

about a beam s true :ure is 

Un segundo problema es que tendríamos que 
limi car la amplitud en el resto de los gracos 
de libertad, as i como los pesos de las barras, 
ya que de otro modo llegaríamos a un diseñe 
sumamente pesado. 

Teniendo en cuenta que normalmente se u t i -
l i za  como función objetivo el peso, con rest r ic  
ciones de flexión máxima, y tensión máxima u t i :
lizaremos los mismos conceptos, pero en el cam-
po dinámico, de forma que el seguimiento del 
razonamiento sea lo más simple posible. 



2. DESARROLLO DEL ALGORITMO.

Comenzaremos por el desarrollo de la fun-
ción objetivo y a continuación desarrollaremos 
las restricciones dimensionales, para finall-
1.ar atacando las de tipo funcional. 

2.1. función objetivo. 

Ya habíamos decidido inicialmente, que la 
función objetivo sería de tipo volumétrico, 
y supondremos que los sólidos manejados son 
homogéneos, i sótropos y continuos. Con estas 
premisas, si consideramos un sólido q erse   -
tiende en un dominio D, su peso sera .uncion 
de las coordenadas de los puntos nodales con 
las que hemos discretizado su frontera, de este 
modo: 

cado que c:e; 

w 

W(P. l. l 1 i= , n
12.1.11 

o v(p) 12.1.21 

por lo :anto la función a mini izar será: 

V =  V(?) ! 2. l. 3 I

Para el caso e:1 el cual exis:iese:1 discon-
t:nuidaáes tales que: 

1 2 .1. 4 I 

ccr.-.o es el e aso de rr.uchas ex ::-·..:e   .... :-as ccr.iunes. 
se suele asociar a cada subéOl".'.i:.ic ur.a varia-
ble de :crl".'.a que er. el case ée ¡:lacas sería 
el esoesor o e:i el caso ée ba:-:-as, las seccio-
nes  ·?or lo tari"t:o oa:--a el cas? de  úl ti;:les 
subdominios, la expr;sión de la iu:i::ón obJeti-
vo, será: 

'J/(xi
l
i=l.".'. 

; 2 .1. 51 

w = .: V( X) 

m 
V =   Cl. X. .. l l

i=l 
:2.1. 71 

m.- número de elementos. 

X. 
l

ª ·
l

variable asociada al eler.-,ent  i. 

- Parámetro asociado al elemento i. 

El cálculo del gradiente de estas funcio-
nes no suele presentar problemas, de  do que 
tendríamos: 

'JW = ., . 'J V = ;¡ 16 V/ ó x1 
, 6 V/ !x

2 
, .•. ! 

,2.1.el 

A continuación estudiarel",OS las res: iccio-
nes dimensionales. 

fig. 1 

2.2.- Restricciones dimensionales. 

Las restricciones dimensionales pueden uti-
lizarse por dos motivos, en primer lugar para 
garantizar un tamaño mínimo de los elem:ntos, 
y en segundo lugar para cierto tipo de anal1s1s 
para el establecimiento de los límites para 
la desaparición de elementos y la consiguiente 
modificación de la topología del sistema. 

El número de restricci.ones suele ser el 
mismo que el de variables o en algunos casos 
mayor dado que pueden limitarse de alguna for-
ma las relaciones entre variables. Por lo tanto 
tendremos dos tipos, a saber: 

ti;,o (a) 
12.2.11 x•. > 

tipo (b) 
xk < f(x1, x2 . ' .. ) 12.2.21 

Estas relaciones se suelen expresar en ior-
ma de funcional como: 

t.ipo (a) 

gj -x. + x• < o 12.2.31 
i -

tipo (b) \ (xk) 
gj = ... ) 

- 1  o
f2 (xl . x2' 

Los gradientes 
sionales del tipo 
que: 

de las restricciones dimen-
( a), son simples, de modo 

tipo (a) 
. T 

V gJ :: I0,0,-1,0, ••. 1 12.2.51 

En el segundo caso, serán mas o menos com-
plicados en función de la estructura de las 
funciones f1 y f1

tipo (b) 

VgJ = _ l _  
f 22 

), ... 1 

12.2.51 

2 .3.- Restricciones funcionales. 

Las restricciones funcionales 
caso dinámico las expresiones más 
y donde normalmente los gradiente 
laboriosos de obtener. 

son en el 
complejas 
son más 

Las restricciones de este tipo suelen ex-
presarse en forma de limitaciones de amplitud 
o en otros casos de velocidad o aceleración.,
en los tres casos pueden ser valores picos o
R.M.S.

Un segundo tipo :::e resr.ricciones funciona-
les son las de ter.s iones y para su acotación 
será necesario tener en cuenta las limitaciones 
por fatiga con la consiguiente reducción de 

( J  
mx 

Pasamos a continuación a deducir las res-
tricciones de amplitud. 

q=l, 2, ... , m 

m.- número de puntos de control. 

12 .2 .71 

Normalmente se obtienen mejores resultados, 
al modificar la anterior condición en la for a: 

tipo (a) 
Gk

12.2.e! 

Otro tipo de funcional de ampl.:.tud, es el 
de diferencias de amplitudes: 

ti¡)O ( b) 
1 - 1 < o 

12. 2 .91

Los gradientes respectivos para los dos 
casos serán, 

12 .2 .10 1 

tipo (b) 

'7Gk -3.lóq_=._ _l l a(óq_- .1q_, ) T 
.:.•q 3xl , ... 1 

12 .2 .111 

La obtención de estos gradientes, dada su 
extensión se realizan en el anexo I. 

Las últimas relaciones funcionales que con-
sideramos en el problema dinámico, son las de 
limitación de tensiones. 

Las tensiones están relacionadas con las 
deformaciones a través de la matriz de compor-
tamiento elástico D, de tal forma que: 

<1 = D 12.2.121 

Asimismo, existe una relación 
maciones y movimientos, tal que: 

8 ó 

con lo cual, sustituyendo en 
12. 2 .12 1, se obtiene:

(J  = s ó 

donde S = D"B. 

12 .2 .131 

la ecuación 

12. 2 .14 1

Las restricciones en tensión son, quizás 
las más complicadas de manejar, a causa de que 
es necesario establecer puntos de control en 
el sólido o sólidos manejados. Además es nece-
sario especificar el tipo de criterio utiliza-
do para determinar la tensión equivaler.te 
(Tressca, Mohr, ... ). Otro aspecto a conside-
rar, si estamos estudiando un material sensi-
ble a los efectos fatiga, será el coeficiente 
de reducción de tensión admisible en función 
del número de ciclos. 

Suponiendo que se ha tomado una decisión 
sobre los puntos anteriormente enunciados, y 
suponiendo N puntos de control, obtendremos 
las siguientes restricciones: 

( J  < ( J  • 
r- r r=l ,2, ... N 

12. 2 .151

Obteniendo la expresión del funcional en 
la forma acostumbrada obrendremos: 

Gk crr 
12 1 < O• -

o 
r 

12.2.15/ 

El gradiente de este funcional será: 

( J  00 ocr 
7G k r r r .,. 

2
( J  • 1 • 
r 

l 2 .2 .171 

Una vez determinados todos los funciona-
les, así como sus gradientes, pasaríamos a 
considerar el método de optimización más idóneo 

2.4.- Vector de movimientos 

El cálculo de los movimientos puede reali-
zarse por dos caminos, bien directamente me-
diante ir.tegración en el tiempo, o bien por 
aplicación de los conceptos de superposición 
modal, y sintetizar de esta forma el vector 
de movimientos. Este 'ultimo método, tiene ven-
tajas, siempre que el problema sea lineal, y 
es el que seguiremos en nuestro desarrollo. 

C:l método de síntesis de la respuesta me-
diante superposición modal es ampliamente cono-
cido y puede encontrarse en cualquier tratado 
de dinámica. l 21 . 

El primer concepto que manejaremos será 
el de la función de respuesta en frecuencia. 



La F.R.F. H .. ( íl ), no dá la ,espuesta de la 
esi::ructura en 11.a coordenada q, debida a una
excitación armónica de valor unitario en la 
coordenada p y se expresa como:: 

<P <P. 
H. ( íl)lJ 

n 
i: 

r=l 

ir Jr 
- - y - - 2 

( 1 - r  !"' ) +

1 

1 ( 2   r )r- r 

donde: 
r r

K r

e r

M .. = 

Q /1;:,r
2 w . M r r 

e /2 Y! 
!" r 

<P T e $ 
-r 

M 

12.2.181 

'11 
r 

r 

n.- número de modos considerados. 
íl.- frecuencia de excitación. 
w .- f,ecuencia natural. 

0 .- vector modal. -r 
Kr.- rigidez mcdal. 

M .- masa modal. 

 r.- coef. de amortiguamiento modal. 

El vector de respuesta para los puntos del 
sólido o estructura estudiados se puede expre-
sar de una forma general como: 

n <P T 
$ ? n t ) cos -

ü( t) 
-r -r i: - - - - - - -

l(l-r2J
2 ; Y, :{ r=l !" + (2  r )-1 2 

r r r 

12.2.191 

El sistema es potente y flexible al mismo 
tiempo. ya que permite tomar en consideración 
un1camence, quellos modos que sean de inte,és 
en función de los limites de frecuencia maneja-
dos. En segundo lugar se puede utilizar con 
cualquier fuerza de excitación ya que si ésta 
no es armónica, siempre podremos descomponerla 
en serie de Fourier. 

Otra de las posibles vent:ajas es que la 
función puede obtenerse 
experimentalmente, y mediante técnicas apro-
piadas, obtener los parámetros modales reales, 
con lo cual se puede iniciar el proceso de op-
timización con parámetros muy fiables. 

Como contrapartida a las ventajas enuncia-
das, el cálculo del gradiente se hace laborio-
so, como se puede comprobar en el anexo. 

El núcleo principal del programa, está con! 
tituído por tres sectores, el primero es un 
programa de elementos finitos convencional, 
el segundo por el programa desarrollado en este 
trabajo en el cual se realiza el cálculo de 
los gradientes de las distintas funciones, por 
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último, en el tercer lugar, el programa de op-
timización propiamente dicho. El optimizador 
ui::ilizado es del tipo de d:rección posible. 
111. l 41.

?ARAMETROS 

M.E.?".

GRADIENTES 

OPTIMIZADOR 

3. APLICACION A UNA ESTRUCTURA.

Se ha realizado una aplicaci#on a una es-
tructura típica ée edificación, con un conpor-
tamien   resistente a cortadura, figura 2. 

- u 1

 -----------1 --- u2

I' 1 - - - - - - - - - - - - - - +  - - - C.)3 

1 - - - - - - - - - - - - - - +  - - - u 4

t:'ig. 2 

La función objetivo en est:e caso será el 
peso total de la estructura resistente, com-
 uesta por las columnas, que es lo que queremcs 
optimizar. 

':J 
n 
E 

i=l 
2. P,l.x.

l l

l 3.1 ¡ 
Las restricciones impuestas son los despla-

zamientos de los grados de libertad 1 y 2. 

La deducción de la matriz de rigidez, pre-
senta una pequeña complicación, ya que dicha 
matriz es función de los momentos de inercia 
de los pilares que se desean optimizar, y no 
directamente de las secciones: 

K ..lJ
12EI=   !ij l 3.21 

La solución a este problema ha efectuado, 
averiguando que tipo de función relaciona Xi 
con I .. 

Se ha utilizado una técnica por mínimos 
cuadrados para los valores tomados de un 
prontuario de los valores de secciones y momen-

t:os de inercia de perfiles tipo HEB, obtenién-
dose la siguiente función: 

I/1E5 = 81 + B2 • (X/ 1E5) + B3 • (X /1E5) 2

13.31 

La representación gráfica de 
se puede apreciar en la figura 3. 

la función 

REUCI()I .OEIITO OE I . · l"2  PfWl l  HES 
2 0 0 . - - - - - - - - - - - - - - - - - - - ,  

" '  w .. 
  
'.! 
! 
u 

a
a

z 

! 7  

150 

125 

100 

75 

50 

2S 

8 ! •  520 
B2•. 540 
B3•. 024 

20 30 40 50 60 70 60 90 100 
OJAMlOO OEl. .\AEl 111 • 4) 11. E5 

F'igura 3 

Los valores de los coeficientes son: 

81 0.520 

82 0.540 

B3 0.024 

De esta forma podemos expresar los términos 
de la matriz de rigidez en función de las va-
riables a optimizar Xi, en vez de Ii. 

Las derivadas de los términos de la matriz 
de rigidez son de esta forma deducidos fácil-
mente. 

Los valores iniciales de las variables fue-
ron los siguientes: 

Xl 
X2 
X3 

50E-4 
80E-4 
155E::4 

m2 
m2 
·m2

X4 = 320E-4 m2 

Se acotaron estas variables entre los si-
guientes valores: 

lE-4 < Xi< 2700E-4 

Las magnitudes del problema tomadas como 
constantes fueron: 

Li 3.00 m 
Ei = 2.06 • Ell 
ul . J05 m 
u2 .003 m 
? = 5000 N

N/m2 

Las frecuencias naturales del sistema ini-
cial son: 

wl 
w2 
w3 
w4 

40.1 
109.5 
165.4 
388.5 

rad/seg 
rad/seg 
rad/seg 
rad/seg 
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La respuesta de la estructura para una car-
g a ?  colocada sucesivamente en cada una de las 
frecuencias se puede apreciar en la figura 4. 

z "' 
  

2 0  

15 

10 

1\
1 

1/ 1 \  5 

¡/ \, 
/ lt- I' 
, , 1  / \ ' o --- '-.'-:
o o 1 0 0  

U(I) 

U 121 

U(Jl 

U (4) 

1 ·"
150 200 250 00 50 400 

FREC'..ENCIA raa/seg 

Fig. 4 

Se realizó una optimización con una frecuen 
cia de excitación dentro del espectro entre 
wl y w4 obteniéndose los siguientes resultados 
de respuesta, mejora de la función objetivo 
y modificación de secciones, figuras 5, 6 y 
7. 

20 

z 15 

  • 
E 1 0  

we 65 rad/seg 

UII) 

Ul2l 

Ul31 

U (41 

O O 100 1 200 2 00 350 400 
FRECI.ENCil  ICI/S19 

Fig. 5 

EVOLUCIOH OE U FIJICION 08JETIVO 
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28 

2 26 
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" '  " 
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20 . . _ . . _ . . _  _ _ . .  _ _ _  . . _ _  _ . _  . . . . . .   - - - - '  
o 1 2 J • 5 s I a 9 10 11 12 :J u 1

Fig. 6 



EVOLUC :OH 0E LAS 'IARJ .\BLES 

FEilF1L N 2 

F'ig. 7 

La reducción en peso es, como puede obser-
varse de un 13%. 

El tiempo de C.P.U. fue reducido, 30 seg., 
aunque si tenemos en cuenta el tamaño del pro-
blema, fácilmente pude atisbarse que el mayor 
obst:áculo en este tipo de problemas será el 
tiempo de cálculo. 

CONCLUSIONES 

El método funciona de forma satisfactoria 
y puede ser :nuy adecuado para su aplicación 
a la resolución de algunos problemas estructu-
rales que se producen en estructuras industria-
les sobre las que existen :náquinas y equipos 
que generan vibraciones. 
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ANEXO!. 

Gradiente 
plitud. 

de la restricción funcional de am-

, ... ' 
ac. .a 

I 
T

q¡ X 
iTI 

El problema será, por lo tanto, obtener 
los ac. q/ a x. , por lo que recordaremos :.a for-
mulación dad§ para C.q. 
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dl\ 
lr

) ; 2r

3µ 
r

ax." 
l

aw 
rax. 
l

a.i..
rax.
l

ªª r 
ax. l

.2 

A. 0 
T 

0 p r -r -r 

,;2r 1 ( 1 r2 / + (2!; . rl 2
IY, r r 

= 

= 

= 

= 

A3r 

2 0 
T

-r 

0 
T e

-r 

a.i.. 
Y, rax-:-

l 

T 

cos ( íl t 

p 
+ 0 

T

a 0 -r
o X. 

1 

r
a xi
µr 
- )
r 

a 0 -r

l 

• .l.. -Y, 

- \ 

-r 

p 

Y, 0 + 
-r

- ( l
r 

T 

0 0 - r 1  ax. r  I 3 X. -r
l 

Sen ( ílt - C1 }r 

1 2- r r 

(2 ¡; r + l -r r 

a¡; 

r 2)r 

1 

3Cl r
ax. 1

p 

aw 

wr-µ :- axrl
i

a c 
3 X. !1J -r

l 

w r
-2

( r r 
+   r ¡; 

ar r 2 ar r 
r ax.") Í l -r r ) + 2r r 3 x . ¡; r- r

N 
Como:   = i: 

r=l 

l 1 

aA 
-2.!:)k 

X. ¡. 2rl = 

IK • /l.. 1
2

r 2r 
A2r 

d -x. 
l

1 K A 12· r · 2r 

) A A 
lr· 3r

El gradiente de los autovectores se encuen-
tra desarrollado en la ref 131. 

Re  
u n  
a 
Est 
d e  
qUE 
plE 
tr, 
blE 
de1 
me< 
mi1 
zac 
re: 
tr1 
tr, 
ca, 
11, 

l. 

Dis 
en 
obj 
tis 
rar 
t n  
cié 
te 
guj 

M 

s 

g 

La 
ció 
señ 
de 
niro 




