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EL USO DEL METOOO DE LOS ELEMENTOS DE CONTORNO EN EL CALCULO DINAM!CO

CE PROBLEMAS AXILSIMETRICOS.

Impsraldcr, J.M.

S.7.S. l!e r geniercs : ! s:rial2s
:tra l!el :entro s;n ( afira 3a:la
tt s.:-.s. C.e ::lgeni r-::s @ dtls":rlal es
:,.0en:.l&@ei—1.a) ercedes s/n, 4101%i2
Resumen.. - S: o jeti'lc Je es:a
comunicacidn es :ostrar la ::exi i:i:lad

:le: dto:!lo le :0s E:e=entos :@e Co torno

para a cr:lar e: ci:: :o :le :as
:.=pe:lancias !:.ni=icas :le ci entaciones
r!gidas ww.. ='=Q.-!a :le revo:ucioédn
e=e i:las en ted:.:s omogénecs \%
es:ratifica:!os. Ale=as :le presentar :a
fcr= :aci n l!esarrc::a:'a. el =, o:lo se
aplica a. casc i2 erme t ac:. :les
samiesf3ricas poniands le a :f:.es:.o

cier::s aspect:s !es co—pcrtamien oy
a :.n:: encia e diferentes
fac:cres s: re . ..V 13':10 ‘anc1as
. 4. dcas ta:as o odledlice
a=crtig a=:entc y rig:dez relativa C9
:a ase para e. caso e tarrencs
es:ra:ificadcs e :ipc i:apa. Les
res ::a:!lcs c ten::lcs s :=paran con
:es .!e 1ires a :cres.
1le INTR.OOUCCI ON
n s J:::.=:s  ar.cs. el Métcco Je
:0s  E:e=entcs tle :entorno se ha
ti::zad para el calc 1lc de las
pedancias :ind icas de ci=entaciones
r!jidas con ariada tipclogia \%
s sler.taias en !iferentes odelcs da
terreno. as pri eras aplicacicnes cel
método datan e f: ales e la decada
ar. e:- r 051, m!"'a =.imen-tacicnes
recta gulares s__:? an semiespacio
hor:cgeneo. Alal"=_:in at al e ,/2/
trataren a: =is o problema mediante un
6delo bidi=ensional. Abascal /3/
extendid el estu:!io al caso ¢9

:i=entaciones caadradas. con mé6celos 1
y tridimensionales y dentro del primero
de al:cs :onte=pl6 terrenos con
estratificacién cualquiera. Cano /4/;
Alarcén.  Dominguez y Gomez-Lera /5/
aplicarén el M.E.c. a cimentaciones
superficiales rijidas axilsim,tricas en
suelos hcmogéneos y estratificados
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Abstrac:t.- The objetive of this papar
is to show the flexibility of he
B.E.M. fer calculation of the dynamic
impedances cf axisymmetric rigid
:oundations in homogeneucs and layered
media.

3eside introducing the below
fcrmulation the ethod is applied to

the case ol hemispherical foundation in
crder to show cartain aspects of @ its
behavior and the influenca of different
factcrs upen dynamical impedances such
as intarnal soil damping and relativa
rigidity of the base in the case of two
layered media.

T e results are co pared with those
o! cther au hors.

Emperador y Dominguez.
16/ v /1/, extienden 'a formulacié6n
anterior a ci entaciones embebidas en
terrenos del mismo tipo que les autores

horizontalmente.

anteriores. Todas estas publicaciones
abordan el problema suponiendo que la
excitacién es arménica vy presentan
?alores de las impedancias en funcidn

e la frecuencia.

El Método de los Elementos de
Contorno resulta muy adecuado para la
resolucién de este tipo de problemas vya
ue por una parte permite el estudio
del mismo con sbélo discretizar su
superficie reduciendose su dimensién en
un orden y por otra los medios no
acotados, como el suelo, r.0 precisan
contorno de cierre ya que se satisfacen
las condiciones de radiacidn y
regularidad. ?ara abordar este tipo de
problemas se han u ilizado otros
métodos analiticos, semianaliticos vy
numéricos, con alguno de los cuales se



comparara.

El uso del M.s.c. para problemas
axilsimétriccs presenta ciertas
ventajas ya que ccn el:cs tan solo sera
necesario discretizar la linea
6enerat:.:z 3e la superficie de
revcluc on. Para problemas estaticos

fue ilevada acabo aor Kermanidis /8/ Y
Cruse /9/. Estos utores utilizan la
solucién fundamental correspondiente a
una carga anular que se expresa en
lur.cién de  ir.tegrales el{pticas o
funciones de Legendre que hacen su
integracidn astante tediosa. n el
caso dindmico estacionario se hace aun
as dificil el canejc de la solucién
fundamental anular pues —-conduce a
integrales sc re una linea infinita 32e
:unciones de Hankel. Sste hecho a

llevado al uso de la solucidn
fundamental tridimensional, expresada
en = c Cenadas «ci!{ dricas ©para las

aplicaciones dinédmicas e prcb:emas con
si=etria de revolucién /4/,:5/,/5/,/7;.

En este articulo se muestra la
apllcacién del Stodo y la £ r ulacién
desarrollada en /5/ a problemas
axilsi=étricos en los que los contornos
no sen superficies exclusivamente
normales a los ejes radial y vertical
tal como el célculo de las i=pedancias
dir.amicas le na cimen aciébn
semiesférica sobre un edio homogéneo o
estratificado.

2. FORM\JLACIOH DEL PROBLEMA

:,a ecuacidén :asica del M.E.C. puede
escribirse en su forma =as conocida
para n problema dindmico en tres

'i er.siones co o:

(pre (p)+Jr!CP,q) (g)dr=fr 'p.q):Cqg)dr

' (1)
donde las e:ariables tienen el

significado habitual.

Si la sol cién  fundamental y las
variables en el con orno son expresadas
en coordenadas cil!:r.dricas mediante las

matrices de giro L vy L', expresadas
por:
cose -ser.e 0
= [ sene cose 0 . a=e(q)
0 e l:) (2a)
y
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Los puntos p y g son los puntos de
colocacién y de observacién. LLarnando a
las variables del contorno en

92

coordenadas cil{ ¢ icas u° y t se
puede poner la ecuacidén béSica =c o:

cSr) wprefn 1% WStarar=f v S(aar
3)

Dado que el punto de colccaciébn pes
fijo, p ede tc arse como a'=0 vy las
expresiones de les ter.sores e la
solucién  fundamental quedan

i 13
W stUpel Uy | (4)
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donde c=cos8 y s=sene

Cuando las condiciones de contorno
son axilsimétricas. todas las variables
son ir.dependientes de la coordenada e.
Si se discrgtiza el contorno de la
seccidén meridiana en segmentos
rectilir.eos sobre los que se supone un
valor constante de las variables 1la
ecuacién (3) puede escribirse como:

o

“(p)+i=,{f: Jrq!'®pd,qde } =

c

£ (p)

T
z 3 uCpdr de } +° (5)
q:‘U: v[rq- 2 -q

Las integrales de esta ecuaciodn
pueden realizarse mediante una doble
cuadratura de Gauss excepto en el caso
en que los puntos pi g coinciden. que
se efectua analiticamente en el plano
p-z y numéricamente segun 8, resultando
la expresidn:

c%p) uf +§ #S ¢ :S ¢ € (8)
L1 P23 LD P -a

que permite, una vez impuestas las
condiciones de contorno. resolver un
sistema de ecuaciones algebraico que
proporcionard los valores de las
incdégnitas sobre el contorno. Cuando
éstas no tienen simetria de revoluciébn
el problema puede ser resuelto mediante
la descomposicién del mismo en
problemas planos desacoplados entre si
a través de un desarrollo en serie de
Fourier de las condiciones de contorno
a 1o largo de la coordenada
cicunferencial e. /10/, de la forma:

u =/ (u* cosna+u'\senne)
f/:onp o,

- a 2
ue-f(unecosne—unesenna) (7)
n=0

- Q

= na+t nn

uz L( goosnatu” se 9)
n=0

?ara cada odo de =@ serie ?Uede
escribirse n s stema :e ecuaciones. vya
d:.sc etizad so re sl *1:0Nn Orno, lel
=is=c tipo g e el :s> con l!a :iferer.cia

e q.le 1 -3 J— .enl 'en'<>S e 1 nlluunm_;a H
;G e ; ti;; iiiia i ia ; tej;; i6n
:e la soluc:.6!l f'..;. damenta.l pcr:derada

por funcio::es sen r:9 e ces ™9 3 o
largo Jje :a c=crdenada circunferencial:
es decir:

am
I [[ gc s2n n8 p4r ]:s
o g q
am

J U t® z2s ne pdr ]ae
o Cq q

3. IMPEDAHCIA DINAMICA DE CIMEtfTACIONES
SEMI ESFEIUCAS EN UN SUELO HOMOGENEO

(8)

'n ap:icaciébn (9 todo :0 anterior
sea na ci:entacidér. semiesférica sin
:asa scl!lada a n se=iespacio homogéneo

visccelédstico !e jensidad p. :6dulo de
rigidez :rans7ersal p- :6d lo :9
?0issc e : :lca ie ojtijuamientc

lisccsc f; siendc e: :6du:o co=?lejo

c

T IR S

El estadio se ::eva a.ca o :ediante

na discretizacidén el pe de la que
se =usst a e a il

e :

b
A
R F
‘,-' (H'V'p'e)
Fig.-1 Discretizacidn del :cn:ornc
?ara el cédlculo de las impedancias

correspondientes a los =cvimientcs de

orsién y vertical, desacolplados entre
si, es suficiente prescribir n Yalor
unitario de los :srnos en la 1 terfase
cirniento suelo y tensinas nulas en la
superficie libre. La 1impedancia se
ob iene ediante la integracidén de 1las
tensiones resultantes en los elementos
situados en la interfase. En el caso de
las impedancias correspondientes a los
movimientos horizontal y cabeceo, es
necesario tener en cuenta el desarrollo
en serie de Fourier (7) reducido a un
solo término. n::.

En las figuras 2a y b, se wues ran,
en lir.ea cent inua. las partes real e
imajinari a de las i=pedanci as
correspondientes a algunos ce les
movimientos de sélido rigido anteriores
para una cimentacién semiesférica de
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radio uniodad y so re un sem:espacio
cuyas carac eristicas mecanicas ser.:
=f=1. =0.25 y =5%

frente a la !rec encia a.di ensjcnal
ao=wrlc, en '..Iirango que va desde @ cero
hasta seis. En.las ismas graficas se
incluyen las curvas obtenijas ?0r Luce
y Wong /11/, utilizando na scl cier.
fundamental correspondiente a una carga
puntual arménica actuando sobre un
semiespacio. para un medio de identicas
caracterist:cas ecénicas y con n
amortiguamiento del %; asimismo. a
efectos de na mejor comparacién, ser.a
incluido, - C - na extrapolaci6bn de
tes mismos para un amortiguamiento del
5%. Les resul adcs que se presentan se

han obtenido con &2 elementos de
contorno axilsimétricos diez de eilcs
en la interfase vy e resto en la
superficie libre, manteniendose S s

tamafios respectivos inferiores a A/5 vy
A/4. La distancia A de superficie libre
discretizada es de A 1SR.
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cimentacién semiesférica en un
semiespacio homogéneo
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Cc:::c puede © ser arse 9n
aparente ente armtcs , ::!:s
fundamental:::en e en :a parte real

las f:.juras
!:.s:repan.
le 1la

i=:pedanc.ia.. Es—;0 es 3.ebi:lo a la
extrapolacién real:.zada a fin de
cok.parar es ltad s =e 1i:.s in o in ice

da amortiguamiento vy se pone de
manifiesto en :a f:.g.-3. en !la ge s=sa
muestran les resu::ados obtenidos por

al M.E.C. vy una solucién exacta
obtenida por Luco. y ,2; paa la
i:::pedancia de :ors on, en la :.e se
observa 1la co:.ncidencia de a=bas
graficas en odo el rango de
frecuencias estudia!Q.

La solucidér. ¢91 M.E.C. on simetria

de revolucién presenta para va:ores del
amortiguamiento :ajos una oscilacién de
los wvalores :a las impedancias a
frecuencias ed;as y altas, que se
incrementa a med;da que disminuye el
valor del parames.ro. A l:in de evitar
esta oscilacidn ; ndeseada se ensayaren
diversos tipos de discretizaciones.
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Fig .-3 Impedancia de Torsidn

cimentacion semiesféti:a en n

semiespacio.
‘,ariandose tani:o el tamafio de 1-::s
elemntos como el valor de la distancia
A. Esto uso de manifiesto la gran
influenci de la cantidad de suelo
libre discretizada lo que puede indicar
:a existencia en el mdédelo de ondas
elésticas distintas de las P y S, tales
como las de Rayleigh adn cuando no
asten recogidas implicitamente en la
formulacién i=plementada. El hecho de

utilizar un amortiguamiento «cal orden
del 5% no es una limitacién
excesivamente importante vya que la
practica totalidad de los materiales

rsales son amortiguados.

4. SUELO ESTRATIFICADO

Cuando el terreno no puede ser
modelado correctamente por un
semiespacio homogéneo de idc a las

ardct9risticas inherentes al mismo.
estratos de ©potencias vy materiales

diferentes o bien interesa simular una
rigidizacién progresiva con la
profundidad, es conveniente disponer de
métodos que permitan el empleo de.estos
modelos de suel0.

A continuacién se presenta la
aplicacién del M.E.C. axilsimétrico al
célculo de las impedancias de
cimentaciones semiesféricas en medios
bicapa. En este caso se recurre a
discretizar la interfase entre estratos
por medio de elementos de contorno
ademds de los necesarios para modelar
el semiespacio homogéneo.

Fl estrato superior s asienta sobre
un medio deformable mas rigido. El
pardmetro que cobra importancia es la
rigidez relativa de ambos estratos, Res
que esta dado por la relacidén de las
velocidades de propagacidédn de las ondas
S. Rcs:Cs2/Cs, . Se presentan a
continuacién. Fig 4a % 4b, las
impedancias correspondientes alos
movimientos vertical y de torsidén de
una cimentacién semiesférica embebida
en un estrato de caracteristicas
identicas a las del semiespacio

del ejemplo anterior y con una potencia
relativa H/R:2, s'..lstentado sobre un
semiespacio cuya rigidez transversal se

aria lo necesario para obtener unos
va.lc;es ce Rcs:2,4.100. este Ulti o
con objeto de simular una :ase rigida

riuy utilizada en les modelos de E.F.
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Fig .-4a :mpedancia Vertical. medio

bicapa

En las figuras se han incluido las
graficas obtenidas para el semiespacio,
normalizadas por la rigidez estatica a
efectos de comparacién debido a que los
autores no han encontrado en la
literatura resultados eqg ivalentes ccn
los que poder contrastar.

Del andlisis de las figuras se puede
afirmar que el comportamiento de la

cimentacién en este caso difiere
notablemente del ue presenta en el
apartado anterior. La impedancia

correspondiente al movimiento de sélido

rigido vertical presenta una marc da
variacién con la frecuencia. tanto en
su parte real como en la .imaginaria,

con picos y wvalles asociados a las
diferentes frecuencias propias del
estrato. Los valores del coeficiente de.
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amortiguamiento toma valores inferiores
a los del semiespacio, creciendo estos
a medida que decrece Res, lo que indica
una mayor extraccién de energia del
modelo cuanto mas deformable es la
base. En cuanto a la parte real se
observa como se incrementa el valor
abso'luto de los picos y un mejor ajuste
de los mismos a las frecuencias citadas
a medida que se incrementa el valor de
Rois. ?ara el valor inferior de éste
Gltimo parédmetro se observa como. en la
parte real de la impedancia. aparecen
unas oscilaciones las cuales no pueden
asociarse a ninguna frecuencia propia
je estrato correspondiente a las ondas
Pos Y que tienden a desaparecer cuando
se incrementa la rigidez de la base lo
::jtrehace pensar de nuevo la existencia
dentro del modelo de ondas distintas a
las ya mencionadas que influyen en el
comportamiento de la cimentacidn.

La impedancia de torsién presenta
una variacién muy suave con la
frecuencia superponiendose tanto la

parte real como la imaginaria sobre la



jralica d: iliedio homogéneo siendo por
ello ir:-elevante la influencia de la
ijidez relativa ya que para este tipo
de ovimiento tan solo influyen las
or.das SH..
5. CONCLUSIONES

Esta co unicaciér. pretende mostrar
la potencia y !lexibilidad del Metodo
de los Slementos de Contorno con
simetria de revolucidén a la resolucién

de algunos problemas elastcdindmicos V
en particular se ha aplicado al célculo

de las i:pedancias dindmicas de
cimentacicr.es semiesféricas embebidas
en suelos tanto homogéneos como
estra"ificajos, este mismo método habia
sido utilizado previamente /7/ para el
case de cimentaciones cilindricas.

Los rss:.;::ados obtenidos se han

co paradc Z2at:s'actoriamente con les de
c:,Ccs a:.;tores que emplean iliétcdos de
resolucién diferentes. Se ha incluido
n estudie de la influencia de la
rigidez relativa del semi espacio
soporte. método propuesto presenta
no o:s ante <ciertas limi:acicnes en
c:;anto al [::dice de a ortiguamiento a
tilizar accnsejandose no bajar ¢e un
valor en torno a un 3 5 para las
apl:.cacio es practicas del mis=o.
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