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Efecto de la rugosidad en el deslizamiento de un

fluido sobre una pared.
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Abstract

Recordamos resultados y presentamos problemas abiertos acerca de la in-
fluencia del perfil y la rugosidad de un cuerpo sélido sobre su resistencia al
arrastre hidrodinamico. Mostramos ademés que, asintéticamente, un fluido no
puede deslizarse sobre una pared recubierta de asperezas mintsculas si éstas son
demasiado numerosas: en tal caso, se adhiere a la pared.

1 Introduccion

., Existe un perfil que minimiza la resistencia al arrastre de un cuerpo que se mueve en
un fluido ? Caso de existir, ; cémo depende esta resistencia de la rugosidad, esto es,
de variaciones del perfil del sélido que oscilan rapidamente ?

Estos problemas estan abiertos y son de gran dificultad para fluidos turbulentos,
debido en parte a la no-linealidad de las ecuaciones de Navier-Stokes y, en parte, a la
dependencia no lineal respecto del dominio de la solucion de una ecuacion en derivadas
parciales (que se da incluso cuando ésta es lineal).

Presentamos en este trabajo algunos resultados conocidos y varias cuestiones abier-
tas sobre este tema.

En primer lugar, examinaremos el problema de la minimizacién de la capacidad
de un condensador eléctrico para ver qué se puede esperar cuando las ecuaciones son
lineales y sencillas y, en consecuencia, qué cabe esperar en el caso de un flujo gobernado
por las ecuaciones de Stokes o de Navier-Stokes para bajo nimero de Reynolds.

A continuacién, recordaremos resultados relacionados con la minimizacién de la
resistencia al arrastre para fluidos viscosos incompresibles en régimen laminar. También
hablaremos del calculo de la correspondiente “variacion” respecto de las oscilaciones de
la frontera. En este contexto, seremos capaces de presentar algunos problemas abiertos
“razonables”.

Después, indicaremos algunas de las dificultades que aparecen para flujos goberna-
dos por las ecuaciones de Navier-Stokes con alto nimero de Reynolds. Estas parecen
estar relacionadas con el fenomeno de bifurcacion de soluciones y, en tltimo extremo,
con la no-linealidad. Por ejemplo, es bien conocido que la aparicion de mintsculas
ranuras longitudinales sobre la pared hace disminuir notablamente la resistencia al
arrastre experimentada por el fluido.



Finalmente, mostraremos que, asintoticamente, un fluido no puede deslizarse so-
bre una pared recubierta de asperezas demasiado numerosas sino que, en una situacién
como ésta, el fluido se adhiere a la pared. En efecto, la condicion de contorno de desliza-
miento, por si sola, es mas que suficiente para que, en el limite, todas las componentes
de la velocidad se anulen sobre la pared.

2 Minimizacién de la energia eléctrica

Ciertos problemas de optimizacién de forma tienen un éptimo “natural”, o “universal”.
El mas conocido es el problema de superficie minima de un cuerpo de volumen dado.
El minimo es alcanzado por una bola.

Por el contrario, no hay superficie maxima. Hay superficie maxima, “no natural”,
cuando se anade la restriccién “artificial” de que la familia de cuerpos donde buscamos
el maximo es compacta en un sentido adecuado.

Llamamos artificial una tal restriccién porque no tiene un origen fisico sino mate-
matico ; se anade por razones técnicas, para que la demostracion sea posible. Proceder
de este modo no da la respuesta ideal al problema de partida, pero puede servir para
cubrir una etapa en su resolucion.

En los problemas gobernados por ecuaciones en derivadas parciales, también se
encuentran minimos de ambos tipos, naturales y artificiales. Un minimo del primer
tipo, universal, se encuentra cuando se minimiza la energia de un condensador eléctrico.

Maés precisamente, sean )y y €2; dos conjuntos acotados y simplemente conexos de
IR?, de fronteras I'y y Iy, respectivamente. Supongamos que €; C €. El potencial
eléctrico (o potencial Newtoniano) del condensador 2 = € \ 2 es, por definicién, la
unica solucién u = ugq del problema

we H'(Q), Au=0, ulr,=1, ulr,=0.

Para que estas condiciones de contorno se verifiquen en un sentido “fuerte” (por ejem-
plo, u(z) = 1 para casi todo = € I'), se necesita que las I'; sean suficientemente reg-
ulares. No obstante, el problema puede ser reescrito en forma débil para cualesquiera
['; . La capacidad eléctrica (o capacidad Newtoniana) asociada es

E(Q) = /Q Vug|? d.

En un notable trabajo [9], I.I. Daniljuk demostré que, fijados el contorno I'; y el
volumen v, existe un contorno ngt que minimiza la capacidad, esto es, tal que

B < B(Q), VO, Q] = v.

Ademés, mostré que el 6ptimo T es muy regular. Obsérvese que, sin restriccién sobre
el volumen, la capacidad minima seria cero, ya que ésta decrece cuando el dominio crece.

Cuando no se fija I'y pero si el volumen de €2y, el minimo es alcanzado por un
abierto determinado por dos bolas concéntricas. Esto resulta de la propiedad que tiene
la simetrizacién de Schwarz de reducir la norma L? del gradiente [13].



En 3D, la existencia de una forma éptima universal Q°Pt, con I'y y v dados, no es
conocida. Solo se han obtenido formas optimas imponiendo restricciones artificiales
adecuadas, por ejemplo, cuando la curvatura de la frontera estd acotada (independien-
temente del dominio) [15]. El método de Daniljuk reposa sobre propiedades “finas” de
las funciones de variable compleja y, desgraciadamente, no puede ser generalizado al
caso 3D.

Otro método, debido a V. Sverak [21], conduce también a una forma 6ptima en 2D,
pero su extension 3D de nuevo hace necesaria la introduccién de restricciones artificiales
[10]. Resultados similares se encuentran en [17].

Seria muy interesante encontrar un método que funcione en dimension 3 o superior.
Esto parece dificil, pero accesible.

A pesar de todo, puede tener gran interés practico obtener resultados parciales en el
caso de muchos problemas de optimizacion de forma que no tienen un minimo universal.
Por ejemplo, esto ocurre cuando se intenta maximizar la rigidez de una estructura de
peso dado. No hay forma 6ptima, porque cada forma puede ser mejorada por otra
més complicada (con mds agujeros, nervaduras, ...). Sin embargo, ciertos algoritmos
de optimizacion de forma de cardcter topologico producen formas complejas con una
rigidez bastante alta y aceptable en la préactica [1], [5]. Asi, en lugar de una forma
6ptima, se puede buscar una forma “homogeneizada” éptima [22].

3 Minimizacion de la resistencia al arrastre

Sean de nuevo € v §; dos abiertos acotados y simplemente conexos de IR?, con §; C
Qy. Pongamos I'y = 0Qy vy I'y = 0. Se supone que {2y es un “gran” abierto,
que O estd ocupado por un sélido rigido y que las particulas de un fluido viscoso e
incompresible en régimen estacionario de viscosidad cinematica v ocupan el abierto
Q2 \ Q. En lo que sigue, L denotard una longitud caracteristica de €y \ Q;, que
permitird identificar este abierto, salvo giros y traslaciones, en la familia de todos
aquéllos que sean semejantes a él.

Dado un vector g = (g1, ¢92) (la velocidad del cuerpo ocupado por €2;), la velocidad
del fluido u = (u,us) y su presion p satisfacen las ecuaciones de Navier-Stokes

—vAu+ (u-V)u+Vp=0, V.u=0, ulp, =9, ulp,=0. (1)

Pongamos Q = Q4 \ Q1 y Re = Llg|/v (el nimero de Reynolds del problema
precedente). Cuando la cantidad adimensional Re es suficientemente pequena, existe
una tnica soluciéon u € (H'(2))* y p € L*(Q2) de (1) (p es tnica una vez normalizada,
por ejemplo imponiendo [, pdr = 0; si las ['; no son suficientemente regulares, las
igualdades que aparecen en (1) pueden y deben ser reescritas en una forma débil).

La resistencia al arrastre experimentada por el fluido es

R(Q) :/QO Vg dz.
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En [21], V. Sverak demostré que, fijados el dominio 2y ocupado por el fluido cuando
el s6lido no estd presente, el volumen v de €y y la velocidad ¢, con |g|/v < ¢(Tg,v),
existe un contorno I'** que minimiza la resistencia R(Q), esto es, tal que

R(QOpt) < R(Q), v = QO \Ql, |Ql| = .

En 3D, un perfil 6ptimo sélo ha sido obtenido imponiendo restricciones artificiales
adicionales, por ejemplo cuando la curvatura de la frontera estd acotada por una con-
stante dada [15]. O bien, cuando una cierta medida de la “capacidad” de la frontera
estd acotada [10], [11], lo que permite extender a 3D el método de Sverak.

En estos trabajos, los resultados son similares a los que se conocen para un con-
densador. Esencialmente, esto se debe al cardcter laminar del flujo, que resulta de la
hipétesis de que Re sea pequeno. En efecto, queda asi garantizado que el término no
lineal (u - V)u sea dominado por el término difusivo —vAw. Entre otras cosas, esto
implica que la solucién (u,p) es inica y depende “regularmente” de € .

La obtencion de un perfil 6ptimo 3D que minimiza la resistencia al arrastre en
régimen laminar es de nuevo un problema abierto, del mismo nivel de dificultad que el
problema de la minimizacion de la energia eléctrica de un condensador : dificil, pero
accesible.

4 Variaciones respecto de oscilaciones de la fron-
tera

A nivel practico, se puede intentar para minimizar R(€2) el uso de algoritmos de tipo
gradiente. Por tanto, tiene sentido preguntarse por la existencia de un “gradiente” o
una “variaciéon” de R(£2) respecto del dominio.

Cuando Re = Llg|/v es pequeno, la funcién v — R(£2 + 7) es indefinidamente
derivable en un entorno de 0 en W> y su derivada es conocida [4], tanto en 2D como
en 3D. Aqui, v es un campo de vectores W1 definido en todo IR?* o IR* y hemos
denotado €2 + v el conjunto

Q+~vy={z+7y():2€Q}.
Si R'(€); - ) designa la derivada de la aplicaciéon precedente, tenemos
R(Q+7) = R(Q) + R (%) + o[ 7[lwr.).-

En el caso del condensador eléctrico y también en muchas otras situaciones, se
pueden probar resultados similares, ver por ejemplo [15], [17], [20].

Para analizar el efecto de la rugosidad de la pared sélida I'; (esto es, de la presencia
de asperezas) sobre la resistencia, estas variaciones no son convenientes, porque una
variacion infinitesimal ey representa asperezas cuya altura maxima va a cero con €
pero de anchura independiente de €. Por el contrario, nos interesan asperezas de tipo
“oscilaciones rapidas”, con alturas y anchuras que tiendan juntas a cero: es mas realista
adoptar un punto de vista proximo al de la homogeneizacién.



Por simplicidad, consideremos el caso de una placa infinita periédica, es decir, un
dominio del tipo
O={zcR*: 0< a3 <7 ()},

donde 2’ = (x1,29) y r. = r.(2) es una funcién oscilante (con periodos = €) que tiende
a g cuando € — 0. Se admite que ry = ro(z’) es periddica, de periodo (¢, /¢s) en la
variable 2/, de tal modo que nos podemos restringir a considerar soluciones periédicas
en x’' en el dominio acotado

Qe={reR’:0<a, <, 0<a9<ly, 0 <3 <7 ()} (2)

La velocidad u = (uy, ug,u3) y la presion p satisfacen las ecuaciones de Navier-Stokes
(1), donde I'g y I';y son respectivamente las fronteras superior y inferior de €2, y verifican
condiciones de periodicidad sobre las paredes laterales de €. .

Cuando )

x
re(x') =rg+en(—), 3
@) =ro+en(%) 3
donde n = n(z’') es periddica de periodo (¢1,¢3) y 1/€ es un entero (para que haya un
nimero entero de asperezas en (2.), la solucién es préxima a un flujo de Couette. Mas

precisamente, tenemos

x3

uelr) = (1= 2)g+ e 2 et wila), (4)

To
para cierta f. = (fe1, fe2, 0) que no se conoce explicitamente y con un resto w, que tiende
rapidamente a 0 con € en el sentido siguiente: Para cada r < rq, existen constantes ¢

y ¢ tales que
/

lwe ()] < cexp(—%) Vag <

(véase [2]).
También se pueden probar resultados de este tipo en el caso del potencial eléctrico
y de otros problemas similares, véase [7], [16], [18].

5 Mas problemas abiertos

Para fluidos laminares, las tres cuestiones siguientes estan abiertas y son de un nivel
razonable de dificultad :

a) Obtener la derivabilidad en 0 de la funcién € — u.. Esto es, obtener una férmula
andloga a (4), con f. independente de e. Realmente, bastaria probar que f. puede ser
elegida de tal manera que posea un limite cuando € — 0 (hay que “elegir” f. porque no
es unica: si f, verifica (4), entonces, para . suficientemente pequeno, f. + 6. también
verifica esta igualdad con w, cambiada por w.(z) = w.(z) — €x36./T0 ).

b) Obtener la derivabilidad en 0 de la funcién € — R(u.). Esto es, obtener una
aproximaciéon de la resistencia al arrastre del tipo siguiente:

R(Q) = R(Q) + eR'(Q) + o(c).



c) Extender (4) y las férmulas que se pretende obtener en los apartados precedentes a
dominios oscilantes sin periodos pequenos. Por ejemplo, extender estos resultados al
caso de una funcién r. como la que aparece en (3) con ry variable con z’. En tal caso,
la solucién (uc,pe) no tiene perfodos que tienden a 0 con €, lo que jugaba un papel
esencial en la prueba de [2]; sélo se sabe que la solucién de las ecuaciones linealizadas,
esto es, del problema de Stokes con condiciones de Fourier, tiene un limite (ug,po) y
que

[ucl) — uo(a)| < e

para cada z fijado tal que 3 < ro(a2’), véase [3]. La extensién al caso en que se impone
una condicion de Dirichlet es elemental, pero la extensién a la ecuacion no lineal de
Navier-Stokes no lo es.

6 El caso de un flujo turbulento

Desgraciadamente, la mayoria de los flujos reales (alrededor de un barco, un coche o
un avién, cerca de un dique, en un motor, ...) no son laminares, sino turbulentos.
Esto ocurre cuando el nimero de Reynolds del flujo considerado es grande. En la
practica, que el régimen sea turbulento significa que el campo de velocidades y la
presion experimentan rapidas fluctuaciones en espacio y tiempo y la descripcion del
flujo se hace muy compleja.

En el caso de un flujo turbulento, las ecuaciones estacionarias de Navier—Stokes no
tienen necesariamente solucién tnica. Esto parece haber sido observado por primera
vez para el problema de Reynolds (el flujo entre dos cilindros en rotacién) por Velte
[23]. Varias otras soluciones bifurcadas pueden ser obtenidas, ver [12], entre cilindros
en rotacion o entre placas en traslacion.

Es importante notar que las soluciones bifurcadas (que se pueden observar experi-
mentalmente en la realidad) no son soluciones de energia minima, porque la solucién
de Couette (la que es radial entre cilindros o lineal entre placas) tiene la menor energia
de todas. Esto es de nuevo consecuencia de que la simetrizacién de Schwarz minimiza
la norma L? del gradiente. Ademés, para una alta velocidad de rotacién o traslacién,
la solucién fisica no es siempre estacionaria, aunque las datos lo sean.

En el caso del flujo entre dos placas, aparece un fenémeno probado por varias
experiencias, ver [19] y su numerosa bibliografia, y por la simulacién numérica [8]:
anadiendo mintsculas ranuras longitudinales (de menos de 0.01 mm. de profundidad),
la resistencia al arrastre puede ser disminuida en un porcentaje del orden del 1%
o incluso méas. Estas ranuras fueron utilizadas por el yate Stars and Stripes en la
America Cup (= 1994). Son también utilizadas por los tiburones, desde hace millones
de anos [6].

Es posible que no haya un perfil éptimo, esto es, que la resistencia R({).) baje con
el tamano € de las ranuras. En tal caso, la resistencia limite cuando € — 0 serfa inferior
a la resistencia de la placa limite, que es el plano. Desde un punto de vista analitico,
esto puede ser identificado como la semicontinuidad superior de la funcién € — R().).
No obstante, a la vista de la siguiente explicacion, también cabe dentro de lo posible
que haya un tamano éptimo de ranura ¢y < 1.



Una explicacion del fenémeno dada por G.E. Karniadakis es que los remolinos de
tamano proximo a € no pueden aparecer entre las ranuras, debido al frotamiento sobre
las paredes laterales de las ranuras, lo que limita la turbulencia. De esta forma, la
reduccién méaxima de resistencia seria alcanzada por un tamafo de ranura préximo a la
escala de Kolmogorov, que es la longitud caracteristica de los mas pequenos remolinos.

En cualquier caso, para minimizar la resistencia al arrastre, habria que minimizar la
energia de la solucion fisica, que no es necesariamente la solucién con energia minima,
sino una solucion bifurcada. Eso resulta muy dificil. De hecho, la propia existencia
de una solucion bifurcada no es conocida excepto para geometrias muy particulares,
véase [12]. El cdlculo de la variacién respecto del dominio (o simplemente respecto del
tamano de las ranuras) en el caso més simple de cilindros con ranuras periddicas no es
de momento posible, precisamente debido a la ausencia de resultados de bifurcacién.

Asi, la optimizacion de la resistencia al arrastre en condiciones realistas y el calculo
de su variacion respecto del dominio estan actualmente fuera de nuestro alcance.

7 Deslizamiento y rugosidad

Segun el tipo de fluido y la magnitud de sus niimeros caracteristicos, suelen utilizarse
distintas condiciones de contorno para completar las ecuaciones en derivadas parciales
satisfechas por u y p.

Para fijar ideas, pensemos en un fluido viscoso, como el agua o el aire, que se
mueve a gran velocidad en un dominio dado y “tropieza” con una pared en reposo. Las
particulas del fluido que toman contacto con la pared se adhieren a ésta : su velocidad es
cero (coincidirian con la de la pared si ésta se moviese). En estas condiciones, se genera
una capa limite alrededor de la pared en la cual la velocidad varia muy rapidamente
de un punto a otro préximo (desde valores préximos a la velocidad de la pared hasta
valores de un orden de magnitud comparable al de las particulas situadas lejos de la
pared).

Para evitar el calculo del campo de velocidades en el interior de la capa limite, cuyo
grosor es despreciable frente a las dimensiones del dominio, es aconsejable reemplazar
la condicién de adherencia por condiciones de deslizamiento con frotamiento adecuadas
que modelan el comportamiento de las particulas en la capa. En el caso de una pared
inmovil, se trata de las condiciones siguientes :

u-n=0, (0+n)n+ku=0.

Aqui, n = n(z) es un vector unitario normal a la frontera en el punto z y dirigido
hacia el exterior del dominio ocupado por el fluido, o es el tensor de esfuerzos y fia, €s
la componente tangencial del campo vectorial f, esto es, fian = f — (f + 1) n.

La condicién u - n = 0 nos dice que el fluido no puede atravesar la pared; la
otra condicién expresa que las fuerzas de frotamiento son proporcionales a la veloci-
dad de deslizamiento, con un coeficiente k£ (que debe ser positivo). Este coeficiente
depende del estado de la superficie (material, rugosidad, olas en el caso de la inter-
faz océano/atmésfera) y puede depender de la propia w. Para una recopilaciéon de
resultados conocidos, ver [14].



., Debemos usar condiciones de deslizamiento o condiciones de adherencia para el
andlisis de la rugosidad ? En otras palabras, cuando hay asperezas de tamaio € y
sub-asperezas de tamano < ¢, j qué coeficiente de frotamiento debemos tomar para
modelar las sub-asperezas 7

De hecho da igual porque, en presencia de asperezas de tamano < 1, la condicion
de deslizamiento u - n = 0 equivale a la condicién de adherencia v = 0.

Para justificar esta afirmacion, sea R, el trozo oscilante de frontera

Ro={rcR’:2" €8, 23 =r(")},
donde S es un abierto acotado de IR? y 0 < € < ¢y. Aqui, la funcién 7. estd dada por
/
no_ ! T
re(e!) = ro(e!) + en( %),
donde ry € C*(S), ro(z') > a > 0y n € C*(IR?) es periédica de perfodo (£1,4;) en la
variable y' = 2’/e. Sea G. el abierto

Ge={recR*:2/ €S, 0<x3<r(z)}.

Supongamos que, para cada €, tenemos u, € (H'(G,))? y
| IVultdz <o, (5)
Ge

con b independente de €. Sea (G el abierto
Go={rcR’:2" €S, 0<a3<ry(z))}

y pongamos
Ry={r€R’:2' €S, x5 =ry(2')}.

Supondremos también que existe una distribuciéon uy en Gy tal que, cuando € — 0,
ue — ug  en (L*(w,))? (6)

para cada ¢ > 0, donde w, = {x € R* : 2’ € S, 0 < 23 < ro(z') — c¢}. Finalmente,
supondremos que 7 no posee ninguna direccién invariante, esto es,

Ve € IR?, € # 0, existe t € IR tal que n(t€) # 1(0). (7)
Entonces se tiene el siguiente resultado, que sera probado en la seccién 8 :
Teorema. Si, para cada ¢ > 0,
ue-ne =0 sobre R, . (8)

entonces
ug =0 sobre Ry .



Observaciones:
1) La traza de ug sobre Ry estd bien definida pues, debido a (5) y (6),

/ V|2 dz < b

para cada ¢ > 0, lo que implica Vuy € (L?(Gy))3. Observamos que, cuando (5) es

satisfecho, (6) es equivalente a la convergencia en (D'(w.))>.

2) Se puede probar un resultado completamente andlogo en dimensién dos o en di-
mensiéon mayor. Por otra parte, es evidente que, para que la conclusién del teorema
sea cierta, es suficiente que las hipdtesis sean satisfechas por una sucesion de valores
de € que tienda a cero.

3) Si 7 tiene una direccién ¢ € IR? invariante, esto es, tal que 7(t£) = n(0) para cada,
t, el resultado no es cierto:

Si n tiene una tnica direccién invariante £ (el caso de una pared con ranuras), la
demostracién que sigue prueba que, necesariamente, ug-n = 0y uy - £+ = 0 sobre Ry .
Asi, en este caso el fluido se desliza en la direccion de las ranuras pero no puede hacerlo
en la direccién transversal.

— Si n tiene dos direcciones invariantes linealmente independientes, entonces 7 es
constante y lo inico que puede deducirse es que ug - n = 0. En efecto, dado un campo
ug , todas las hipétesis son satisfechas por las u.(z) = ug(z1, x2, T3 — €n).

4) La hipétesis n € C? puede ser mejorada.

Como consecuencia de este resultado, podemos identificar en el limite la solucién
del problema estacionario de Navier-Stokes en el abierto (2. que aparece en (2) con
condiciones de deslizamiento con frotamiento sobre I'. y sobre la pared plana

P:{Z‘ER310<$1<€1, 0<$2<€2, 113'3:0}

y con condiciones de periodicidad sobre la frontera lateral de €. .
En efecto, sea (u.,pe) la solucién periddica en x’ del sistema

—vAuU + (e - V)ue +Vpe =0, V-.u,=0 en .,
junto con las condiciones de contorno
Ue +ne =0, (0c+Ne)tan + kue =0 sobre I',

(n es el vector normal unitario sobre I'. y o, es el tensor de esfuerzos asociado al par

(Ue,pe)) ¥
ue-n=0, (0c+n)gan+ k(ue—g) =0 sobre P

(g es un vector de la forma g = (g1, g2,0)).

Fijada una longitud caracteristica L del abierto €2, se puede demostrar que, cuando
el correspondiente niimero de Reynolds Re = L|g|/v es suficientemente pequeno, para
cada € > 0, existe una tnica solucién (u,pe) del sistema precedente que, ademas,
verifica

/ |Vu€|2dx+/ lu|? dz < b,
Qe Qe



donde b es independiente de ¢. También se puede demostrar que existe una funcién
up € (H'())? tal que, al menos para una subsucesiéon de las u., se tiene (5) para
cada ¢ > 0.

Como consecuencia del teorema precedente, tenemos que, si Re es suficientemente
pequenio y  no posee direcciones invariantes, en realidad toda la sucesién {u,} converge
a ug y, por otra parte, ug es, junto con alguna pg, la tinica solucién periédica en ' de
las ecuaciones de Navier-Stokes en {2y completadas con las condiciones de contorno

ug = 0 sobre I'y

up-n =0, (0¢+n)tan + k(ug —g) =0 sobre P.

Seria interesante analizar en esta situacién el comportamiento de la resistencia al
arrastre R().) cuando ¢ — 0 y, en particular, comparar los valores de R({).) para €
proximo a cero con la resistencia asociada a ug . De nuevo, esto parece factible.

8 Demostracion del teorema

En lo que sigue, ¢ es un nimero positivo que puede depender de S, a, b, n y ¢, pero
no de e.

Primera reduccion del problema. El problema se reduce al caso ro = 1 usando el cambio
de variables x +— T = (21, 29, 14+ (23—1o(2")) /a) y restringiéndonos al subdominio donde
23 > 0. Por tanto, supondremos en adelante que ry = 1.

Sean ¢ € IR? y pongamos

NO = (-3~ 5L (@).1). )

Debido a la periodicidad, 1 alcanza su cota superior en IR?, digamos en el punto &'
Entonces A(¢') = (0,0,1).

Gracias a (7), existen dos puntos &2 y & tales que A(E'), A(€%) y A(€?) son lin-
ealmente independientes. En efecto, si no fuera asi, para cada £ tendrfamos A(§) =
(ca,cf,1) con a y B fijos; en tal caso, también tendriamos que

d 0 0
i "6, ~10) = (16, ~ta) — a (16, ~ta) = —cfa + caff = 0,
lo que estarfa en contradiccién con (7). En consecuencia, bastard demostrar que, para
cada ¢ € R?,
up - A(§) =0 sobre Ry (10)

(pues, eligiendo sucesivamente £ igual a &', €2 y €3 obtendriamos uy = 0 sobre Ry).

Segunda reduccién. En adelante, fijaremos ¢ € IR? y un compacto K C S y de-
mostraremos que

| o', 1) - 41 da’ =0, (11)



donde 7 es el vector unitario y = [A(€)|7'A(€). De esta forma, quedara probado (10).
Es claro que la funcion z3 — [ |ug(2’, x3) - 7| dz’ es continua. Por tanto, para
demostrar (11), bastard comprobar que

é/js (/K lug(2’,1 — ) - 7] dm') do = w(s), (12)

donde w(s) — 0 cuando s — 0.

Prueba de (12). Sea s € (0,1/2) y supongamos que —einfn < s. Dados 2/ € Sy
o € [s,2s|, el punto (2,1 — o) pertenece a G . Podemos escribir pues que

en(z’/e)
w1+ enfa' /) — (el 1 =) = [0 00t 14 ¢y

—0 81‘3
para casi todo 2’ € S. Designemos v (z’) el vector normal unitario exterior a G. en el
punto (2/,1 + en(2’/€)) € R.. Tomando en la igualdad precedente productos escalares
con v(z') y teniendo en cuenta (8), obtenemos

, e du,
0—u€(x,1—0)-1/6(x)—ye(m)-/_U 6£3(x,1+§)d§.

Entonces

n /) Du,
u (2,1 —0o)-y=u(z',1—0) - (v —v(a)) — ve(z') - /_: 823(30 ,1+¢)d¢. (13)

Sea 6 > 0 otro pequeno parametro y pongamos
A = [=6,+6]%.

Como 7 es de clase C? y v = v1(€), existe ¢ = ¢, tal que |y — v1(y')] < ¢b para cada
y' € £+ A. Debido a la periodicidad, lo mismo es cierto cuando vy’ € E+mql;+mola+A,
donde los m; son enteros arbitrarios. Poniendo y’ = z’/¢, obtenemos:

[y —ve(@)| < eb, Va' € e(§ +maly +mals + A).

Para un tal 2/, (13) conduce a la desigualdad

en(a' /)| Hu,

€ /71_ . =cb € /71_
|ue(z o) -] = cbluc(x o)+ 0z

—0

(2, 1+ Q)| dC. (14)

El compacto S puede ser recubierto por n trasladados k 4+ A del pequeiio cuadrado
A, con las componentes de k tales que |k;| < M y con n < N/6? (aqui, M y N sélo
dependen de S). Obviamente, por traslacién y homotecia, los €(§+mly +maoly+k+A)
recubren IR? cuando los m; son enteros arbitrarios y k toma sus n valores. Por otra
parte, la variacién de u. debida a la traslacién ek vale

cd
u (' + €k, 1 — o) —u (2,1 —0) = /0 %ue(ﬂc' +ek,1—0)de

= /6 k-Vyu(z' + ek, 1 —o)de.
0



Asi, para casi todo 2" € €(§ + mly + maoly + A), tras multiplicar escalarmente por v y
usar (14), deducimos que

9 0u, , ,
(2,14 Q)| d¢
L3

+ M /E |Vau (' + ek, 1 — o)| de.
0

en(x
ue(a’ + ek, 1= 0) -] < ebfuc(a’, 1= o) + [

Integrando respecto de ' en €(§+myly +mola+A) y respecto de o en [s, 25|, obtenemos

2s
/ / luc(z',1 — o) - y| da’ do
s Je(€+mali+mala+k+A)
2s
< 05/ / luc(2’,1 — o)|da’ do
s Je(f+maili+mala+A)

2s en(z'/e) | H .
+/ / / Y (@14 ¢)|dC da’ do
s Je(€+mili+mala+A) J—o 81‘3

€ r2s
+M// / V(' + ek, 1 — o)|dz’ do de.
0Js Je(€+mili+maba+A)

Sumando para los n valores de k y, para todos los m; y mqy tales que €(§ + mqly +
maoly + k 4+ A) C S para cada k y dividiendo por s, resulta
1

2s
g/ [ Ju(', 1= 0) 9| d'do < Xy + Xy + X, (15)

n 2s
X;=—¢b / / lue(z',1 — o)| da’ do,
S s Ye
2s en(z' /€)
_ E/ / / aue(:c’,l+()‘d§dx’do,
S Js J¥J—0o 83]3

€ r2s
X5 = QM// |Vouc(x' + ek, 1 — o)|da’ do de.
S 0Js Ye

donde

Aqui, S, es la unién finita, para los valores precedentes de k, my y mso , de los conjuntos
€(§& + myly + maly + k + A). Por otra parte, 3. es la unién finita, para los valores
precedentes de m; y mgy, de los conjuntos €(§ + mqly + mals + A).

Es facil comprobar que |¥.| < ¢§2/N. Por tanto,

Xl_—cé |E|5/6/ / lue (', 0)|® da’ da)/
56%\5/6 6\ 1/6
<ot () ([ )
52/3
SCW .

Analogamente, observamos que

N
Xo <o 5 (| (e + 9))?

(6+S)1/2
S C 5



X; < C(SJZS]VJE(|E€|S)1/2
€
< Cssi/2
Fijado el compacto K C S, para e suficientemente pequeno, tenemos K C S, ; en
virtud de (15), resulta:

1 r2s , , 52/3 (6—}—8)1/2 €
;/S/K|u6(a:,1—a)-7|da:d0§c<81/6+ 5 +651/2 :

Haciendo tender € a cero y teniendo en cuenta (6), obtenemos que

1 2 » oy 523 g1/2

_ — . < — — .
S/s K|u0(a:, o)-vy|dx'do < ¢ 51/6+ 5
Por ejemplo, tomando § = s'/3, el segundo miembro vale ¢(s'/'® + s'/6). Por tanto,
hemos probado (12) con w(s) = c(s'/*® + s/%). Esto demuestra el teorema.
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