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Abstract

Consideramos una colecciéon de puntos bicroméatica y nos preguntamos cudntos puntos adi-
cionales son necesarios considerar para asegurar la existencia de un k—factor. Dos tipos de puntos
adicionales serdn tratados: puntos de Steiner y puntos blancos (con posicién prefijada pero no asf
su color).

1 Introduccion

Recientemente, han merecido especial atencién diversos problemas relativos a la geometria de nubes
de puntos bicrométicas (constltese a este respecto el survey [6]). Particularmente, cierto esfuerzo
se ha dedicado al tema de separacion o agrupacién en conjunto monocromaticos, llamémoslos rojos
y azules (ver [3, 4]) que de alguna forma miden el grado de separacién entre los dos conjuntos de
puntos. Igualmente, se han tratado en diversos trabajos el tema de los emparejamientos geométricos
monocromaticos (donde la palabra geométrico—que omitiremos en el resto del trabajo— hace mencién a
que dos puntos siempre se unen por el segmento que definen y que no se producen intersecciones entre
segmentos salvo en vértices comunes y monocromatico se refiere a que cada arista considerada en el
emparejamiento tiene ambos extremos del mismo color), pero es sabido que existen configuraciones de
puntos rojos y azules donde no es posible encontrar ningiin emparejamiento completo, en particular
tenemos el siguiente resultado:

Teorema 1.1. [2] Sea n = |R| + |B| una coleccidn de puntos rojos y azules. Entonces se verifica:

1. Existe un emparejamientos monocromdticos que cubren 0.8571n puntos de R|JB. Ademds se
puede encontrar dicho emparejamiento en tiempo O(n?).

2. Existe una configuracién R|\J B para la cual cualquier emparejamiento monocromdtico cubre a
lo mds 0.9871n de los puntos de R|J B.

Inspirdndonos en dicho resultado, tratamos de ver cudntos puntos adicionales son necesarios anadir
para poder asegurar que, en todas las condiciones, se puede encontrar un emparejamiento completo.
Consideraremos dos tipos de puntos adicionales:

1. Puntos de Steiner, esto es: pueden ser colocados en el lugar que consideremos més apropiado y
ademas dotarlo del color que deseemos.

2. Puntos blancos: su situacién nos viene dada como dato inicial, pero no asi su color, que podemos
asignarlo segiin sea mas conveniente.

Tal y como se ha dicho anteriormente todos los emparejamientos (o k—factores cuando llegue el caso)
considerados en este trabajo se entenderan que son geométricos. Igualmente, salvo que es especifique
lo contrario, todos los emparejamientos seran monocromaticos.
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2 Emparejamientos monocromaticos

En primer lugar consideraremos el caso de emparejamientos de nubes bicromaticas.

2.1 Emparejamientos con puntos de Steiner

Tal y como se ha dicho anteriormente, partimos de una coleccién de n = |R|+|B| puntos azules y rojos
y nos preguntamos si al anadir puntos de Steiner podemos garantizar la existencia de emparejamientos
monocromaticos. En realidad, el principal resultado es una consecuencia directa del Teorema 1.1:

Corolario 2.1. Para cualquier nube n = |R| + |B| de puntos rojos y azules, con 1 — 0.8571 puntos
de Steiner siempre se puede conseguir un par de emparejamientos monocromdticos. Ademds, existen
configuraciones que requieren al menos 1 — 0.9871 puntos de Steiner

Por lo tanto, el resultado anterior nos garantiza que con una cantidad lineal de puntos de Steiner
siempre se puede conseguir un par de emparejamientos completos monocromaticos y que no podemos
aspirar a bajar del orden lineal (aunque el hueco entre las constantes de la cota inferior y la superior
mereceria ser estudiada y mejorada).

2.2 Emparejamientos con puntos blancos

La variacién ahora con respecto a la subseccién anterior es que la posicién de los puntos adicionales (a
los que llamaremos blancos) estd fijada en los datos iniciales y la tinica posibilidad es que le asignemos
el color que sea més conveniente. Al igual que antes, partimos de una coleccién de n = |R| + |B]
puntos azules y rojos y nos preguntamos si al anadir puntos blancos podemos garantizar la existencia
de emparejamientos monocromaticos. Asi el principal resultado de esta seccién nos garantiza que si
tenemos un suficiente niimero de tales puntos blancos, siempre podemos conseguir el objetivo de un
par de emparejamientos monocromaticos:

Teorema 2.2. Para cualquier nube n = |R|+|B| de puntos rojos y azules, n puntos blancos son siempre
suficientes y ocasionalmente necesarios para consequir un par de emparejamientos monocromdticos.

Demostracion. Para la condicién necesaria utilizaremos el conocido resultado [7] de que si |R| = |B|,
entonces siempre es posible encontrar un emparejamiento completo heterocromatico.

Por lo tanto, emparejamos todos los puntos coloreados con los blancos y damos a cada punto blanco
el color de su pareja.

Para ver que a veces son necesarios basta con considerar la configuracién que aparece en la Figura 1,
como hay menos puntos blancos que la unién de los rojos y los azules, de existir un emparejamiento
completo tendra que existir un par de puntos con color emparejados, la arista que definen dichos puntos
afsla una cantidad de puntos impares del otro color de los blancos imposibilitando el emparejamiento
de alguno de ellos.

O

2.3 Emparejamientos con puntos blancos y con puntos de Steiner

Por dltimo, concluimos esta secciéon considerando el caso en el que combinamos puntos de las dos
naturalezas anteriores y obtenemos un resultado que, de alguna forma, contiene a todos los enunciados
anteriormente.

Teorema 2.3. Para cualquier nube n = |R| + |B| de puntos rojos y azules, n — k puntos blancos
y 1 — (0.8571)k puntos de Steiner son siempre suficientes para conseguir un par de emparejamientos
monocromaticos.
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Figura 1: Si existe un emparejamiento monocromatico en esta figura, debe existir una arista entre dos
vértices coloreados que aisla a una cantidad impar de vértices del otro color.

Demostracion. La demostracion se realiza por reduccion al absurdo considerando una configuracion
minima (en cuanto al nimero de puntos) que no verifique el enunciado y llegando a una contradiccién
estudiando los puntos de la envolvente convexa. O

3 k—factores

Recordemos que un k—factor es un grafo regular de valencia k (por tanto un emparejamiento es un
1-factor). En esta seccién nos preguntamos hasta qué punto podemos extender los resultados de la
seccién anterior. En primer lugar nos preguntamos sobre la existencia de 2—factores con puntos de
Steiner.

Teorema 3.1. Para cualquier nube n = |R| + |B| de puntos rojos y azules |n/2] puntos de Steiner
son siempre suficientes y a veces necesarios para consequir un 2—factor.

Demostracion. Para la condicion necesaria basta con considerar una coleccién de puntos en posiciéon
convexa alternada.

Para la condicién suficiente ordenamos angularmente los puntos de la nube a partir de un punto
cualquiera del plano p y construimos los dos poligonos monocromaéticos (Figura 2 a)) resultantes de
dicho orden y consideramos de los dos conjuntos siguientes el de menor cardinal:

1. La unién de puntos rojos en el exterior del poligono azul con los puntos azules en interior del
poligono rojo.

2. La unién de puntos rojos en el interior del poligono azul con los puntos azules en exterior del
poligono rojo.

Evidentemente el conjunto de menor cardinal tiene, a lo mds |n/2| puntos. Suponiendo que sea la
primera de las opciones la de menor cardinal, para cada punto rojo en el exterior del poligono azul
situamos un punto de Steiner (representados como cuadrados en la Figura 2 b)), que utilizaremos para
el ciclo azul, en la linea que une p con dicho punto y dejando al punto rojo en la posicién intermedia y
un punto de Steiner (que utilizaremos para el ciclo rojo) por cada punto azul en el interior del poligono
rojo (de tal forma que ahora es el punto de Steiner el que queda en la posicién intermedia).

O

Un par de comentarios con respecto a la demostraciéon anterior: en primer lugar, obsérvese que al
anadir puntos de Steiner para conseguir un ciclo a partir de ciertos puntos, podria ocurrir que los puntos
de Steiner estuvieran muy alejados de la nube de puntos original, sin embargo hemos demostrado el
siguiente resultado:



Figura 2: Los dos pasos principales de la demostracion.

Teorema 3.2. Para cualquier nube n = |R| + |B| de puntos rojos y azules incluida dentro de un
abierto conexo O |n/2] puntos de Steiner son siempre suficientes y a veces necesarios para consequir
un 2—factor incluido en O.

El segundo comentario es que en el teorema anterior se ha conseguido no sélo un 2—factor, sino un
par de ciclos monocromaticos, si nos formulamos la misma pregunta con respecto a puntos blancos en
vez de puntos de Steiner, podemos encontrar configuraciones en las que por muchos puntos blancos
que pongamos no sea posible encontrar ciclos monocromaticos tal y como muestra la figura 3. Sin
embargo, si la pregunta es sobre la existencia de 2—factores, obtenemos el siguiente resultado:

2n — 2 puntos blancos

Figura 3: Cualquier ciclo que contenga al punto negro aisla a los dos puntos grises.

Teorema 3.3. Para cualquier nube n = |R|+|B| de puntos rojos y azules, 2n puntos blancos son siem-
pre suficientes y ocasionalmente necesarios para conseguir un par de emparejamientos monocromdticos.

Demostracion. Evidentemente, si los puntos estan en posiciéon convexa y en la parte superior aparecen
todos los coloreados de forma alternada y en la inferior todos los blancos, no podemos utilizar dos del
mismo color para ningun ciclo. Por lo tanto, en este caso son necesarios 2n blancos.

Para la condicién suficiente utilizamos el teorema de la subdivisién igualitaria ([1, 5, 8]) que dice
queparaa > 1,b> 1y g > 2,si R es un conjunto que contiene ag puntos rojos y B contiene bg puntos
azules, entonces existe una subdision del plano en g poligonos convexos disjuntos tal que cada uno de
ellos contiene exactamente a puntos rojos y b azules.

Pues si consideramos dicho teorema paraa =1, b = 2 y g = n conseguimos n convexos de tal forma
que en cada uno de ellos hay exactamente un punto coloreado y dos blancos que nos dan lugar a un
2—factor. O



Obsérvese que en realidad se ha probado un resultado ligeramente superior, més concretamente se
ha probado que para cualquier nube de n de puntos rojos, 2n puntos blancos son siempre suficientes
y ocasionalmente necesarios para conseguir un emparejamiento monocromatico.

Sin embargo podemos comprobar que no es posible extender el resultado anterior a 3—factores (con
3n puntos blancos) ya que si todos los puntos estdn en posicién convexa podriamos dividir el plano
en regiones convexas con un punto coloreado y tres blancos, pero, en este caso, los cuatro puntos
estarfan en posicién convexa y por tanto el K4 correspondiente no seria geométrico en el sentido de
tener interseccion entre dos lados disjuntos. Por lo tanto la pregunta natural seria si son posibles
los k—factores pero con puntos de Steiner. A este respecto hay un resultado trivial que merece ser
mencionado:

Teorema 3.4. Para cualquier nube n = |R| de puntos rojos, una cantidad lineal de puntos de Steiner
son siempre suficientes y ocasionalmente necesarios para conseguir un k—factor para 1 < k < 5.

Demostracion. Puesto que sabemos que para el 2—factor necesitamos una cantidad lineal de puntos de
Steiner, la necesidad queda demostrada.

Naturalmente el 3—factor se podria conseguir anadiendo tres puntos de Steiner alrededor de cada
punto rojo (para conseguir un K4). Para conseguir un 4—factor se pueden anadir 7 puntos alrededor
de cada punto rojo para conseguir un octoedro. Y el 5—factor anadiendo 11 puntos alrededor de cada
punto para conseguir un icosaedro). No cabe preguntarse sobre 6-factores puesto que ningtin grafo
6-regular es plano.

O

Evidentemente en la demostraciéon anterior se utiliza para el 3—factor 3n puntos de Steiner y es
facil probar que las constantes involucradas pueden ser mejoradas.
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