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Introduccion

En 1929 C. D. Birkhoff [Bir] prob¢ la existencia de una funcién entera g(z)
cuyo conjunto de trasladadas {g(z+a) : a € C} es denso en H(C). Posterior-
mente, en 1952, MacLane [McL] construy6 una funcién entera cuya sucesion
de derivadas aproxima uniformemente en compactos de C a cualquier otra
funcion entera. Estos dos teoremas, ya clasicos, se consideran el punto de
partida de una linea de investigacion dentro del Analisis: la Hiperciclicidad,
que en las ultimas décadas, y gracias a técnicas de Anadlisis Funcional, ha
adquirido una identidad propia. Dado un espacio topoldégico X, una aplicacién
continua 7' : X — X se dice hiperciclica si existe un elemento xr € X tal
que su 6rbita {T"z : n € N} es densa en X. Es evidente que un elemento
x € X es hiperciclico para T' si y sé6lo si no existe ningtin subconjunto propio
de X cerrado e invariante por 1" que contenga a x. Por tanto el estudio de la
hiperciclicidad esta directamente relacionado con la existencia de subconjuntos
cerrados e invariantes.

En 1969, S. Rolewicz [Rol] abordd el problema de la existencia de operadores
hiperciclicos (aunque sin utilizar la notacién ni la nomenclatura actual) en los
espacios ¢, con 1 < p < 00 y ¢y, planteando como problema el estudio de la
existencia de operadores hiperciclicos en cualquier espacio de Banach. Desde
entonces han sido muchos los autores que han estudiado esta cuestion, resuelta
de manera positiva, muy recientemente, por Bernal [Ber] y Ansari [An2| de
manera independiente. En el mismo trabajo, Rolewicz planteaba otra impor-
tante cuestion, la hiperciclicidad de los operadores del tipo Shift. Estos dos

aspectos han supuesto la base de muchas investigaciones sobre hiperciclicidad,
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alguno de los cuales recogeremos en esta Memoria.

Por otra parte en 1987 R. M. Gethner y H. J. Shapiro [GeS] y C. Kitai
[Kit] ofrecen, por primera vez, un criterio bastante 1til que nos permite asegu-
rar la hiperciclicidad de operadores. Este Criterio de Hiperciclicidad ha sido
generalizado posteriormente por estos y otros autores (ver por ejemplo [GE1],
[GoS], [An2], [Ber]).

En esta Memoria pretendemos recopilar algunos de los resultados obtenidos
dentro de estas dos lineas de trabajo, relacionandolos con otros problemas
importantes dentro de la Hiperciclicidad. Sin embargo, no sélo se trata de
un trabajo de recopilacién de datos, sino que se ha pretendido unificar las
distintas notaciones utilizadas por los autores, adaptando, en determinados
casos, las demostraciones originales y completando y/o mejorando en otros las
pruebas no recogidas en los diversos articulos.

Para que esta Memoria sea autocontenida y con el fin de facilitar la com-
prension de las pruebas, recordamos en el Capitulo 1 algunos resultados clasicos
sobre Analisis Funcional y Teoria de Operadores que se utilizaran posterior-
mente. Ademads, en su ultima Seccién introducimos las definiciones iniciales
sobre hiperciclicidad, asi como consecuencias inmediatas que de ellas se de-
ducen. De este modo establecemos un primer contacto con el concepto central
de esta Memoria.

En el Capitulo 2 recogemos algunos resultados de Rolewicz [Rol] en los
cuales se nos presenta un primer ejemplo de operador hiperciclico sobre los
espacios de Banach clasicos ¢,, con 1 < p < 00, y ¢y. Aparece por primera
vez un operador del tipo (weighted) backward shift que serdn el eje principal
de los Capitulos sucesivos. Posteriormente hacemos una breve incursion en el
estudio de condiciones suficientes y/o necesarias sobre un espacio topoldgico
X para la existencia de operadores hiperciclicos en él. Veremos que el espacio
debe ser separable y de dimensién infinita, siendo estas condiciones suficientes
en el caso en que X sea un espacio de Banach o de Fréchet.

En el Capitulo 3 incluimos uno de los primeros criterios suficientes so-

bre hiperciclicidad que se obtuvieron [GeS], para lo que se recurre a resulta-



INTRODUCCION iii

dos clasicos de Analisis Funcional como es el Teorema de Baire. Asimismo,
aprovechamos este criterio para obtener, de manera directa, los teoremas,
clasicos en hiperciclicidad, de Birkhoff y MacLane. En la misma linea es-
tudiaremos algunas aplicaciones de este criterio a la Teoria de Operadores,
como es la hiperciclicidad de operadores backward shift en espacios de Hilbert
de tipo Bergman [GeS].

En el Capitulo 4 recogemos algunos resultados [Sa2] que caracterizan la
hiperciclicidad de los operadores bilaterales weighted backward (y forward)
shifts sobre espacios de Hilbert, asi como de los operadores backward shifts
unilaterales. Veremos que en el caso forward la hiperciclicidad nunca es posi-
ble. Veremos cémo, gracias a estos resultados sobre operadores unilaterales,
se puede cerrar el estudio de la hiperciclicidad en espacios de Hilbert de tipo
Bergman, el cual fue abordado anteriormente por Gethner y Shapiro [GeS]
(ver Capitulo 3) y completado por H. Salas [Sa2]. Asimismo, definiremos el
concepto de suma directa de dos operadores y estudiaremos la relacién entre
la hiperciclicidad del operador suma directa y los operadores sumandos, de-
teniéndonos con especial interés en el caso de los operadores de desplazamiento.
Finalmente concluiremos el Capitulo estudiando el concepto de multihiperci-
clicidad y su relaciéon con el de hiperciclicidad.

Por ltimo, en el Capitulo 5, abordaremos el estudio de la hiperciclicidad de
operadores bilaterales weighted shifts en el espacio de Fréchet de las funciones
enteras H(C). Aprovecharemos para ello algunos de los resultados recogidos
en el Capitulo 3, en particular el Criterio de Hiperciclicidad, y en el Capitulo
4, en particular la caracterizaciéon de la hiperciclicidad de operadores bilateral
weighted shifts.
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Chapter 1

Preliminares

A lo largo de las primeras Secciones de este Capitulo recogeremos algunos
resultados clasicos dentro de la Teoria de Espacios y el Anélisis Funcional, con
vistas a incluir en este trabajo todos los conceptos necesarios para la com-
prension de los Capitulos posteriores. Hemos de decir que las demostraciones
se pueden consultar en [Rul], [Ru2] y [Brb] entre otros. En la tltima Seccién
introduciremos los conceptos de hiperciclicidad y universalidad, sobre los que
se basan las investigaciones posteriores, ademas deduciremos algunas obser-
vaciones sobre hiperciclicidad que permiten un primer acercamiento a esta

teoria.

1.1 Algunos espacios de Banach clasicos.

En primer lugar, en esta Seccion, vamos a recordar algunos espacios clasicos
de Banach que apareceran en resultados posteriores, asi como alguna de las
propiedades que verifican. Denotaremos por K al cuerpo de los niimeros reales
R o al cuerpo de los niimeros complejos C.

Sea X un espacio topoldgico. Denotamos por C(X,K), o de forma més

abreviada C(X), al espacio de las funciones continuas de X en K. En particular,
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si X = [0,1], tenemos
Cl0,1] ={f:[0,1] — K : f es continua}.
Para cada f € C[0, 1], definimos la norma infinito de f como:

[ flloe = sup{[f(z)[ : = €[0,1]}.

Proposicién 1.1.1 La aplicacion ||| es una norma en C[0,1]; y (C[0,1], || - ||c0)

es un espacio de Banach separable.

Denotamos por ¢y al espacio de las sucesiones de escalares convergentes a
cero, es decir,

co = {(Tn),cN € KN . nh_)r{.loxn = 0}.

Para cada (z,,), [y € co definimos la norma infinito de (z,), y como:

1(zn)eNlloo = sup{laa| = n € N}.

Proposicién 1.1.2 La aplicacion || - |« define una norma en co; y el par

(co, || lloo) €8 un espacio de Banach separable.

Para cada p € [1, +00), se define el espacio £, como el conjunto de sucesiones

p-sumables, es decir,
0, = KN .S (o
v {(#n),,cN € DY @ < +oo}.
n=1

Siz = (zn),.N € {p, se define la norma-p de x como

o0 1/17
Il = (Z \xn\p) |
n=1
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Proposicién 1.1.3 La aplicacion || - ||, : €, — [0,4+00) es una norma en C,;

y el par (L, || - ||,) es un espacio de Banach separable.

Por tltimo sea (2, X, p) un espacio de medida y p € [1, +00). Consideramos

el espacio
LP(Q) = {f:Q—K: fesmedibley /|f|pd,u < 00},

yvseaN ={f:Q — K : fesmedibley f =0c.p.d. Q}. Entonces definimos
el espacio LP(€)) como LP(Q)/N.
En particular, si Q = [0,1] y u es la medida de Lebesgue en [0, 1], tenemos

que LP[0, 1] es el espacio de las clases de funciones f tales que

/01 F(2)Pdz < oo.

Sea f € LP[0,1]. Se define la norma-p de f como

i, = ([ 1rapa)”.

Proposicién 1.1.4 Sea p € [1,400). La aplicacion | - ||, : LP[0,1] — K
es una norma en LP[0,1]; y el par (LP[0,1],] - |l,) es un espacio de Banach

separable.

Definicién 1.1.1 Sea X el espacio ¢, (1 < p < 00) o bien el espacio cy.
Definimos el operador backward shift B sobre X por

B(xy,29,. .., Tp,...) = (T2, T3,...,Tp,...)
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1.2 El Teorema de Baire.

Antes de enunciar este teorema clasico en Analisis Funcional damos algunas
definiciones necesarias. Dado X un espacio topoldgico y A un subconjunto de

X, denotaremos por A al cierre de A y por int(A) al interior de A.

Definicién 1.2.1 Sea X un espacio topologico y A un subconjunto de X.

1. Se dice que el conjunto A es raro o diseminado si int(A) = ().

2. Se dice que A es de 1% categoria (Tespecto de la topologia de X ), si es
union numerable de conjuntos raros; o equivalentemente, si existe una

sucesion de conjuntos {F,}, N cerrados de interior vacio de manera que

Ac |JFE.

n=1

3. Se dice que A es de 2% categoria, si no es de 1% categoria.
4. Se dice que A es residual, si su complementario es de 1% categoria.

5. Se dice que X es un espacio de Baire, si todo abierto no vacio de X es

de 2% categoria en X.

Proposicion 1.2.1 Sea X un espacio topologico. X es un espacio de Baire
(o)

st y solo si para cualquier sucesion {G”}nEN de abiertos densos en X, ﬂ G,
n=1

es denso en X.

Teorema 1.2.2 (Teorema de Baire) Sea X un espacio topologico. Si X es

un espacio métrico completo, entonces X es un espacio de Baire.
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1.3 Espacios vectoriales topolégicos y F-espacios.

Definicién 1.3.1 Un espacio vectorial topoldgico es un espacio vectorial X

sobre K, en el que hay definida una topologia tal que:
1. La aplicion suma, definida por
XxX — X
(z,y) — z+y

es continua.

2. La aplicaciom producto por un escalar, definida por
KxX — X
Ay) — Ay

es continua.

Definicién 1.3.2 Sea X un espacio vectorial y sea d una distancia en X.
Se dice que d es invariante por traslaciones, si para cualesquiera elementos
x,y,a € X se verifica que d(x,y) = d(x + a,y + a).

Definicién 1.3.3 Un espacio vectorial topologico X es un F-espacio, si exis-
te una distancia d invariante por traslaciones cuya topologia asociada es la

topologia de X y para la que X es completo.

1.4 Espacios de Fréchet

Definicién 1.4.1 Sea X un espacio vectorial sobre K. Una seminorma en X
es una aplicacion p : X — [0,+00) de forma que, para todo x,y € X y todo
a € K se tiene
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(a) p(x +y) < p(x) + p(y).

(b) plazx) = |a|p(z).

Sea X un espacio vectorial sobre K, y F = {p;}ic; una familia de semi-
normas definidas en X. Para cada ¢ > 0 y cada subconjunto finito F' de [

denotamos

Vi = {r € X : pi(x) < e para todo i € F'}.

Teorema 1.4.1 Sea X un espacio vectorial sobre K. Sea F = {p;}ic; una
familia de seminormas sobre X. Entonces existe una unica topologia en X
que lo convierte en espacio vectorial topoldgico y para la que la familia {Vg. :
e>0, F C I finito} es una base de entornos de 0.

A esta topologia se la llama topologia generada por la familia de seminormas

{pi}iel-

Proposicién 1.4.2 Sea F = {p;}ic; una familia de seminormas sobre un
espacio vectorial X. Entonces, la topologia generada por F es de Hausdorff si
y sdlo si la familia es separante, es decir, para todo x € X \ {0} existe i € T
tal que p;(x) # 0.

Definicién 1.4.2 Un espacio localmente convexo es un espacio vectorial topo-
l6gico que es Hausdorff y tal que el 0 posee una base de entornos formada por

conjuntos convexos.

Teorema 1.4.3 Sea X un espacio localmente convexo. Son equivalentes:

(a) X es metrizable.
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(b) ELO tiene una base de entornos numerable.

(¢) De toda familia de seminormas que genera la topologia de X, puede ex-

traerse una subfamilia numerable que sigue generando la misma topologia.

(d) Eziste una familia numerable de seminormas en X que genera la topologia
de X.

Ademas, si se dan estas condiciones, existe una distancia invariante por trasla-

ctones que genera la topologia de X.

Definicién 1.4.3 Un espacio de Fréchet es un F-espacio que es localmente
convexo; es decir, un espacio localmente convero cuya distancia invariante

por traslaciones genera una topologia para la que X es completo.

1.5 Espacios de Hilbert.

En esta Seccién veremos las definiciones y las propiedades mas importantes,
que usaremos en Capitulos posteriores, sobre los espacios de Hilbert, asi como

la particularizacién de algunos ejemplos con los que también trabajaremos.

Definicién 1.5.1 Sea H un espacio vectorial sobre K, un producto escalar en
H es una aplicacion que a cada par de elementos x,y € H le asocia un escalar

(x,y) de forma que
() (2.y) = (5.}, para todo .y € H.

(b) {ax + By, z) = oz, 2) + By, z), para todo x,y,z € H y cualesquiera
a, 8 e K.

(¢) (x,z) > 0 para todo x € H.

(d) (z,x) =0 si y sélo si x =0.
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Se dice entonces que H es un espacio prehilbertiano con producto escalar (-, ).

Proposiciéon 1.5.1 Sea H un espacio prehilbertiano. La aplicacion que a cada
elemento © € H le hace corresponder el nimero real y positivo ||z|| = +/(z, z)

define una norma sobre H que se denomina norma asociada a H.

Definicién 1.5.2 Un espacio de Hilbert H es un espacio prehilbertiano que

es completo para la norma asociada a H.

Sea A un subconjunto de un espacio vectorial; denotamos por span(A) al
subespacio vectorial generado por A, es decir, el menor subespacio vectorial

que contiene a A. Se tiene que
n

span(A) = {Z apxrr cneEN, z, €A, o € K}
k=1

Si A es un subconjunto de un espacio normado, denotaremos por span(A)
al subespacio vectorial cerrado generado por A, es decir, el menor subespacio
vectorial cerrado que contiene a A. Se tiene que span(A) coincide con con la

clausura de span(A); es decir, span(A) = span(A).

Definicién 1.5.3 Dos elementos x e y de un espacio de Hilbert H se dicen

ortogonales si (x,y) = 0. (En realidad basta con que H sea prehilbertiano).

Definicién 1.5.4 Un conjunto {x;}ic; en un espacio de Hilbert (basta, de
nuevo, con prehilbertiano) es un sistema ortogonal si sus elementos son no
nulos y dos a dos ortogonales; es decir, si x; # 0 para cada i € I y (z;,x;) =0
para i # j. Si ademds todos los elementos del sistema tienen norma uno, se

dird que el sistema es ortonormal.
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Teorema 1.5.2 Sea H un espacio de Hilbert y (x;);c; un sistema ortonormal

en H. Son equivalentes:

(a) (z;)icr €s un sistema ortonormal maximal: el unico elemento x € H que

es ortogonal a todos los elementos del sistema es v = 0.
(b) (x;)icr es completo: H = span{x; : i € I}.

(b) (z:)ier es una base de H: para todo v € H se tiene que © =Y _(x,z;);.

el
(d) Para todo z,y € H se tiene que (z,y) = > (z,z;){y, ;).
i€l
(¢) (Identidad de Parseval). Para todox € H se tiene que ||z||* =" [(z, z;)|*.
il

Ejemplos 1.5.3 Sea I un conjunto, denotamos por ¢2(I) al espacio formado
por las familias x = {x;};cs de escalares tales que

D wl? < oo

il
Si para cada © = {x;}ic; v cada y = {y;}ies definimos su producto escalar

CcOo1mo

<.73, y> = Z xiEa

iel
entonces ¢5(1) se convierte en un espacio de Hilbert. Para cada i € I denota-
mos por e; al elemento de ¢5(I) definido por
0 st i#]
€ = 1Tij }j donde Tij = .
7 { 7/]}]617 4,7 {1 SZ Z:j
Entonces el sistema {e; : i € I'} forma una base ortonormal del espacio lo(]).
En particular, si I = N o si [ = Z, tenemos el espacio de las sucesiones

unilaterales o bilaterales de cuadrado sumable respectivamente, es decir,

6N) = £ = {x: (), N : S Jef? < oo}

n=1
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6@) = {o= @z 3 ol <o}

n=—oo

Proposicién 1.5.4 Todo espacio de Hilbert tiene una base. Mds aun, todas

las bases de un espacio de Hilbert tienen el mismo cardinal.

Definicién 1.5.5 Al cardinal de una base de un espacio de Hilbert H lo lla-
maremos dimensién hilbertiana de H. En el caso de dimension finita, la di-

mension hilbertiana coincide con la dimension lineal de H.

Proposicién 1.5.5 Dos espacios de Hilbert son isomorfos si y solo si tienen
la misma dimension hilbertiana. Mads ain, st I es un conjunto cuyo cardinal
coincide con la dimension hilbertiana de un espacio de Hilbert X, entonces X

es isomorfo a lo(I).

Proposiciéon 1.5.6 Un espacio de Hilbert H es separable si y solo si tiene una

base, a lo sumo, numerable.

Corolario 1.5.7 Todo espacio de Hilbert de dimension infinita y separable es

isomorfo a ls.

Sean X e Y dos espacios normados. Denotaremos por £(X,Y') al conjunto
formado por todas las aplicaciones lineales y continuas de X en Y. Si X =Y,

entonces denotaremos simplemente £(X).
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Proposicién 1.5.8 L(X,Y) es un espacio vectorial que se convierte en espa-

cio normado si definimos la norma de operadores T € L(X,Y) como

IT|| = min{M >0 : ||Tz|| < M||z|| para todo x € H} =

[T|
sup{||Tz| : [[z|| <1} = sup{ T r#0p.

Proposicién 1.5.9 Sean Hy y Hy dos espacios de Hilbert, y T € L(Hy, Hs).

Entonces eziste un unico operador T* € L(Hy, Hy) tal que
(Tz,y) = (z, T"y), para todo x € Hy y todo y € H.

A tal operador se le llama operador adjunto de T.

Nota 1.5.10 Sean H, y Hy dos espacios de Hilbert, yT € L(Hy, Hy). En-
tonces es claro que la operacion “tomar adjunto” es involutiva, es decir, T** =

(%) =T.

Sea X un espacio de Hilbert separable y sea {e,}, _p una base ortonormal.
Se define el operador forward shift T' (resp. backward shift S) como como aquél
que verifica Te,, = e,y para cada n € N (resp. Se,,1 = e, para cadan € N
y Ser = 0). Si existe una sucesién de escalares {a,}, y tal que se verifica
Te, = apy1€n+1 (resp. Se,i1 = apey) se dice que T' (resp. S) es un operador
weighted forward (vesp. backward) shift con sucesién de pesos {a,}, N-

En particular, si X = (3(N) el operador T' (resp. S) se denomina unila-
teral forward (resp. backward) shift. Ahora bien, si X = ¢5(Z) definimos el
operador bilateral forward shift (resp. backward shift) como aquél que verifica

Te, = e,+1 para cadan € Z (resp. Te,, = e, para cada n € 7).
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Proposicién 1.5.11 Sea H un espacio de Hilbert separable y T un operador
weighted backward (resp. forward) shift. Entonces el operador T* es un ope-
rador weighted forward (resp. backward) shift.

Demostracion. Por la Nota 1.5.10 basta probar el caso en que T es un
operador weighted forward shift con sucesién de pesos {a,}, N-

Sean x,y € H y sea {e”}neN una base ortonormal de H. Se verifica que

o0 o0
Z x, en n e Z y,em
n=1 m=1

Pero por la linealidad y continuidad de Ty del producto escalar, y por la

definicién de operador weighted forward shift

T.CC y Z Z, en an+1€n+lay> -

n=1
oo
Z <I7 en) <y> em>an—i-1 <€n+17 em) =
n,m=1

iﬁx’ S e P

<x, > @y, em)em— 1>

m=1
Luego, por la unicidad del operador adjunto,

[e.9]

Z (Y, em)em—1 para cada y € H.

En particular para y = e,11
* -
T €nt1 = Ant1€pn

de donde T™ es el operador weighted backward shift con sucesién de pesos

{b, = a”+1}neN‘ °
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1.6 Conceptos generales sobre hiperciclicidad.

En los siguientes Capitulos vamos a estudiar la hiperciclicidad de operado-
res siempre definidos entre, al menos, espacios de Fréchet. En general este
concepto, y el mas general de universalidad, se pueden dar para espacios

topoldgicos cualesquiera.

Definicién 1.6.1 Sean X eY dos espacios topoldgicos y sea {T,, : X — Y },>0
una sucesion de aplicaciones continuas. Se dice que un elemento v € X es

universal respecto de la sucesion {T),}n>o0 si su orbita
O({T,} : z) ={Tox, Thx,...,Tyx,...}

es densa en' Y. En tal caso se dice que {T,} es una sucesién universal. De-
notaremos por U({T,}) al subconjunto de elementos de X que son universales
respecto de {T,}.

Elijamos en particular X =Y y {T,} la sucesion de iteradas de una sola
aplicacion continua T : X — X, es decir, Ty = T° = Id, Ty = T, Ty, =
T? =ToT y en general para cadan € N T, = T" = To o) oT. En estas
condiciones, si la orbita O(T : z) = {T"x : n > 0} de un elemento v € X,
es densa en X se dice que x es hiperciclico respecto de T y la aplicacion T
se dice hiperciclica. El conjunto de elementos hiperciclicos respecto de T lo

notaremos por U(T').

Nota 1.6.1 Observemos que para que una sucesion de aplicaciones de un es-
pacio topologico X en otro espacio topologico Y sea universal, es necesario que

el espacio de llegada Y sea separable.

A lo largo de este trabajo nos vamos a centrar en resultados de hipercicli-
cidad y por tanto consideraremos el caso en que tengamos una sola aplicacién

T (y sus iteradas) sobre un espacio topolégico X separable.
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El primer resultado elemental que damos nos garantiza que, con unas condi-
ciones minimas sobre X, la existencia de un solo elemento T-hiperciclico im-

plica la de todo un conjunto denso de elementos hiperciclicos para T

Lema 1.6.2 Sea X un espacio topologico Ty sin puntos aislados. Entonces

cada subconjunto finito de X tiene interior vacio.

Demostracion. Como X no tiene puntos aislados, tiene, al menos, dos
puntos; y por ser Tj, cada subconjunto unitario {z} es cerrado y de interior
vacio, luego cada subconjunto finito también es cerrado.

Supongamos, por reduccién al absurdo, que existe un subconjunto finito
F de X de interior no vacio. Tenemos que int(F') es abierto, finito (luego
cerrado) y posee, al menos, dos puntos. Escogemos un subconjunto B abierto,
no vacio y minimal de int(F'). Entonces B tiene, al menos, dos puntos a y b.
Por ser X T}, existe un abierto U de X talquea € Uy b ¢ U. Sea C = BNU.
Entonces C' es un subconjunto abierto no vacio de int(F') y es un subconjunto

propio de B, lo que contradice la eleccion del conjunto B. °

Teorema 1.6.3 Sea X un espacio topologico T1, separable sin puntos aislados.
Si una aplicacion T : X — X es hiperciclica, entonces el conjunto U(T) de

elementos hiperciclicos respecto de T' es denso en X.

Demostracion. Por hipétesis, existe un elemento € U(T') y por lo tanto

O(T : z) es densa en X. Pero para cada m € N se verifica
OT:T"z) = O(T:2)\ F

donde F = {z, Tz, --,T™ 'x}. Entonces int(F) es vacio por el Lema 1.6.2,
asi que O(T : T™x) es densa en X vy, en consecuencia, cada elemento 7™z de
la 6rbita de x es hiperciclico respecto de T. Asi O(T : z) CU(T) y U(T) es

denso en X. °
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Nota 1.6.4 Observemos que este resultado no es cierto para sucesiones de
aplicaciones continuas T,, : X — X. En efecto, sea X un espacio de Hilbert
bidimensional, sea {ej, es} una base ortonormal de X y sea {x, : n € N} un
subconjunto denso de X. Para cada n € N, sea y, € X un elemento ortogonal
a z, y de norma n. Definamos ahora la sucesién {7T,,}, y de operadores

lineales sobre X dada por
T,(ae; +bey) = ax, + by, (a,beK).

Entonces cada elemento de la forma ae; con a # 0 es universal para {T),},

pero cualquier otro elemento ae; + bes con b # 0 verifica
[T (aer + bea)l| = [blllynll = [bln,

luego no es universal. En consecuencia U({T},}) = {ae; : a # 0} y por tanto

no es denso en X.

El siguiente resultado nos muestra una condiciéon necesaria muy sencilla

para que se dé la hiperciclicidad de un operador 1" en un espacio normado X.

Teorema 1.6.5 Sea T' un operador lineal y continuo sobre un espacio nor-

mado X. Si T es hiperciclico, entonces ||T|| > 1.

Demostracion. Supongamos que ||T']| < 1. Entonces ||Tx| < ||T - [|z] <
||| para cada z € X, luego para cada n € N y cada z € X se tiene que
|T"x|| < ||z||. Por lo tanto la érbita de cada elemento x esta acotada, y por

consiguiente no puede haber ningin elemento hiperciclico respecto de T'. e

Durante los tultimos anos muchos autores han estudiado los operadores
hiperciclicos sobre espacios de Hilbert y espacios de Banach. Para cualquier
consulta sobre estos resultados referimos al lector interesado al excelente sur-

vey sobre el tema realizado por K. G. Grosse-Erdmann [GE2].
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Chapter 2

Hiperciclicidad en espacios de

Banach

Sea X un espacio normado y 7" un operador lineal y continuo de X en si
mismo. Recordemos que la 6rbita de un elemento x de X respecto del operador

T es el conjunto
O(T :xz)={T"z : n € N}.

En 1969 Rolewicz, basdndose en resultados de L. S. Pontryagin [Pon| ade-
lanté que si X es un espacio de dimension finita y « € X, las imagenes de
sus iteradas por T tan solo verifican las siguientes tres posibilidades autoex-
cluyentes:

(1) lim 7"z = 0.

n—oo
(2) lim [|[T"z|| = +oo.
n—oo
(3) El cierre de O(T : x) es compactoy 0 ¢ O(T : x).
De donde se deduce facilmente que la érbita de un elemento x de X nunca
puede ser densa en X y por tanto T no sera un operador hiperciclico. Mas
adelante, en la Seccion 2, ofreceremos una demostracién algebraica de este

hecho, en sf mismo bastante intuitivo, debida a C. Kitai [Kit, Theorem 1.2].

17
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Lo anterior concluye el estudio de la hiperciclicidad en espacios de dimensién
finita. Ahora bien, en el caso infinito-dimensional no ocurre asi; como vamos
a mostrar en la siguiente Seccién, dado X = £, 6 ¢y podemos encontrar que,
para ciertos operadores T'y para ciertos elementos z € X, la érbita O(T : z)
es densa en la totalidad del espacio, es decir, T" serd hiperciclico en X.

Por ultimo, dedicaremos la Seccion 2 al estudio de la existencia de opera-
dores hiperciclicos en un espacio de Banach X general. Aunque los resultados
que enunciaremos no son indispensables en lo que constituye nuestra principal
linea en este trabajo: el estudio de la hiperciclicidad de operadores weighted
shifts, consideramos que su inclusion facilita la comprension de la importancia

de dichos operadores en la teoria de la hiperciclicidad.

2.1 Un ejemplo de operador hiperciclico en espacios de

Banach

En 1969 Rolewicz [Rol, Theorem 1] proporciond el primer ejemplo de ope-
rador hiperciclico entre espacios de Banach. Su resultado, ya clésico, nos

muestra que ciertos miltiplos del operador backward shift B, son hiperciclicos.

Teorema 2.1.1 Sea X el espacio €, con 1 < p < 00, o bien el espacio cy; y
sea B el operador backward shift en X. Entonces para cada nimero real a > 1,

el operador T = aB es hiperciclico en X.

Demostracion. Sea X el espacio £, (1 < p < 00) o el espacio ¢y. Tenemos

que demostrar que existe un elemento xy € X tal que
{T"zy : n € N} es denso en X. (1)
Recordemos que el operador backward shift B viene dado por

B(Z’l,QTQ,[L'g, . ) = (IQ,I‘g, - )
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Sea R el operador forward shift definido, para cada (x1,zs,...) € X, como
R(zy,29,...) = (0,21, 29,...).
Se tiene que para cada (r1,zs,...) € X,
Bo R(xy,29,...) = B(0,z1,29,...) = (21,29,...),

y por tanto Bo R = Id en X.
Denotemos por £(X) el espacio de los operadores lineales y continuos en

X, ypor || - [|zx) la norma usual en £(X). Para cada nimero natural n € N

(n)
sea e, = (0,...,0, 1,0,...).

Si X =4, (1 <p<o0), entonces

o0
1Bz, 22, )y = (w223, )l = D lalP <
=2

o
Slal = e
j=1
En particular, si x = e,
[B(e2)ll; = lleall; = 1 = [le2]}-

La igualdad se alcanza y por tanto ||B||ze,) = 1.

Si X = ¢y, entonces
[B(x1, 22, - oo = sup{|z;| : j =2} <
sup{lz;| - j =1} = [[(21, 22, - )]s
En particular, si x = e,
[B(e2)lloo = llerlle = 1 = [le2lo-

De nuevo se consigue la igualdad y con ello || Bz, = 1.
Anélogamente podemos obtener que ||R| zx) = 1. Basta observar que la

igualdad se alcanza en = = ey, ya que R(e1) = es.
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Fijemos ahora un nimero real a > 1 y consideremos los operadores
1
T =aB y S =-R.
a
Entonces

ToS =1d enX (2)

1
-
Comencemos la construccién del elemento xy. A partir de ahora, || - ||

Texy=a vy ISlex) =

denotara la norma en el espacio X.
Sea G = {2™ : n € N} un subconjunto denso y numerable de X, tal que
para cualquier elemento z" = (x’]?)jEN, todas sus coordenadas x} salvo, a lo

sumo, una cantidad finita de ellas son nulas; por ejemplo,

G = {quej :neN, quQ}.
j=1

Denotemos por k(n) al mayor indice j tal que la coordenada z% de 2™ no es
nula.

Para cualquier n € N se tiene, por (3), que

m m ln [l
15z | < ISz =" =

para todo m € N.

Y por ser a > 1,
|S™az"™]] — 0 (m — 00).

Asi pues, es posible construir una sucesién creciente {r(n)} _n de nimeros
ne

naturales tales que

max{k(i) : 1 <i<n} <r(n), (4)
Y 1
157 @) < o (5)

Para cada n € N, sea
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Llamemos z( al “elemento” de X dado por

To = Z Sp(n) gn
n=1

21

(7)

En primer lugar, dicho elemento esta realmente en X, ya que para cada n > 1,

p(n) = p(n —1) +r(n) y, por (3) y (5),
11

p(n) .n p(n—=1)|| gr(n) .n .
IS am) < SIS < s

Sin = 1, directamente por (5), tenemos ||S*Vz!|| < 1/2. De donde

STIsP™an | < Y 21n < 400.
n=1 n=1

Veamos ya que xg es el elemento buscado. Observemos que si

m m m m
g™ = (2,1 T, 0, )
entonces
m m m
Tz™ = (z3',. ., Tp(m)> 0, ),

y aplicando T' k(m) veces, obtenemos
TH™ g™ — (0 para todo m € N.
En particular, dado que T es lineal,
T'2™ = 0 para todo m € Ny todo i > k(m).

Fijemos n € N. Por (2),

Tp(”)xo — iT’p(N)Sp(m)xm —

m=1

n—1

m=1 m=n+1

n—1 e’}
Z TP(n)=p(m) .m + "+ Z gp(m)=p(n) m

m=1 m=n+1

S T grmgm ) gengn L3> e gptm) g
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Sil<m <n—1,entonces, por (1), p(n)—p(m) = > r(k) >r(m) > k(m),

y por (8)
Tp(")xo = " 4+ Z §p(m)=p(n) m

m=n+1

Ahora bien, por (5) y por ser a > 1,

Z gp(m)=p(n) pm < Z ||Sp(m)—p(N)xm|| <
m=n+1 m=n+1
S (m=1)—p(n) (m) S 1 (m)
B IS = S e <
s = 1 1
> s < Y = L
m=n+1 m:n+12 2
Luego
1
||Tp(”)q:0—x"|] < . para todo n € N. (9)

Por dltimo, sea z un elemento fijo pero arbitrario de X. Por ser {z" : n € N}
denso en X, dado un nimero positivo € > 0, existe n € N tal que
3

n
— <
o — o < 5

Podemos suponer, sin pérdida de generalidad, que < ¢. Entonces, por

gn—1
(9) y la desigualdad triangular,

1 e
| TPy — x| < [|[TPMag — 2| + ||a" —z|| < T3 <e

Asi la érbita de xy es densa en X y tenemos (1). o

Notas 2.1.2

1. El Teorema 2.1.1 se puede enunciar para cualquier nimero complejo a
con mddulo |a| > 1. Ademds, el resultado es dptimo, ya que el Teorema

1.6.5 nos asequra que el operador B, con |a| < 1, no es hiperciclico.
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2. Observemos que en la prueba del Teorema 2.1.1, el hecho de usar el cuerpo

de los escalares reales o complejos es superfluo.

3. En la misma linea, podemos asimismo reemplazar el cuerpo de los es-
calares por un espacto de Banach separable arbitrario, es decir, podemos
probar el Teorema 2.1.1 para los espacios £,(X) (1 < p < 00) y co(X) de
todas las sucesiones x = (), N de elementos de un espacio de Banach

separable X, tales que

o) 1/p
||| = (Z \|xnl|§(> < +oo (resp. nh_{gO |z |lx = 0);
n=1

con la topologia definida por la norma ||z|| (resp. ||z|| = sup ||znllx) ¥
ne
donde por ||-||x, entendemos la norma en el espacio X . Tendremos, pues,

el siguiente Teorema.

Teorema 2.1.3 Sea Y un espacio de Banach separable; y sea X o bien el
espacio £,(Y), con 1 < p < oo, o bien el espacio co(Y). Sea B el operador
backward shift en X. FEntonces para cada numero real a > 1, el operador

T = aB es hiperciclico en X.

Corolario 2.1.4 Para cualquier nimero real a > 1 y en cualquiera de los

siguientes espacios
Cl0,1] ¢ LP[0,1] con 1< p < 400,

existe un operador T, de morma a, y un elemento xq, tales que xy es T-

hiperciclico.

Demostracion. Por el Teorema 2.1.3 es suficiente probar que C[0, 1] (resp.
LP[0,1]) es isomorfo a un subespacio de ¢y(C[0, 1]) (resp. de £,(LP[0, 1])).

Sea
Jo : C[O, 1] — C()(C[O,

oo ) = (4
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y sea
J,: LPI0,1] — ¢,(LP[0, 1))
o= B = (),
Es trivial que ambas aplicaciones estan bien definidas y son lineales. Veamos

que, en realidad, son isomorfismos. Sea f € C[0, 1], entonces

:n € N} =
co,1]

sup{1/n : n € N} |[fllepy = [Ifllcfo1-
Anélogamente, dada f € L?[0, 1],

1701 = |

51 = s {11

P <1 v »
sl = X ol = I
De donde Jy y J, son continuas y verifican que

[ oll =1 =/l

2.2 Hiperciclicidad en espacios de dimension infinita

Como ya comentamos en la introduccion de este Capitulo, en un espacio de
Banach de dimensién finita es imposible encontrar un operador hiperciclico.
Este resultado, enunciado inicialmente por Rolewicz [Rol] en la forma expuesta
en la introduccion, ha sido reobtenido por diversos autores, como por ejemplo
Kitai [Kit, Theorem 1.2], K. C. Chan y J. H. Shapiro [ChS, pp. 1445-1446]
y J. Bés [Bes, Lemma 2]|. De entre estas diversas demostraciones incluimos,
a continuacion, la prueba algebraica debida a Kitai, que posiblemente sea la

mas sencilla de todas las que se conocen.

Teorema 2.2.1 Sobre un espacio de Banach X de dimension finita, no existen

operadores hiperciclicos.
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Demostracion. Supongamos que 1" es un operador hiperciclico sobre X, y
que dim(X) = n € N. Existe una base de X con respecto a la cual T tiene
una matriz triangular superior A = (a;;)1<i j<n. Llamemos a = a,,. Entonces
para cada entero positivo k£ > 0, el elemento que ocupa el lugar (n,n) de la
matriz A* es aF.

Supongamos, por reduccién al absurdo, que existe un elemento (z1, ..., z,)
de X que es hiperciclico respecto de T. Entonces el conjunto {a*z, : k > 0}

tiene que ser denso en C, lo que es claramente imposible. °

Una segunda condicion para que un espacio topoldgico admita operadores
hiperciclicos es, trivialmente, la separabilidad de dicho espacio. En 1969

Rolewicz [Rol, Problem 1] planteé la siguiente cuestion.

Si X es un espacio de Banach separable y de dimension infinita, ;existe

algin operador en X que sea hiperciclico?

Observemos que Rolewicz estudio el caso en que X = /¢, (1 <p < 00) 0 ¢,
recogido en la Seccién anterior. En particular, si consideramos X = {5, por
el Corolario 1.5.7 tendremos que el problema anterior ya estaria resuelto para
espacios de Hilbert separables y de dimension infinita.

El problema en espacios de Banach ha permanecido abierto hasta hace
muy pocos aflos. A finales de los 90, S. I. Ansari [An2] y L. Bernal [Ber]

proporcionaron, de manera independiente, una respuesta afirmativa.

Teorema 2.2.2 En todo espacio de Banach separable y de dimension infinita

existe un operador hiperciclico.

Aunque no daremos las demostraciones, hemos de decir que se inspiran en
un resultado anterior de Salas [Sa2] sobre hiperciclicidad de operadores shifts
sobre /5, el cual sera la base del Capitulo 4. En particular, la prueba de Ansari

permite extender el resultado a clases mas amplias de espacios vectoriales
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topologicos. De hecho, ella muestra que cualquier espacio de Fréchet con
un sistema biortogonal equicontinuo admite un operador hiperciclico [An2,
Theorem 1(c)]. En 1998 J. Bonet y A. Peris [BoP] consiguieron eliminar esta

ultima restriccion.

Teorema 2.2.3 Todo espacio de Fréchet separable de dimension infinita ad-

mite un operador hiperciclico.

Por ultimo digamos que sigue abierto el problema de la existencia de ope-
radores hiperciclicos en espacios més generales como F-espacios separables y

de dimension infinita.



Chapter 3

Hiperciclicidad en espacios de
Hilbert

En la primera Seccién de este Capitulo vamos a ofrecer una condicién sufi-
ciente que nos garantice la hiperciclicidad de un operador 7' (Teorema 3.1.6).
La prueba de este resultado principal estd basada en el Teorema de Baire
(Teorema 1.2.2), y nos proporcionara todo un conjunto Gs-denso de elemen-
tos hiperciclicos. Sin embargo esto no nos resultara sorprendente, ya que en la
Proposicién 3.1.1 veremos que si un operador 1" posee un elemento hiperciclico,
entonces posee un conjunto Gg-denso de ellos.

El Teorema 3.1.6 permite unificar, extender y completar diversos resulta-
dos de la literatura clasica de funciones y de la Teoria de Operadores. En
particular deduciremos a partir de él los dos primeros resultados conocidos
sobre universalidad: el teorema de Birkhoff [Bir] Ezisten funciones enteras f
cuyas trasladadas aproriman uniformemente en compactos cualquier funcion
entera, es decir, tales que el conjunto {1,f : a € C} es denso en H(C), donde
T.f(2) = f(z+a) (z € C); y el teorema de MacLane [McL, Theorem 7] Existe
una funcion entera f cuya sucesion de derivadas {f™ : n > 0} es densa en
H(C). En definitiva, estos teoremas aseguran la hiperciclicidad en el espa-
cio de las funciones enteras H(C) del operador traslacién 7, y del operador
derivada D definido para cada f € H(C) como Df(z) = f'(2).

27



28 HIP. ESP. HILBERT

En la siguiente Seccién del Capitulo, incluiremos aplicaciones a la Teoria de
Operadores. Definiremos los operadores backward shift sobre ciertos espacios
de Hilbert y apoyandonos en el Teorema 3.1.6, daremos condiciones necesarias
y suficientes que caracterizaran su hiperciclicidad.

Por ultimo, en la Seccién cuarta introducimos uno de los problemas clasicos
dentro de la hiperciclicidad. Problema que tiene su origen en el Teorema 3.1.6

y que volveremos a encontrar en el Capitulo 4.

3.1 Condiciones suficientes de hiperciclicidad.

A lo largo de toda la Seccion, X sera un F-espacio separable, y T un operador
lineal y continuo de X en si mismo; la separabilidad viene impuesta como
condicién necesaria para que pueda hablarse de hiperciclicidad. Recordemos
que para un F-espacio X, la topologia viene dada por una distancia invariante
por traslaciones d. Para cualquier x € X, cualquier y € X y cualquier € > 0,
notaremos ||z|| = d(z,0)y B(y,e) = {x € X : |ly—z| <e}.

Definicién 3.1.1 Sea X un F-espacio. Para cada elemento y € X, cada
numero natural N € N y cada niumero positivo € > 0, denotaremos por

F(y,N,e) al conjunto

F(y,N,e) = {z € X : |T"z — y| < ¢ para algin n > N}.

Lema 3.1.1 Para cada elemento y € X, cada nimero natural N € N y cada

nimero positivo € > 0, el conjunto F(y, N, ¢) es abierto.

Demostracion. Por la continuidad de la aplicacion T basta probar que

F(y,N,e)= |J T £)),

n>N
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donde por T~ se entiende la aplicacién inversa 7! compuesta n veces. La

igualdad es inmediata por la siguiente cadena de equivalencias:
x € F(y,N,e) <= existe n > N tal que ||T"x — y|| < ¢ <

existe n > N tal que T"z € B(y,¢) <

existe n > N tal que z € T (B(y,¢)) <=z € |J T7" (B(y,¢)).
n>N

Proposicién 3.1.2 Si un operador T posee un elemento hiperciclico, entonces

tiene un conjunto Gs-denso de elementos hiperciclicos.

Demostracion. Sea U el conjunto de elementos hiperciclicos para T. En
primer lugar observemos que, por el Teorema 1.6.3, si U es no vacio, entonces

es denso en X y ademas
{T"z :neN}cC U  paratodoz €U. (1)

Por otra parte, dado que X es separable, existe un conjunto denso y nu-
merable en X. Fijamos {y;}, y una sucesién densa en X.
Veamos que U se puede expresar como una interseccién numerable de abier-

tos F(y, N,e). En concreto

U= 1 Fly.N.1/h). @)
§,NkeN
Sea x un elemento de U. Por (1) sabemos que para todo N € N, TNz es
hiperciclico para T', de donde para cada k € N y cada j € N tenemos que
existe un nimero natural m € N tal que
1
7
o lo que es igual, x € F(y;, N,1/k). Por lo tanto,

IT™(TV ) — yyll <

§,N.keN
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Sea ahoraz € (] F(y;, N,1/k). Hay que demostrar que la ¢érbita de x

5NkeN
es densa en X, es decir:

Dado e >0, y dado y € X, existe n € N tal que ||[T"z —y|| <e. (3)

Fijamos ¢ > 0 e y € X. Por ser la sucesion {y’f}keN densa, existe un

nimero natural m de modo que
€
Iy =l < 5

Pero z € (] F(y;,N,1/k), luego para cualquier terna de nimeros natu-

5,N,keN
rales j, N, k se tiene que

1
|T"x — y,]| < % para algiin n > N.

Tomando en particular j = m y k tal que % < 5, obtenemos
. €
77—yl < (@)
Y usando (3),(4) y la desigualdad triangular, nos queda que
1Tz = yl| < IT"% = yml| + lym —yll <e,

lo que demuestra que (] F(y;, N,1/k) C U, con ello tenemos (2) y la

5.N.keN
prueba concluye. °

Nota 3.1.3 Este resultado tan solo es vdlido st hablamos de hiperciclicidad.
En el caso de tener una sucesion de operadores {T,, : n € N} el razonamiento
falla, pues en la prueba juega un papel fundamental el hecho de que la com-

posicion sea una operacion interna en la familia {T™ : n € N}.

Una consecuencia curiosa de la Proposicion 3.1.2 y del Teorema de Baire

es la siguiente.
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Corolario 3.1.4 Sea {T,}, N una sucesion de operadores lineales y conti-
nuos. St para cada n € N existe un elemento T, -hiperciclico, entonces existe

un elemento T, -hiperciclico para todo n € N

Demostracion. Para cada n € N denotemos por U, el conjunto de elemen-
tos hiperciclicos para 7T,. Por hipétesis, cada U, es no vacio, luego por la
Proposicién 3.1.1 cada U,, es un conjunto Gs-denso en X. Asi, el Teorema de

Baire nos garantiza que ﬂ U, es denso y, en particular, no vacio, es decir,

neN

existe un elemento x € ﬂ U,, v por tanto x es un elemento 7T,,-hiperciclico
neN

para todo n € N. °

Nota 3.1.5 Teniendo en cuenta este resultado y los teoremas de MacLane y
Birkhoff, podemos encontrar una funcion entera hiperciclica respecto del ope-

rador traslacion y del operador diferenciacion a la vez.

Pasemos a demostrar a continuacién el resultado principal de esta Seccién,
el cual nos proporcionara condiciones suficientes para la hiperciclicidad de un
operador T'. Este resultado fue dado, de manera independiente, por Gethner
y Shapiro en [GeS, Theorem 2.2] y por Kitai en [Kit, Theorem 1.4]. En
ambos casos su enunciado y demostracion se inspira en el resultado de Rolewicz

(Teorema 2.1.1) visto en el Capitulo anterior.

Teorema 3.1.6 Sea X un F-espacio separable y T : X — X un operador
lineal y continuo. Supongamos que existe un subconjunto denso D de X y una

aplicacion S : X — X, tales que:
(a) ToS =1d en X.
(b) Jim |T"z|| =0y Jim |S™z|| = 0 para todo x € D.

Entonces el conjunto U = U(T') es no vacio.
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Demostracion. En la demostracion de la Proposicion 3.1.2 hemos visto que
U puede expresarse como una interseccion numerable de conjuntos abiertos
F(y,N,¢e). Asi, por el Teorema de Baire, es suficiente probar que para cada
ye X, NeNye>0, el conjunto F(y, N,¢e) es denso en X.

Fijamosy € X, NN, ¢ >0, z¢€ X y 0 > 0. Tenemos que probar que

F(y,N,e) N B(z,0) # 0,
es decir, existe x € X tal que

|T"r —y|| < e para algin n > N (1)

|z — z|| < o. (2)
Como D es denso en X, existen unos elementos g, zo € D tales que
€
5

Por la hipétesis (b), tenemos que 7" y S™ convergen puntualmente a 0 en D,

)
|2 — 20| <§ Yy ly — wol| <

luego existe n > N tal que se verifican, simultaneamente, las dos condiciones

siguientes:
€
1720 < 5

" 0
1530l < 5.
Consideremos = = S™yg + zg9. Se verifica que:

[ =2l < [lz = zoll + 20 — 2| =
)

4]
I5g0ll + 120 = 2l < 5+3 = 4

por tanto x cumple (2).

Ademas, por la hipétesis (a), es inmediato que para cualquier nimero na-
tural n € N se tiene que T" o S™ = Id en X, y por la linealidad del operador
T y la desigualdad triangular

|T"x —y|| = ||T" o S™yo +T"2 —y|| =
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lyo —y+ T 2| <

" e €
lyo —yll + 1Tl < oty T ¢
Asi z € X cumple (1) y (2), y con ello F(y, N,e) es denso en X. o

Nota 3.1.7 Observemos que en realidad, hemos demostrado algo mds fuerte
que la hiperciclicidad del operadorT'. La prueba nos muestra que para cualquier
sucesion {nj}jeN estrictamente creciente a +o00, existe todo un conjunto Gs-
denso de elementos © € X tales que {T"x : j > 0} es denso en X, o lo que
es igual, se tiene que T' es hereditariamente hiperciclico para {n;}.

De hecho, un razonamiento parecido puede sequirse para obtener el siguiente

criterio suficiente de universalidad, andlogo al del Teorema 3.1.6.

Teorema 3.1.8 Sea X un F-espacio y sea D un subconjunto denso de X
Y {Tn}nEN una sucesion de operadores lineales y continuos en X tales que
T, — 0 (n — o0) puntualmente en D. Supongamos que para cada n > 0
el operador T, posee un inverso a la derecha S, y que S, — 0 (n — 0)
puntualmente en D. Entonces existe un conjunto Gs de elementos x € X tales
que {T,,x : n € N} es denso en X.

Ya comentamos anteriormente (Nota 3.1.5) que pueden conseguirse fun-
ciones universales en el sentido de Birkhoff y de MacLane al mismo tiempo.
Veamos ahora como podemos deducir estos dos primeros resultados sobre uni-

versalidad a partir del Teorema 3.1.6.

Corolario 3.1.9 (Teorema de Birkhoff) Para cada o € C existe un con-

junto Gg-denso de funciones enteras f, tales que el conjunto de sus trasladadas
{f(z +na) : n € N} es denso en H(C).

Demostracion. Vamos a aplicar el Teorema 3.1.6 con X = H(C), T el
operador traslacién por o (T'f(z) = f(z + «) para cada f € H(C)) y S el
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operador traslacion por —«. El problema consiste en encontrar un conjunto
denso en H(C) tal que las sucesivas potencias de 7'y S converjan puntualmente
a cero en él. Para ello, podemos suponer, sin pérdida de generalidad, que « es
real. Entonces, para cada par de nimeros enteros k > 0 y m > 0, definimos

la funcién entera f,, ; como

Fup(z) = 2™ lwrﬂ (2 € C).

Si fijamos m, se comprueba facilmente que
fmr(z) = 2™ (k — o0)
uniformemente en compactos de C. También se verifica que:

m—+1

s (252

Tnfm,k = (Z + nOé)m Ty — — 0 (TL — OO) en H((C)
k

S fk = (2 —mna)™ [Sln(k)} — 0 (n— o0) en H(C).

Y por tanto {T"} N ¥ {S"},cN converjen puntualmente a cero en el subes-
pacio vectorial D generado por todas las funciones {fnx : £ > 0, m > 0}.
Finalmente, D es denso en H(C), ya que por (1) cualquier polinomio esta en

el cierre de D y los polinomios son densos en H(C). o

Corolario 3.1.10 (Teorema de MacLane) Eziste un conjunto Gs-denso de
funciones enteras f tales que el conjunto de todas sus derivadas {f™ : n > 0}
es denso en H(C).

Demostracion. Las hipdtesis del Teorema 3.1.6 se satisfacen para X =
H(C), D el conjunto de todos los polinomios, T' el operador diferencial y S el

operador integracion definido como

Sﬂazlywﬁ (f € H(C), 2 €C),
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donde zy € C es fijo y la integral esta tomada a lo largo de cualquier arco
rectificable que une zy y z. Es claro que T'o S = Id en H(C), y que si p(z)
es un polinomio, entonces T"p = 0 para todo n > grado(p). Por dltimo
S"p — 0 (n — 00) en H(C), ya que

ml(z — z)™ "

e = =)

— 0 (n = c0)

uniformemente en compactos de C. °

3.2 Un ejemplo de operador hiperciclico en espacios de
Hilbert.

Definicién 3.2.1 Sea 8 = {B(k); k > 0} una sucesion decreciente de nimeros

positivos tales que

L pk) .
o= Sup{ﬂ(km.kZO} < 4o00.

Llamaremos H*() al espacio de las funciones analiticas en el disco unidad

D, f(z)=> f(k)2", para las que
k=0

115 = D If(k)?- B(k)? < +oc.
k=0

Nota 3.2.1 Si dotamos al espacio H?*(B) del producto escalar

(f.9) =30 F(R)5(R)B(k)?
k=o
se convierte en un espacio de Hilbert cuya norma asociada es || - ||s.

En esta Seccion vamos a estudiar la hiperciclicidad del operador backward

shift B definido sobre el espacio H?(8) como sigue. Si f(z) = ) f(k)2* e
k=0
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H?(B), entonces B se define como
Z flk+1)z

Notaremos por || - || a la norma usual en £(H?(f)).

Proposicion 3.2.2 Sea B el operador backward shift sobre el espacio de Hilbert

H?(B). FEntonces B estd bien definido y es un operador lineal y continuo.
B(k)
D= ——— k>0
o sup {5(k ) >

Demostmcion Es evidente que si B esta bien definido entonces es lineal.

Sea f(z Zf 2F € H*(j3), entonces

Ademds, si

entonces ||B|| = o.

IBfIZ = SO 1f(k+1)8(k)?* =
k=0

B(k)?

kz:%‘f(k+ DBk +1)%- B+ 1) <

> S FR)PBK) < o* D [F(R)PBK) = o°|IfII3
k=1 k=0

De donde se sigue que B esta bien definido, es continuo y || B|| < o.
Por otra parte, tomando f,(z) = 2""! se tiene que || fu|ls = B(n +1)? y
1B falls = [12"1ls = B(n). Asi,

1Bl > sup{”Bfn”ﬁ :nEN} =
1falls

sup{ﬁ(fffl):nm} -

lo que nos asegura que ||B| = o. o
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El siguiente teorema nos proporcionara una condicién necesaria y suficiente
para la hiperciclicidad del operador B sobre H?(3). Dicha condicién tan sélo

dependera de la sucesion S.

Teorema 3.2.3 Sea = {f(k); k > 0} una sucesion decreciente de nimeros

positivos tales que

L Blk)
o= sup{ﬁ(l{:m.kZO} < 4o0.

Entonces, H*(3) posee elementos hiperciclicos para el operador backward shift

B siy sélo st lim B(k) =
k—oo

Demostracion. Supongamos en primer lugar que (k) no tiende a 0. En-

tonces
0:= inf{B(k) : k>0} > 0. (1)
Dado n € N es facil comprobar que para cada f(z Z )28 e H*(B),
B"f(z Z k +n)
Asi,

IB"fI1Z = Y [f(k+n)B(k)* =
k=0

ke Pyt PP
S 1+ mPB(k ) - 5o <

(sup {Bé(_’?n) > o}) ~ f: FR) 28R <
<p{6£<_’?n> k> 0}>2HfH%

Por otra parte, para cada k € N sea fi,(z) = 2**". Entonces B"fi.(z) = 2*, de
donde

n 1B" fills . _ pk)
| B"|| Zsup{ ells k:ZO} _SuP{ﬁ(kH—n)'kzO}'
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Asi pues, obtenemos que

| B"|| = sup {Bé(‘l{;)m k> 0} para cada n € N. (2)
Pero por ser (k) decreciente y por (1), para cada n € N
B(k) 5(0)
< todo k£ > 0.
Blktn) = 6 para todo k > 0
Luego,
n B0
5 < 20

Por tanto, la érbita de cualquier funcién f(z) € H*(3), {B"f : n € N}, es
un conjunto acotado. En consecuencia ninguna funcién de H?*(3) puede ser
B-hiperciclica, pues de otro modo tendriamos un conjunto denso y acotado
dentro de un Hilbert, de lo que se deduce que el espacio total seria acotado, y

el unico Hilbert acotado es el espacio trivial.

Reciprocamente, supongamos ahora que 3(k) tiende a 0. Veamos que esta-

mos en condiciones de aplicar el Teorema 3.1.6. Para ello definimos el opera-

dor forward shift U sobre H?() de la siguiente forma: Si f(z) =) f(k)2F e
k=0
H?(B), entonces
Uf(z):= Y f(k)z"
k=0

Tenemos que probar que existe un subconjunto D de H?(3) denso, tal que:

B converge puntualmente a 0 en D, (3)
U converge puntualmente a 0 en D, (4)
BoU = Iden H2(B). (5)

Tomemos como D el conjunto de todos los polinomios. Sea f(z) = Z f(k)zk €
k=0

H?(B). Consideremos la siguiente sucesién de polinomios

) = X fF (V2 1),
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Como f— fn =) F(k)2", se tiene que
k=N

If = flls = > F(k)°B(R)
k=N
Ahora bien,
SRS = |If15 < oo,
k=0

y con ello
. . 2 _
dim [ f = fally =0
Por tanto tenemos probada la densidad del conjunto D en H?(3).
En segundo lugar, el operador U es claramente lineal. Veamos que también

es continuo. Dada f(z Zf e H*(B),

Al = Zlf Bk +1)* =

N pazarae Bk +1)?
2 |F(R)FBK) B S

(sup{ 5 v 0}>2||f||%-

Por otra parte, si para cada k € N tomamos fi,(z) = 2*, entonces U fy =

2#1 v de manera andloga al cdlculo de ||B"||, obtenemos que

WU\ = sup{ﬁ(g(;l) ; kzzO}.

Dado que la sucesion {5(k) }x>o es decreciente, podemos asegurar que U < 1.

k

Para cada n € N se comprueba facilmente que U" f Z f 2"y por

tanto

o fl5 = Zlf Bk +n)*.
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Si f es un polinomio, entonces la suma anterior es finita y, puesto que para
cualquier k € N lim B(k+n) =0, se tiene

Tim U]} = 0,

lo que nos lleva a (4).
En tercer lugar, si f es un polinomio, entonces existe algin nimero ky € N

tal que f(k) = 0 para todo k > k. De donde es inmediato que
B"f =0 para todo n > kg,

es decir, conseguimos (3).

Por tltimo, si f(z) = i_o: f(k)z* € H2(B),
(BoU)(f(2) = B (i JE(k)ZkH) =

B (0 + gf(k - 1)zk> = N fk)F = f(2).

En consecuencia, también tenemos (5).
Por (3), (4) y (5) basta aplicar el Teorema 3.1.6 para obtener la hipercicli-
cidad del operador backward shift B en H?(3). o

Nota 3.2.4 Podriamos generalizar una de las implicaciones de este ultimo
resultado (aquélla en la que no es necesaria la monotonia de la sucesion) al

caso de series bilaterales.

Sea = {p(k) : k € Z} una sucesion bilateral de nimeros positivos tal

que:
(1) oy ::sup{ﬁ(g(;l) ; kJEZ} < +o00
(k)

(2)02::sup{ 1):k€Z}<+oo

Bk +
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Sea L*(B), el correspondiente espacio de las series formales de Laurent.

Redefinamos adecuada y naturalmente los opemdores forward shift y backward

shift sobre el espacio L*(B). Sea f(z Z f V2F € L*(B), entonces
+oo
= Z flk+1)2

+oo
— Zf(k)zk-i-l

Se comprueba fdcilmente, mediante un cdlculo andlogo al realizado en el Teo-

rema 3.2.2, que estos operadores son lineales y continuos y que

| Bl r2(5) = 02

||U||L2(,3) =01.

En estas condiciones, aplicando el Teorema 3.1.6 como se ha hecho en la

demostracion del Teorema 3.2.3, se prueba el siguiente resultado.

Teorema 3.2.5 Sea 5 = {B(k);k € Z} una sucesion bilateral de nimeros

positivos tal que:

Bk +1)
B(k)

Bk)
B(k_i_l).keZ}<+oo.

Entonces si lim B(k) = 0 (resp. lim B(k) = 0), L*(B) posee elementos
k—+o00 k——o00

(a) oy ::sup{ :k:EZ}<+oo.

W@fm{

hiperciclicos respecto del operador backward shift B (resp. forward shift U ).
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3.3 El criterio de Hiperciclicidad.

Diversos autores (ver, por ejemplo, [GE1], [GoS], [An2], [Ber]) han ido mejo-
rando el resultado de Gethner y Shapiro y de Kitai enunciado como Teorema
3.1.6, aunque siempre manteniendo una base comun. Enunciamos a continua-

cién la forma més débil de este criterio debida a Bes y Peris [BeP].

Teorema 3.3.1 (Criterio de Hiperciclicidad) Sea X un F-espacio sepa-
rable y T un operador lineal y continuo en X. Supongamos que existen dos
subconjuntos densos Xo e Yo en X, una sucesion creciente {ny}, N de en-
teros positivos y aplicaciones (que pueden ser no lineales y discontinuas) Sy, :
Yy — X tales que:

(1) T™ — 0 puntualmente en X.
(i1) Sn, — 0 puntualmente en Y.
(111) T o S, —> Idy, puntualmente en Y.

Entonces T es hiperciclico.

Si un operador 71" cumple las hipotesis del teorema anterior, se dice que
satisface el criterio de hiperciclicidad (para {n}).

Trivialmente se tiene que si 7' cumple el Criterio de Hiperciclicidad, en-
tonces T' es hiperciclico. En cuanto al reciproco, podemos asegurar lo siguiente.
En 1991 Salas [Sal, Remark 2(b)] y D. A. Herrero [Hel] han proporcionado
ejemplos de operadores en espacios de Hilbert que son hiperciclicos pero que
no satisfacen el Criterio de Hiperciclicidad para la sucesién completa, es decir,
ng = k. Sin embargo, no se conocen ejemplos para el Criterio de Hiperciclici-
dad en su forma general.

En 1999 Bes y Peris [BeP| plantean el siguiente problema.

Si T es un operador hiperciclico sobre un espacio de Hilbert (o sobre un

espacio de Banach), ssatisface T' el Criterio de Hiperciclicidad?
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En el mismo trabajo [BeP, Theorem 2.14] consiguen probar que la respuesta
es afirmativa para operadores sobre espacios de Fréchet que sean cadticos, es
decir, hiperciclicos y con un conjunto denso de puntos periédicos. Ademas
relacionan dicha cuestién con otro problema clasico en hiperciclicidad y del

cual hablaremos en el Capitulo siguiente.
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Chapter 4

Hiperciclicidad de operadores

weighted shifts en espacios de
Hilbert

En el Capitulo anterior hemos estudiado un criterio suficiente sobre hiper-
ciclicidad de un operador 1" debido a Gethner y Shapiro, y como consecuencia
hemos deducido los clésicos teoremas de Birkhoff y MacLane. Gracias a este
criterio también se obtenian condiciones suficientes para la hiperciclicidad de
operadores backward shift entre espacios de Hilbert de tipo “Bergman”. En
este Capitulo veremos como se puede cerrar de manera positiva el resultado de
Gethner y Shapiro para weighted backward shifts. De hecho, esto no serd mas
que una consecuencia del estudio de la hiperciclicidad de dichos operadores en
espacios de Hilbert generales. Dicho estudio serd relacionado (Secciones 3y

4) con algunos problemas clésicos en hiperciclicidad.

A partir de ahora vamos a trabajar con espacios de Hilbert separables y de
dimensién infinita. Recordemos que, en el marco de la hiperciclicidad, estas

ultimas condiciones son minimas.

45
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4.1 Resultados preliminares.

Sean H; y Hs dos espacios de Hilbert separables y de dimensién infinita. Se
define la suma directa de ambos espacios, y la notaremos por H = H; & Hs,
como

H=H ®&Hy: = {(v1,22) : z; € H; j=1,2}.

Es facil comprobar que este nuevo espacio es de Hilbert si lo dotamos de la

siguiente norma

1/2
(@, z2)lle = (el + llzallm)?
Andlogamente, si tenemos dos operadores T : H; — H; con j = 1,2, se

define la suma directa de ambos, y la notaremos por T' = T} ® T», como

I'=T1®17,: H®H — H, ® Hy
(1317172) — (T11317T2$2)~

Claramente la continuidad y linealidad de T} y T5 se transmiten a T} & T5.
Asi, Ty @ Ty es un operador en H; & Hy. Trasladandonos al marco de la
hiperciclicidad, la primera pregunta que nos surge es si existe alguna relacion
entre la hiperciclicidad de T, Ty y T} @ T3. Como nos muestra la siguiente

proposicion, se tiene que la hiperciclicidad de T} & T5 implica la de T} y T5.

Proposicién 4.1.1 Si z = (x1,z3) es un elemento hiperciclico para el opera-

dorT' =T, ®T5, entonces cada elemento x;, con j = 1,2, es T;-hiperciclico.

Demostracion. Sea j = 1,2. Vamos a probar que la érbita de z; respecto
de Tj es densa en Hj, es decir, dado y; € H; y dado € > 0, existe un nimero
N.
natural Nj, tal que ||T;7x; — y;llm, <e.
Sea y; € Hy, y» € Hy y € > 0. Como x es hiperciclico para Ty T*x =
(TFzy, Thxs) para todo k € N, entonces existe N € N tal que:

(T 21, Ty w2) — (y1,90) || < &,
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y teniendo en cuenta la definicion de norma en H,
N .
1T 2y —yillm, < j=1,2.

Asi, x1 v w9 son Ty y Ty-hiperciclicos respectivamente. °

Sin embargo el reciproco no es cierto en general. En 1991, Salas [Sal]
proporcion6 un ejemplo de un operador 7" tal que tanto él como su adjunto 7
son hiperciclicos. Ademds, a partir de un resultado no publicado de Deddens
(ver [HeW]) se tiene que su suma T' @ T* no es hiperciclica. Es claro que, de
esta manera, se consiguen dos operadores T} y T hiperciclicos con T & T no
hiperciclico y 71 # T5. En 1992 Herrero [He2] plantea, entre otros, el siguiente

problema.
Si T es hiperciclico, ses T & T hiperciclico?

En 1995, Salas [Sa2] resuelve afirmativamente esta cuestion para el caso de
los operadores bilateral forward and backward weighted shifts y los operadores
unilateral weighted backward shifts. Recogemos sus resultados en la Seccién

siguiente.

4.2 Weighted Shifts.

Recordemos en primer lugar que sobre el espacio de Hilbert £5(Z), si{e,}, 7,
es su base candnica, se dice que un operador T es del tipo bilateral weighted for-
ward shift (o mas brevemente bilateral weighted shift) si verifica T'e,, = a,€,11
para todo n € Z, donde la sucesion de pesos {an}nEZ es un conjunto acotado
de C. Observemos también que podemos suponer, sin pérdida de generalidad,
que los pesos son reales y positivos.

El primer teorema es basico para el desarrollo resto de la Seccién, ya que
nos caracterizara la hiperciclicidad de dichos operadores. Dado un operador T’

bilateral weighted shift que es hiperciclico, podemos obtener condiciones sobre
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los pesos con solo observar la accién de las potencias de T sobre el subespacio
generado por {ex : a < k < b}. Por otro lado, si las condiciones sobre los
pesos se satisfacen, se pueden obtener elementos hiperciclicos construyéndolos

“pieza a pieza”. Damos primero un resultado auxiliar.

Lema 4.2.1 SeaT' un operador bilateral weighted shift. St dadose >0, g € N

y dos vectores
g9.h € span{e; : |j| < ¢}
existe un numero n € N y un vector
u € span{e; : |j| < qg+n}
tales que:
(i) lJull < e,
(ii) [|T"u —gll < e,
(i11) [|[T"h| < e,
entonces el operador T es hiperciclico.

Demostracion. Vamos a construir un vector f que sea hiperciclico para T
Veamos, en primer lugar, que ||T|| > 1. Supongamos que ||T|| < 1; entonces

para n suficientemente grande tenemos, por (i) y (i),
e > [T"u—gll = [IT"ull = llgll = llgll = T"ul] >

lgll = 1T lull > llgll = IIT]" -

Luego |lg]] <e(@+||T||") < 2e,y esto es vdlido para cualquier e > 0. Asi,

|lgll = 0, lo que lleva a contradiccion, y por tanto debe ser ||T'|| > 1.

Sea G =< gr= > (gr.ej)ej : k€ N} un subconjunto denso de ¢5(Z) (por
i<k
ejemplo, aquellos elementos de f2(Z) con una cantidad finita de coeficientes

no nulos y racionales).
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Vamos a encontrar f de la forma

o0
f = Z fka
k=1
donde lim ||7™* fi — gl = 0y {nt},y es una sucesién estrictamente creciente
k—ro0 €

a especificar.

Procedamos por induccion sobre k£ € N.

Seani =0 y fi=g.
Supongamos que para 1 < j < k tenemos elegidos los nimeros n;, tales

que ny < ng < --- < ng, y los vectores
fi € span{e; : |i| <24 ny+ng+---+n,}. (1)
Apliquemos la hipétesis del lema con los siguientes valores:
e= M. 27k donde M = ||T,

g = gk+1

h=fit-+ fe
Es evidente por (1), que h € span{e; : |j| <2+ n; +no+---+ng}; y como

la sucesién {ny}, N es estrictamente creciente, también se tiene que
g =Ggr+1 € span{e; @ |j| < k+1} Cspan{e; : [j| <2+ n1+no+ -+ ny}.

Elegimos, pues, ¢ =2+ ny + ng + - - - + ny.
Obtenemos, de esta forma, un nimero n € N suficientemente grande (con
n > ny) y un vector u € span{e;; |j| < g4+n}. Tomamos ngp1 =ny fri1 = u.

De la tesis del lema se sigue que
[ frall < M- 278 (2)
[T frpr = G|l < M™% 2781 (3)

~{5)

j=1

< M7 7RL (4)
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o0

Veamos, por tltimo, que f = Z fx es hiperciclico. Como el conjunto G es
k=1
denso en H, basta probar que

Jim [ 77 = gil| = 0. (5)
—00
Fijemos k € N. Por ser M = ||T|| > 1 y por (2), (

AL (i fj) — 9k
k—1
(2

M7 M2 YT MM fy] <
Jj=k+1

3) v (4) se tiene que

<

HIT™ fe — gl + X2 Tl <
j=k+1

M*nk—12*k+1+ i M i=19=d <

j=k+1
2—k+1 + i 2—] — 2—k‘+1 + 2—k3 < 2—k+2‘
Jj=k+1
Luego tenemos (5) y con ello la demostracién del Lema. .

Teorema 4.2.2 Sea T un operador bilateral (forward) weighted shift con suce-
sion de pesos positivos {an}neZ' Entonces T es hiperciclico si y solo si para
cada € > 0 y cada q € N existe un numero natural n € N, suficientemente

grande, tal que para todo |j| < q se verifica

n—1 n
I ass <e Yy I aj—s > 1/e.
s=0 s=1

Demostracion. Supongamos, en primer lugar, que 1" es hiperciclico y sea U
el conjunto de elementos hiperciclicos para T'. Por el Teorema 1.6.3 sabemos
que U es un conjunto denso. Fijemos ¢ > 0, ¢ € N. Sea § € (0,1) tal que
% < €. Entonces existe un elemento x de U tal que

ff—zej

l71<q

< 6. (1)
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Pero si ¢ € U, también 7%y € U. Asi, podemos encontrar un nimero

n € N, suficientemente grande, con n > 2¢q, de forma que

Tz — Z €;

l71<q

(2)

Por (1), y trabajando en término de los coeficientes de = obtenemos
2

x—Zej =

l71<q

2

D (weje; = D e =

jel. l71<q
2
Z((me] ej—l—er] =
l71<q l7]>q
Yo Hwe) = 1P+ > [(a,e)
l71<q l71>q

Luego si [j| < ¢,
Koyen |~ 1 < Kaves) — 1] < &
De donde
[(z,e)| >1=0 (il <q).
Ademas, también tenemos
[z, el <o (il >a)
Por otra parte, como podemos escribir z = > (z, e;)e;, por la linealidad y

jel,
continuidad de T llegamos a que

Te = ) aj{z,¢j)ejmn,
jel.
y después de aplicar n veces el operador T'

" Z <H a]-i-S) T, €})€jsn-

jel.



52 HIP. OP. WEIGHTED SHIFTS EN ESP. HILBERT

Fijemos j con |j| < ¢q. En general, si |k| < ¢, por ser n > 2q se tiene que

g<n-—q<n+k,luego |n+ k| > q. Asi, por (2) obtenemos

>

> (ﬁ ak+s> (T, €) - Chpn+ Y (ﬁ ak+s> (T,€r) - €pin — D €k

|k|<g \s=0 |k|>q \s=0 lk|<q

n—1 2
5 (T o)l >
|k|<q \s=0
n—1 2
(H%) 2, e
s=0
Por tanto, si |7] < ¢,
n—1 5 )
e = -3

T, €5

Veamos que también se cumple la otra desigualdad. Observemos que para
todo n € N, {ej—n}jeZ es también una base de H, luego podemos escribir

z =Y (z,ej_n)ej_, y andlogamente se tiene
jel

e = Y (ﬁ aj_s> (z,ej-n)e;.

jeli \s=1
De nuevo por (2)
2
8 > |IT's— > el =
lil<q
n n 2

> [( aj—s) (z,€j-n) — 1] e+ > ( aj—s) (,ejn) €| =
lil<q L \s=1 lil>q \s=1

2

>

l71<q

( aj—8> <:)3, ej—ﬂ> —1
s=1
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Por consiguiente si |j| < ¢ se tiene que

<£[1 ajs) (z,€j-n) — 1

< 0.

Pero si |j| < ¢, como n > 2q, se cumple j —n < g —n < —q y por tanto
lj—n|>q. Ast [{(z,e;_n)| <Oy
i 1—6 1—96 ,
[Iaj > > =2 (< @)
s=1 |<

T, €5 n)l

o
Por ultimo, como 0 < 1—5 <¢&por (3) v (4) tenemos

n—1 n
[Mas+i<e v ITaj—s>1/e  paralj| <q.
s=0 s=1

Veamos el reciproco. Supongamos, pues, que se da la siguiente condicion:
Dado 0 > 0 y ¢ € N existe un numero n € N suficientemente grande, tal que

para todo |j| < ¢ se verifica

n—1

H Q545 < )

s=0

H Aj—s > 1/(5
s=1

Para obtener la hiperciclicidad del operador 7' sabemos, por el Lema 4.2.1,
que basta probar que para cualquier ¢ > 0, ¢ € Ny g, h € span{e; : |j| < q}
existe un nimero natural n € N y un vector u € span{e; : |j| < ¢+ n} tales

que
(i) fJull < e,
(i) 7" — gl < e,

(iii) [|T7R] < e.
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Fijamos ¢ > 0, ¢ € Ny g,h € span{e; : |j| < ¢}. Observamos que si
n—1
f= 3 (f,ej)e;, entonces T"f = 3 ( asﬂ-) (f. e;)¢54m, ¥ poT tanto
lil<q lil<q \s=0
1/2
<

i) = [Z ()w )

l71<q \s=

max {nﬂl ajir : |j] < q} (Z (f, 6j>|2) N =

k=0 l71<q

n—1
e { T a0 131 <o} 151

k=0
Asi pues,
n—1
Il < max{Haj+k il Sq} 1l )
k=0

para todo f € span{e; : |j| < ¢}.
Consideremos ahora el operador T~ definido sobre H como
1

T te, = €n_1 para cada n € Z.
Ap—1

Notaremos por T~" al operador T~! compuesto n veces consigo mismo. Este
operador es, evidentemente, lineal, aunque ya no tiene por qué ser acotado.

En estas condiciones, andlogamente al caso del operador 7™, dado un vector
f delaforma f = Y (f e;)e;, se tiene que

l71<q

i) < m{(H ) : mgq} 1. (©)

€

max{ | g|, |2[|} + 1
existe un numero natural n € N con n > 2¢ tal que para todo [j| < ¢ se

Aplicamos la hipétesis tomando § <

y q € N. Entonces

verifica
n—1

[Tasi<d v IT ¢j—s > 1/6. (7)
s=1

s=0
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Considerando u = T~ "¢, es claro que u € span{e; : |j| < ¢+ n}. Veamos
que las tres condiciones de la hipotesis del Lema 4.2.1 se satisfacen.

La condicion (ii) se tiene trivialmente por la eleccion de u. Por (6) y (7),
[ull = [IT"gll < dllgll < e

y por tanto tenemos (i). Por ultimo, para obtener (iii), basta considerar en
(5) f=h. Asi,
[T < dflAll < e

Por tanto, en virtud del Lema 4.2.1, T" es hiperciclico; lo que concluye la

demostracién del Teorema. °

Notas 4.2.3

1. Del mismo modo que se consigue caracterizar la hiperciclicidad de los
operadores bilateral weighted (forward) shifts, podemos caracterizar la
hiperciclicidad de los operadores bilateral weighted backward shifts. Basta
observar que existe una equivalencia unitaria con los bilateral weighted
(forward) shifts. De hecho, en el caso de un operador bilateral weighted
backward shift con pesos {ak}kez, la condicion necesaria y suficiente que
obtenemos para su hiperciclicidad es la del Teorema 4.2.2 suponiendo que

los pesos son {a_r}, 7, es decir, cambia el orden de las desigualdades.

2. Aunque el Teorema 4.2.2 estd enunciado tan solo en el marco del espacio
05(Z), siguiendo de este modo la prueba original dada por Salas en 1995
(ver [Sa2, Theorem 2.1]), es claro que el proceso utilizado sigue siendo

vdlido si consideramos los espacios (,(Z) (1 <p < 00) 6 co(Z).

Con vistas a mantener una simetria entre los enunciados y gracias a las

observaciones anteriores, podemos reescribir el Teorema 4.2.2 como sigue.
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Teorema 4.2.4 Sea T un operador bilateral weighted forward shift (resp. back-
ward) sobre 0,(Z) (1 <p < 00) 0 co(Z). Entonces T es hiperciclico si y solo
st existe una sucesion creciente {n’f}keN de enteros positivos tal que para todo
JEZL

n
II @jsn — 0 (resp. o0) (k= oo)
n=1

Y
ng
II aj—n — o0 (resp. 0) (k— o).
n=1

Corolario 4.2.5 FExiste un operador hiperciclicol’ cuyo adjunto T™ es también

un operador hiperciclico.

Demostracion. Se sabe (ver Proposicion 1.5.11 y Nota 4.2.3) que si T' es
un operador backward (resp. forward) weighted shift, su adjunto T* es un
operador forward (resp. backward) weighted shift. As{ basta construir una
sucesion {ay : k € Z} de modo que {ay}, .7 v {bx = a_1}, 7 satisfagan las

condiciones del Teorema 4.2.4. °

Como comentamos en la Seccién anterior, el resultado expuesto en este
ultimo corolario ya fue obtenido por el propio Salas en 1991 (ver [Sal]). El
operador T" proporcionado entonces como ejemplo era un operador de desplaza-
miento en el sentido de que casi existia una sucesién de pesos positivos, en con-
creto, a, = a_, salvo en una sucesién creciente (y muy rédpidamente) {ny}, N-
Observemos que estos ejemplos no son mejorables hasta completar la sucesion
simétrica para todo n € N, ya que ningtin operador bilateral weighted shift

hiperciclico puede tener pesos simétricos.

Corolario 4.2.6 SiT es un operador bilateral weighted shift tal que su sucesion

de pesos {a”}neZ es simétrica, es decir, a,, = a_,, entonces T no es hiperciclico.

Demostracion. Veamos el caso en que T' es un operador bilateral weighted

forward shift. El caso backward es andlogo. Supongamos que € > 0 es tal
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que agay - a1 < €Yy a_j---a_, > 1/e, es decir, tal que se tengan las dos
desigualdades del Teorema 4.2.2 para 7 = 0. Entonces, como a;, = a_g, se
tiene que

QpCp_1 Q1 Ay Q_q ao

1T > a, = - > 2.
Ap—1 01 Qp—1 - A100 €

ap . . ~ ,
Luego £ > —— y no puede ser arbitrariamente pequeno. Asf por el Teorema

17|
4.2.2, T no puede ser hiperciclico. °

Los argumentos seguidos para probar el Teorema 4.2.2, se pueden adaptar al
caso de una suma directa de un nimero finito de operadores bilateral weighted

shift no necesariamente iguales. Veamos el caso forward.

Teorema 4.2.7 Sea m € N, y sean T; con 1 < ¢ < m operadores bilateral

weighted (forward) shifts (en (2(Z)) de modo que Te, = an ent1 para todo

m

n € Z. Entonces el operador suma directa T = @ﬂ es hiperciclico si y solo
i=1
st para cada € > 0 y cada q € N existe un nimero n € N suficientemente

grande tal que para todo |j| < q se tiene que

n—1
maX{Haj+k7i 1<i< m} <e
k=0

n
. ) 1
mln{Haj_k,i 1< < m} > —.

k=1 €

Demostracion. Por simplicidad de notaciéon supondremos que m = 2.

Supongamos primero que T' = Ty @75 es hiperciclico. Fijamosq € Nye > 0.
Consideramos 6 > 0 tal que %_6 < €. Del mismo modo que en la demostracién
del Teorema 4.2.2, podemos encontrar un elemento = = (1, ) € Hy @& Hy

hiperciclico respecto de T tal que,

x—(zej7zek)|

lil<q  [kI<q

< 0.
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Y teniendo en cuenta que ||(y1,y2)|| = +/||v1l|? + ||y2]|? llegariamos a que:

(1)
Gire {l@eell>1-0 sili<g
|(zi, e;)] en otro caso.

(2) Existe un nimero suficientemente grande n € N, con n > 2¢, tal que

Tz — (Z e, ek)

lil<q  [kl<q

< 0.

Basta ahora operar igual que en el Teorema 4.2.2 para obtener que, para

i=12ylj| <q,

a/. . —
w5 T N e)]
y
ﬁ - 1—90
As5_g 4 —_—.
R (T, €j-n)|

Y usando las desigualdades de (1) conseguimos

n—1
maX{HajJrkﬂ- 1= 1,2} <€

k=0

n 1
min{H j_fi @ 1= 1,2} > -

k=1
Para ver el reciproco, debemos probar un lema equivalente al Lema 4.2.1.

Lo enunciamos para el caso general, aunque veremos la demostracion para

m = 2.

Lema 4.2.8 Sea m € N y sea T = @ﬂ con T;, 1 < i < m, operadores
i=1

bilateral weighted (forward) shift (en lo(Z)). Si para cada € > 0, cada g € N y
cada dos vectores

gah € Span{(ejn"'?ejm) : |]1|77|]m| SQ}
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existe un numero n € N suficientemente grande y existe un vector

u € span{(ej,...,e;.) @ |71,y liml < n+4q}
de manera que:
(i) lJull < e,
(ii) [|[T"u — gl| < e,
(1ii) || T™h| < e,
entonces T es hiperciclico.
Demostracion. En primer lugar, sea G = {(g;,9%x) : Jj.k € N} donde

{gj = > (gj.es)es + j €Ny es denso en l5(Z). Se puede conseguir una enu-
s|<j
meracién de los elementos de G, {G,, : n € N}, de forma que G, €

span{(e;,er) : |j],|k| < n}. Por ejemplo, basta considerar:
G = (91,91)
Ga = (91,92) Gz = (92,91

Gy = (91793) Gs = (92792) Ge¢ = (93791)

es decir, ordenamos en primer lugar los pares segtin la suma de sus subindices,
y dentro de los que suman igual ordenamos segun el subindice de la primera
componente del par.
Hacemos ahora una construccion analoga a la realizada en el Lema 4.2.1, es
o0
decir, buscamos un vector f = Z fr tal que kh_)rgo |T™ fr — Gkl| = 0, donde

k=1
{ni} wcN €S una suceslion estrictamente creciente a elegir.

De nuevo las condiciones (i) y (iii) implican que ||| > 1.

Procedamos por induccién sobre k. Tomamos n; = 0 y fi1 = G1 y
suponemos construidos ny,...,nk ¥ f1,..., fr tales que ny <ng < --- < mp y
fi € span{(es,er) « [s, [t} <24+ 1+ no 4 -+ + 0y}
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Sean:

e=M"27F1  donde M = ||T| > 1,
q=2+ny +ng+---+ny,

9= Grr € spanf(eq,er) : |s], |t < k + 1)

h = fi+-+ fr € span{(es,es) : |s|,[t] <2+ ny +ng+ -+ ny}.

Es claro que g, h € span{(es,e;) : |s|,|t| < ¢}. Asi obtenemos un niimero
n € N suficientemente grande (con n > ny) y un vector u € span{(es, e;) :
|s], [t| < g+ n} cumpliendo (i), (ii) y (iii). Basta tomar ahora nyy; = n'y
Jir1 = u.

Razonando como en la demostracion del Lema 4.2.1, se sigue que el vector

o0
f = Z fka
k=1
de nuevo construido “pieza a pieza”, es hiperciclico para T'. °

Para completar la demostracion del Teorema 4.2.7, basta aplicar el Lema
4.2.8 de manera completamente andloga a como se hizo en la demostracion del
caso m = 1 (Teorema 4.2.2). Simplemente tendremos que tener en cuenta que

para
g = (91792) = (Z <glvej>ej7 Z <g27€k>ek) € Span{(ejvek‘) : |]|a |k| S q}7
l71<q |k|<q

ahora se verifica

n—1
i) < max{H Goni il <a, im 1,2} Il
s=0

Con esto concluimos la demostracién. °
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Nota 4.2.9 Resaltamos que para obtener el caso m = 2 ha sido fundamental
dar una ordenacion de G. En general, para el caso m > 2 hay que dar una

ordenacion de G = {(gj,,---+Gjn) * Jir---,Jm € N} tal que
Gy € span{(ej,...,€j.)  |71l, - s |jm| < n}.

Una tal ordenacion estd también implicitamente considerada en el caso m = 1.

Observemos que con este ultimo resultado podemos proporcionar muchos
ejemplos de operadores T y S distintos entre si e hiperciclicos tales que su

suma T @ S no es hiperciclica.

Corolario 4.2.10 Ezisten operadores hiperciclicos S y T tales que S ® T no

es hiperciclico.

Demostracion. Elegimos dos sucesiones {ar : k € Z} y {by : k € Z},
de forma que cada una de ellas satisfaga la condicién del Teorema 4.2.2, pero
no verifiquen juntas la condiciéon del Teorema 4.2.7. En partlcular podemos
construir {ax}, .7 v {br},c7 de manera que maX{H A, H b ¢ > 1 para

k=0 k=0
cualquier nimero natural s € N. En estas condiciones, si S y T son los

correspondientes operadores weighted shifts, basta aplicar el Teorema 4.2.7

para obtener el resultado. °

4.3 Unilateral Backward Weighted Shifts.

En esta Seccion pretendemos obtener la version unilateral del Teorema 4.2.7.
Recordemos que un operador unilateral weighted backward shift T' se define
como Te, = ane,_1 sin >0y por Teg =0sin =0, donde {e, : n € Z"}
es la base canénica de (5(Z"). De nuevo podemos suponer que los pesos son

positivos.
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Antes de continuar debemos comentar que, asi como el estudio de la hiperci-
clicidad de los operadores unilaterales backward weighted shift ha sido y sigue
siendo de gran interés de cara a la resolucién de problemas mas generales, el
caso de los operadores unilaterales forward weighted shifts puede ser cerrado

rapidamente.

Proposicién 4.3.1 Un operador unilateral weighted forward shift (en lo(Z7))

nunca es hiperciclico.

Demostracion. Sea T el operador sobre f5(Z") definido por Te, = aneni1
para todo n € Z". Este operador, lineal y continuo, es el que llamamos
weighted forward shift. Sea z un elemento arbitrario de ¢5(Z"), x puede

escribirse de la forma -

r =) (z ep)er.

k=0
Por tanto, para cada m € N se verifica, por la linealidad y continuidad de T,

00 m—1
Tz = > (H ak+s> (T, er)erim-

k=0 \ s=0
Asi, fijado un nimero natural n € N, para cada m > n, T™x es de la forma

Ty = Z Q€

k>m
de donde la proyeccién ortogonal de la érbita de x sobre span{er : k < n}
posee, a lo sumo, n elementos.
Ahora bien, supongamos que x es T-hiperciclico y llamemos M = span{ey, :

k < n}. Entonces, para todo € > 0 y todo y € M existe un nimero natural
m € N tal que [|[T™z — y|| < e. Y considerando las proyecciones ortogonales

sobre M y M+, obtenemos
lproya(T™x) —yl < [[T"z —y|| < e

Por tanto se verifica que la proyeccién ortogonal de la o6rbita de x es densa en
M, pero ya vimos que esta proyeccion posee a lo sumo n elementos, luego no

puede ser densa en M. De donde 7" no puede ser hiperciclico. °
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Proposicién 4.3.2 Sea T un operador hiperciclico en un espacio de Hilbert
H. Supongamos que B es un subespacio de H que es invariante por el adjunto

T* de T. Entonces la compresion de " a B es hiperciclica en H.

Demostracion. Recordemos que dado un espacio de Hilbert H y un subes-
pacio B de él, la compresion de un operador 7' en H a B se define como la
restriccion del operador PT'P a B, donde P es la proyeccién ortogonal en B.

Supongamos que B es invariante por 7%. Sea x € B*. Tenemos que para
todo b€ B

(Tx,b) = (x,T7b) = 0.

Luego Tx € B+ y B* es invariante por T. En otras palabras

PT(I-P) = 0

(I-P)T(I-P) = T(I - P).

Para todo n € N se tiene
" = (PTP)" + i((l — PYT)*(PT)"*P + ((I - P)T(I — P))".

Veamoslo por induccién en n.

Cason = 1:
PTP+(I-P)TP+(I—-P)T(I—-P) =
= TP+T(I—-P) =T(P+1I-P) =T
Supongamos el caso n. Veamos n + 1. Se tiene

e (PTP)"™ = PT(PTP)"  (porque P*= P).

n+1

. ;((1 — P)YD)H(PT)"*'7Fp =

(I — PYT(PT)"P + nf((l — P)T)*(PT)"7Fp =

k=2
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S = PYTY (PTY P+ (1 — PYT(PT)"P

(I-P)T (fj(([ - P)T)’“(PT)”"“P) + (I — P)T(PT)"P.

k=1

o (I — P)T(I — P))™' = (I - P)T((I — P)T(I — P))".

Por otra parte, en la formula de induccién es claro que de los tres sumandos,
el primero siempre da un elemento de B y los otros dos dan un elemento de

B*. Luego por la linealidad y por ser B+ invariante por 7', se cumple

™t =T ((PTP)" + znj((f — P)T)*(PT)" P+ (I - P)T(I - P))”) =
PT(PTP)" + (I — P)T(PTP)"+
+(I - P)T <znj((1 — P)T)’“(PT)"’“P) + (I - P)T((I-P)T(I - P)"

k=1
Basta observar ahora los tres puntos anteriores para obtener trivialmente el
caso n + 1. Es mas, segin la observacién hecha antes, obtenemos que PT" =
(PTP)".

Fijemos x € H y b € B. Entonces,

T —b|| = ||PT"¢+ (I — P)T"z —b|| =

1/2
(1PT" = b]2 + (1 - P)T"2]?) " =
H(PTP)% — bH = H(PTP)”Px — bH

En particular si u es un elemento hiperciclico para T, obtenemos que Pu es
un elemento hiperciclico para PTP en B. °

Teorema 4.3.3 Sea T un operador unilateral weighted backward shift con
sucesion de pesos positivos {a, : n > 0}. Entonces T es hiperciclico si y

solo si

sup{Has : nGN} = 0.
s=1
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Demostracion. Consideremos S el operador bilateral weighted shift sobre
(5(7Z) cuyos pesos son
Qp, si n e NO
b, = 1 .
3 st —meNlN
Trivialmente se tiene

(a) T es la compresién a lo(Z") de S.

(b) Para todo j € Z, salvo constantes que no afectan al limite, podemos

escribir
n

HbjS:H;:2”—>O (n — 00).
s=1

s=1
(c) Paratodo j € Zy, de nuevo, salvo ciertas constantes que no influyen, ten-

emos que existe una sucesion estrictamente creciente de enteros positivos

{nr}eN tal que

ng ng
[T0s; =1l an+; — 0 (k— o).
s=1 s=1

Basta aplicar ahora el Teorema 4.2.4 y la Proposicién 4.3.2 para concluir

la demostracion. °

Nota 4.3.4 Del mismo modo se podria haber enunciado
“Sean T;, i = 1,---,m operadores unilateral (backward) weighted shifts con
sucesiones de pesos positivos {a,; : n € N}. Entonces @ T; es hiperciclico si

i=1

sup{min{Ham : 1§i§m} : nEN}:oo.”

s=1

y solo si

Para terminar con la Seccién damos una aplicacién del Teorema 4.3.3 a
los espacios de Hilbert de tipo Bergman dados en el Capitulo anterior. Sea

B ={B(k) : k> 0} una sucesiéon de nimeros positivos tal que

Sup{ﬁ(i(—]i)l) : k20}<oo.
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Ahora no vamos a exigir ninguna monotonia a la sucesion 5. Recordemos

que por H 2(ﬁ) entendiamos el espacio de las funciones holomorfas en el disco

unidad D, f(z Z f 2F tales que

I£1I5 = Z |f(k 00,

Recordemos también, que el operador backward shift B se definia para cada

f(2) =32, f(l{:)zk € H?(3) como,
f; (k4 1)2

B(k)
B(k+1)>

En estas condiciones tenemos el siguiente resultado.

Ademas este operador es lineal, ya que los “pesos” estan acotados.

Corolario 4.3.5 Sea B un operador (weighted) backward shift como el ante-

rior. Entonces B es hiperciclico si y solo si lign inf B(k) = 0.
—00

Demostracion. Es facil comprobar que {z};>0 es una base ortogonal de

H?(j3), por lo tanto {ek = %’1)}@0 es una base ortonormal. Asi,

Sk >_ P! _ﬁ(k—l—l) y
Bky) — Bk) Bk

de donde B es un realidad un operador unilateral weighted backward shift

B€k:B<

. _ B(k+1) .
cuya sucesion de pesos es {ak = 5 }kzo' Aplicando ahora el Teorema 4.3.3

i _ Bn+1)

y teniendo en cuenta que H as =
la hiperciclicidad de B. °

, obtenemos la caracterizacion de

Con este dltimo Corolario, Salas [Sa2, Corollary 9] generaliza a cualquier
sucesion (8 el Teorema 3.2.3 dado en el Capitulo anterior y que recogia un
resultado de Gethner y Shapiro [GeS, Theorem 4.1]. Recordemos que en aquel

caso, la sucesion ( era decreciente.
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Por tiltimo comentamos que con el estudio general de estos espacios H?(/3)
hemos resuelto la hiperciclicidad de estos operadores weighted backward shift
en ciertos espacios de Hilbert cldsicos. Si B(k) = 1 entonces se tiene el espacio

de Hardy para p = 2:

H(D) = {f(z) € H(D) : sup {/jﬂf@é%ﬁjﬁ 0<r< 1} < oo}

- {f(Z) S S <oo}.
i=0 i=0
Si B(k) = (k +1)~Y/2 se obtiene el espacio de Bergman para p = 2

#) = {1 e s fIrer i <ol

™

SR s
= < f(2) = a;z - < 00
donde dA(z) es la medida (de superficie) de Lebesgue en el disco unidad D.

Por tltimo, si 3(k) = (k + 1)*/2 se consigue el espacio de Dirichlet

D - {f(z) cHD) : [ 17 (5P A <oo}

™

= {f(z) = i)ajzj : i)|aj|2<j+ 1) < oo}

Para un estudio méas profundo de las propiedades de estos espacios ver por
ejemplo [CMC].

4.4 Resultados finales.

En la segunda Seccion de este Capitulo dejamos planteada la siguiente

cuestion.

S1 T es hiperciclico, ses T ® T hiperciclico?
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Los resultados dados en las dos Secciones anteriores permitieron a Salas

[Sa2, Corollary 2.10] dar una respuesta afirmativa cuando 7' es un operador
shift.

Teorema 4.4.1 Sea T' un operador weighted shift hiperciclico. Entonces T &
T®---®T es también hiperciclico.

Demostracion. Al sumar siempre el mismo operador, es inmediato que las
condiciones que nos dan los Teoremas 4.2.4 y 4.2.7, en el caso bilateral, y el
Teorema 4.3.3 y la Nota 4.3.4, en el caso unilateral, coinciden, de donde se

sigue, trivialmente, el resultado. .

Por otra parte, la respuesta al problema general es claramente positiva si
T satisface el Criterio de Hiperciclicidad (Capitulo 3, Seccién 3) porque en
el espacio suma directa, la convergencia puntual se traduce en convergencia
coordenada a coordenada. De hecho, en 1999 Bés y Peris [BeP, Theorem 2.3]

prueban que dicha condicién es necesaria.

Teorema 4.4.2 Sea T un operador lineal y continuo sobre un F-espacio se-

parable X . Entonces son equivalentes:
(1) El operador T ® T es hiperciclico (en X & X).
(i) T satisface el Criterio de Hiperciclicidad.

(111) T es hereditariamente hiperciclico respecto de cierta sucesion {ny}.

Este resultado muestra que el problema anteriormente planteado es equiva-
lente a preguntarse si todo operador hiperciclico es hereditariamente hipercicli-
co respecto de alguna sucesién {ny}.

En 1992, Herrero [He2] (ver también [Sa2]) propuso otro problema intere-

sante. Se puede generalizar el concepto de hiperciclicidad exigiendo tan sélo
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que exista una cantidad finita de elementos cuyas 6rbitas unidas formen un

subconjunto denso.

Definicién 4.4.1 Un operador lineal y continuo T sobre un espacio vectorial
topolégico X se dice multihiperciclico si existen elementos xq,...,x, en X

tales que el conjunto {T"x; : n >0, 1 < j <m} es denso en X.

Claramente la hiperciclicidad implica la multihiperciclicidad. Es mas, pode-

mos dar el siguiente resultado.

Proposicién 4.4.3 Sea T un operador hiperciclico en un espacio vectorial
topologico X . Entonces para cada m € N, el operador T™ es multihiperciclico
en X.

Demostracion. Sea x un elemento T-hiperciclico. Fijemos m € N. Para

cada 7 =1,..., m consideramos
r; = Ti 1.
Entonces,
{T™z; :n>0,j=1,...,m} = {T"x : n >0}
y por tanto el conjunto es denso y 7" es multihiperciclico. °

En 1992 Herrero [He2, Conjecture 1] conjeturé que en espacios de Hilbert

la multihiperciclicidad implica la hiperciclicidad. En concreto:

Sea T : H — H un operador sobre un espacio de Hilbert H tal que existe
{z1,...,2n} C H cumpliendo que {T"z; : n >0, j = 1,...,m} es

denso en H. ;Es T hiperciclico? ;Es algin elemento x; T-hiperciclico?
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Este problema ha sido estudiado por diversos autores (ver [GE2, Problem
4], [Mil], [MiM], [Sa2]). En concreto en 1995 [Sa2, Corollary 2.11] proporciond

una respuesta positiva para los operadores weighted shifts.

Proposicion 4.4.4 Si T es un operador weighted shift multihiperciclico, en-

tonces T es hiperciclico.

Demostracion. Probaremos tan soélo el caso bilateral. Sean xq,...,x; ele-
k

mentos de H tales que | J{T"z; : n > 0} es densa en (»(Z). Entonces existe
i=1
un elemento x; (sin pérdida de generalidad podemos suponer que es ), y dos

sucesiones {n.} NV 14s},.N tales que

1
||TnS.T1 — Z 6jH < ?
l7l<gs
Argumentando como se hizo en la demostracién del Teorema 4.2.2, se obtiene

que los pesos de T satisfacen las condiciones suficientes de hiperciclicidad. e

En 1995, Ansari [Anl, Theorem 1] (ver también [An2, Note 3] y [Bou])
probé que si 1" es un operador hiperciclico en un espacio de Hilbert H, entonces
T™ es hiperciclico para todo n € N. Es mas, T'y T™ poseen los mismos ele-
mentos hiperciclicos. Segun esto, los elementos x; elegidos en la demostracién
de la Proposicion 4.4.4 son en realidad elementos T"-hiperciclicos.

Muy recientemente, en 2000, Peris [Per] y Costakis [Cos| han propor-
cionado, de manera independiente, una respuesta afirmativa a la conjetura
de Herrero para operadores definidos sobre espacios localmente convexos. El

problema sigue abierto para espacios topologicos generales.



Chapter 5

Hiperciclicidad de operadores

weighted shifts en espacios de
Fréchet

En los Capitulos anteriores hemos estudiado la hiperciclicidad de los opera-
dores de desplazamiento definidos sobre espacios de Hilbert. En este Capitulo
vamos a ofrecer el primer ejemplo conocido sobre hiperciclicidad de un ope-
rador weighted shift sobre un espacio de Fréchet. Dicho ejemplo se debe a

V. Mathew [Mat] y fue proporcionado en 1994.

Antes de continuar debemos comentar que en estos ultimos anos se han
producido algunos avances en este marco. En 1999 F. Martinez y A. Peris
[MaP] extienden los resultados de Salas vistos en el Capitulo 4 (Teoremas
4.2.2 y 4.2.7) a espacios de Kothe.

Definicién 5.0.2 Una matriz infinita A = (a;k),; N se dice que es una ma-
triz de Kothe st para todo j,k € N, 0 < aj < aji1; y para cada j € N existe

un natural k € N con a;, > 0. Para 1 < p < oo, se definen los espacios

71
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escalonados de Kothe como sigue

. 1/p
Mp(A) =z € KN |||k == (Z |xjaj7k|p) < o0, para cadak € Ny |

j=1
parap =00 yp=>0

Aoo(A) := {JJ ekN . ||| := sup{|z;la;r : j € N} <oo, para cada k € N},

Ao(A) = {:E e kN . 1Lm zja;r =0, para cada k € N} :
j—oo

y son espacios de Fréchet al dotarlos de las seminormas {||-||x}, . (en el caso

p = 0 se consideran las mismas seminormas que en el caso p = o0 ).

En 1991, K-G.Grosse-Erdman [GE3] da una extensién de los resultados de
Salas a sucesiones de espacios de Fréchet en los cuales la base candnica {e,}

forma una base de Schauder.

5.1 Un espacio de Fréchet.

Consideremos el espacio H(C) de las funciones enteras. Se sabe que dicho
espacio dotado de la topologia de la convergencia uniforme en compactos es
un espacio métrico completo. Sin embargo, como veremos a continuacién, no

es ésta la tnica topologia que convierte a H(C) en un espacio de Fréchet.
o0

Es conocido que una serie de potencias Z anz" con a, € C define una
. . . n:O
funcion entera si y sélo si

: 1/n __
A fan " =0,

diciéndose, en tal caso que la sucesion {a,}, y s una sucesién entera.
Obviamente, por la unicidad del desarrollo en series de potencias de una
funcién entera, podemos expresar el espacio H(C) indistintamente en términos

de funciones o en términos de sucesiones enteras.
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En 1948, V. Ganapathy lyer proporcioné (ver [Gan]) la siguiente definicidn.

Definicién 5.1.1 Sean f(z) = Y a,2" y g(z) = > _ b,2" dos funciones en-
n=0 n=0
teras. Entonces definimos d(f,g) como
d(f,g) :Sup{|a’0_bO|7 |an_bn|1/n tn > 1} (1>

En el mismo articulo, Ganapathy Iyer probd que realmente d define una
métrica en el conjunto de las funciones enteras. Es mas, H(C) con esta métrica
es un espacio métrico completo y separable; y la topologia generada en H(C)
por d es equivalente a la topologia usual en H(C), es decir, la topologia de
la convergencia uniforme en compactos de C (ver [Gan, Theorems 1-3]). A lo
largo de todo este Capitulo supondremos que H(C) esta dotado de la topologia
inducida por la métrica (1).

Del mismo modo que en el marco de los espacios de Hilbert surgen de
manera natural los operadores weighted shifts, también va a ocurrir lo mismo

en H(C). Veamos cémo.

Definicién 5.1.2 Se define el operador backward shift B sobre H(C) como
B : H(C) — H(C)
f(2) = a.2" +— Bf(z)=> az"""
n=0 n=1

Es claro que B esta bien definido y es lineal y continuo. Ahora bien, si
queremos que el operador de desplazamiento B también asigne unos ciertos

pesos w, € C, tendremos que imponer alguna condicién que nos asegure que

o0
Z Wnan 2" ! sea siempre una funcién entera.
n=1

Teorema 5.1.1 Sea {w,}, N una sucesion de nimeros complejos tales que

M: = sup{|wn|1/” : nEN} < o0.
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Para cada funcidn f(z) = a,z" € H(C) definimos:

n=0
o0 oo
Bf(z) = Z Wpapz" "t = Z Wny1Gp12",
n=1 n=0
es decir B(ag, a1, a9, ..., Gy, ...) = (Wia,wsas, ..., Wyay, . ..). Entonces B estd

bien definido y es lineal y continuo en H(C). A dicho operador B sobre H(C)

se le llama weighted backward shift con pesos {wn}, N

Demostracion. Sea f(z) =Y a,z" € H(C). Entonces Lim la V" =0y
n=0

1/n n+1
‘wnJrlanJrl‘/ < M

| |V (para cada n > 0).

Asi, Bf(z) € H(C). Trivialmente B es lineal. Veamos la continuidad de B.
Recordemos que si f(z) = Y a,2" € H(C), entonces

n=0

I£1l = d(f,0) = sup{lao|, [a,|"/" : n € N}.

Como Bf(1) = > wpt1ant1 € C, se tiene que

n=0
nl_{g_loo |Wni1ny1| = 0.
Luego existe un numero natural ny € N tal que
Wni1lns1| < 1 (para cada n > ng),
y por tanto
|wn+1an+1\1/” < \wnﬂanﬂ\l/”“ (para cada n > ny).
Asi, existe una constante C' > 0 de forma que

|wWna1Gni1 Y™ < C - |wpirnia |V (para cada n > 0).

De donde,
||f|| = SUP{|W16L1|> |wn+1an+1|1/n in e N} <
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C'SUP{|MG1|7|Wn+160n+1|1/wrl tne N} <
C- M -sup {|ar], a1 - n €N} <
M- C-sup{lagl, .|V : n e N} = M-C-|f].

Luego B es continuo y concluye la demostracion. °

1/n

Nota 5.1.2 Andlogamente, si {wn}, .y C C con sup {\wn| i€ N} < 00,

se define el operador weighted forward shift S con pesos {wn}, N sobre H(C)

como -
Sf(2) = wprranz"t,
n=0
es decir, S(ag,a1,...,an,...) = (0,wiap, waaq, ..., Wyi1ay,...). Entonces S

esta bien definido y es lineal y continuo.

5.2 Hiperciclicidad de operadores weighted shifts en el

espacio de las funciones enteras.

Una vez introducida la topologia de H(C) y los operadores B y S, estamos
en condiciones de estudiar la hiperciclicidad de dichos operadores. El resultado

que veremos a continuacién fue dado en 1994 por Mathew [Mat, Theorem 2.2].

Teorema 5.2.1 Sea {wn}, N una sucesion de nimeros complejos no nulos

cumpliendo las dos siguientes condiciones

(i) n1—1>IJIrloown = 0.

(i1) w= sup{|wn|1/” i n e N} < +o0.

Entonces el operador weighted backward shift B con pesos {wn}, N es hiperci-

clico.
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Demostracion. Para obtener la hiperciclicidad de B vamos a aplicar el
criterio suficiente dado en el Teorema 3.1.6. Consideremos D el conjunto de
los polinomios con coeficientes racionales. Entonces D es denso en H(C) (ver

[Gan, Theorem 1]). Tenemos que demostrar que

(a) B™ converge puntualmente a cero en D (n — 00).

(b) Existe un operador S : H(C) — H(C) tal que Bo S = Iden H(C).
(c) S™ converge puntualmente a cero en D (n — o00).

Es trivial que, si p(z) es un polinomio, entonces B"p = 0 para todo n >
grado(p(z)). Asi tenemos (a).

-z 1\ /7 ‘
Como w, — oo (n — 00), la sucesién {(w) } N estd acotada, y
" ne
1

podemos considerar S el operador weighted forward shift con pesos {w—} N
nJn
Con ello obtenemos trivialmente la condicién (b).
Por ltimo veamos (c). Fijamos p(z) € D. Entonces existe un nimero

natural m € N tal que
p(z) = > cr”.
k=0

Sea n € N. Es facil comprobar que

n - Ck k+n
S"p(z) = —2z "
( ) ];)Wk—i-l Wi4n
Luego
1S5"pll = Sup{(an,k)#k L 0<k< m},
donde

" |wk+1 o 'wk+n|

Se tiene que a, > 0 para todo n € N y para todo £ =0,...,m. Més atn,

(0<k<m).

¢y = 0 <= a, = 0 para todo n € N.
Asi, si k€ {0,...,m} es tal que ¢ = 0 obtenemos

: 1 :
lim (a,,)»* = lim 0 = 0,
n—00 ’ n—00



HIP. ESP. FRECHET 77

y si es tal que ¢ # 0,

. Opti1k . 1
lim — = lim = 0,
n—oo a’mk‘ n—oo |wk+1+n|
. . . afn-i—l,k; . 1
porque lim w, = oo. Ahora bien, lim —= = lim (a, )"+ (ver [Ru3,
n—>00 n—=oo Q. k. n—00 ’

Theorem 3.37]) y por tanto

lim (ank)n%rk =0 para todo k =0,...,m,

y por (1),
15" — 0 (n — o0).

Con ello tenemos (c) y como observamos anteriormente, por el Teorema 3.1.6,

el operador B posee elementos hiperciclicos. °



78

HIP. ESP. FRECHET



Bibliography

[Anl] S. I. Ansari, Hypercyclic and cyclic vectors, J. Funct. Anal. 128 (1995),
374-383.

[An2] S. T. Ansari, Ezistence of hypercyclic operators on topological vector

spaces, J. Funct. Anal. 148 (1997), 384-390.

[Brb] S. K. Berberian, Introduccion al espacio de Hilbert, Teide, Barcelona
1970.

[Ber| L. Bernal-Gonzalez, On hypercyclic operators on Banach spaces, Proc.

Amer. Math. Soc. 127 (1999), 1003-1010.

[Bes| J. P. Bés, Invariant manifolds of hypercyclic vectors for the real scalar
case, Proc. Amer. Math. Soc. 127 (1999), 1801-1804.

[BeP] J. P. Bés 'y A. Peris, Hereditarily Hypercyclic Operators, J. Funct. Anal.
167 (1999), 94-112.

[Bir] G. D. Birkhoff, Démonstration d’un théoréme elementaire sur les fonc-
tions entieres, C. R. Acad. Sci. Paris 189 (1929), 473-475.

[BoP] J. Bonet and A. Peris, Hypercyclic operators on non-normable Fréchet
spaces, J. Funct. Anal. 159 (1998), 587-595.

[Bou] P.S. Bourdon, The second iterate of a map with dense orbit, Proc. Amer.
Math. Soc. 124 (1996), 1577-1581.

[Bre|] H. Brézis, Analyse fonctionelle, Masson, Paris 1983.

79



80 BIBLIOGRAFIA

[ChS] K. C. Chan and J. H. Shapiro, The cyclic behaviour of translator ope-
rators on Hilbert spaces of entires functions, Indiana Univ. Math. J. 40
(1991), 1421-1449.

[Cos| G. Costakis, On a conjecture of D. Herrero concerning hypercyclic ope-
rators, C. R. Acad. Sci. Paris 330 (2000), 179-182.

[CMC] C. C. Cowen and B. D. MacCluer, Composition operators on spaces of
analytic functions, CRC Press, New York, 1995.

[Gan| V. Ganapathy Iyer, On the space of integral functions, J. Indian Math.
Soc. 12 (1948), 13-30.

[GeS] R. M. Gethner and J. H. Shapiro, Universal vectors for operators on
spaces of holomorphic functions, Proc. Amer. Math. Soc. 100 (1987),
281-288.

[GoS| G. Godofroy and J. H. Shapiro, Operators with dense, invariant, cyclic
vector manifolds, J. Funct. Anal. 98 (1991), 229-269.

[GE1] K. G. Grosse-Erdmann, Holomorphe Monster und Universelle Funktio-
nen, Milt. Math. Sem. Giessen 176 (1987).

[GE2] K. G. Grosse-Erdmann, Universal families and hypercyclic operators,
Bull. Amer. Math. Soc. 36 (1999), 345-381.

[GE3] K. G. Grosse-Erdmann, Hypercyclic and chaotic weighted shifts, Studia
Math. 139 (2000), 47-68.

[Hel] D. A. Herrero, Limits of hypercyclic and supercyclic operators, J. Funct.
Anal. 99 (1991), 179-190.

[He2] D. A. Herrero, Hypercyclic operator and chaos, J. Operator Theory 28
(1992), 93-103.

[HeW] D. A. Herrero and W. R. Wogen, On the multiplicity of T®&T &--- & T,
Rocky Mountain J. Math 20 (1990), 445-466.



BIBLIOGRAFIA 81

[Kit] C. Kitai, Invariant closed sets for linear operators, Thesis, Univ. of
Toronto, 1982.

[MaP] F. Martinez and A. Peris, Hypercyclic and chaotic backward shift ope-

rators on Kothe echelon spaces, prepublicacion.

[Mat] V. Mathew, A note on hypercyclic operators on the space of entire se-
quences, Indian J. Pure Appl. Math. 25 (1994), 1181-1184.

[McL] G. R. MacLane, Sequences of derivatives and normal families, J. Anal-
yse Math. 2 (1952), 72-87.

[Mil] V. G. Miller, Remarks on finitely hypercyclic and finitely supercyclic ope-
rators, Integr. Equ. Oper. Theory 29 (1997), 110-115.

[IMiM] T. L. Miller and V. G. Miller, Local spectral theory and orbits of ope-
rators, Proc. Amer. Math. Soc. 127 (1999), 1029-1037.

[Per] A. Peris, Multi-hypercyclic operators are hypercyclic, Math. Z. (en

prensa,).

[Pon| L. S. Pontryagin, Topological groups, Gordon and Breach Science Publi-
shers Inc. New York, London, Paris 1966.

[Rol] S. Rolewicz, On orbits of elements, Studia Math. 32 (1969), 17-22.
[Rul] W. Rudin, Functional Analysis, McGraw-Hill, New York 1973.
[Ru2] W. Rudin, Real and Complex Analysis, McGraw-Hill, New York 1974.

[Ru3] W. Rudin, Principles of Mathematical Analysis, McGraw-Hill, New
York 1976.

[Sal] H. Salas, An hypercyclic operator whose adjoint is also hypercyclic, Proc.
Amer. Math. Soc. 112 (1991), 765-770.

[Sa2] H. Salas, Hypercyclic weighted shifts, Amer. Math. Soc. 347 (1995), 993-
1004.



