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In this paper we define the CPL-manifolds and we prove, by using a desingu-
larization procedure, that these objects give a bordism theory which is equiva-
lente to the PL-bordism. It's interesting to note that the family CPL of the
CPL-manifolds is not closed to taking topological cilynders.

Notaciones. En lo que sigue emplearemos el signo "+" para indicar la unibn dis-
junta. También usaremos los conceptos y notaciones habituales de la Topologia
Poliedral tales como triangulacibn, poliedro euclideo, estrella abierta (st(-)),
engarce o "link" (lk(-)), cono (c(-)), suspensibn n-&sima (Zn—), PL-isomorfismo,
PL-variedad, PL-esfera,etc. Para una referencia general ver [9] S

Asimismo, la teorfia de homologia que utilizaremos serd la homologia singu-
lar con coeficientes en el grupo de los nfimeros enteros.

1. VARIEDADES DE HOMOLOGIA FUERTES

Por una variedad de homologia de dimensién n (HML-variedad) se entenderé un
poliedro euclideo, no necesariamente compacto, cuya homologia local es la del se
miespacio Rz (ver [B] para mds detalles). Una n-esfera de homologia es una
HML-variedad compacta i cuya homologia es la de la esfera canbnica s™. cuando
H" es PL-variedad se dice una PL-esfera de homologia. Analogamente se puede con

siderar las n-bolas y las PL-bolas de homologia.

1.1 Definicidn. Una variedad de homologia fuerte (HMLF-variedad) de dimensién n
es una HML-variedad tal que el engarce de cada punto es una PL-esfera o PL-bola
de homologia de dimensién n-1.

Un punto es singwdlar si su engarce no es PL-esfera o PL-bola.

1.2 Proposicién. Todo punto singular de una HMLF-variedad M es el vértice de
cuaiquier triangulacibén de M. En particular, los puntos singulares forman un
conjunto aislado.
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Demostracibn. Sea K una triangulacién de My xed con ceK y dim g = r >0.
Entonces 1lk(x;M) es PL-isomorfo a Zrlk(o;K). Como 1lk(x;M) es PL-variedad se
sigue que 1lk(0;K) debe ser la PL-bola o PL-esfera de la dimerisién correspondien

te; es decir, x no es un punto singular.

1.3 Nota. a) De acuerdo con la proposicidn anterior, si K es una triangulacién
de una HMLF-variedad, lk(c;K) es la PL-esfera o la PL-bola si dim ¢ 0 y una
PL-bola o PL-esfera de homologia en caso contrario. g

b) si H3 es la 3-esfera de Poincaré (ver [S] ), entonces 21H3 es
una HMLF-variedad tal que su cilindro topoldgico 21H3‘I no es HMLF-variedad,
pues si v El, lk(vo;ZlH3xI), con v0 = (v,0), es PL-isomorfo a cH3 que no es
PL-variedad. Esta misma propiedad la cumple zlaen, donde Gn es una n-variedad

de Glaser (ver [3] )i

1.4 Definicidn. Un punto singular del interior de una HMLF-variedad M es acicli
co si su engarce en M es el borde de una PL-bola de homologia.

1.5 Proposicién. Los puntos singulares interiores de una HMLF-variedad de di-
mensién distinta de cuatro son aciclicos.

Demostracidén. Esto es una consecuencia inmediata del hecho de que toda PL-esfe
ra de homologia de dimensidén distinta de tres es el borde de una PL-bola de ho
mologia (ver [4] ).

1.6 Nota. Obsérvese que la proposicidn anterior no se puede extender a la dimen
sidén cuatro pues 21H3 no tiene sus puntos singulares acfclicos ya que H3 re-
presenta un eiemento no nulo del grupo Og (grupo de H-bordismo de las PL-esfe
ras de homologia de dimensidn tres) (ver [8] i

1.7 Proposicién. Si M es una HMLF-variedad cerrada cuyos puntos singulares son
aciclicos, existe una PL-variedad M que es bordante a M por una HMLF-variedad
cuyos puntos singulares coinciden con los de M.

Demostracidn. Puesto que los puntos singulares son aislados, podemos suponer
que M sblo tiene un punto singular; sea &ste p y sea W una PL-bola de homolo-
gia cuyo borde es 1lk(p;M), entonces el pegamiento M de M' = M - gt(p;M) con
W a través de sus bordes respectivos es una PL-variedad. Y el pegamiento V de
M'xI con c(Wxl1U3WxI) a través de sus respectivos bordes es una HMLF-variedad
cuyo borde es M+M y tiene a p como finico punto singular.

1.8 Proposicién. Sea M una HMLF-variedad con borde cuyos puntos singulares in-

teriores son aciclicos y tal que si dim M = 4 &stos son los finicos puntos sin-
gulares. Entonces existe una PL-variedad M que es bordante a M por una HMLF-
variedad como variedades con borde, es decir, existen HMLF-variedades 2 y Z0

tales que 9% = (M+’r‘4')uzo y 28z, = 3M + ofi.

Demostracibén. Sea p un punto singular, si PEM - 9M se desingulariza como en
1.7. si p€ 3M, existe una PL-bola de homologia W tal que oW = lk(p;9M). Enton
ces L = lk(p;M)UW es una PL-esfera de homologia que,por [4] , acota una PL-
bola de homologia V. Sean M el pegamiento de M - gt(p;M) con V a través
de lk(p;M) vy 2 el pegamiento de M - gt(p;M)XI con c(Vx1Ulk(p;M)XI) a tra-

vés de lk(p;ijI.Si hay mds puntos singulares se repite la operacién ante-
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rior). Entonces M es una PL-variedad y Z es una HMLF-variedad cuyo borde es
9z = (M+M)U ZO' donde Z0 es el pegamiento de 2M - s°t(p;aM)xI con el cono
c(Wxl Ulk(p;dM)xI).

1.9 Corolarié. Si M es una HMLF-variedad en las condiciones de 1.8, existen
HMLF-variedades Q y QO tales que 23Q = (M+M)U Q0 y BQO = M + M.

Demostracién. Con la notacibén de 1.8, basta considerar Q = ZU MxT Uz, y
Qy = ZOUBMxIUZO.

1.10 Proposicién. Con M y Q en las condiciones de 1.9, y dada una aplicacién
continua £ : (M,dM) —> (X,A), existe una extensibén de f a (Q,QO) . Mas afin, si
£, g : (M,9M) — (X,A) son homotdpicas, existe una funcibdn continua

F : (Q,QO) — (X,A) tal que F|M+M = f+g.

Demostracidén. Si pe M - 9M es un punto singular y W es una PL-bola de homo-
logfia tal que dW = 1k (p;M), definimos

T : c(WxlUOWxI) —» X
como la composicidn natural

c(Wx1UOWxI) —>» c(W/W-C X LU 3WxI) = c(st(p;M)x1VoWxI)
13
st(p;M)xI

{

£
st(p;M)x0 ——s X

donde C es un PL-collar de W en W (ver [:9] )ie
Si p€ dM es singular y W es una PL-bola de homologfia con 3W = lk(p;3M) y
V es otra PL-bola de homologia con 3V .= lk(p;M)UW (ver 1.8), definimos

T : c(VxlWULlk(p:M)xI) —> X

de modo an&logo al caso anterior.

Extendemos G a G : (Z,ZO) — 5 (X,A) haciendo G = fxid fuera de las es-
trellas de los puntos singulares.Es obvio que G extiende a f.

Sean £, g : (M,3M) —> (X,A) homotépicas y  H una homotopia entre ellas.
Por la propiedad de extensién de homotopias existe_.?ll : (Z,ZO)xI — (X,A) que
extiende a

GUH|st(p;M)XI : Zx0Ust(p;M)xI —» X
Por Gltimo, definimos
il ~ 1. 2 S
: (Q,Q)) = (2,UMxIVUz,, zOUaMxIUzo)————u X

= 2

E
z, or 1=1,2)
F(x) = G(x) si xez;

H(x) si xeMxI

Hix,1) si xez,

Es claro que F cumple las propiedades deseadas.
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2. CPL-BORDISMO.

Por CPL representaremos la subfamilia de las HMLF-variedades cuyos puntos
singulares interiores son aciclicos. Para las CPL-variedades de dimensién cua-
tro se exigird ademds que sblo haya puntos singulares en el interior.

Obsérvese que en dimensiones distintas de cuatro las CPL-variedades y las
HMLF-variedades coinciden por 1.5. La nota 1.6 nos dice que esto no es asi en
dimensidn cuatro. : i

De forma natural podemos considerar la relacibén de bordismo entre las
CPL-variedades cerradas, y gracias a 1.9 se deduce facilmente que se trata de
una relacibén de equivalencia. Podemosentonces definir los grupos 4{2PL de CPL-

bordismo no orientado.

2.1 Nota. Es interesante observar que la familia CPL no es cerrada para la ope-
racidén de tomar cilindro topolbgico. Asi, como se vid en 1.2, ZlaGﬂxI no esté
en CPL, pero si lo esté ZlBGn. Sin embargo, 1.9 prueba que CPL est& dotada de

un cilindro categorial que permite definir la relacibén de bordismo.

2.2 Teorema. El morfismo olvido olv : 4{ iL —— 4{§PL es un isomorfismo

para todo n>0, donde 4[§L representa el n-&simo grupo de [PL-bordismo.

Demostracién. Por 1.7 se tiene que "olv" es epiyectivo. Ademds, como para n< 3

las HMLF-variedades coinciden con las PL-variedades, sb6lo queda que probar que

olv es inyectivo si n 3. Asi pues, sea M una PL-variedad :con dim M 23 que
representa el elemento nulo de 4{§PL- . Entonces existe una CPL-variedad Q

tal que 39 = M.” Utilizando los mismos razonamfentas que en la demostracibn de
1.8, se puede construir una CPL-variedad Q' de modo que sblo contenga puntos
singulares en 29Q' = M. Si n = 3, Q' serd directamante una PL-variedad; si n >3
supongamos que Yqr¥yre-s¥, sOD los puntos singulares de Q', que estdn todos

en el borde. Entonces

L. = st(y.;M Q") = ;0"
5 s(yj )Ulk(yJQ) ast(yJQ)

es una PL-esfera de homologia. Por [Z] , existe una PL-bola de homologia Vj
tal que 9V. = L.. De este modo
J ) k 5 k
0= - L) Sewienul)v:
=1 J =11
es una PL-variedad cuyo borde es M. Hemos probado asi que la clase de M en el

grupo 4{_§L es el elemento neutro, y por tanto que "olv" es  inyectivo.

Al igual que en los casos clisicos, podemos dar la definicién de CPL-bor
dismo singular para CPL-variedades singulares £ : (M,3M) —> (X,A), donde
(X,A) es un par topoldgico cualquiera. La proposicién 1.10 nos asegura que la
relacibén anterior es de equivalencia.

2.3 Nota. La razbn de la condicibn impuesta para la dimensibn 4 en la defini-
cidén de CPL-variedad es garantizar que la relacién de CPL-bordismo singular es
transitiva. Se puede probar que la relacibén de CPL-bordismo absoluto es transi-
tiva sin imponer retricciones en dimensidn cuatro. En efecto, 'si M, de dimen-
sidén tres, es CPL-bordante a M' por wl, y M' lo es a M" por w2, en el pegamien-
to wl\)WZ, que puede no ser CPL-variedad, se sustituyen las estrellas abiertas

de los puntos x M' no aciclicos por una PL-variedad cuyo borde sea lk(x;WfJW2)
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(esto es posible pues ¢L§L = 0). Este método no se puede seguir en el caso
simgular ya que se tropieza con el problema de extender aplicaciones contfnuas.

Siguiendo los procedimientos habituales tenemos definidos los grupos
+ngL(x,A) de CPL-bordismo singular no orientado.,K Ademds por 1.10, estos
funtores son homotbpicos. La demostracibén de que dichos funtores definen una
teoria de homﬁlogia generalizada se realiza como en el caso de las seudovarie-
dades (ver [é] ) o de las HML-variedades (ver E71 ), teniendo en cuenta que la
existencia de entornos reguiares es consecuecia de la siguiente proposicidn so

bre células duales.

2.4 Proposicidn. Si K es una triangulacibén de M, CPL-variedad de dimensién n,
y £ : K—>L es una aplicacibn simplicial, dado agL, la cé&lula dual D(a;f)

es una CPL-variedad de dimensién n-dim a. Ademés
3D (a;£) = D(a;£]dK)UD(a;£)
Recordemos que si f : K —» L es simplicial y K'eK y L'QL son sub

divisiones baricéntricas tales que £ : K' —= L' sigue siendo simplicial, se

define la célula dual de ael respecto a £ como

D(a;f) = {<8°,8,,..,8q> € K'| as £(0o)}

f)((!;f) = {<8‘0,81,..,8q> € K'l as f(CO)}

Demostracibn de 2.4. Si A = <80,31,..,%q> es un g-sfmplice de D(a;f) tal que
Af\f-l(g) # @ se tiene i
—al . 2 . .
1k (A;D(a;f)) = f|60(a)*D(Oo;Ux)*---*D(Gq_l:aq)*D(Oq;K)
donde f!gi(&) es la PL-esfera de la dimensibr corresponcdiente . (ver [l] ). En-

tonces, si dima= 0, se tiene

1

1k (A;D(a3;f) = £|-~ (4)*D(c_;K) si g»0
Gq q

ﬁ(cq;K) sig=0
Como ﬁ(cq;K) es FL-isomorfo a lk(cq;K), er el primer caso estamos ante la
PL-esfera o la PL-ktola y en el segundo arte una PL-bola o PL-esfera de homolo-
gia (ver 1.2a ). : E
Si dim A 20 es f&cil concluir que 1lk(A;D(a;f)) es la PL-bola o la PL-
esfera. :

Si ahqra Ar\f—l(a) = @ se tiene que 1lk(A;D(a;f)) es PL-isomorfo a
D(a;flbo)*b(ﬁo:&l)*--*I.)(quK)

y es flcil comprobar que lk (A;D(o;f)) es la PL-bola.
La descripcibén de 29D(a;f) se hace igual que en [ﬁ] 5

2.5 Teorema. El morfismo olvido

olv : /KiL(X,A) R M—gpL(x,A)

determina una equivalencia naturai entre teorias de homologia.
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Demostracidén. En el caso absoluto e€s una consecuencia inmediata de las propo-
siciones 1.7, 1.8-y 1.10. El caso relativo se deduce entonces del lema de los

cinco.

2.6 Nota. La HMLF-variedad 21H3 no puede ser componente del borde de ningu-

na HMLF-variedad de dimensibn 5, pues, como se dijo en 1.6, H3 representa un e-
lemento no nulo del grupo Og. En particular, la relacidn clé&sica de bordismo
no es reflexiva en estos casos. i

Consideremos entonces toda HMLF-variedad cerrada de dimensién 4, M, como
la unidn disjunta Ma + M, donde M, es la reunidn de las componentes conexas
que tienen todos sus puntos singulares aciclicos y MS la reunibn de aquellas
componentes con algfin punto singular no aciclico. Definimos, a partir de la
descomposicibn anterior,la siguinte relacidén de "bordismo": M y M' son "bor-
dantes" si Ms = Mé y Ma es bordante a M; por una HMLF-variedad. Esta rela-
cibén es e equivalencia y el conjunto cociente lo denotamos por 41§MLF. La
reunidn disjunta de los representantes s6lo determina una estructura de semi-
grupo sobre dicho conjunto, pues, por ejemplo, 21H3 no posee inverso.
2.7 Nota. Aunque hemos trabajado sb6lo en el casc no orientado, todos los resul

tados que aqui se exponen tienen la correspondiente versibn para el caso orien+
tado. E
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