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Capitulo 1

Introduccion

1.1. Objetivos y descripciéon del proyecto

El objetivo principal de este trabajo es la obtencién de un modelo simple para resolver numéricamente
como afecta el aporte de transferencia de calor por radiaciéon en los movimientos debidos a transferencia de calor
por convecciéon. Este ultimo ha sido ampliamente estudiado e incluso se han realizado hasta el momento Proyectos
de Fin de Carrera en esta misma escuela de Ingenieria (Escuela Técnica Superior de Ingenieros de Sevilla) que
servirdn de apoyo para este trabajo y que se pueden encontrar como recurso electrénico en el catélogo de la
Biblioteca de la Universidad de Sevilla, como son [I] y [7].

La principal incorporacién que se quiere incluir es, por tanto, la adicién del término de adicién de
calor por radiacién al problema de conveccién, pues el problema de conveccién natural en cavidades ha sido
ampliamente estudiado, despreciando los efectos de la radiacién, que en realidad en muchas situaciones no es
despreciable. El interés de este problema surge precisamente debido a que el problema de conveccién en un fluido
encerrado en cavidades ha sido profundamente estudiado, pero ha sido practica habitual despreciar los efectos
de la contribucién del calor por radiacién, siendo en realidad un problema de una gran relevancia en diversas
aplicaciones ingenieriles, como colectores solares, combustiones o el procesado de materiales (por ejemplo en la
formacion y crecimiento del vidrio), donde la radiacion puede interactuar fuertemente con la conveccién natural.
Se trata un problema que por su enorme complejidad apenas ha sido posible estudiar més all4 de documentos
en los que se usan ecuaciones linealizadas y una gran cantidad de hipdtesis simplificativas, como es el trabajo
de R. M. Goody, The influence of radiative transfer on cellular convection [§], quien fue uno de los pioneros en
la investigacion del efecto de la radiaciéon en la transicion de una capa de fluido calentada por debajo mediante
las aproximaciones Opticamente fina y gruesa para cuerpos con contornos libres negros, y otros que se usaran
posteriormente. Afortunadamente, gracias al uso de ordenadores modernos y programas que permiten realizar
un gran numero de calculos numéricos como el aqui usado MATLAB, a partir de modelos de radiacién mas o
menos sofisticados (en cualquier caso debido a la gran complejidad de su estudio siempre hay aproximaciones)
se ha podido estudiar con mayor profundidad este problema, a través de métodos numeéricos y las hipotesis
comentadas. Mas adelante se profundizara en este tema, pero se puede adelantar que tras investigaciones (Yang,
1986) es sabido que debido al acoplamiento de la energia y la cantidad de movimiento, la radiacion puede no
solo alterar el campo de temperaturas si no también al fluido. Ademaés, en la literatura se pueden encontrar
mas documentos que investigan este problema incluyendo modelos de incluyendo radiacion, como [2], cuyo
modelo de condiciones de contorno es muy completo, pero es discutible el uso que se hace de la aproximacion
de Boussinesq, pues las diferencias de temperaturas entre las paredes que utiliza es elevada, lo que contradice
una de las hipotesis de dicha aproximacién. Por otro lado, el problema de conveccion fue estudiado también sin
considerar y considerando la radiacién, mediante una aproximacién de medio transparente y opaco, en el caso
de temperatura impuesta en las paredes verticales, influyendo por tanto la gravedad, en cavidades cuadradas,
considerando gravedad normal y gravedad baja por M. Kassemi y M. H. N. Naraghi [3]. A su vez, la influencia
de la radiacion, pero acoplada en este caso con la conduccion, se estudié de forma numeérica en aplicaciones de
aislamientos de edificios mediante un método de diferencias finitas (distinto al método aqui usado), por Thomas
Blomberg [4]. Asimismo, un estudio reciente [5] (2014) se debe a E. Abbasi-Shavazi, G.O. Hughes y J.D. Pye,
motivados por el desarrollo de tecnologia para obtener energia a partir de la radiacién solar, han puesto su
empeno en obtener resultados cuya aplicabilidad permita obtener temperaturas de trabajo y eficiencias méas
altas en los sistemas termosolares.



8 Capitulo 1. Introduccién

El dltimo trabajo mencionado es un ejemplo magnifico de posible aplicacién dentro del ambito del
problema tratado en este Trabajo de Fin de Curso. Para lograrlo, han investigado mediante modelos numéricos
y apoyos experimentales como obtener mejores instalaciones concentradoras de energia solar, mediante el uso
de recibidores cilindricos ver figura para disminuir las pérdidas por radiacién y conveccién en comparacion
con respecto a cilindros volumétricos. En este documento se ha concluido que ademas de perderse energia en
forma de radiacién por intercambio de calor con el entorno, las pérdidas de calor por conveccién son las de
mayor complejidad, siendo fuertemente influenciada por la radiacion local dentro de las paredes de la cavidad.

Receiver / Engine

Figura 1.1: Esquema de un sistema concentrador de energia solar. Tomada de [3]-

Una vez expuesta la principal motivacion de este proyecto, se van a explicar conceptos esenciales para
el trabajo, se obtendran ecuaciones apropiadas segun las hipétesis que se utilicen y se desarrollaran programas
para resolverlas. La aplicaciéon de dichos programas de célculo numérico se enfocard especialmente a la obtencién
de un modelo simplificado pero realista de este problema.

1.2. Concepto de conveccién. Conveccién forzada y natural

La transferencia de calor por conveccién, o simplemente, conveccidn es un proceso de transporte
de calor, entre fluidos o dentro de un mismo fluido, debido a su movimiento . Adicionalmente, se denomina
conveccion al intercambio de calor entre una superficie solida y un fluido [9] en movimiento relativamente a ella.

El estudio de la conveccion requiere del uso de la teoria que otorgan la Mecdnica de Fluidos y la
Transmision de calor, asignaturas abordadas durante los Grados en Ingenieria, y, particularmente, en el Grado
en Ingenieria Aeroespacial, en los cursos de 2° y 3°, a través de Mecdnica de Fluidos [ y II y Termodindmica,
respectivamente.

Dentro de las posibilidades de la forma en que se produce la conveccién, se puede encontrar la convec-
cién forzada y la conveccion natural. La primera de ellas se produce mediante el uso de un objeto externo
que la provoca, como, por ejemplo, una bomba hidraulica o un ventilador. La segunda, en cambio puede tener
lugar por la simple diferencias de temperaturas entre zonas del fluido, de manera que es buscada, de forma
natural, la homogenizaciéon de dicho campo de temperaturas. Ademas, dentro de la categoria de conveccion

8



1.3. Conveccion en la atmosfera 9

forzada, se puede hallar la conveccion forzada externa e interna.

Para desarrollar la dltima idea del parrafo previo, se puede decir que la diferencia esta en la ausencia
o posibilidad de libre crecimiento de la capa limite formada por la presencia de una corriente en contacto con
una superficie, o no. Es decir, si dicha capa no esta confinada (puede crecer indefinidamente), se denomina
conveccion forzada externa, como es el caso més tipico de capa limite formada por una corriente fluida y una
placa plana, ya sea lisa o rugosa. En caso contrario, si la capa esta confinada, por ejemplo creciendo dentro de
un tubo o un conducto, se denomina conveccién forzada interna. Se recomienda al interesado en profundizar en
este tema, la lectura de [10].

1.3. Conveccién en la atmosfera

Una definicién més general sobre lo que significa conveccién, es todo aquel movimiento debido a
variaciones de densidad por la presencia de un campo gravitacional constante. Consecuentemente, bajo esta
perspectiva, se puede decir que casi toda la energia cinética de la atmoésfera y de los océanos y la mayor parte
de los sistemas fluidos conocidos que existen en el universo, suceden por medio de la convecciéon. A pesar de
todo esto, en las ciencias atmosféricas generalmente se utiliza una definicién algo mas restrictiva, que abarca
solo circulaciones térmicas a una escala relativamente pequena que resultan de la accién de la gravedad en una
distribucién verticaﬂ de masa. Incluso bajo esta segunda definicion, la conveccién acoge a una enorme variedad
de fenémenos en las atmosferas de los planetas.

En cuanto a la conveccién en la atmosfera terrestre, la naturaleza de la conveccion esté fuertemente
afectada por la influencia de cambios de estado del agua, que causa mayoritariamente la formacién de nubes y
precipitaciones y su movimiento en la atmoésfera. Un aspecto interesante de esta conveccion himeda es su orga-
nizacién en diferentes escalas, desde microescalas turbulentas a nivel de agrupaciones de corrientes convectivas
de nubes que dan lugar a borrascas y huracanes que alcanzan cientos de kilometros[IT].

1.4. Transferencia de calor en el sol. Zonas de radiacién y convectiva

La fuente de energia en el sol es debida a las reacciones nucleares que tienen lugar en su ntcleo.
Alli, gracias a temperaturas de 15 millones (K), se fusionan nucleos de atomos de hidrogeno originando atomos
de helio. La energia producida en este proceso avanza hacia afuera, primero en forma de energia de radiacion
llamada fotones; es lo que se denomina zona de radiacion. Después, la energia se transporta hacia arriba, a través
de gases solares calentados por los mencionados fotones. Es este tipo de transporte de energia el que se conoce
como conveccidn solar. La relevancia de esta zona convectiva (ver figura en el sol reside en que gracias a
los movimientos de conveccion, se generan en el interior del sol sus campos magnéticos (lo que se observa en
la superficie solar como manchas negras) y circulacion de corrientes de gas caliente, llamadas protuberancias
(prominences en inglés). Finalmente, existe una fina capa solar llamada fotosfera, que es la parte observable

1Vertical usado en el sentido de direccion radial con respecto a la Tierra.

9



10 Capitulo 1. Introduccién

Internal structure:
core
radiative zone Subsurface flows

convection zone

Photosphere

: Sun spots
.

*

Coronal Hole s -
— Chromosphere

e

Corona

Figura 1.2: Capas solares

desde la Tierra con nuestra propia vista, de la que escapa la mayor parte de la energia que se percibe como
luz. En esta superficie, se pueden observar celdas convectivas, representadas en la imagen [T.3}

Figura 1.3: Celdas convectivas en la superficie del sol, imagen cortesia de NASA.

Se entrara ahora en detalles sobre las zonas de radiaciéon y la convectiva. La primera de ellas se
extiende desde el nicleo del sol hasta la capa de interfaz (transicién) o tacoclina (cuya principal importancia
es que se cree que aqui se genera el campo magnético solar), que es aproximadamente desde el 25 % de la
distancia a la superficie hasta el 70 % de dicha distancia. Como es evidente, el método de transferencia de
energia es por radiacion, es decir, que la energia generada en el niicleo es transportada por fotones que rebotan
de particula a particula a través de esta zona. Aunque los fotones se desplazan a la velocidad de la luz, debido
a la enorme densidad de esta zona, colisionan tantas veces que se necesitan hasta millones de afos para que
alcancen la antes mencionada tacoclina, cuya densidad es unas 100 veces menor (de 20 g/cm?3 a unos
0.2 g/cm?). También disminuye la temperatura desde uno 7 millones de °C hasta unos 2 millones de °C. El
modelado de la radiacién resulta extremadamente complejo y por ello, como se vera detalladamente en el
capitulo siguiente, se recurrird al uso de dos aproximaciones para situaciones extremas denominadas
6pticamente fina o transparente y 6pticamente gruesa u opaca.

Después se encuentra la zona de conveccién, que es la méas externa del interior del sol. En su base,

las temperaturas son de unos de 2 millones de °C. Esta este temperatura es lo suficientemente "baja'"para que
los iones méas pesados (como los de oxigeno, calcio o hierro) puedan retener algunos de sus electrones. Esto

10



1.5. Estructura del trabajo 11

provoca que el material se haga tan opaco que la radiacién apenas puede pasar. Asi, este calor se queda
atrapado y ser4 finalmente el responsable de que el fluido se convierta en inestable y empiece la conveccion.
Estrictamente, esto suceder si el gradiente de temperatura consigue superar al gradiente adiabético. Este
ultimo se puede entender como la tasa a la que la temperatura caeria si un volumen fluido subiera (se alejara
radialmente del nicleo) sin adicién de calor. Dichos movimientos convectivos transportan el calor rapidamente
a la superficie y, por tanto, el fluido se expande y se enfria. Estos movimientos convectivos se pueden observar
como granulos o supergranulos y representan un claro ejemplo de las llamadas celdas de Bénard.

1.5. Estructura del trabajo

En este trabajo se estudia de forma tedrica y con la obtencién de resultados numéricos, las
modificaciones debidas a la interacciéon de la radiacién en el problema de convecciéon natural de
Rayleigh-Bénard en una cavidad rectangular, tanto por parte del medio como por parte de las paredes de
dicha cavidad.

En el capitulo 2, se explican cuéles son los mecanismos fisicos de la radiacién y qué se entiende por
medio participativo y la aproximacion de ese medio cuando se puede considerar transparente y cudndo se
puede considerar opaco. Después, se introducen las ecuaciones del problema teneiendo en cuenta los términos
que se deben a la radiacion, exponiéndolo posteriormente de forma comparativa las del problema de
conveccion natural sin influencia de la radiacién. Ademas, con una serie de hipotesis sobre el campo de
temperatura que estdn en buen acuerdo con la hipotesis de Boussinesq, se expone el proceso mediante el cual
se deducen dichos términos.

En el tercer capitulo, se desarrolla el método numérico usado para resolver las ecuaciones del
segundo capitulo. Este método es basicamente el método de colocacién mediante interpolantes de Lagrange
usando nodos de Chebyshev para casos bidimensionales, es decir para el caso en que las incognitas del
problema dependan de dos coordenadas espaciales. En este mismo capitulo, se explica detalladamente el
proceso que se ha de seguir para la imposicion numérica de las condiciones de contorno. A su vez, se presentan
los codigos principales desarrollados para la resolucién de los problemas. También es destacada la explicacion
facilitada del modelado que se ha seguido para reproducir el comportamiento radiativo de las paredes de la
cavidad del problema, junto con los programas expuestos.

Después, en el cuarto capitulo, se presentan los principales resultados obtenidos para el problemas
en el que solo se considera participaciéon del medio en la radiacién, comparando algunos resultados con la
referencia [8], en el caso en que las condiciones de contorno sean las de paredes horizontales con temperatura
impuesta y paredes verticales adiabaticas, y viceversa.

Similarmente al anterior, se sigue la misma, linea en el quinto capitulo, pero considerando en este caso
que solo las paredes participan en la radiaciéon. En esta ocasiéon, para el caso de paredes verticales adiabéaticas

se han comparado resultados con [23] y para paredes horizontales adiabaticas, con la referencia [24].

Por 1ultimo, en el capitulo 6 se exponen algunas conclusiones sobre el trabajo y qué se podria hacer
en desarrollos futuros para profundizar en el estudio del tema abordado.

11
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Capitulo 2

Formulacion del problema

2.1. Mecanismos fisicos de la radiacién y medio participante

Todos los cuerpos emiten radiacién en todas las direcciones, con distinta intensidad, a su alrededor a
través de ondas electromagnéticas (fotones) debido a la conversion de la energia interna del cuerpo en
radiacién, por la agitaciéon molecular y atémica que tiene asociadas. La radiacién térmica es una forma de
emisién electromagnética y, por tanto, puede propagarse por el vacio. Ejemplos usuales de radiacién son la que
llega a la Tierra proveniente del sol o la disipacién de calor desde un objeto incandescente. Asi, el calor es
transmitido entre objetos distanciados con diferente temperatura.

El intercambio de radiacién depende de la temperatura y del estado de la superficie emisora. En el
caso de liquidos y sélidos solo una fina capa participa en la radiacién, sobre todo en los sélidos donde el
fenémeno puede considerarse totalmente superficial. Aunque, realmente, también depende del grosor de la
capa y de la presién en el caso de cuerpos semitransparentes como el vidrio. En el caso de gases, la emision y
absorcion de radiacién pueden considerarse efectos volumétricos.

Cuando la radiaciéon llega a un cuerpo, este puede absorber parte, reflejar parte y dejar pasar el
resto. La parte que se absorbe es, logicamente, la que se transforma en calor. La fraccion (es decir la parte
entre el total) de cada una de las partes se denominan, respectivamente, absortividad, reflectividad y
transmisividad. Si un cuerpo tiene una transmisividad igual a la unidad, su reflectividad y absortividad serian
nulas y la radiacién incidente atravesaria por completo al cuerpo sin absorberse ni reflejarse nada. Esto es lo
que se conoce como cuerpo transparente. Por ejemplo, el aire es un gas que se puede considerar casi
transparente, lo que no sucede con gases poliatémicos como el diéxido de carbono CO5 o el metano CHy, que
tienen capacidad de absorber parte de la radiaciéon incidente. En contraste, un cuerpo cuya transmisividad sea
nula, es un cuerpo opaco y por tanto el total de la radiacién que le llega puede ser parcialmente reflejada y
parcialmente absorbida. En definitiva, un cuerpo de este tipo, si tiene buena reflectividad, tendra baja
absortividad y viceversa. Ademaés, se define la dispersion (scattering en inglés) como el cambio de direccion
con respecto a la de propagacién de la radiaciéon sin pérdida de energia. Por otro lado, se define de forma
necesaria una magnitud llamada radiosidad J que representa a a la cantidad de energia de radiaciéon que
abandona un cuerpo por unidad de area y tiempo teniendo en cuenta todas las direcciones; es decir, esta
magnitud tiene en cuenta la suma de la intensidad emitida y reflejada. Una vez definidos estos conceptos, se
procede a explicar qué se entiende por medios participativos y cuales son sus propiedades.

Considérese una intensidad I, que se propaga a través de un medio en una direccién particular.
Cuando atraviesa un elemento de espesor dS, se atentia por la absorcion y dispersion debidas a la influencia
del medio. La pérdida de intensidad en dicho elemento viene dada por

dlu, atenuacion — —BVIV, atenu(zcion(s)dsv (21)

donde B, es el coeficiente de atenuacién, que se puede demostrar que coincide con el inverso del camino libre
medio y que es la suma de dos coeficientes: 3, = &, + 05, con unidades de longitud inversa m~'. El primero
Ky (véase [§]) corresponde al coeficiente de absorcion y el segundo o, al coeficiente de dispersion. Un medio
que es capaz de influir en la transferencia de radiaciéon de esta manera, dispersandola o absorbiéndola, es lo
que se conoce como un medio participativo (o participating medium en inglés) [13].

13



14 Capitulo 2. Formulacién del problema

Se quiere hacer hincapié en que el estudio de la radiacion es altamente complejo, y para poder
obtener modelos que reproduzcan resultados, siempre es necesario realizar una serie de hipotesis simplificativas
que permitan obtener soluciones, tanto para reducir la dificultad de las ecuaciones involucradas como las
condiciones de contorno del problema. En el caso de este trabajo, al tenerse como condicién de contorno
paredes aisladas en la cavidad en el caso de que dicha pared no tenga temperatura impuesta (o lo que es lo
mismo, es desconocida a priori), habria que tener en cuenta que en dichas paredes, la suma del calor que se
reciba o emita por convecciéon maés el calor que se reciba o emita por radiacién, sea nula (ver ﬁgura. Esta
condicion de contorno, denominada condiciéon de contorno de conveccién-radiacién, surge de la suposicién de
que la cavidad en la que estd encerrado el fluido esta en contacto (por fuera de la cavidad) con un material
aislante. Asi, en esta situacion no aparecen términos de conveccion en la condicién de contorno, con la
consecuencia de que habria que modelar de alguna manera ese calor intercambiado en forma de radiacién que
aparece en la figura mencionada como g, y esta representado con flechas no rectas (el término de calor por
conveccion entre el fludio y la pared seria simplemente —K 9T /0z o —K9T/dz, dependiendo de si la pared
aislada es horizontal o vertical respectivamente). En otros trabajos, como The influence of radiative transfer
on cellular convection o en trabajos donde se ha estudiado la influencia de la radiacién en procesos de
conveccion en un fluido encerrado entre dos esferas concéntricas, este término ni si quiera se plantea, pues la
cavidad es infinita en el primer caso y en el segundo no hay paredes laterales (por ejemplo eso sucederia en
una atmosfera estelar).

De este modo, el objetivo es al menos poder ilustrar de forma cualitativa el efecto que la radiacion
tiene en los procesos de conveccién de Rayleigh-Bénard y, en cualquier caso, debido a la enorme dificultad que
supone siempre el estudio de la radiacién, en cualquier documento en el que se estudien procesos en los que
tenga relevancia, nunca se encuentran exentos de hipotesis que permitan obtener resultados que no dejan de
ser aproximaciones, con menor o mayor grado de exactitud.

A -
Pared aislada B 2 [~
Pared aislada \Q,

1 8
_ [

?//-K o ~
/ 7); x=0 - [~
/‘\ [~
—  q, ~

Z \— N

P~

% [
A X I ™~

Figura 2.1: Balance de calor en una pared lateral de la cavidad (aislada). El color que recubre a la cavidad esta
representando al material aislante mencionado.

2.2. Ecuaciones del problema de convecciéon con flujo de radiacion.
Aproximaciones

2.2.1. Ecuaciones del problema de conveccién con radiacién. Camino libre medio

Supéngase que el paralelepipedo de la figura [2.4] recibe un flujo de calor por radiaciéon RH, del inglés
radiative heating, en su pared horizontal inferior z = 0 y que el fluido dentro de él es capaz de absorber y
emitir radiacién térmica. Una solucién completa para este problema seria extremadamente compleja, por lo
que se van a utilizar las aproximaciones, una apropiada para medios opacos y otra para medios transparentes.

En esta seccion, se va a exponer la ecuaciéon de la energia completa, teniendo en cuenta el calor que
se transmite por conduccién y radiaciéon. De este modo, se tiene:

oT or or oT 9 RH
A AT A MY V2 , 2.2
ot v 8x+vy8y+v 0z av +pocp (2.2)

donde a = K/(pocy), es la difusividad térmica.

14



2.2. Ecuaciones del problema de conveccion con flujo de radiacién. Aproximaciones 15

La complejidad del asunto reside en que es necesario modelar el término RH para poder trabajar
con el nuevo sistema. Para ello, se recurre en la seccién proxima al uso de dos aproximaciones relacionadas con
el valor del coeficiente de absorciéon k,, 0 mejor dicho, con el valor inverso de dicho coeficiente, denominado
camino libre medio y comparado con la dimensiéon H de la cavidad en la que se mueve el fluido. Entiéndase
dicha magnitud x~! como la distancia que recorren las particulas de una onda electromagnética, en media,
entre colisiones con las particulas del medio que atraviesa. Dicha magnitud puede ser muy pequena (las
particulas colisionarian con una alta frecuencia al atravesar un medio) o muy grande (las particulas tienen
practicamente via libre e incluso una alta fraccién de ellas podria llegar a atravesar el medio sin colisionar).
Ambas situaciones, que se desarrollaran en las siguientes secciones, se pueden encontrar en medios como la
atmosfera del Sol . Por ejemplo, en la zona de radiacién y en la base de la zona de convecciéon en el sol, los
fotones rebotan en incontables ocasiones antes de atravesar dicha zona, por lo que se puede entender que en
esta zona el medio es dpticamente grueso. Sin embargo, si se avanza hacia la fotosfera del sol, tan solo unos
cientos de kilometros dentro de ella, el medio pasa de opaco a transparente [14].

Una vez se ha definido el coeficiente de absorcion x,,, se hace necesario explicar qué se entiende por
profundidad éptica (optical depth/thickness en inglés). Este parametro describe cuanta absorcion tiene
lugar cuando la luz atraviesa un medio absorbente, por ejemplo, la atmoésfera solar. Considérese como un haz
de fotones la luz emitida por un emisor hacia una superficie, algunos de los cuales pueden ser absorbidos por el
medio que atraviesan para llegar hasta ella. La probabilidad infinitesimal dp, de un fotén emitido a una
frecuencia v en una rebanada de espesor ds (ver figura [2.2)), es directamente proporcional a dicho espesor:

dp, = Kyds = Kk, = . (2.3)

7

Source S, ds s, Detector

S increases —

<— T increases

Figura 2.2: Esquema del emisor, medio y superficie detectora. Imagen extraida de:
https://www.cv.nrao.edu/course/astr534 /Radxfer.html

Entonces, esto significa que la probabilidad de absorcién no es constante. Para ilustrar esto, téngase
en mente que a medida que la luz viaja, algunos fotones son absorbidos, de tal modo que a mayor distancia del
emisor, menor serd la cantidad de fotones restantes, con lo que la probabilidad de absorberlos aumentara de
forma no lineal con el grosor de la rebanada.

La fraccién de la intensidad perdida debida solo a la absorcién durante un desplazamiento
infinitesimal (ver ecuacion [2.1) viene dada por:

dI,
T = 7dpy = —Ky. (24)

Integrando a ambos lados de la ecuacién a lo largo de todo el camino, se obtiene la cantidad de

intensidad al final de este, en funcién de la intensidad inicial.

I,; = Le b’ mulsds, (2.5)

15



16 Capitulo 2. Formulacién del problema

donde la cantidad del exponente 7,

st
T, = —/ Ky (s")ds', (2.6)
0

se denomina profundidad 6ptica. Si 7, << 1, la intensidad a la frecuencia v permanece
practicamente constante, y se puede decir que el medio es 6pticamente fino o transparente, mientras que
si 7, >> 1, la intensidad I, cae rapidamente, absorbiéndose los fotones por el medio de forma inmediata y se
considera que este medio es dpticamente grueso u opaco. En las siguientes secciones se desarrollarén estas
ideas.

2.2.2. Ecuaciones de Kourganoff

La ecuaciéon que gobierna en las variaciones de intensidad de radiacién en una direccién § fue
expuesta por Kourganoff (1952) [15]:

ai ()
ds

donde I(3) es la intensidad de radiacion in la direccion de §, B es la intensidad de Planck de un cuerpo negr(ﬂ
ds es un desplazamiento infinitesimal en la direccién §'y en x se ha omitido el subindice. El flujo de calor por

radiaciéon RH es:
RH = —/ dI(s) dw, (2.8)
A dS

= K[B — I(3)], (2.7)

donde w representa a un elemento de angulo sélido. Al ser isotropica la intensidad de radiacion de un cuerpo
negro, se tiene, de la combinacién de la ecuaciones anteriores:

RH = —4nkB + K/I(E‘)dw. (2.9)

El primer término de 2.9 representa pérdidas de calor por emisiéon de radiacion térmica en el punto
del fluido a la temperatura local, ya que B depende de la temperatura segin la ley de Stefan, ecuacion 2.10¢

=214 (2.10)
T
donde o = 5.67 - 108 % es la constante de Stefan-Boltzmann.

El segundo término de [2.9| representa el calor absorbido en el punto del fluido y emitido desde otros
puntos del fluido y su contorno.

Se puede demostrar que las dimensiones de las celdas convectivas formadas en el seno de la cavidad,
son del orden de H/a, siendo a un parametro adimensional de orden unidad cuyos valores tipicos se pueden
consultar en Pellew & Southwell [16] y siendo H una dimensién caracteristica de la cavidad. Por tanto,
comparando los valores de el camino libre medio x~! y H/a se pueden obtener las aproximaciones tratadas en
las préximas dos subsecciones.

2.2.3. Aproximaciéon 6pticamente fina o transparente

El primero de los casos abordados es aquel en el que se cumple que el orden del camino libre medio
es mucho mayor que el orden del tamaifio de la celda convectiva, es decir, si se cumple que k=1 >> H/a o

T Aproximacion fisica ideal que hace referencia a un cuerpo capaz de absorber toda la radiaciéon electromagnética que le llega,
independientemente de su frecuencia o angulo de incidencia.

16



2.2. Ecuaciones del problema de conveccion con flujo de radiacién. Aproximaciones 17

alternativamente x ' H << a. En este caso, la ecuacién con el uso de la ecuaciéon de Stefan-Boltzmann
210 se reduce a:

RH = —4roT?, (2.11)

donde T es la temperatura. Seguidamente, es necesario introducir este término en la ecuaciéon de la energia
Antes de ello, conviene aclarar que la diferencia de temperaturas entre las paredes inferior y superior, T} y
T5 respectivamente, varian relativamente poco, es decir, se cumple que:

T -T T —-T
1 2 oo, 2L 2

1. 2.12
T T << (2.12)

Por tanto, el campo de temperaturas se puede modelar como una temperatura de equilibrio T,
dependiente de las coordenadas x y z méas una perturbacién 7" debida al movimiento dependiente de las
coordenadas espaciales y el tiempo. Ademaés, esta temperatura de equilibro se puede descomponer a su vez

W+ T
como la suma de la temperatura media T;, = 1+ 12 mas una temperatura de perturbaciéon de equilibrio
dependiente de z y z, Te/(z, z). En resumen:
T(x,2,t) = To(z,2) + T' (2, 2,t); donde T' << T, T, (2.13)
Te(z) =Ty, + To(z, 2); donde T, << Ty, Te (2.14)

El sistema de ecuaciones a resolver seria el conformado por las ecuaciones:

Ov, L+ % 4 Ov,,
Oz dy 0z

= 0; (2.15)

avm avz avz a'Um - a(pm/po) 2 .
o T Ty TV e T o TV (2.16)
vy vy Ovy  Ovy O (pm/po) 2
En + vy B + vy By + v, 9 783; + V705 (2.17)

ov, v, ov, ov., _6 (Pm/po)

v +Uy8y +UZ82_ 0z

_ 2, .
at "o +9B(T = Tr) + vV 0 (2.18)

or  oT  oT  oT
. — +v,— | = KV?*T + RH, 2.1
pocp(at” oz oy TV az> VIt (2.19)

donde RH es el término correspondiente al calor intercambiado por radiacion, como se dijo en el apartado

anterior.

Dicho sistema 2.I5}2.19 habra que resolverlo bajo las condiciones de contorno siguientes, que se
corresponden con paredes verticales aisladas y horizontales con temperaturas impuestas T; y Ts:

oT.
ox

K +eo (T —TH =0, (2.20)

z=0,L

T, - T
T(z=0=Ty= T' =T, - T, = 12 = (2.21)

17



18 Capitulo 2. Formulacién del problema

T - 1T

T(Z:L):T1:> Té:Tngm: D) s

(2.22)
donde € es la emisividad del fluido.
Si en la dltima ecuacién se introducen las relaciones y se separa el problema de equilibrio

y de movimiento, respectivamente, se obtienen las ecuaciones:

KV2T, —16k0T3T. = 4ko T}, (2.23)

T’ T +T. T +T. 1
881& vma( +Te) |, 0T+ ):—(KVQT’—ZMUT:;—ZLHJTST') (2.24)

m

Ox z 0z PCp

Se introducen las variables adimensionales siguientes:

160kT3 H? 4eHoT3
)\ = m - Re = —m 2.25
K K (225)
H? N
r=2"H; z=2"H; t = —; vx:gv;‘; vzzgvz; AT = =2 2
Q H H T (2.26)
0. — T, T ATTmT*_ T ATTmT;_ '
" T, Ra ' °¢°  Ra
y la llamada funcién de corriente ¥*, que se define:
ov* ov*
* _ C ot 2.2
Vo = o Uz ox*’ (2.27)

que autométicamente satisface la ecuacion .15 en el caso 2D en el plano zz.

Introduciendo las variables adimensionales anteriores, tomando el caso bidimensional en el plano xz,
derivado la ecuacién [2.16] con respecto a z* y la ecuacion [2.18| con respecto a z* y restandolas, se obtiene un
sistema de dos ecuaciones con dos incognitas:

AVEL 67\IJV28\D_87\II V20U B
ot 0z Ox or 0z (2.28)

0T  PrRa 00
PrvY — pr— - ———— ¢
v iy AT 0z’

or  owor owor _
ot 0z Ox  Ox 8z

(VOB OB\ Ra | op o (229)
0z 0r Ox 0z ) AT ’
donde se han omitido los superindices * por comodidad.
Por otro lado, la ecuacion que satisface la ecuacion de equilibrio 2:23ke reduce a:
0%, 0%, A
— N = =, 2.
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cuyas condiciones de contorno a satisfacer, en variables adimensionales se expresan:

6@ *=0

0 ° =0, (2.31)
oz r*=A

A (2.32)

habiéndose asumido el caso en que no influyen las paredes (Rc nulo), pues la influencia de esta se considera a
partir del capitulo 3. La ecuacién [2.30] es una ecuacion diferencial que se resolverd por el método de colocacion,
explicado en el capitulo 3 Método numeérico, cuyos resultados para distintos valores del parametros A se
representan en las figuras de Para ello, sera necesario aplicar las condiciones de contorno de temperatura

de equilibrio y

Temperatura de equilibrio, Rc=0, A=0 Temperatura de equilibrio, Rc=0, A=3

0.1 ~

(a) (a) A=0, Rc=0

Temperatura de equilibrio, Rc=0, A=10

0.1

0.05 T

02

-0.25

(c) (¢) A =10, Rc=0

Figura 2.3: Solucién de la temperatura de equilibrio . con parametro de radiacién-conduccién Re nulo para 3
valores del parametro A.
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20 Capitulo 2. Formulacién del problema

Por su parte, el problema de movimiento 2:282:29 queda determinado si se afiaden las condiciones
de contorno apropiadas:

H

Parat* =0; 0 <z* < T 0<z"<1—U*=Vi(z",2"), T" =0, (2.33)

o or+|" ="
Parax*=0 yx*=L/H=A—->9"=0, — =0, — = +RcT™, (2.34)

ox* Ox* | .4

ov*
Paraz* =0 yz*:l%@*:O,W:O,T*zO, (2.35)
2
donde las condiciones de contorno [2.34] y [2.35] se corresponden al caso en el que las paredes inferior y superior
son rigidas, es decir, la componente horizontal del campo de velocidades es nula v, = —9¥*/9z = 0. En el

apartado de Condiciones de contorno dentro del capitulo de Método numeérico se veran el caso de ambas
paredes libres y el de pared inferior rigida y superior libre.

Las ecuaciones [2.28 y 2:29] se resolveran numéricamente en los siguientes capitulos, teniendo en
cuentas las condiciones de contorno e inicial que se acaban de exponer.

2.2.4. Aproximacién dpticamente gruesa u opaca

El segundo caso abordado es aquel en el que el camino libre medio ! es de un orden muy inferior
al orden de magnitud de la altura de la cavidad. Dicha condicién puede ser expresada matematicamente como
k% h >> a, donde h representa la altura de la cavidad en la que se mueve el fluido y a es un niimero
caracteristico al que ya se ha hecho referencia en el apartado anterior. Recuérdese que dicho nimero es de
orden unidad [16]. Siguiendo la misma estructura que con anterioridad, en primer lugar se tiene, a partir de
una ecuaciéon para valores altos de x, se puede desarrollar RH en series de potencias en términos de k™~
una solucién formal de dicha ecuacion viene dada por Goody (ec. 13 del documento) [§]:

2

S
I(5) = e / ke B(o)do, (2.36)
q
donde la contribucién del limite inferior se debe determinar a partir de las condiciones de contorno, pero
dichas condiciones de contorno solo contribuyen de manera apreciable a distancias menores que x~* del

contorno, por lo que se puede despreciar su contribucion fuera de dichas regiones.

Si se integra de forma reiterada la ecuacion anterior, se obtiene que:

dB d’B d*B
_ -1 -2
Entonces, usando la ecuacion y sabiendo que
dB 0B 0B 0B
@ _ 92 it - 2.38
ds ﬂ18x+#28y +'u38z’ (2.38)

donde p11, po y s son los cosenos direccionales de S.

Al realizar las integrales de 2.37]y utilizar la ecuaciéon de Stefan-Boltzmann [2.10] se obtiene que el
término de transferencia de energia por radiaciéon RH para la aproximacién opaca es:

i v (2.39)
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Para realizar desarrollar la ecuacion [2.39] es necesario desarrollar como va a ser el campo de
temperaturas de manera cualitativa mediante el uso de una serie de hip6tesis sobre dicho campo , andlogas a
las del apartado anterior:

T(Z,t) = T.(Z,t) + T'(z); donde T" << T, T, (2.40)

Te(z) =Ty, + To(2); donde T, << Ty, Te (2.41)

T1 — TQ Tl - T2
<< 1
T, < T,

<< 1 (2.42)

De esta manera, introduciendo y en la ecuacién de la energia [2.2] (2D) se obtiene:

oT oT oT 160
57tV g, = aV3T + 5.V (Te*VTe + Te*VT' 4 3Te*T'VTe), (2.43)
donde se ha hecho T2 = Te® + 3Te?T’ y se han despreciado los productos entre variaciones.

Para hallar Te(z), se impone el estado estatico en la ecuacion anterior:

7=0; T' =0; (2.44)

se determina que se cumple:

d dl'e 160 dTe
— a4+ ——Te’—— ) =0 2.45
dz (a dz 3k de ) ’ (245)
y en virtud de la hipétesis [2.41] si se sustituye Te® por Tm3, se tiene que:
dTe
—=C. 2.46
- (2.46)
De esta forma, aplicando las condiciones de contorno T'(0) =T, y T'(H) = T3, se obtiene
definitivamente T'e(z):
T, — T
Te(z) = 2124+ T. (2.47)
H
Entonces, la ecuacién de la energia se convierte en:
or . or ot _
ot or T ar T
160 _, [ Tet Y
16
+ 3—0(2VTe3 VT + T3V2T + 3T (2TeVTe - VTe + Te2¥2Te),
K
donde se han utilizado las ecuaciones y para la cancelacién de términos.
oT’ Ty —T:
17V o, 2L
ot H (2.49)
1 2 Ty — Ty OT" T —-Ti\* 32 '
(a—!— b0 Tm3)V2T’+ 320212 18+T’< 2 1) 520
3Kpocp 3Kpocp H 0z H 3KpoCp
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22 Capitulo 2. Formulacién del problema

En la ecuacién anterior, a través de la inspeccion de los érdenes de magnitud de los términos a mano
derecha, teniendo en cuenta que las variaciones de temperatura se supusieron mucho menores que los valores
de estas, ver [2.42] se observa que el primero de ellos es de orden superior a los de los demas, por lo que es
posible retener solo dicho término a fin de obtener una ecuacién menos compleja y que ilustrard de una
manera muy intuitiva los cambios que existen entre la ecuacién propia del problema de conveccién de
Rayleigh-Bénard con aproximacién de Boussinesq y el mismo problema pero teniendo en cuenta la aportaciéon
de la radiacién en un medio que se puede considerar opaco. Se quiere recalcar aqui que en todo momento el
desarrollo es consistente con las hipétesis realizadas sobre el campo de temperaturas, hipotesis que a su vez
estan de acuerdo con la hipoétesis de Boussinesq de considerar tan solo pequenas variaciones de densidad y que
esta magnitud es tan solo funcién de la temperatura. De este modo, la ecuacién de la energia se reduce a:

oT’ Ty —T;
o TV e =a (1) VT (2.50)
160 3 . . . o
donde x = ————T'm” es el parametro adimensional que utiliza Goody [g].
3Kpocp

Finalmente, si se introducen las variables adimensionales siguientes:

or OWOT OVIT ) ov
o T oo ow s - TNV - Rag (231)

donde se ha omitido de nuevo el superindice * de las variables y el operador V*? por comodidad y se
ha obtenido la ecuacion sin dimensiones que se buscaba.

Obsérvese que la tnica diferencia entre las ecuaciones de Saltzman ([I], capitulo 2) y las ecuaciones
equivalentes para este apartado y la anteriormente expuesta es el término xV2T*. Esto hace pensar que,
redefiniendo la ecuacién anterior .51k

or OWOT VAT 1 _, s OU
FTE T vl Ewaviah A L s (2.52)

donde Ra es Fa
1+

, lo tinico que cambie al utilizar esta aproximacion con respecto al caso de conveccién, es

que el ntumero de Rayleigh critico tenga que tener un valor tal que se cancele el término (1 + x), cumpliéndose
entonces que:

Ragpaco(A) = Ra® natural(l + X) (2.53)

A este mismo resultado se llega, con la salvedad de que se utilizan desde un principio ecuaciones
linealizadas, en el libro de Goody (1956) [8] (pgs. 434).

Es por ello se dejara a un lado este caso, por considerarse trivial: no hay més que tener en cuenta los
parrafos anteriores para extrapolar los resultados del problema de conveccién natural a este caso de
aproximacién de medio 6pticamente grueso. De esta forma, se pondra la atencién de este trabajo en la
obtencién de resultados con aproximaciéon de medio 6pticamente

2.3. La convecciéon de Rayleigh-Bénard. Aproximacién de
Boussinesq

En esta seccién, se va a desarrollar de forma sucinta, qué se entiende por conveccion de
Rayleigh-Bénard, sin considerarse efectos de radiacién.

Considérese un fluido confinado en un paralelepipedo con dimensiones, de forma general, distintas en
cada coordenada cartesiana. Dicho fluido se supone sometido a la accién de la gravedad, con una temperatura
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2.3. La conveccién de Rayleigh-Bénard. Aproximacion de Boussinesq 23

T3 en su base inferior (plano z=0) y una temperatura T3 en su pared superior (plano z=H), donde 77 > T2.
Ademas, las paredes verticales (planos x=0 y x=L), estan aisladas. En la figura (2.4) se esquematiza la
situacion descrita.

T2

Y

T,

I:l Paredes aisladas

Figura 2.4: Representacion del paralelepipedo que contiene el fluido y de las condiciones de contorno del pro-
blema.

En principio, las ecuaciones de las que habria que hacer uso serian las ecuaciones completas de
Navier-Stokes (ecuaciones [2.54] 2.55] y [2.55)), tipicas de la Mecanica de Fluidos:

Dv 1
P = pf — Vp+ u( V(Y - 7) + V20); (2.54)
Dt 3
dp .
op —0. 2.
5 +V(pt) =0 (2.55)
pji = pi+ V- (KVT) - pV -7 (2.56)

Donde DQt = % + ¥V es la derivada sustancial y ¢ es el aporte externo de calor por unidad de masa
y tiempo.

Sin embargo, no pueden ser resueltas de forma general por su enorme complejidad. Es por ello que
se van a introducir una serie de hipétesis simplificadoras para obtener lo que se conoce como aprozimacion de
Boussinesq, que es valida siempre que las variaciones relativas de densidad en el proceso sean pequenas (vedse
[1] para ver el desarrollo completo). Dichas hipotesis son:

= La densidad se considera constante e igual a la que se tome como referencia pg, excepto en la ecuaciéon de
la conservacion de la cantidad de movimiento donde depende linealmente de la diferencia de
temperaturas:

p(Z,t) = po[l — B(T(Z, t) — To)], (2.57)

donde 8 = —piog—ﬂp es el coeficiente de expansion térmica y esta relacion se obtiene de linealizar la
ecuacion de estado para p en funcién de T'y p y se ha hecho uso de que en movimientos como en el de la
conveccion de Rayleigh-Bénard se puede demostrar que la influencia de las variaciones de presion en la
variaciones de densidad son despreciables.

= Todas las propiedades del fluido se consideran constantes y tomadas a la temperatura y densidad de
referencia. Esta aproximacion se considera valida si la diferencia de temperaturas entre las paredes
horizontales es lo suficientemente pequefia como para no provocar una variacion superior al 10 % en
dichas propiedades.

= Los términos de disipaciéon viscosa son despreciables.
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24 Capitulo 2. Formulacién del problema

Teniendo en cuenta todo lo anterior, las ecuaciones [2.54] [2.55] y 2.56] se reducen, expresadas de forma
desarrollada, a las siguientes:

%4—%%4—%%4—@,2853 =—%+VV2%; (2.59)

% +Ux%+vy%+vzaal§] = —W+Vv2vy; (2.60)
%+vm%+vy%+v28£ :—W +9B(T — Ty) +vV3vs; (2.61)
POCp @f + vm% + vyg—z + vzgf) = KVT (2.62)

donde g es la aceleracion de la gravedad, 5 el antes mencionado coeficiente de expansion térmica, K
la conductividad térmica del fluido, las variables con el subindice 0 representan a los valores de referencia y p,,
son las variaciones de presion asociadas al movimiento.

El sistema de ecuaciones [2.58{2.62| es un sistema de ecuaciones en derivadas parciales tanto para las
coordenadas espaciales como para el tiempo. Por tanto, requieren de condiciones de contorno e iniciales
respectivamente para poder ser resuelto. Dichas condiciones de contorno e iniciales se pueden extraer del
principio de esta seccion. A saber:

Parat=0,0<2 <L, 0<y< B, 0<es<H=v,=v,=0v,=0,T="1T. (2.63)
Paraszyx:Lévm:vy:vZ:O,g—z:o. (2.64)
Paray:Oey:Bévwzvy:vzzo,%:O. (2.65)

Paraz=0/z=H=v,=v,=v,=0,T=T, /T =Ts. (2.66)

2.4. Resultados principales del trabajo

En lo que sigue, se va a poner la atencion principalmente en dos casos diferenciados: un caso en el
que el medio es participativo (con aproximacion transparente), A > 0, pero las paredes no tienen capacidad de
absorber ni emitir radiacién € = 0 = Rc = 0 y caso en el que las paredes son capaces de emitir y absorber
radiacién, Rc > 0, pero sin tener en cuenta la participacién del medio. Por otro lado, el caso opaco, por su
trivialidad, no se va a estudiar mas all& del calculo de algin resultado aislado para corroborar la teoria
desarrollada.
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Capitulo 3

Método numérico

En este capitulo se pretende dar una explicacién de los procedimientos seguidos para resolver
numéricamente los problemas planteados en el capitulo anterior Formulacién del problema. En primer
lugar, se va a explicar el método de colocacién para problemas en una dimensién y se generalizara la idea para
problemas 2D. Después, se va a explicar cémo se han discretizado las ecuaciones y cémo se ha implementado
en el ordenador el método explicado. Ademas, se afiade un extracto de los codigos principales utilizados en el
programa MATLAB 2017a.

3.1. Meétodo de colocaciéon en problemas 2D

En este apartado se describira de forma breve (pues no es el objeto principal de este trabajo dado
que hay otros que se pueden consultar y en los que se describe con alto grado de detalles, como [1]) el método
de resoluciéon numérico que se va a utilizar para obtener los resultados tanto del problema de conveccion de
Rayleigh-Bénard sin radiaciéon como con radiaciéon. Se trata del método de colocacion. En este caso que nos
ocupa, solo se tiene interés en el uso de este método para ecuaciones que involucren variables que dependen de
dos dimensiones. Para esto, se van a explicar los conceptos bésicos de este método y después su aplicacion
para la obtencion de resultados de ecuaciones diferenciales en derivadas parciales.

El método se basa en el uso de una combinacién lineal de funciones conocidas (en este caso los
interpolantes de Lagrange) multiplicadas por coeficientes a determinar mediante la sustitucion de las funciones
y sus derivadas en las ecuaciones diferenciales del problema a resolver y la imposicién del cumplimiento de las
condiciones de contorno en unos puntos del dominio conocidos como puntos de colocacién.

En el caso en el que una funciéon ® dependa de dos variables espaciales x y z, por ejemplo, definida
dentro de un intervalo rectangular [z1,zx,] X [21, 2n.], siendo conocida en los puntos (z,, 2,) dentro de ese
intervalo, que se denominaran nodos, y en particular, seran los nodos de Chebyshev (ver [I7]) los que se
usaran en el método:

_wn, T TN, — 21 T(i—1)\ .
T = 5 5 cos < N1 i=1,..,N, (3.1)

Es posible utilizar funciones que aproximan la solucién completa, llamadas funciones interpolantes,
que como se mencioné en el parrafo anterior, se utilizaran los interpolantes de Lagrange, cuya expresién para
cada una de las variables x y z, vendria dada por, respectivamente:

= N
T —x; zZ— 2z ) .
Lom(z) = H T_;j; L.n(z) = H Zn — ;j; Vi #m; j#n, (32)
j=1 j=1

donde se observa que Ly, (2;) = 0m; ¥ L2n(2j) = 0nj, siendo 6,5 y 6y, la funcion delta de
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26 Capitulo 3. Método numérico

KroneckeIEl y la aproximacion de la funcion incognita vendria dada por el doble sumatorio:

N, N,

(2,2) =Y Y Lom(#)Leon(2)®(xm, 2n), (3-3)

n=1m=1

donde las funciones L., (x)y L., son conocidas y los valores ®(z,,, z,) son los valores conocidos, en
los nodos de Chebyshev, de la funcién a determinar.

De esta forma, las derivadas parciales de ® se pueden aproximar mediante las expresiones:

N, N.
Cp(w,2) = > > L, (2)L2, (2)(2m, 2n), (3.4)
m=1m=1
N, N.
O, (r,2) = Lm’m(x)L;’n(z)CI)(acW 2n), (3.5)
m=1n=1

donde las expresiones Ly ,(z)" y L, (%) se calcularian derivando las expresiones y
sucesivamente se haria para obtener aproximaciones de las derivadas de ® del orden que se requiera.

Es conveniente en este punto introducir el uso de un solo indice I = (i — 1) * N, 4+ j que sea capaz de
relacionarse de forma univoca en cualquiera de las direcciones I = (i,j), donde i =1,...,N, y j=1,...,N,, de

tal forma que las relaciones y se puedan expresar de forma matricial. En efecto, en dichas expresiones
se obtienen matrices de tamafio Ny x Ny, (donde Ny = N, x N,):

D,(I,K)= L;m(mi)Lzm(zj); D, (I,K) = Lw,m(xi)L;’n(zj); donde I, K =1, ..., N¢; (3.6)

y la funcién ® por tanto se puede expresar vectorialmente:

31
o) = (3.7)
Dy,
Para entender mejor lo anterior, obsérvese que:
Ly(x1)  Ly(za) ... Liy(z1)
Ly = Lll(.fg) L’2(.z2) N (x2) ’ (3.8)
Li(en) Ly(ew) . Li(en)

De esta manera, se tiene:

. . . lsii=j . .. .
1La funcién delta de Kronecker se define, para dos subindices i, j: 0i5 = { 0 : 1 £ ;’ es decir, en forma matricial una matriz

con unos en la diagonal y ceros en el resto de términos, por tanto la matriz identidad si fuera cuadrada.
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3.1. Método de colocacién en problemas 2D 27

1 L I

-1.0 =0.5 0.0 0.5 1.0

-1.0 =05 0.0 0.5 1.0

Figura 3.1: Ejemplo de funcion aproximada por interpolacion usando nodos equiespaciados (a la izquierda) y
nodos de Chebyshev (a la derecha). Obsérvense las grandes diferencias de precision entre un método y otro
cuando es necesario usar polinomios de grado alto, es decir, cuando el niimero de nodos crece. Imagen tomada
de [20]

1 0 0 1 0 0
0 1 0 0 0 1 0 0
L, (1) 0 L, (x1) 0
0 0 1 0 0 1
Dm - H )
1 0 0 1 0 0
0 1 0 0 0 1 0 0
Ly, (xn,) 0 Lyy (an) | ¢ 0
0 o .. 0 1 0 . .. 01

donde las submatrices que se observan serian matrices identidad de tamano N, x N, como se vio en[3.2]y
analogamente para D.:

1 0 0 1 0 0
01 0 0 01 0 0

L, (1) 0 Ly ()| :+ O
0 0 1 0 0 1

D, = ,

10 0 10 0
01 0 .. 0 01 0 0

LGy 0 00 o Ly (2n.) 0
0 o v 0 1 0 v o 0 1

donde las submatrices son identidad pero ahora de tamano N, x IN,.

Como se dijo anteriormente, la para la eleccion de los nodos se usardn los nodos de Chebyshev
porque estos permiten reducir los errores que se generan cuando el nimero de nodos crece. En la siguiente
figura [3.1] se expone un ejemplo en el que se aproxima una funcién mediante un polinomio de grado 10, usando
nodos equiespaciados y nodos de Chebyshev:

Una vez expuestas todas estas ideas, se ha llegado a un punto en el que la resolucién de un sistema

con funciones cuyas derivadas parciales aparezcan ha quedado reducido a un sistema de ecuaciones algebraico
en forma matricial.
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28 Capitulo 3. Método numérico

En la siguiente secciéon se detalla como se va a utilizar el método explicado para resolver las
ecuaciones Saltzmann para la conveccion y el sistema equivalente obtenido en el capitulo 2 para los casos de
radiaciéon con aproximaciéon transparente y opaco.

3.2. Resoluciéon numérica

En esta seccion se va a explicar de qué manera se han discretizado las ecuaciones y para
aproximar las derivadas espaciales y las derivadas con respecto al tiempo, que se aproximaran mediante
diferencias regresivas. Dichas ecuaciones son las que se obtuvieron en el apartado 2.2.3] Posteriormente, se
verd que solo hay que introducir ligeros cambios en los programas para tener en cuenta distintas condiciones
de contorno y segun si se quiere estudiar el caso de temperatura impuesta en las paredes horizontales o en las
paredes verticales y paredes rigidas o libres.

Para discretizar las ecuaciones anteriores a la hora de desarrollar c6digos numeéricos y obtener
soluciones aproximadas, se van a introducir las siguientes aproximaciones para las derivadas espaciales:

0
ox*

F~D,xF; %F%DZ*F; V2F = (D +D*)«F=Dp+F; VF=D?xF, (3.9)
z

donde F representa a ¥ o a T* mientras que para las derivadas con respecto al tiempo se utiliza el

Meétodo de Diferencias regresivas ([18], capitulo 1), por lo que los términos en los que aparece STI“:, se tiene:

OF  Flyp — Fin—

Por dltimo, téngase en cuenta que en las ecuaciones aparecen productos entre las derivadas de las
funciones ¥* y T, siendo estos productos términos de caracter no lineal si se sustituyen de forma directa por
U* | v T*|tn, respectivamente, por lo que en dichos términos se realizaran las aproximaciones:

\Il*ltn ~ \II*|tn—1; T*ltn ~ T*|tn—17 (311)

que seran validas siempre que h; sea lo suficientemente pequetio.

Teniendo en mente todo lo expuesto con anterioridad, se esta en condiciones de escribir qué
ecuaciones se obtienen finalmente para poder ser implementadas en un lenguaje de programacién que permita
resolver sistemas de ecuaciones lineales de manera practica (MATLAB en este caso). Asi, se tiene:

Psi — Psinml
DL*w+DZ*Psinml*Dm*DL*PsinmlfDm*Psi*DZ*DL*Psi:

h
' NLPSI (3.12)
PrD?Psi — PrD,Tp — Pr * Ra/DeltaTh x DxThetae;

Tp—T 1
1P~ Zpnm. + D, x Psinml x D, * Tpnm1 — D, * Psinml x D, x Tpnml =

h
t NLT (3.13)

— (D, * Psi* D, * Thetae — D, * Psi* D, x Thetae) * Ra/DeltaTb+ Dy, x Tp — lambda * Tp,

donde se han utilizado los nombres de las variables que se les ha dado en el c6digo y donde los términos
NLPSI y NLT reciben esos nombres pues corresponden con términos que serian no lineales si no se hubiera
realizado en ellos las aproximaciones U* |y, & U*|¢—1y T*|tn = T*|tn—1-

De esta manera, se tiene un sistema de ecuaciones, donde los vectores:
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3.2. Resolucién numérica 29

PSil
Psi = :
PSiNt
Tp
Tp= :
Tpn,

son las 2 x IVy incognitas de un sistema de 2 x Ny ecuaciones, cuya forma compacta escrita se obtiene a partir
de las ecuaciones y y se verd implementada en la matriz del sistema en el c6digo que se adjunta maés
adelante.

Conveccién: programa para la conveccidn. Si se quieren obtener resultados para el caso de
conveccién pura sin tener en cuenta efectos de radiacién, tan solo hay que hacer en el programa las variables
lambda y Rc nulas. En los resultados que se expongan en los préximos apartados, se reproducen los obtenidos
en [I] y se comparan con resultados que se obtengan con valores no nulos de las variables anteriores.

3.2.1. Condiciones de contorno e inicial. Problema con paredes no participativas

En el apartado anterior se ha explicado cémo se discretizan las variables de las ecuaciones que
aparecen en el problema de radiacién-convecciéon. En este, se expone como se han impuesto numéricamente las
condiciones de contorno e inicial en el problema de radiacién en el que el medio participa, A > 0, pero las
paredes no absorben radiacién, Rc = 0.

El cumplimiento de dichas condiciones no es trivial. Esto es debido a que se tienen condiciones de
contorno sobre las derivadas de ¥* y T* a la vez que sobre las propias funciones, por ejemplo, para el caso de
bordes rigidos/rigidos. Al no ser posible imponer dos valores distintos a la vez sobre los vectores solucién de
U* y T*, la forma de resolver este conflicto es imponer las condiciones de contorno de las funciones sobre los
puntos que se encuentran sobre los contornos, mientras que para las condiciones sobre las derivadas se usan los
puntos de los subcontornos. En definitiva, los pasos a seguir serian:

= Antes que nada es esencial aclarar cuales son los valores de los indices I para cada pared del contorno. A
saber:

(1—1)*Nz+1siz*=0
(1—1)«Nz+Nz=ixNzsiz*=1
jsiz*=0
(Nz—1)*Nz+jsiz*=L/H

1= dondei=1,...Nxyj=1,..,Nz (3.14)

= Ahora, en primer lugar, debido a que Matlab trabaja de forma mucho maés eficiente "llenandog¢olumnas
que filas, se transponen todos los vectores y matrices que forman parte del sistema general.

= En segundo lugar, para imponer las condiciones de ¥*, en el caso de que se esté estudiando el caso de
paredes horizontales rigidas se procede de la siguiente forma: se anula en las matrices (transpuestas)
APSI_tr, ATp tr, BPSI_tr y BTp_tr las columnas cuyo indice I corresponde con el de los puntos de
los contornos horizontales. Posteriormente, se impone un valor unidad en los elementos APSI (LI) , asi
se impone que ¥} = 0 una vez que se transponga de nuevo la matriz original del sistema. Analogamente
se procede para imponer que T* = 0 en los contornos horizontales: se impone que los elementos
BT tr(I,I)=1. Ademas, para asegurar que para todo instante ¢ se cumplen las condiciones de contorno,
se crean dos factores de condiciones de contorno o boundary condition factors, BCF_PSI try
BCF_Tp_tr cuyo valor es nulo para todo indice I perteneciente a cualquier punto de los contornos
horizontales.

= Ahora hay que imponer que en las paredes verticales la derivada de T™ es nula y que ¥* es también nula.
Entonces, tal y como se hizo en el punto anterior, se impone en los puntos de los contornos verticales que
las columnas de las matrices (transpuestas) APSI tr, ATp tr, BPSI tr y BT tr cuyo indice sea I,
sean nulas. Posteriormente, se hacen igual a la unidad los elementos APSI_tr(LI) para imponer U5 =0
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30 Capitulo 3. Método numérico

K
—=0se hace

x
BT _tr(:,I)=Dx_ tr(:,I). Se hacen nulos también los términos BCF_PSI_tr(I) y BCF_Tp_ tr(I).

tras la transposicion de la matriz del sistema. Para imponer que

= Por ultimo, quedaria imponer la condicién de que las paredes horizontales y verticales son rigidas, por lo
que habria que imponer en los puntos del contorno que las velocidades v} y v, son nulas,
respectivamente. Para ello, teniendo en cuenta que v; = —90¥*/0z y v = 0U*/Jz, en principio habria
que proceder como en los dos puntos anteriores para imponer condiciones de contorno. Sin embargo, no
queda mas remedio que hacer uso de los puntos del subcontorno, pues los del contorno ya estan
utilizados. Para ello, se anulan los las columnas de todas las matrices que componen la matriz completa
del sistema con indices I pertenecientes a dichos subcontornos, donde es evidente que las esquinas son
comunes a los horizontales y verticales y en este caso se han incluido en los primeros. En el caso de
subcontorno inferior se tiene I = (i — 1) * Nz + 2 y en el superior I = (i — 1) * Nz+ Nz — 1 con
i =2: Nz — 1, mientras que para los subcontornos izquierdo y derecho, se tiene, respectivamente,
I=Nz+jyI=(Nzx—2)*Nz+j, donde j = 3: Nz — 2. Después, en la matriz APSI tr, se impone
en las columnas del subcontorno vertical es igual a la columna con el mismo indice de la matriz Dz_tr y
en las horizontales se hacen igual a las columnas de Dx_tr. Con todo esto ya se tienen impuestas las
condiciones de contorno. En el siguiente punto se discute qué se ha de hacer si se tiene alguna pared libre
(sin esfuerzos tangenciales) en vez de paredes rigidas.

= En el caso de tener una pared libre, por ejemplo la horizontal inferior, los esfuerzos tangenciales han de
ser nulos en la pared:

Oy, 92U+
: 82 2=0 82* z*=0 ( )

Por tanto, si los esfuerzos son nulos, habra que imponer, en vez de lo dicho en el punto anterior, en el
que se hablé del caso rigido-rigido en los contornos horizontales, que la columna con indice
perteneciente al subcontorno horizontal de la matriz APSI_tr es igual a la columna del mismo indice de
la matriz que proporciona la segunda derivada con respecto de z, Dz2 _tr. Analogamente se haria con la
pared horizontal superior o, en el caso de paredes libres verticales, en cuyo caso se necesitaria igualar las
columnas correspondientes a las de la matriz que proporciona la segunda derivada con respecto z,

Dx2 tr.

= Para las condiciones iniciales, se ha usado una funcion de corriente que cumpla con las condiciones de
contorno y lo mismo se ha hecho con el campo de temperaturas (ver [I], capitulo 4):

U (z, 2, = 0) = 0.00052*2(z%, ,, — a*)22*2(2%,,, — 2*)2 cos (596”2) (3.16)

T*(x,2,t=0)=0 (3.17)

A continuacién se muestran los cddigos principales que se han utilizado para resolver el problema de
conveccion sin radiacion con paredes horizontales rigidas. A partir de él, con las modificaciones explicadas en
las condiciones de contorno y cambiando las ecuaciones segtin se expuso en la seccion de resoluciéon numeérica
en funcién de la aproximacién de radiacién que se quiera estudiar, es suficiente para obtener nuevos cédigos
que permitan efectivamente resolver los problemas.

Programa basico

Se utiliza el siguiente programa como base y ciertas modificaciones para resolver los distintos
apartados.

% ____PARAMETROS_____ %
Pr=0.73;

°Ra=1565+1000—500—300+200+50+500—1000;
DeltaTb=0.1; Rc=0;
Ra=8800+15;
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lambda_G=5; lambda=lambda_G"2;

dt=0.0001;
%6 GEOMETRIA_____ %

zmin=0; zmax=1;
Nz=30

xmin=0; xmax=.5;
Nx=30

tic

[Lpx,Dx,Nx,xch]=matricesx(Nx,Nz,xmin, xmax) ;
[Lpz,Dz,Nz,zch]l=matricesz(Nz,Nx,zmin, zmax);
% ____MATRICES.___%

Nt=NzxNx;

DL=Dx*Dx+Dzx*Dz;
DL2=DL*DL;
DxDL=Dx*DL;
DzDL=Dz*DL;
Dz2=DzxDz;

%%SPARSE
DL=sparse(DL);
DL2=sparse(DL2);
DxDL=sparse(DxDL);
DzDL=sparse(DzDL);
Dz2=sparse(Dz2);

%% RANSPUESTAS

DL_tr=DL'; DL2_tr=DL2"'; DxDL_tr=DxDL';
DzDL_tr=DzDL'; Dz2_tr=Dz2'; Dx_tr=Dx';
Dz_tr=Dz"';

%% % %SOLUCION EQUILIBRIO %%%%
Ae=DL—lambdaxeye (Nt) ;
be=1lambdaxones (Nt,1)/4;

% Modificaciones de Ae y be debidas a condiciones de
% Contornos horizontales (insulated)
Ae_tr=Ae'; be_tr=be';
for i=2:Nx—1,

I1=(i—1)*Nz+1;

I2=(i—1)*Nz+Nz;
% Radiacion conveccion horiz.
Ae(Il,:)=Dz_tr(Il1l,:); Ae(I1l,I1)=Ae(Il1l,I1)—Rc;
Ae(I2,:)=Dz_tr(I2,:); Ae(I2,I2)=Ae(I2,12)+Rc;
% Temperatura impuesta horiz.

o°

o°

contorno:

be(I1,1)
be(I2,1)

Ae_tr(:,I1)=0; Ae_tr(I1,I1)=1; be_tr(1,I1)=DeltaTb/2;
Ae_tr(:,I2)=0; Ae_tr(I2,I2)=1; be_tr(1,I2)=DeltaTb/2;

end
% Contornos verticales (imposed temperature):

o
©

for j=1:Nz,
I1=j;
I2=(Nx—1)*Nz+j;
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Ae_tr(:,I1)=Dx_tr(:,I1); Ae_tr(I1,I1)=Ae_tr(I1,I1)-Rc; be_tr(1,I1)=0;
Ae_tr(:,I2)=Dx_tr(:,I2); Ae_tr(I2,I2)=Ae_tr(I2,12)+Rc; be_tr(1,12)=0;

end

o
©

Ae=Ae_tr'; be=be_tr';
Thetae=Ae\be;

DxThetae=DxxThetae;
for j=1:Nz,
Thetaemat(1:Nx,j)=Thetae(((1:Nx)—1)xNz+j,1);
end

for I=1:Nt,

aux1(I,:)=Dz(I,:)*DxThetae(I,1);
aux2(I,:)=Dx(I,:)*DzThetae(I,1);

end

for j=1:Nz,

xmat(1l:Nx,j)=xch(1l:Nx)"'; zmat(1l:Nx,j)=zch(j);
end

mesh(xmat, zmat, Thetaemat)

DzThetae=Dz*Thetae;

% ____CONDICIONES DE CONTORNO_____ %
°Definimos las matrices necesarias:
APSI=DL—dt*PrxDL2;

AT=dt*xPrxDx;
BPSI=Ra/DeltaTbxdt*(auxl—aux2);
BT=eye (Nt)x*(1l+dt*lambda)—dt*DL;
sfFactor de condiciones de contorno
FBC_PSI=ones(Nt,1);
FBC_T=ones(Nt,1);

APSI_tr=APSI'; AT_tr=AT';
FBC_PSI_tr=FBC_PSI';

BPSI_tr=BPSI';
FBC_T_tr=FBC_T';

BT_tr=BT';

Ponemos las condiciones que hacen Psi y T igual a cero.
scontornos horizontales:
for i=2:(Nx—1)

Lontornos de abajo

I=(i—1)*Nz+1;

S%Imponemos Psi y T:

°psi=0
APSI_tr(:,I)=0; APSI_tr(I,I)=1; FBC_PSI_tr(1,I)=0;
%T=0
BPSI_tr(:,I)=0; BT_tr(:,I)=0; BT_tr(I,I)=1;
% % ConRad
% BPSI_tr(:,I)=0; BT_tr(:,I)=Dz_tr(:,I);
=0;

Lontorno superior
I=(i—1)*Nz+Nz;
°psi=0
APSI_tr(:,I)=0;
%I=0
BPSI_ tr(:,I)=0;
% ConvRad
BPSI_tr(:,I)=0;
=0;
end

o
)

APSI_tr(I,I)=1; FBC_PSI_tr(1,I)=0;

BT_tr(:,I)=0; BT_tr(I,I)=1;

o°

o°

BT_tr(:,I)=Dz_tr(:,I);

%Ahora vamos a contornos verticales
for j=1:Nz
°Lontornos de izq

I=3;
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BT_tr(I,I)=BT_tr(I,I)—Rc;

BT_tr(I,I)=BT_tr(I,I)+Rc;

Esto se da en

AT_tr(:,I)=0;

FBC_T_tr(1,I)=0;

FBC_T_tr(1,I)

AT_tr(:,I)=0;

FBC_T_tr(1,I)=0;

FBC_T_tr(1,I)
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sImponemos Psi y T:

°psi=0
APSI_tr(:,I)=0; APSI_tr(I,I)=1; FBC_PSI_tr(1,I)=0; AT_tr(:,I)=0;
*dT/dx=0
BPSI_ tr(:,I)=0; BT_tr(:,I)=Dx_tr(:,I); BT_tr(I,I)=BT_tr(I,I)—Rc; FBC_T_tr(1,I)=0;
%I=0
% BPSI_tr(:,I)=0; BT_tr(:,I)=0; BT_tr(I,I)=1; FBC_T_tr(1,I)=0;

ontornos de dcha
I=(Nx—1)*Nz+j;
%lmponemos Psi y T:

°psi=0

APSI_tr(:,I)=0; APSI_tr(I,I)=1; FBC_PSI_tr(1,I)=0; AT_tr(:,I)=0;

dT/dx=0

BPSI_tr(:,I)=0; BT_tr(:,I)=Dx_tr(:,I); BT_tr(I,I)=BT_tr(I,I)+Rc; FBC_T_tr(1,I)=0;
% %I=0
% BPSI_tr(:,I)=0; BT_tr(:,I)=0; BT_tr(I,I)=1; FBC_T_tr(1,I)=0;

end
Falta por aplicar velocidades nulas en las paredes. Para ello, se usan las
%filas correspondientes a los subcontornos de abajo.
Lontornos horizontales d*2psi/dz"2=0
for i=3:(Nx—2)
K=(i—1)*Nz+2;
APSI_tr(:,K)=Dz_tr(:,(K-1)); FBC_PSI_tr(1,K)=0; AT_tr(:,K)=0;
K=(i—1)*Nz+Nz—1;
APSI_tr(:,K)=Dz_tr(:,(K+1)); FBC_PSI_tr(1,K)=0; AT_tr(:,K)=0;
end
°Lontornos verticales dpsi/dx=0
for j=2:(Nz—-1)
K=(2—1)*Nz+j ;
APSI_tr(:,K)=Dx_tr(:,(K—Nz)); FBC_PSI_tr(1,K)=0; AT_tr(:,K)=0;
K=(Nx—2)*Nz+j;
APSI_tr(:,K)=Dx_tr(:,(K+Nz)); FBC_PSI_tr(1,K)=0; AT_tr(:,K)=0;
end

APSI=APSI_tr'; AT=AT_tr'; BPSI=BPSI_tr'; BT=BT_tr';
FBC_PSI=FBC_PSI_tr'; FBC_T=FBC_T_tr';

Formamos la matriz del sistema:
Asyst=[APSI AT; BPSI BT];
Asystml=Asyst\eye(size(Asyst));
toc
for i=1:Nx,
for j=1:Nz,
I=(i—1)*Nz+j;
Psi(I,1)=0.05*xch(i)”2*(xmax—xch(i))"2*zch(j)”"2*x(zmax—zch(j))"2;
T(I,1)=0.05%sin(3*pixzch(j));
end
end
AbPsi=sparse([DL, zeros(Nt,Nt)]);
AbT=sparse([zeros(Nt,Nt), speye(Nt)]);
[X, Z]=meshgrid(xch,zch);
Ntime=5e5;
for nt=1:Ntime,
nt;
t=ntxdt;
%tic
bNLPsi(1:Nt,1)=(—(Dz*Psi).*(DxDL*Psi)+(Dx*Psi).*(DzDL*Psi))*dt—PrxRa/DeltaTbxdtx*
DxThetae;
%tiempol=toc

DNLT(1:Nt,1)=(—(Dz*Psi).*x(Dxx*T)+(Dx*Psi).x*x(DzxT))x*dt;
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bLinPsi(1:Nt,1)=AbPsix[Psi ; T];

bLinT(1:Nt,1)=AbTx[Psi ; T];
bsyst(1:(2«Nt),1)=[FBC_PSI.x*(bNLPsi+bLinPsi); FBC_T.x*(bNLT+bLinT)];
bn=Asystmlxbsyst; Psi=bn(1:Nt,1); T=bn((Nt+1l):(2%Nt),1);

if nt==10 || nt==Ntimex0.2 || nt==Ntimex0.4 || nt==Ntime/2 || nt==Ntimex0.6 || nt==
Ntimex0.8 || nt==Ntime
nt
for j=1:Nz,
Psimat(1:Nx,j)=Psi(((1:Nx)—1)xNz+j,1); Tmat(1:Nx,j)=T(((1:Nx)—1)*Nz+j,1);

Tphysmat(1:Nx,j)=—1/2+Thetaemat(1:Nx,j)/DeltaTb+Tmat(1:Nx,j)/Ra;
end

subplot (2,2,1)

contour (X, Z, Psimat')

subplot (2,2,2)

contour (X, Z, Tphysmat')

Tmat_c(nt)=Tmat(ceil(Nx/2),ceil(Nz/2));
Tmat_max=max(abs(Tmat_c(1l:nt)));

subplot (2,2,3)

plot((1l:nt)*xdt,Tmat_c(l:nt)/Tmat_max)

axis ([0 Ntxdt —2 2])

subplot (2,2,4)

plot (Tphysmat(ceil(Nx/2),:),zch,'r")

axis([—-2 2 0 1])

pause(0.00001)

hold off

end
end

A continuacién se exponen también los codigos de los que hace uso el programa principal para obtener las
matrices que permiten calcular las derivadas de forma numérica, matricesz (linea 6 y 7 del codigo). Es analogo
para la variable z.

%% % %BE OMITEN TILDES %% %%

*cambiar las condiciones como se desee
function [Lpx,Dx,Nx,x]=matricesx(Nx,Nz,x1,xn)
x=zeros(1,Nx); x(1)=x1; x(Nx)=xn;

°nodos de chebyshev

for cl=1:Nx
x(cl)=(x(Nx)+x(1))/2—(x(Nx)—x(1))/2*cos((cl—1)/(Nx—1)*pi);
end

[)
°

°derivada interpolantes
num=0;
for j=1:Nx
for i=1:Nx
den=x(i)—x; den(i)=1; den=prod(den); flag=1;
if i==j 9%la expresion es distinta cuando coinciden los dos indices, pues aparecen mas
terminos en el numerador
sumnum=0;
for kl=1:Nx
if kl~=i
num=x(j)—x; num(j)=1; num(kl)=1 ; sumnum=prod(num)+sumnum;
end
end
num=sumnum;
Lpx(j,1i)=num/den;
else
num=(x(j)—x);
num(j)=1; num(i)=1;
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num=prod(num);
Lpx(j,1i)=num/den;

end
Lpx(j,1i)=num/den; %matriz con las derivadas de las funciones de Lagrange
end
end
Lpx;
Dx=kron(Lpx,eye(Nz));
end

Donde en la linea 35 aparece la funcion de Matlab kron(A,B), que calcula el producto de Kroneckerﬂ
de dos matrices [19], lo cual resulta muy eficiente para calcular una matriz de tamafio
(N X N,) x (N, x N,) = Ny X Ny, en el caso de D,, y, andlogamente, la matriz D,, de tamano
(N, x N;) x (N, x N;) = Nt x N;.

3.2.2. Condiciones de contorno e inicial en el problema con paredes
participativas en la radiacién

En esta seccion se trata el problema en el que las paredes son capaces de emitir y absorber radiacion
(Rc > 0). Es destacable sin duda la manera en la que se ha modelado dicho intercambio de calor entre
elementos de pared, habiéndose apoyado en la referencia [2I] (veanse los capitulos 12 y 13) y [22]
(especialmente seccion 5.3). Las claves aqui proporcionadas relevantes para este estudio son:

= En primer lugar, dividir la superficie de las paredes en elementos de pared, que se han elegido de tal
modo que estan formados por el tramo comprendido entre el punto medio entre dos nodos consecutivos,
excepto en el caso de ser el primer o tltimo trozo de pared dentro de uno de los contornos verticales (u
horizontales), es decir, si un trozo de pared estd comprendido entre el nodo de una esquina y el anterior
(o posterior en su caso), en cuyo caso el trozo de pared abarca desde el nodo en la esquina hasta el punto
medio entre los dos nodos anteriores (o posteriores en su caso). Para una mejor explicacion y
entendimiento, ver figura [3.2] Ademas, se han considerado superficies difusas, entonces sus propiedades
son independientes de la direccién, y grises, siendo entonces también independientes de las longitudes de
onda, ademaés de ser uniformes en cada trozo de superficie las radiaciones entrantes y salientes.
Asimismo, como consecuencia directa de las dos hipdtesis anteriores, en un material asi descrito se tiene
que su absortividad «a; es igual a su emisividad ¢;.

2El producto de Kronecker de dos matrices A (p X q¢) y B {(m x n) es una matriz de tamafio (p x m) X (g X n):

b1 ... bin b11 ... bin
ail : : e Qlg : :
bml bmn bml bmn
b1 ... bin b1 ... bin
apl : : -+ Qpg : :
bml bmn bml bmn
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Figura 3.2: Representacion esquemaética explicativa sobre la divisién de los contornos horizontales y verticales
en elementos de pared. Los indices de elementos en la pared son los representados dentro de un circulo, co-
rrespondiendo los otros nimeros al indice de nodos de contornos, no incluyendo las esquinas. Obsérvese que el
sentido seguido es horario y que habra 2N, + 2N, — 8 elementos de pared, por N,, = 2N, + 2N, — 4 nodos en
los contornos.

= En segundo lugar, para tener en cuenta la orientacion de las distintas divisiones que conforman las
paredes, se tiene un parametro que solo depende de la geometria de la cavidad, conocido como factor de
de vision (ver figura|3.3)) o de forma (view or shape factor):

Fij: fraccion de radiacion que sale de la superficie i y llega directamente a la superficie j.

View factor

View Factor: F;=fraction of radiation
from surface i intercepted by surface j.

Fi,=0

Figura 3.3: Factor de forma entre superficies.

Estos factores de forma cuentan con dos propiedades que se han usado, demostradas en la referencia
citada (Cengel, 2006) [21]:

Fiin = sz’Aja (318)

conocida como relacion de reprocidad y

Ne
> Fy=1, (3.19)
J

donde N, es el numero total de elementos de pared en la cavidad.
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Ademis, se aporta la regla necesaria para el calculo de los factores de forma para cavidades
bidimensionales, que fue dada por Hottel, definida como:

F. = ZLC_ZLTLC
* QXLZ ’

donde L. representa la longitud de cuerdas cruzadas, L., la longitud de cuerdas no cruzadas y L;, la
longitud de cuerda de la superficie i, que se pueden ver en la figura [3.4

(3.20)

Figura 3.4: Determinacion del factor de forma entre dos superficies: longitudes de cuerdas cruzadas (Ls y Lg),
no cruzadas (Lz y Ly) y de las superficies (L; y Lo).

= En tercer lugar, teniendo en cuenta que la cantidad de radiacién que sale de un cuerpo es la suma de su
calor reflejado y del emitido, teniendo en cuenta las hipoétesis del primer punto, la ecuacién de
Stefan-Boltzmann y definicion de radiosidad J, se tiene que la radiosidad es igual a:

Ji = GiO'T4 + (1 — Ei)GZ‘, (3.21)

donde el primer término representa la potencia radiativa de la superficie i y G; = =1 JjF;; es la
irradiancia, es decir, la potencia incidente en la superficie ¢ por unidad de area.

= El balance de energia en un elemento de pared puede obtenerse por un lado a partir de las radiosidades
del resto, su propia radiosidad y la ganancia neta ();; de calor por otros medios distintos a la radiacion,
como por ejemplo la conveccién. Este ultimo, en el caso de una pared aislada, seré igual a la pérdida neta
de calor debida a la radiacién que emite, dada por la ley de Stefan-Boltzman. El balance queda por tanto:

Q - Qi _y
XZ —Ji+ ; JiFij=0= = = Z(Ji = Jj)Fij. (3.22)

A su vez, el balance de energia neta en un elemento de pared también se puede calcular a partir de la
energia que sale de ella y la energia que absorbe:

% = 6i0ﬂ4 - 61G1A1 (323)

Tras exponer los puntos anteriores, se trata ahora de encontrar una ecuacién que sirva como
condicion de contorno a cumplir por parte los elementos de pared, imponiéndola en los nodos. En los nodos
pertenecientes a las paredes aisladas se conoce el calor que intercambian con el fluido por conveccion Q;/A; y
se les denotara por i. (0 j.), mientras que los nodos que pertenezcan a paredes con temperatura impuesta, se
denotaran ir (o jr). Consecuentemente, teniendo en cuenta que en los nodos cuya temperatura es conocida, si
se sustituye la irradiancia en funcion de la radiosidad, se pueden calcular estas ultimas mediante:

Ji = Arad;'b;, (3.24)

donde Arad;; = 6;j — Fi;(1 —€;), y bi = o¢;T{*. Asi se pueden determinar los valores del calor por unidad de
area en dichos nodos:

Qi
A, = AQ;jb;, (3.25)
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donde AQ;; = d;;—. Ahora, usando y la matriz Arad;; definida anteriormente, se calcula un vector con el
calor neto en los elementos de pared ip (T conocida),

Qi
i AQy;b;,

donde AQ = 4;; — eiFl-jArad;jl es otra matriz que aparece en el c6digo que se expondra en la siguiente seccidn.

Finalmente, introduciendo la variable adimensional

T/

0
T’

linealizando el campo de temperaturas en los nodos T =2 T2 + 4T3 T/, usando todo lo anterior, se llega que la

m=—1?

condicion de contorno a satisfacer por los nodos en las paredes es:

o6’ R,
_ ' =+ I Z AQiCjCEjCQ;-C = —Re Z AQicj — R, Z AQich EjTQ;T, (326)
c Vi

on* - -
v Vje Vjr

donde 9/0n* es la derivada con respecto a la direcciéon normal que apunta hacia dentro de la cavidad en cada
tramo de pared, es decir, 9/0z*, —0/0x*,0/0z*,—0/0z*, para la pared izquierda, derecha, inferior y superior
respectivamente. Por otro lado, el parametro adimensional R., denominado pardmetro de
radiacion-conveccion, se ha definido como:

 4T30H

Re i

(3.27)

En cuanto a las condiciones iniciales, como se observa en la siguiente seccién, se ha optado por dejar
la misma que anteriormente.

Implementaciéon numérica

A continuacién, se adjunta el codigo desarrollado para implementar la teoria del apartado anterior,
para el caso de paredes verticales adiabaticas. Un c6digo analogo es el que se ha utilizado para el caso de
paredes horizontales adiabéaticas:

clear all;

close all;

clc;

% ____PARAMETROS_____ %

Pr=0.73;

Ra=2000; DeltaTb=0.1; Rc=50; lambda=0;
dt=0.001;

% GEOMETRIA_____ %

zmin=0; zmax=1;
°nodos de Chebyshev

Nz=20;
zch(1:Nz)=(zmax+zmin)/2—(zmax—zmin)/2*cos(((1:Nz)—1)*pi/(Nz—-1));

xmin=0; xmax=1;
°nodos de Chebyshev

Nx=30;
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xch (1:Nx)=(xmax+xmin)/2—(xmax—xmin)/2*xcos(((1:Nx)—1)*pi/(Nx—1));
tic

% ____MATRICES____%

Primero obtenemos las matrices Lpx y Lpz.
[Lpx,Dx,Nx,xch]=matricesx(Nx,Nz,xmin, xmax) ;
[Lpz,Dz,Nz,zch]=matricesz(Nz,Nx,zmin, zmax);

Nt=NzxNx;

Nwall=2xNx+2xNz—8;
kwll=1; kw2L=Nz—2;
kwlU=Nz—1; kw2U=Nx+Nz—4;
kwlR=Nx+Nz—3; kw2R=Nx+2*Nz—6;
kwlB=Nx+2xNz—5; kw2B=2%Nx+2*Nz—8;
for kw=1:Nwall,
if  kw>=kwlL && kw<=kw2L,
Iwall(kw)=kw+1; Iwl=Iwall(kw)—1; Iw2=Iwall(kw)+1;
end
if  kw>=kwlU && kw<=kw2U,,
Iwall(kw)=(kw—kwlU+2)*Nz; Iwl=Iwall(kw)—Nz; Iw2=Iwall(kw)+Nz;
end
if kw>=kwlR && kw<=kw2R,
Iwall(kw)=Nx*xNz—(kw—kwlR+1); Iwl=Iwall(kw)+1; Iw2=Iwall(kw)—1;
end
if kw>=kwlB && kw<=kw2B
Iwall(kw)=(Nx—1)*Nz+1— (kw—kwlB+1)*Nz; Iwl=Iwall(kw)+Nz; Iw2=Iwall(kw)—Nz;

end
Iw=Iwall(kw);
xwall(kw,1)=(X(Iwl)+X(Iw))/2; xwall(kw,2)=(X(Iw2)+X(Iw))/2;
zwall(kw,1)=(Z(Iwl)+Z(Iw))/2; zwall(kw,2)=(Z(Iw2)+Z(Iw))/2;
if (kw—kwll)* (kw—kwlU) * (kw—kw1lR) * (kw—kw1B)==0,
xwall(kw,1)=X(Iwl);
zwall(kw,1)=Z(Iwl);
end
if (kw—kw2L)* (kw—kw2U) * (kw—kw2R) * (kw—kw2B)==0,
xwall(kw,2)=X(Iw2);
zwall(kw,2)=Z(Iw2);
end
% [kw Iw Iwl Iw2]
% [kw Iwall(kw) Iwl Iw2 xwall(kw,1) xwall(kw,2)]
pause
end

N

% Emissivities and View factors by Hottel's rule

o°

emiss(1l:Nwall)=1;

for kw=1l:Nwall,
x1A=xwall(kw,1); x2A=xwall(kw,?2);
z1A=zwall(kw,1); z2A=zwall(kw,2);
Long (kw)=sqrt ( (x2A—x1A)"2+(z2A—z1A)"2);
for mw=1:Nwall,
x1B=xwall(mw,1); x2B=xwall(mw,2);
z1B=zwall(mw,1); z2B=zwall(mw,2);
L1A1B=sqrt((x1A—x1B)"2+(z1A—z1B)"2);
L2A2B=sqrt ( (x2A—x2B)"2+(z2A—z2B)"2);
L2A1B=sqrt( (x2A—x1B)"2+(z2A—z1B)"2);
L1A2B=sqrt( (x1A—x2B)"2+(z1A—z2B)"2);
Fview(kw,mw)=(L1A1B+L2A2B—L1A2B—L2A1B)/2/Long(kw) ;
end
Fview(kw, kw)=0;

39




40 Capitulo 3. Método numérico

% [(L:Nwall)' Fview(kw,:)"']
% [kw sum(Fview(kw, :))]

% pause

end

Ident=eye(Nwall);

for kw=1:Nwall,

Femiss (kw, 1l:Nwall)=emiss (kw)*xFview(kw,:);

Arad(kw, 1:Nwall)=Ident(kw, :)—(1—emiss (kw) )*Fview(kw, :);
end

Aradml=inv(Arad);

AQ=Ident—FemissxAradml;

DL=Dx*Dx+Dz*Dz;

DL2=DL*DL;

DxDL=Dx=*DL;

DzDL=Dzx*DL;

%% % % °S0LUCION EQUILIBRIO %
Ae=DL;

be=zeros(Nt,1);

)
©

o°

[ IS}
6767670

% Modificaciones de Ae y be debidas a condiciones de contorno:

o°

% Preparing BCs:
NwallT=2%(Nz—2);
NwallH=2x (Nx—2);
kwallH(1:NwallH)=[kwlL:kw2L, kwlR:kw2R];
nwallH(1:NwallH)=[ones (1, kw2L—kwlL+1), —ones (1, kw2R—kwlR+1)];
kwallT(1:NwallT)=[kwlU:kw2U, kwlB:kw2B];
TwallT(1:NwallT)=DeltaTb/2x[—ones (1, kw2U—kwlU+1), ones(1l, kw2B—kwlB+1)];
BTaux=zeros(Nt,Nt); bTaux=zeros(Nt,1); normalH=zeros(Nt,Nt);
for kw=1l:NwallH;
ic=kwallH(kw); Ic=Iwall(ic);
normalH(Ic, :)=nwallH(kw);
for mw=1:NwallH
jc=kwallH(mw); Jc=Iwall(jc);
BTaux(Ic,Jc)=1/4*xRc*xAQ(ic,jc)*emiss(jc);
end
bTaux(Ic, 1)=—Rcxsum(AQ(ic,:).*xemiss(1,:));
for nw=1:NwallT,
jT=kwallT (nw);
bTaux(Ic,1)=bTaux(Ic,1)—RcxAQ(ic,jT)*emiss(jT)*TwallT(nw);
end
end
for i=1:Nx,
I1=(i—1)*Nz+1;
I2=(i—1)*Nz+Nz;
% Temperatura impuesta horiz.
Ae(Il,:)=0; Ae(I1l,I1)=1; be(Il,1)=DeltaTb/2;
Ae(I2,:)=0; Ae(I2,I2)=1; be(I2,1)=—DeltaTb/2;
end
% Contornos verticales (imposed heat flux):

)
©

for j=2:Nz—-1,
I1=j;
I2=(Nx—1)*Nz+j;
% Radiacion conveccion horiz.
Ae(Il,:)=—normalH(I1,:).*Dx(I1,:); Ae(Il,:)=Ae(Il,:)+BTaux(Il,:) ;be(Il,1)=bTaux(Il,1);
Ae(I2,:)=normalH(I2,:).*xDx(I2,:); Ae(I2,:)=Ae(I2,:)+BTaux(I2,:) ;be(I2,1)=bTaux(I12,1);
end

%

Thetae=Ae\be;
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DxThetae=DxxThetae; DzThetae=DzxThetae;
for j=1:Nz,
Thetaemat(1:Nx,j)=Thetae(((1:Nx)—1)*Nz+j,1);
end
for I=1:Nt,
aux1(I,:)=Dz(I,:)*DxThetae(I,1);
aux2(I,:)=Dx(I,:)*DzThetae(I,1);

end
for j=1:Nz,
xmat(1l:Nx,j)=xch(1l:Nx)"'; zmat(1l:Nx,j)=zch(j);
end
mesh(xmat, zmat, Thetaemat)
% ____CONDICIONES DE CONTORNO_____ %

Definimos las matrices necesarias:
APSI=DL—dt*PrxDL2;

AT=dt*PrxDx;

BPSI=Ra/DeltaTb*dt* (auxl—aux2);
BT=eye(Nt)x*(1l+dt+*lambda)—dt*DL;
dactor de condiciones de contorno
FBC_PSI=ones(Nt,1);

FBC_T=ones (Nt,1);

for i=1:Nx
°Lontornos de abajo
I=(i—1)*Nz+1;
%lmponemos Psi y T: i va desde 1:Nx
°psi=0
APSI(I,:)=0; APSI(I,I)=1; FBC_PSI(I,1)=0; AT(I,:)=0;
%I=0
BPSI(I,:)=0; BT(I,:)=0; BT(I,I)=1; FBC_T(I,1)=0;
Lontorno superior
I=(i—1)*Nz+Nz; %

°psi=0

APSI(I,:)=0; APSI(I,I)=1; FBC_PSI(I,1)=0; AT(I,:)=0;
T=0

BPSI(I,:)=0; BT(I,:)=0; BT(I,I)=1; FBC_T(I,1)=0;

end

*Ahora vamos a contornos verticales

for j=2:Nz—-1

Lontornos de izq
I=3;
Ilmponemos Psi y DT/Dx (por eso j va desde 2 hasta Nz—1)
°psi=0
APSI(I,:)=0; APSI(I,I)=1; FBC_PSI(I,1)=0; AT(I,:)=0;
dT/dx=0

BPSI(I,:)=0; BT(I,:)=normalH(I,:).*xDx(I,:); BT(I,:)=BT(I,:)+BTaux(I,:);

BT(I,I)=BT(I,I)—bTaux(I); FBC_T(I,1)=0;
°Lontornos de dcha

I=(Nx—1)*Nz+j;

sImponemos Psi y T:

psi=0

APSI(I,:)=0; APSI(I,I)=1; FBC_PSI(I,1)=0; AT(I,:)=0;
°dT/dx=0

BPSI(I,:)=0; BT(I,:)=Dx(I,:); BT(I,:)=BT(I,:)+BTaux(I,:);
BT(I,I)=BT(I,I)—bTaux(I); FBC_T(I,1)=0;

end

% velocidades nulas en las paredes, se usan las
%filas correspondientes a los subcontornos de abajo.
°Lontornos horizontales dpsi/dz=0

for i=2:(Nx—1)
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K=(i—1)*Nz+2;
APSI(K,:)=Dz((K—1),:); FBC_PSI(K,1)=0; AT(K,:)=0;
K=(i—1)*Nz+Nz—1;
APSI(K,:)=Dz((K+1),:); FBC_PSI(K,1)=0; AT(K,:)=0;
end
°Lontornos verticales dpsi/dx=0
for j=3:(Nz-2)
K=(2—1)*Nz+j;
APSI (K, :)=Dx((K—Nz),:); FBC_PSI(K,1)=0; AT(K,:)=0;
K=(Nx—2)*Nz+j ;
APSI(K,:)=Dx((K+Nz),:); FBC_PSI(K,1)=0; AT(K,:)=0;
end
Formamos la matriz del sistema:
Asyst=[APSI AT; BPSI BT];
size(Asyst)
Asystml=inv(Asyst);
pause
for i=1:Nx,
for j=1:Nz,
I=(i—1)*Nz+j;
Psi(I,1)=0.05*xxch(i)"2*(xmax—xch(i))"2*zch(j)”"2*x(zmax—zch(j))"2;
T(I,1)=0.05%sin(3*pixzch(j));
end
end
AbPsi=sparse([DL, zeros(Nt,Nt)]);
AbT=sparse([zeros(Nt,Nt), speye(Nt)]);

[X, Z]=meshgrid(xch,zch);

figure

Ntime=5000;

for nt=1:Ntime,
t=ntxdt;
bNLPsi(1:Nt,1)=(—(Dz*Psi).*(DxDL*Psi)+(Dx*Psi).*(DzDL*Psi))*dt—PrxRa/DeltaTbxdtx*
DxThetae;

DNLT(1:Nt,1)=(—(Dz*Psi).*(Dx*T)+(Dx*Psi).*(DzxT))x*dt;
bLinPsi(1:Nt,1)=AbPsix[Psi ; T];
bLinT(1:Nt,1)=AbT*[Psi ; TI;
bsyst(1l:(2%Nt),1)=[FBC_PSI.x*(bNLPsi+bLinPsi); FBC_T.x*(bNLT+bLinT)];
bn=Asystmlxbsyst; Psi=bn(1:Nt,1); T=bn((Nt+1):(2%Nt),1);

if nt==10 || nt==Ntimex0.2 || nt==Ntimex0.4 || nt==Ntime/2 || nt==Ntimex0.6 || nt==
Ntimex0.8 || nt==Ntime

nt

for j=1:Nz,
Psimat(1:Nx,j)=Psi(((1:Nx)—1)xNz+j,1); Tmat(1:Nx,j)=T(((1:Nx)—1)*Nz+j,1);
Tphysmat(1:Nx,j)=—1/2+Thetaemat(1:Nx,j)/DeltaTb+Tmat(1:Nx,j)/Ra;

end

subplot (2,2,1)

contour (X, Z, Psimat')

subplot (2,2,2)

contour (X, Z, Tphysmat')

Tmat_c(nt)=Tmat(ceil(Nx/2),ceil(Nz/2));

Tmat_max=max(abs(Tmat_c(l:nt)));

subplot (2,2,3)

plot((1l:nt)*dt,Tmat_c(l:nt)/Tmat_max)

axis ([0 Ntxdt —2 2])

subplot (2,2,4)

plot (Tphysmat(ceil(Nx/2),:),zch,'r")
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end

axis([—2 2 0 1])
pause(0.0001)
hold off

end
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Capitulo 4

Medio participativo dentro de una
cavidad con paredes con absorcion de
radiacion nula

4.1. Paredes verticales adiabaticas

En esta seccién se exponen resultados sobre el problema de conveccién con aproximaciéon de medio
transparente cuando las paredes que estan aisladas no tienen capacidad de absorber o emitir radiacion, es
decir, cuando la emisividad de dichas paredes ¢ es nula (materiales como el oro pulido, el cobre pulido y el
aluminio tienen emisividades casi nulas), condicion que segin el modelo desarrollado se corresponde con un
valor parametro de radiacién-convecciéon Rc nulo, para cavidades con temperatura impuesta en las
paredes horizontales y verticales adiabaticas y viceversa. En particular, se estudia como afecta aumentar la
importancia del parametro de radiacion, A 1, al nimero de Rayleigh critico para diferentes valores de la
relacion de aspectos A = L/H, donde Xz = L' Y Zmax = H para una cavidad rectangular con paredes libres
o rigidas, siendo z la coordenada horizontal y z la vertical (véase ﬁgura. Ademas, se estudia también
cémo dicho pardmetro influyen en la A., el nimero de Nusselt, etc.

Este problema, como se expuso en el capitulo 2, estd gobernado por las ecuaciones v [2.29} bajo
las condiciones de contorno y

4.1.1. Nuamero de Rayleigh critico: resultados fundamentales

Este apartado esta dedicado al caso de paredes verticales adiabéticas, pues no existen una valor
critico del nimero de Rayleigh si las paredes con temperatura impuesta son las verticales, pues ya se ha
comentado que siempre es inestable dicho problema.

Se tiene como objetivo estudiar cuél es el nimero de Rayleigh a partir del cual las perturbaciones
iniciales se propagan de forma inestable, para el caso de cavidad con paredes horizontales libres en cavidades
de gran relacion de aspectos A = 10, ver y compararlos con resultados obtenidos por Goody [8], como
punto de partida para empezar nuevos estudios. De esta misma grafica se toman los valores del pardmetro A,
que se relaciona con el de la figura de tal forma que A = )\2G.
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Figura 4.1: Grafica tomada como referencia para elegir los valores de A\g = A2, donde \g es el parametro que
aparece en el eje horizontal. Los valores del nimero de Rayleigh critico aqui mostrados, corresponden a los
valores de la teoria lineal con paredes horizontales libres. Obsérvese también que se ha usado en esta grafica
una doble escala logaritmica. Es también notorio que los valores del pardmetro x influyen solo En el caso de
radiacion opaca, como es logico después de lo visto en la teoria del capitulo 2 para el caso opaco. Se observa que
los valores calculados siguen un comportamiento similar al que se produce en el lado izquierdo de las curvas,
es decir, en el caso de radiacién transparente, que es el de aumentar considerablemente el valor de Ra. cuando
Ag > 10. Imagen tomada de [8].

Asi, los resultados de numero de Rayleigh critico en comparativa con los de Goody se muestran en la

tabla H.1}

AG Ra ¢
a 662
5 1553
10 5033

Cuadro 4.1: Tabla comparativa con los resultados de Goody de la ﬁgura

Si se tiene en cuenta la escala logaritmica se observa que para los valores del parametro de \g
tomados tienen el mismo comportamiento que los recogidos en la tabla, poniéndose de manifiesto el aumento
de la estabilidad del fluido, ya que es capaz de emitir radiacion a las paredes, estabilizandose con mayor
rapidez.

Asimismo, para una cavidad con paredes horizontales rigidas con temperatura impuesta y paredes

verticales adiabaticas, para una relacion de aspectos A = 2, se muestra la influencia del parametro de radiacién
A sobre el nimero de Rayleigh critico para la misma cavidad en el problema de conveccién, cuyo resultado se
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puede consultar en [I], que obtuvo un valor de Ra. = 2014, frente a los que se han obtenido aqui, a saber:

AG Ra ¢
1 2170
3730

10 11793

Cuadro 4.2: Tabla comparativa del nimero de Rayleigh critico con el caso de conveccion natural si se tiene en
cuenta aproximaciéon de medio transparente.

Obsérvese de nuevo como al aumentar el parametro A\g, aumenta la estabilidad del fluido y por
tanto aumenta el nimero de Rayleigh critico, siendo muy importante el aumento para ntimeros altos como
Ag = 10 = X = 100. De esta manera, se reproduce el comportamiento que Goody obtuvo.

4.1.2. Variacién del n° de Rayleigh critico con la relacién de aspectos. Influencia

del medio

En este apartado se analiza cémo varia el nimero de Rayleigh critico cuando las dimensiones de la
cavidad pasan desde una relacion de aspectos muy pequefia (A=0.5) hasta una relaciéon de aspectos alta.
Intuitivamente, antes de mostrar los resultados se puede comentar qué se espera obtener. A priori, una menor
relacion de aspectos, debido a la condicion de paredes verticales rigidas, dificulta que se produzcan rollos de
conveccioén, por lo que el nimero de Rayleigh critico a partir de el cual la conveccién sea posible, tendra que
aumentar, tanto méas cuanto mayor sea la influencia de la presencia de las paredes verticales, esto es, a medida
que la relacion de aspectos disminuya. Por otro lado, se espera que comparando para los distintos valores de ),
aumenten los nimeros de Rayleigh criticos, como se ha visto en el apartado anterior. A posteriori, se incluyen
comentarios sobre dichos resultados y se justifican a partir de conclusiones y comparaciones con la teoria
disponible.

A continuacion se muestran los resultados obtenidos para varios valores del parametro A definido en
la aproximaciéon Opticamente fina, desde valores bajos en los que la radiacion es inapreciable hasta valores
altos, habiéndose usado la grafica de Goody (figura[d.1)) como referencia. De [§] (pagina 434), teniendo en
cuenta que x >> 1, se obtiene la relacion entre el parametro de la figura, A\g y el del capitulo 2, A:

A=), (4.1)

Segun los resultados de Goody, el nimero de Rayleigh critico aumenta a partir de Ag ~ 1 por ser el
valor a partir del cual la radiaciéon comienza a tener peso cuando la relacién de aspectos es grande
(tedricamente infinita).

A continuacién se muestra el numero de Rayleigh critico calculado en funcion de la relacion de
aspectos para varios valores de A\g:

A G\A 0.2 0.75 1 i 4 10
0 12125 4200
1 11815 4265 2270 2170 1960 1860
3 8810 5275 4720 3730 3330 3365
10 21135 16570 14795 11793 11030 10860

Cuadro 4.3: Numero de Rayleigh critico en funcién de A para varios valores del parametro Ag. Cavidad con
paredes rigidas. Las celdas de la tabla que aparecen en color azul significan que no se ha calculado el valor

correspondiente, por considerarse innecesario e irrelevante, pues ya fueron calculados en [IJ.
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Se observa en la tabla anterior que para un valor de A dado, a medida que aumenta la relaciéon de
aspectos, el nimero de Rayleigh critico disminuye, pues la influencia de la condicién de contorno de rigidez o
velocidad nula en las paredes, se atentia, debido a que la separacién entre ellas va en aumento. Ademas, si se
fija una relacién de aspectos, a mayor valor de A, mayor valor de Ra., a excepcién del caso en el que la
relacion de aspectos es muy pequena, A=0.5, donde dicho parametro comienza a disminuir a partir del caso en
el que se considera la participacién del medio transparente, A > 0, alcanza un minimo para A\g =5
aproximadamente, y luego vuelve a aumentar. Probablemente, este dltimo comportamiento se pueda explicar
como que en primer lugar el efecto del rozamiento de las paredes rigidas disminuye al poder transmitirse
energia por otro medio, por lo que el comportamiento inicialmente con A 1 es una disminucién del nimero de
Rayleigh critico. En cambio, cuando el pardmetro aumenta demasiado, la influencia sobre el medio provoca su
rapida homogeinizacion, de tal forma que sea necesario un niumero de Rayleigh mayor para provocar
inestabilidades en el fluido. En cualquier caso, para pequenas relaciones de aspectos posiblemente se deberia
de tener en cuenta la participacion de las paredes en la radiacion, que es precisamente en lo que se centra el
capitulo siguiente, el mas importante del trabajo.

4.1.3. Numero de Nusselt y perfiles de temperatura

El nimero de Nusselt Nu sirve como medida de la relacién entre el calor que se trasmite por
conveccion (movimiento) y el calor que se transferiria si no existiese movimiento (equilibrio), por tanto sirve
para generar una idea de cudnta importancia tiene, bajo determinados valores de los pardmetros del problema,
la conveccién a la hora de disipar calor.

Por tanto, el ntimero de Nusselt local Nuy, medido en la pared caliente (z* =00 2* =0
dependiendo del problema) responde a la siguiente definicién matemética:

_ g or
_ 0z lz=0 .
Nup(z) = — aaTe ; (4.2)

Entonces, usando las variables adimensionales expuestas en la seccion Aproximacion
opticamente fina o transparente, se tiene:

Ra
0z*

NUL(x) = 90, Z*ZO. (43)
0z* 12%=0

8(0€+ATT*)

Es conveniente también definir un ntmero de Nusselt local medio, Nuy,, definido como el calor
intercambiado, teniendo en cuenta la conveccion, por el fluido a lo largo de la placa (por unidad de tiempo y
de longitud ) y el calor intercambiado en equilibrio, también por unidad de tiempo y de longitud de la placa
seguin ¥, que da como resultado:

(6. AT
Jo R e
Nuy, = . e=0 (4.4)
a0
0 azi 2*=0 dx*

Esta ultima definicién es la que se expondra en los resultados pare evitar un gran ntimero de
graficos, a los que se recurre solo en caso de que se estime oportuno.

De esta manera, el nimero de Nusselt ha de variar con la influencia de la radiacién. Para estudiarlo,
se ha calculado, con los valores de la ﬁgura de Rac, el namero de Nusselt medio en funcion de Ra/Ra,
comparandolo con el caso en el que no hay radiacién, habiéndose recreado los resultados del nimero de
Nusselt local obtenido por [1]:
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Figura 4.2: Nimero de Nusselt medio medido en la pared caliente, z=0, para el caso de conveccién natural, linea
azul, ya resuelto en [I] y para los valores de A\¢ =1, A\¢ =5y Ag = 10.

En la figura anterior se observa que el namero de Nusselt local disminuye cuando Ag (o A)
aumenta. Téngase en cuenta que se tienen dos efectos que son contrapuestos en cuanto a su influencia en este
numero adimensional: por un lado, al aumentar el parametro A, el nimero de Rayleigh critico aumenta, segin
se ha visto en la seccién anterior, por lo que segin esto, el calor disipado por movimientos convectivos, podria
ser mayor (a mayor numero de Rayleigh mayor intensidad de la conveccién); por otro lado, al aumentar el
valor de A, el medio cada vez tiene mayor capacidad de evacuar calor por radiaciéon, por lo que el niimero de
Nusselt deberia disminuir. Consecuentemente, ha quedado claro, tras estos resultados, que el efecto
homogeneizador de la radiacion es superior al efecto de tener mayores valores de Rayleigh para cada punto
calculado de las gréficas (ya que lo que se representa en el eje horizontal es el valor Ra/Rac, no Ra).

Se muestran a continuacion los distintos perfiles de temperatura que se obtienen cuando cambia el
parametro de radiaciéon A.
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Perfiles de temperatura total y de equilibrio, AG=0

Perfiles de temperatura total y de equilibrio, AG=1
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Figura 4.3: Perfiles de la temperatura y la de equilibrio, adimensionalizadas con la temperatura media, para
varios valores de A, fijando el parametro Ra/Ra. = 2 para cada caso.

En las figuras donde se ha fijado la relacion de aspectos en A=2, se observa en primer lugar que
para z* =0y z* =1 se tiene que T, /T,, = 0.95 y T/T,, = 1.05 en cualquiera de ellas, debido a la imposicién
de las condiciones de temperatura (AT se ha fijado en 0.1). Asimismo, es notorio que medida que A aumenta,
la importancia del movimiento en la transmisién de calor disminuye, pues la temperatura total se hace cada
vez mas similar a la temperatura que existe solo en equilibrio, si no existiese movimiento.

4.2. Par baroclinico

De forma introductoria previa a la exposicién de resultados se va a explicar la diferencia
fundamental existente en cuanto a la fisica, cuando las temperaturas estan impuestas en paredes verticales y
cuando estan impuestas en las paredes horizontales. En ausencia de absorcion de radiacién por parte de las
paredes, Rc=0, el gradiente de temperaturas en el segundo de los casos no depende de la coordenada x por lo
que el gradiente de temperaturas es paralelo al de presion y por tanto el de densidad también sigue la misma
direccién. En cambio, en el primero de los casos, las condiciones de contorno imponen valores constantes de
temperatura Ty y Ty en las paredes verticales izquierda y derecha, respectivamente, cumpliéndose que
T, > Ts. Esto provoca un gradiente de temperaturas horizontal, que al dejar de ser paralelo al gradiente de
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presiones, provoca que el gradiente de densidad tampoco sea paralelo al de presiones generdndose un par
baroclinico. Esto se explica con mayor grado de detalles a continuacién.

Debido al no paralelismo de los gradientes de presién y densidad, deduccién que se obtiene de tomar
el gradiente en la ecuacién de estado:

p

1 1
- S Vp=—Vp-—
Re = VP P

P

pues VT }f Vp y al desplazarse el centro de masas de las particulas en la direccién del gradiente de
densidad, por ser esta no uniforme, al tener en cuenta que las fuerzas de presiones, —VpdS), si estdn aplicadas
en el centro de masas, se crea un momento con respecto a él que se conoce como par baroclinico (véase la

figura .

Vp

Figura 4.4: Par baroclinico, figura cortesia de [6]

El lector interesado puede consultar [6] (seccion 4.4) para més detalles.
La parte esencial y relevante de este fendomeno es que en el problema que a continuacion se presenta,

no existe un nimero de Rayleigh critico a partir del cudl se inicie el movimiento de conveccién, pues existe la
inestabilidad expuesta en cualquier caso.

4.3. Paredes horizontales adiabaticas

Como se ha explicado con anterioridad, en este caso no existe un nimero de Rayleigh critico, por lo
que la obtencién de resultados se ha enfocado a graficas que representen los isocontornos del campo de
temperaturas, al campo de velocidades y también se obtienen resultados para el nimero de Nusselt medio y en
funcién de la coordenada z. .

4.3.1. Isocontornos de temperatura y funcién de corriente

En este apartado se ha estudiado como afecta el parametro A a los campos de temperatura y de
funcién de corriente (aqui se observa su efecto sobre los rollos de conveccion).
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52 Capitulo 4. Medio participativo dentro de una cavidad con paredes con absorcién de radiacién nula

Figura 4.5: Isocontornos de los campos de temperatura y funcién de corriente.

4.4. Resolucién del caso opaco

Mencién aparte merece el caso en el que se considera la aproximacién opaca. En el momento en el
que se obtuvieron las ecuaciones se observd que las ecuaciones de Saltzmann vélidas para la conveccion natural
eran analogas a las que se obtenian para este caso si se reescribian como se hizo en Por tanto se dijo

entonces que el inico cambio en el que se podrian diferenciar los valores de este caso con los del caso de

160713
conveccién natural, es que los valores de Ra. estarian multiplicados por un factor de 1 + x, donde y = 3 k’”,

por tanto este problema se presupone trivial. En cualquier caso, se ha corroborado que asi sucede a travésﬁ del
siguiente resultado: en la figura [1.6] se ha muestra que el valor numérico calculado como nimero de Rayleigh
critico para esta aproximacion, si se tienen paredes libres, es de 671.3(1 + 10%) con A=10, si x = 103. Este
valor puede ser comparado con el valor tedrico para una cavidad infinita con paredes libres, que es 657.25 o
con el valor numérico calculado en apartados posteriores.
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", Ra=671971.3=Ra_(A=10)
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Figura 4.6: U* e isocontornos de temperatura para paredes libres en el caso de aproximacién opaca.

En conclusién, se ha comprobado que el caso de aproximacion épticamente gruesa es
extrapolable de los resultados del problema de conveccién natural, por lo de aqui en adelante se pondra la
atencion en el caso de aproximacion épticamente fina y su comparativa con el caso de radiacién natural.
De hecho, la longtidud critica entre dos rollos convectivos o periodo espacial, A, resulta ser, a la vista de la
figura [£.6}

_7.143 —2.857

Ac
3/2

= 2.857,

que, comparandolo con el valor de la Teoria Lineal de Rayleigh de A\. para una cavidad infinita con
paredes horizontales libres, A\, = 2.828, asumiendo que pueden existir pequenos errores numéricos, se refuerza
la idea de que este caso tan solo difiere en el factor (1 + x) del nimero de Rayleigh.
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Capitulo 5

Medio no participativo dentro de una
cavidad con paredes con absorcion de
radiacién no nula

En este capitulo se va a estudiar el caso en el que las paredes aisladas pueden absorber o emitir
radiacion, esto es, cuando el pardmetro de radiacién-conveccién no es nulo, por tener una emisividad e el
fluido. En este caso, al tener emisividad las paredes, el gradiente de temperaturas depende de la coordenada x,
independientemente de si se estd tratando el caso de paredes adiabaticas verticales u horizontales, forméndose
por tanto un par baroclinico en cualquier caso, por lo que deja de existir un namero de Rayleigh critico, al ser
siempre inestable. Primero se considera el caso de paredes verticales adiabaticas y temperatura impuesta en
las paredes horizontales y después se estudia el caso contrario.

En primer lugar, se ha estudiado como varia el nimero de Nusselt si el medio es totalmente
transparente A = 0.

Es importante destacar algo que hasta entonces no se habia comentado, que es la dependencia del
parametro de radiacién-conveccion definido, Re, con el resto de parametros del problema, es decir, este
parametro no es aleatorio, como se senala en [24]. De esta manera, dicha variable depende del namero de
Rayleigh de la siguiente forma:

T3 56, Ra s
=4-7 AT. .1
Fe K ((Tl — Tg)ﬁl/a) (5 )

En general, en este trabajo se han adoptado los valores de los parametros que hacen posible
comparar completamente los resultados con los de [24]; a saber:

T, — Ty = 10K; 6y = 29.35: T,, = 293.5K.

Y, a partir de la temperatura media dada, se han tomado las propiedades del aire de la pagina [23].
Con dichos valores, el valor del pardmetro de radiacion-convecciéon es de Re ha variado (tipicamente) solo
cuando ha variado Ra.
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5.1. Paredes con absorciéon de radiacién no nula. Resolucién
numérica del problema para una cavidad rectangular con
paredes horizontales adiabaticas

En esta seccion se presentan resultados para el caso en el que las paredes horizontales (z* = 0,1)
estan aisladas y las paredes izquierda y derecha tienen impuesta unas temperaturas T; y Ts, respectivamente,
siendo T; > Ts. Se han hecho comparaciones con la referencia [24] (M. Akiyama y Q. P. Chong, 1997), de tal
modo que los pardmetros definidos estan en funcién de los que se presentan en dicho documento. Ademés, los
valores de parametros como la conductividad del fluido (aire) se han tomado, a la temperatura de referencia
(la media), de la pagina mostrada en la cita [25].

5.1.1. Perfiles de velocidades e isocontornos de temperatura

En primer lugar se han obtenido los perfiles del campo de velocidades y los isocontornos del campo
de temperaturas (figura [5.1)), encontrandose un buen acuerdo con los resultados de la literatura mencionada.
Cabe destacar que lo que se representa como temperatura es la variable adimensional

T—-T, 1 ATT*
Tl*TQ_AT Ra ’

para que sea la misma variable de temperatura que la representada en los resultados de [24].
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rectangular con paredes horizontales adiabaticas

e=0), Ra=10000, AT=0.034072
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(a) Ra=10% e = 0.5, AT = 1/29.35 (b) Ra = 10%, ¢ = 0.5, AT = 1/29.35, obtenida
por Akiyama & Chong
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(d) Ra=10%, ¢ = 0.5, AT = 1/29.35, obtenida

(c) Ra=10%, e = 0.5, AT = 1/29.35
por Akiyama & Chong

e=0), Ra=1000000, AT=0.034072

- s

(f) Ra = 10%, ¢ = 0.5, AT = 1/29.35, obtenida

(e) Ra=10%, e = 0.5, AT = 1/29.35
por Akiyama & Chong

Figura 5.1: Campo de velocidades e isocontornos de temperatura para varios valores del numero de Rayleigh

comparando los resultados con los obtenidos en [24]
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58 Capitulo 5. Medio no participativo dentro de una cavidad con paredes con absorcién de radiacién no nula

Tras corroborar los resultados anteriores, también se han obtenido las mismas graficas pero para
valores inferiores del niumero de Rayleigh, a modo de ilustrar que efectivamente para cualquier namero de
dicho pardmetro existen inestabilidades por la direccion del gradiente de temperaturas, como ya se predecia de
forma teodrica.

e=0, Ra=10000, AT=0.034072
1 T T T T T T T

0.5

L rrr— AW

(a) Ra=10%, ¢ = 0.5, AT =1/29.35 (b) Ra =103, e = 0.5, AT = 1/29.35

Figura 5.2: Campo de velocidades e isocontornos de temperatura para nimeros de Rayleigh bajos. Obsérvese
que efectivamente incluso para valores muy pequenos del parametro, existen inestabilidades.

5.1.2. Nuamero de Nusselt convectivo

Aqui se ha calculado el nimero de Nusselt convectivo Nu, medio en la pared, para varios valores de
la emisividad €, que se ha definido como el calor por unidad de area y tiempo que por conveccion se transfiere
en alguna de las paredes frente al que se transfiere por conduccién considerando la cavidad entera, que en
variables adimensionales viene dado por la integral:

v 00+ 50T
Nug= [ —om T/ dz* 5.2

x*=0,1

A continuacion, se presentan en una tabla varios valores de dicho parametro variando el numero de
Rayleigh y la emisividad:
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Nug

10

Mu de conveccion, pared fria
£\Ra 1004 10°5 1076
] 2.25 4.53 8.84
0.5 2.14 3.97 7.48
1 1.62 3.29 6.35
0 i s sl i u_t.aaagal ded o o aaal
1 10* 10° 10° R4
(a) Tabla (b) Grafica de Akiyama & Chong

Figura 5.3: Tabla calculada frente a grafica dada por [24].

En primer lugar, se percibe que al aumentar la emisividad, disminuye el ntimero de Nusselt. Este
resultado se podria entender como que al aumentar €, aumenta la cantidad de calor que se transfiere por
radiacion, por lo que el efecto de la conveccion disminuye. Por otro lado, es también logico que a medida que
aumenta el nimero de Rayleigh, aumenta el niimero de Nusselt, pues se incrementa la importancia de la
transmision de calor por el incremento del movimiento del fluido. Para ello, comparense los campos de
velocidades de las figuras donde a mayor Ra, mayores velocidades cerca de la pared fria.

En segundo lugar, se puede observar un acuerdo practicamente total para los valores de emisividad 0
y 0.5, pero no asi para el valor unidad. Esta discrepancia posiblemente se deba a la linealizacién que se ha
considerado del campo de temperaturas. De hecho, por esta razén se ha calculado también campo de
temperaturas para una emisividad de valor unidad (ﬁgura, habiéndose encontrado también diferencias. En
cualquier caso, téngase en cuenta que una emisividad tan elevada realmente no se da en la naturaleza, pues
probablemente uno de los materiales que puedan usarse en las paredes son algunos vidrios y plasticos con
emisividades en torno a 0.9.
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Figura 5.4: Isocontorno de temperaturas para valores altos de la emisividad: obsérvense los errores numeéricos
que se cometen en las paredes horizontales en la zona cercana a las esquinas cuando la emisividad es igual a la
unidad.

En la figura anterior se observa cémo la emisividad no altera en exceso el campo de temperaturas,
excepto para la figura[5.4)donde € = 1 en las zonas cercanas a las paredes verticales, donde en las esquinas en
la pared izquierda se forman zonas con temperatura superior a la temperatura de la pared caliente, y zonas
con temperatura inferior a la temperatura de la pared fria, en las esquinas de la derecha de la cavidad.
Naturalmente, estos resultados no corresponden con la realidad, ni tampoco con los obtenidos por [24], por lo
que se tratan de limitaciones del método numérico desarrollado.

No obstante, se ha intentado a posteriori desarrollar un método eliminando la linealizacién que antes

se realizaba, para comprobar que efectivamente era la causa raiz de los errores obtenidos numéricamente. En
la siguiente seccion (?7?) se tratard este problema, como mejora de los resultados hasta ahora reproducidos.

5.1.3. Temperatura en las paredes aisladas

En esta seccién se ha puesto interés en calcular la evolucién de la temperatura en las paredes
aisladas, para observar como afectan la emisividad y el numero de Rayleigh, es decir la influencia de la
radiacion y de la conveccion, a la distribucion de temperatura que alcanzan en las paredes horizontales. Como
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referencia para estos resultados se pueden consultar las graficas de la pagina 193 de la referencia [3].
Perfil de temperaturas en las paredes superior e inferior Perfil de temperaturas en las paredes superior e inferior
0.5 m= T T T T T T T T T 0.5 = T T T T T T T T T
04k \“ Thatiom| | 0.4 _".I Tatiom
\\ ..\"\__\. Ttop II|II T . Ttop
031 AN ~ 1 03| T
\\ | -~
02t N - . 0.2 | N
\ - \ \
. \ \
01 N 1 01r | \
T-T . “\ :f TT \ Y
T,-T L ., \ i —Ta |
] . \\\ 0 \
04t . 1 01f \
“ \ \
02} e \ 1 02} N \
~. AN ~ \
~ . 0 \
03 ~ 1 031 \
\“\\‘ \\\ \
L - N, i . L — 1
04 S \\\\ 0.4 "‘H_H.
05 . . . . . . . . . 05 . . . . . . . . . i
0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1 0 01 02 03 04 05 06 07 08 09
x

*

X

(a) Ra=103,¢=0 (b) Ra=7-10% ¢=0

Perfil de temperaturas en las paredes superior e inferior

Perfil de temperaturas en las paredes superior e inferior
0.5 0.5 T T T T T T T T T
Tbctlom i Tbcltom
™ Tiop
\\
\
N T . A
N N
04 \\\\ 04 \{
05 . . . . . . . . . 05 . . . . . . . . .
0 0.1 D2 03 04 05 06 07 08 09 1 0 0.1 D2 03 04 05 06 07 08 09 1
X

(c) Ra=10%,¢=10.5

Perfil de temperaturas en las paredes superior e inferior

Tbottom
T

tap ]

08 L L L L L L L 06 L L L L L L L L
0 0.1 02 0.3 04 0.5 0.6 0.7 X 01 02 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 09
*

*

X

(f) Ra=7-10%e=1

-

X

() Ra=103,e=1

Figura 5.5: Perfiles de temperatura a lo largo de las paredes aisladas.
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En primer lugar se observa que a mayor nimero de Rayleigh, mayor es la diferencia de temperatura
entre las paredes aisladas, especialmente en el caso en el que no se considera radiacion, lo cual quiere decir que
el transporte de calor por conveccion calienta de forma notoria a la pared superior y enfria a la inferior cuando
la recirculacién aumenta (Ra aumenta), cuyas temperaturas solo se igualan en z* =0y 2* = 1 por condicién
de contorno. De hecho, si no hubiese movimientos de convecciéon (Ra—0), ambas paredes tendrian la misma
temperatura. Por otro lado, al aumentar la emisividad para tener en cuenta las paredes, se halla que la
consideracion de la radiacion facilita la equidad de las temperaturas entre las paredes aisladas, ya que pueden
intercambiar calor entre si directamente y no solo a través del fluido.

5.2. Correccion de los resultados: condiciones de contorno sin
linealizar

En este apartado se expone el proceso seguido para el desarrollo de un nuevo cédigo mas preciso que
el de la version anterior, a fin de comparar resultados para valores de emisividad altos, donde se encontraban
fallos. La diferencia radica en que no se linealiza la temperatura, la cual se va a considerar como la suma de
tres términos:

T=T,+T +T+T.,

como se ha hecho anteriormente. Cabe destacar que para el cdédigo se mantiene la notacién de
indices y el nombre de las matrices que se ha usado en la seccion anterior. A continuacion se explica cémo se
han impuesto las condiciones de contorno en el programa para el calculo de la temperatura de equilibrio (es
decir, obviando la hidrodindmica), y de manera anéloga se procede con la temperatura completa. De este
modo, en el equilibrio, en primer lugar se tiene la condicién que se ha de cumplir en las paredes con

temperatura impuesta:

T
%—t —aV*T = 0; (5.3)

Para imponer la condicién de contorno en una pared aislada hay que hacer un balance entre los calores
intercambiados por conveccién con el fluido y el calor neto intercambiado por radiacién, de tal modo que:

0
H

or

K—FQ,=0; paraz:{

- (5.4)

Se ha optado por introducir las variables adimensionales z*, z* y t* ya presentadas previamente (se
omitiran los superindices por comodidad), ademas de una variable adimensional de temperatura de equilibrio
GE:

T+ T
T =Ty, + (Ty — T5)0p; donde T, = % (5.5)
cuyo subindice E se omite en adelante por comodidad, de tal modo que se denota 6 = 0.
Asi, la ecuacion [5.3] quedaria:
00 iscretiz. In — Th—
5 V=0 Divereriz, 2o e L _DL+T, =0= eye(Nt) —dt + DL)T, = Tp_1, (5.6)

donde el subindice n representa la iteracién actual en el tiempo y n — 1, la anterior, que es conocida y a la
matriz eye(Nt) — dt « DL se le denota en adelante y en el codigo por BTE.

Para la ecuacion para pared aislada usando el desarrollo completo de la expresion (1 + 0/6y),
donde 6y = 1/AT y teniendo en cuenta que el calor que recibiria un elemento de pared seria nulo si todos los
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elementos estuviesen a la misma temperatura, condiciéon que se expresa como:

Nwall
Z AQicjfjo— 1= 0, (57)
j=1
se tiene que la ecuacién [5.4] se convierte en:
Nwall .
ol Rcfy 1siz=0
1 —| —ny —— AQ; i€igif,, donde n; = , 5.8
Oz |; 4 32:21 Qics€ii ¢ {—1siz:zmax (5:8)

donde g; es la aproximacién numérica 4/60g + 66,,_1/60% + 40%_, /03 + 63 _, /05, de tal manera que para cada
iteracion en el tiempo represente un valor conocido, y que se ha obtenido de una aproximaciéon del desarrollo

de (1+60/60)* y usar 5.7

Para implementar las condiciones de contorno de temperatura impuesta (obsérvese que corresponden
confl=1/2enx =0y 0 =—1/2en & = Tpqs) €s necesario imponer en la matriz del sistema de la
temperatura de equilibrio BT E, como se ha hecho en repetidas ocasiones, los siguientes cambios:

= Teniendo el nodo de la pared identificado con su indice I, se anula dicha fila I completamente.
= El elemento BT E(I,I) se hace igual a la unidad.

= Por ultimo, en el elemento I del vector que almacena los términos independientes (llamado bTE) se
asigna el valor de +1/2 segun si corresponde a uno nodo de la pared caliente, © = 0, o fria, z = 1.

Para implementar la condicién de contorno dada por que es la parte méas compleja e interesante,
se siguen los pasos siguientes:

= Siguiendo la notacién usada en el capitulo de Método numérico, se definen varios indices para hacer
referencias a los nodos y a los paneles de los contornos, a saber: un indice kw para paneles con condicién
de calor impuesta (paredes horizontales en este caso) tal que empieza numerando como primer panel al
panel que se sitia entre el primer nodo de la esquina superior izquierda y el punto medio entre los dos
nodos siguientes. A partir de ahi, en la pared superior recorre de izquierda a derecha (es decir los
primeros Nx-2 paneles) y continda en la pared inferior de derecha a izquierda (numerando por tanto los
Nx-2 paneles de esta pared). Adicionalmente, a cada panel kw le corresponde un indice i. asociado a la
enumeracion original de los paneles usada en el programa previo (empieza numerando por el contorno
izquierdo en la zona inferior y en sentido horario desde ese primer panel). Ademads, para recorrer el resto
de paneles habiendo fijado uno i., se utiliza un indice j que recorre todos los paneles de los contornos, ya
sean paneles con temperatura impuesta o aislados, por lo que j = 1: Nyqu, siendo
Nyait =2+ Nz + 2+ Nz — 8. Por tltimo, cada indice I definido al principio del capitulo de Método
numeérico esté relacionado con un par (ic, 7).

= Una vez explicados los indices que se han usado, se exponen las matrices y vectores creados con el fin de
exponer la condicién de contorno de pared aislada sin linealizar las temperaturas. En primer lugar se
crea una matriz auxiliar BT Faux BC' para almacenar los valores del segundo término de la ecuacion [5.8],
es decir, para cada nodo de las paredes aisladas se almacena en una fila de Nt columnas los valores
—normal H(kw)R./4 * AQ(i., j)e(j), donde normal H (kw) tiene un valor de 1 si 1 < kw < Nx — 2 o un
valor de -1 si No —1 < kw < 2x Nz —4 y la matriz AQ es la misma que la del apartado 3.2. Después, se
crea un vector auxiliar de Nt componentes, de tal modo que la componente J (correspondiente a la
columna J de la matriz BTEauxBC) de dicho vector es 1 si J es un nodo de los contornos y cero si no
pertenece a los contornos. Este vector sirve para tener en cuenta que sélo transmiten calor, segin el

. Nuwall
término —n;, Rff” > j:uia AQ;.j€;09;0y, los paneles que pertenecen al contorno.

= Para finalizar, téngase en cuenta que debido a que la condicién de contorno en los paneles aislados
depende de la temperatura cambiante de los paneles de la otra pared aislada, por lo que la condicién de
contorno cambia cada vez que se produce una iteraciéon. Esto lleva a recalcular lo que se ha llamado
auxv en el programa, que contiene los valores de la expresion de g; en los nodos que pertenecen a
paneles del contorno. Debido a esto, la matriz del sistema, BT E, cambia con cada iteraciéon del tiempo,
por lo que hay que invertirla para resolverlo en cada iteracion.
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Para el calculo de la temperatura T las lineas de c6digo necesarias son practicamente andlogas a las
que se han necesitado para el calculo de la temperatura de equilibrio. Del mismo modo, se puede aprovechar el
nuevo programa para la obtencién de resultados en el caso en el que las paredes aisladas son las verticales.
Simplemente Para obtener la temperatura con la hidrodindmica hay que tener en cuenta que en el desarrollo
de la ecuacion [5.8] tiene que tomarse su expresion completa:

b T*
T=T,(1+-2 , .
( ot Ra%) (5.9)

quedando asi la ecuacién de la condicién de contorno definitivamente:

oT* Rc@ a
(n) — n;, —2 Z AQ;ije;T™(n)
]:

0z
3 2
05\ T*(n — 1) 0p\ T2(n—1) T*3
1+ -2 1+-2) =2y (14 =
( * ) ( * 90) Rtz T\!" % ) "Rz T Raer| ="

(5.10)

donde se ha desarrollado la expresién de T y se ha usado la condicién de equilibrio

5.2.1. Cébdigo mejorado

En este apartado se expone la version del c6digo sin uso de linealizacion para el caso en el que las
temperaturas estan impuestas en las paredes verticales.

clear all;
close all;
clc;
____PARAMETRES_____ %
Pr—0.73,
Ra=1le5; theta0=29.35; DeltaTb=1/theta0;

Tm=293.5;

DeltaT=10; °NOT DeltaTb

beta_nu_alpha=3.7836e+05; %let's keep this as a constant

d=(Ra/DeltaT/beta_nu_alpha)”~(1/3); %s a function of the rest of the parameters. This value is
needed to calculate RaAki

sigma=5.67e—8; °constant

K=0.0257; °conductivity at Tm

emissivity=1;

RcAki=Tm"3*sigmaxd*xtheta0d/K;

if emissivity>0
Rc=4xRcAkixDeltaTb/emissivity;

else

Rc=0;

end

dt=0.0001;

% GEOMETRY_____ %

zmin=0; zmax=1;
°Lhebyshev nodes
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Nz=30;
zch(1:Nz)=(zmax+zmin)/2—(zmax—zmin)/2*cos(((1:Nz)—1)*pi/(Nz—-1));

xmin=0; xmax=1;
°Lhebyshev nodes
Nx=30;

xch (1:Nx)=(xmax+xmin)/2—(xmax—xmin)/2*xcos(((1:Nx)—1)*pi/(Nx—1));
tic

% ____MATRICES_ ___%
[1px]=dCheby(xch,Nx) ;
[lpz]=dCheby(zch,Nz);
1x=eye(Nx);
lz=eye(Nz);

Nt=NzxNx;

for i=1:Nx
for j=1:Nz
I=(i—1)*Nz+j;
X(I)=xch(i); Z(I)=zch(j);
for m=1:Nx,
Ki=(m—1)xNz+1;
Kf=(m—1)*Nz+Nz;
Dx(I,Ki:Kf)=1lpx(i,m)*1z(j,1:Nz);
Dz (I,Ki:Kf)=1x(i,m)*lpz(j,1:Nz);
end
end
end

o°

o°

Nwall=2xNx+2*xNz—8;
kwll=1; kw2L=Nz—2;
kwlU=Nz—1; kw2U=Nx+Nz—4;
kwlR=Nx+Nz—3; kw2R=Nx+2%*Nz—6;
kwlB=Nx+2xNz—5; kw2B=2*Nx+2xNz—8;
for kw=1:Nwall,
if  kw>=kwlL && kw<=kw2L,
Iwall(kw)=kw+1l; Iwl=Iwall(kw)—1; Iw2=Iwall(kw)+1;
end
if  kw>=kwlU && kw<=kw2U, ,
Iwall(kw)=(kw—kwlU+2)*Nz; Iwl=Iwall(kw)—Nz; Iw2=Iwall(kw)+Nz;
end
if  kw>=kwlR && kw<=kw2R,
Iwall (kw)=Nx*xNz—(kw—kwlR+1); Iwl=Iwall(kw)+1; Iw2=Iwall(kw)—1;
end
if kw>=kwlB && kw<=kw2B
Iwall(kw)=(Nx—1)*Nz+1— (kw—kwlB+1)*Nz; Iwl=Iwall(kw)+Nz; Iw2=Iwall(kw)—Nz;

end
Iw=Iwall(kw);
xwall(kw,1)=(X(Iwl)+X(Iw))/2; xwall(kw,2)=(X(Iw2)+X(Iw))/2;
zwall(kw,1)=(Z(Iwl)+Z(Iw))/2; zwall(kw,2)=(Z(Iw2)+Z(Iw))/2;
if (kw—kwll)* (kw—kwlU)* (kw—kwlR)* (kw—kwlB)==0,
xwall(kw,1)=X(Iwl);
zwall(kw,1)=Z(Iwl);
end
if (kw—kw2L)* (kw—kw2U) * (kw—kw2R) * (kw—kw2B)==0,
xwall(kw,2)=X(Iw2);
zwall(kw,2)=Z(Iw2);
end
[kw Iw Iwl Iw2]
[kw Iwall(kw) Iwl Iw2 xwall(kw,1l) xwall(kw,2)]

o°

o°
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pause
end

)
)

% Emissivities and View factors by Hottel's rule

[)
©

%emiss(1:Nwall)=0.7;

emiss(l:Nwall)=emissivity;

for kw=1:Nwall,
x1A=xwall(kw,1); x2A=xwall(kw,?2);
z1A=zwall(kw,1); z2A=zwall(kw,2);
Long (kw)=sqrt ( (x2A—x1A)"2+(z2A—z1A)"2);
for mw=1:Nwall,
x1B=xwall(mw,1); x2B=xwall(mw,2);
z1B=zwall(mw,1); z2B=zwall(mw,2);
L1A1B=sqrt ( (x1A—x1B)"2+(z1A—z1B)"2);
L2A2B=sqrt( (x2A—x2B)"2+(z2A—z2B)"2);
L2A1B=sqrt ( (x2A—x1B)"2+(z2A—z1B)"2);
L1A2B=sqrt ((x1A—x2B)"2+(z1A—z2B)"2);
Fview(kw,mw)=(L1A1B+L2A2B—L1A2B—L2A1B)/2/Long(kw) ;
end
Fview(kw, kw)=0;

end

Ident=eye(Nwall);

for kw=1:Nwall,

Femiss (kw, 1:Nwall)=emiss (kw)*xFview(kw,:);

Arad(kw, 1:Nwall)=Ident(kw, : )—(1—emiss (kw) )*Fview(kw, :);

end

Aradml=inv(Arad);

AQ=Ident—FemissxAradml;

)
i)

DL=Dx*Dx+Dzx*Dz;
DL2=DL*DL;
DxDL=Dx*DL;
DzDL=Dz+DL;
% Preparing BC's:
NwallH=2x (Nx—2);
NwallT=2x%(Nz—2);
kwallT(1:NwallH)=[kwlL:kw2L, kwlR:kw2R];
nwallT(1:NwallH)=[ones(1, kw2L—kwllL+1), —ones (1, kw2R—kwlR+1)];
kwallH(1:NwallT)=[kwlU:kw2U, kwlB:kw2B];
nwallH(1:NwallH)=—[ones (1, kw2U—kwlU+1), —ones(1, kw2B—kwlB+1)];
BTauxBC=zeros (NwallH,Nt); TauxBC=zeros(1l,Nt); normalH=zeros(Nt,Nt);
for kw=1l:NwallH;
ic=kwallH(kw); Ic=Iwall(ic); IwH(kw)=Ic;
for mw=1:NwallH
jc=kwallH(mw); Jc=Iwall(jc);
BTauxBC(kw,Jc)=—nwallH(kw)*Rcxtheta®/4*AQ(ic,jc)*emiss(jc);
TauxBC(1,Jc)=1;
end
for nw=1:NwallT,
jT=kwallT (nw); JT=Iwall(jT);
BTauxBC (kw,JT)=—nwallH(kw)*Rcxtheta®/4*AQ(ic, jT)*emiss(jT);
TauxBC(1,JT)=1;
end
end
$EQUILIBRIUM

dte=10xdt;
BTE=eye(Nt)—dtexDL;

bTE=zeros(Nt,1);
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67

fBC(1:Nt,1)=0; fInt(1l:Nt,1)=1;
for j=1:Nz,
I1=j;
I2=(Nx—1)*Nz+j;

BTE(I1,:)=0; BTE(I1,I1)=1; bTE(I1,1)=1/2; fBC(I1,1)=1; fInt(Il1l,1)=0;
BTE(I2,:)=0; BTE(I2,I2)=1; bTE(I2,1)=—1/2; fBC(I2,1)=1; fInt(I2,1)=0;
end

thetaO=1/DeltaTb; theta02=thetaOxtheta0d; theta®3=theta02xthetal; thetaO4=theta®3xthetald;
Thetanml(1:Nt,1)=—1/2;
for it=1:10000,
[it]
vaux1l=TauxBC.*Thetanml';
vaux2=vauxl.x*xvauxl;
vaux3=vaux2.xvauxl;
auxv=4/thetad+6+vauxl/theta®2+4xvaux2/theta®3+vaux3/thetad4;
for kw=1l:NwallH
Tkw=IwH(kw);
BTE(Ikw, :)=Dz(Ikw, :)+BTauxBC(kw, :).*xauxv(1l,:);
fBC(Ikw,1)=1; fInt(Ikw,1)=0;
end
BTEinv=inv(BTE);
% Thetan=BTEinvx* (fBC.*xbTE+fInt.*Thetanml);
AUX=fBC.*bTE+fInt.*Thetanml;
Thetan=BTE\AUX;
for j=1:Nz,
xmat(1l:Nx,j)=xch(1l:Nx)'; zmat(1l:Nx,j)=zch(j);
Thetanmlmat(1:Nx,j)=Thetanml(((1:Nx)—1)*Nz+j,61);
end
mesh (xmat, zmat, Thetanmlmat)
pause(0.001)
hold off
if max(abs(Thetanml-Thetan)) <= 10~-5,
break

o°

end
Thetanml=Thetan;
end
[max(abs(Thetanml-Thetan))]
ThetaE=Thetan;
pause

Thetae=DeltaTbxThetaE;
DxThetae=Dx*Thetae; DzThetae=DzxThetae;
for j=1:Nz,
Thetaemat(1:Nx,j)=Thetae(((1:Nx)—1)*Nz+j,1);
end
for I=1:Nt,
aux1(I,:)=Dz (I, :)*DxThetae(I,1);
aux2(I,:)=Dx(I,:)*DzThetae(I,1);
end
AuxThetae=1+Thetae';
AuxThetae2=AuxThetae.*AuxThetae;
AuxThetae3=AuxThetae2.xAuxThetae;

% ____BOUNDARY CONDITIONS_____ %

APSI=DL—dt*Pr*DL2;
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AT=dt*PrxDx;
BPSI=Ra/DeltaTbxdt*(auxl—aux2);
BT=eye (Nt)—dt=DL;

°Boundary conditions factors
FBC_PSI=ones(Nt,1);
FBC_T=ones(Nt,1);

for i=2:(Nx—1)
I=(i—1)*Nz+1;
APSI(I,:)=0; APSI(I,I)=1; FBC_PSI(I,1)=0; AT(I,:)=0;
I=(i—1)*Nz+Nz;
APSI(I,:)=0; APSI(I,I)=1; FBC_PSI(I,1)=0; AT(I,:)=0;
end

for j=1:Nz
I=j;
APSI(I,:)=0; APSI(I,I)=1; FBC_PSI(I,1)=0; AT(I,:)=0;
I=(Nx—1)*Nz+j;
APSI(I,:)=0; APSI(I,I)=1; FBC_PSI(I,1)=0; AT(I,:)=0;
end

for i=3:(Nx—2)
K=(i—1)*Nz+2;
APSI(K,:)=Dz((K-1),:); FBC_PSI(K,1)=0; AT(K,:)=0;
K=(i—1)*Nz+Nz—1;
APSI(K,:)=Dz((K+1),:); FBC_PSI(K,1)=0; AT(K,:)=0;
end

for j=2:(Nz-1)
K=(2—1)*Nz+j;
APSI (K, :)=Dx((K—Nz),:); FBC_PSI(K,1)=0; AT(K,:)=0;
K=(Nx—2)*Nz+j ;
APSI(K,:)=Dx((K+Nz),:); FBC_PSI(K,1)=0; AT(K,:)=0;
end

%

for i=1:Nx,
for j=1:Nz,
I=(i—1)*Nz+j;
Psi(I,1)=0.05*xch(i)”2*(xmax—xch(i))"2*zch(j)”"2*x(zmax—zch(j))"2;
T(I,1)=0.05%sin(3*pixzch(j));
end
end
AbPsi=sparse([DL, zeros(Nt,Nt)]);
AbT=sparse([zeros(Nt,Nt), speye(Nt)]);

[X, Z]=meshgrid(xch,zch);
figure
Ntime=5000;
for nt=1:Ntime,
t=ntxdt;
°BPSI y BT:
for j=1:Nz
I=(1-1)*Nz+j;
BPSI(I,:)=0; BT(I,:)=0; BT(I,I)=1; FBC_T(I,1)=0;
I=(Nx—1)*Nz+j;
BPSI(I,:)=0; BT(I,:)=0; BT(I,I)=1; FBC_T(I,1)=0;
end
vaux1l=TauxBC.xT"';

68




5.2. Correccion de los resultados: condiciones de contorno sin linealizar 69

vaux2=vauxl.x*xvauxl;
vaux3=vaux2.xvauxl;
auxv=4xAuxThetae3/theta0+6xAuxThetae2.*vauxl/theta®02/Ra+4*vaux2.*xAuxThetae/Ra™2/theta03+
vaux3/Ra”3/theta04;
for kw=1:NwallH
Tkw=IwH(kw) ;
BT (Ikw,:)=Dz(Ikw,:)+BTauxBC(kw,:).*auxv(l,:);
FBCT(Ikw,1)=1;
end
Asyst=[APSI AT; BPSI BT];
bNLPsi(1:Nt,1)=(—(Dz*Psi).*(DxDL*Psi)+(Dx*Psi).*(DzDLxPsi))*dt—PrxRa/DeltaTbxdtx*
DxThetae;
DNLT(1:Nt,1)=(—(Dz*Psi).*(DxxT)+(Dx*Psi).*(DzxT))x*dt;
bLinPsi(1:Nt,1)=AbPsix[Psi ; T];
bLinT(1:Nt,1)=AbTx[Psi ; T];
bsyst(1l:(2%Nt),1)=[FBC_PSI.*(bNLPsi+bLinPsi); FBC_T.*(bNLT+bLinT)];
bn=Asyst\bsyst; Psi=bn(1:Nt,1); T=bn((Nt+1):(2%Nt),1);
for j=1:Nz,
Psimat(1:Nx,j)=Psi(((1:Nx)—1)*Nz+j,1); Tmat(1l:Nx,j)=T(((1l:Nx)—1)*Nz+j,1);
Tphysmat(1:Nx,j)=—1/2+Thetaemat(1l:Nx,j)/DeltaTb+Tmat(1l:Nx,j)/Ra;
end
subplot (2,2,1)
contour (X, Z, Psimat')
subplot (2,2,2)
contour (X, Z, Tphysmat')
Tmat_c(nt)=Tmat (ceil(Nx/2),ceil(Nz/2));
Tmat_max=max(abs(Tmat_c(1l:nt)));
subplot (2,2,3)
plot((1l:nt)*dt,Tmat_c(1l:nt)/Tmat_max)
axis ([0 Ntxdt —2 2])
subplot (2,2,4)
plot (Tphysmat(ceil(Nx/2),:),zch,'r")
axis([—2 2 0 1])
pause(0.01)
hold off
end

5.2.2. Temperatura de equilibrio

A continuacién se presenta la temperatura de equilibrio, ya calculada con el programa anterior, para
varios valores de los pardmetros Rc y ¢, a fin de estudiar su influencia:
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Figura 5.6: Temperatura de equilibrio para varios valores de los parametros de radiaci

emisividad e.
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Se puede deducir de la figura [5.6] que ambos parametros tienen un efecto en concordancia: si la
emisividad de las paredes es elevada, pero el parametro de radiacién conveccién es bajo o viceversa, la
temperatura de equilibrio es pricticamente equivalente a la que se tiene si no se tiene en cuenta la radiacion;
esto es, existe un fuerte gradiente de temperaturas (que decrece) en la direcciéon paralela a la de las paredes
aisladas en la zona cercana a la pared caliente, y dichas paredes tienen una temperatura muy inferior a la
pared caliente (muy cercana a la temperatura de la pared fria). Sin embargo, cuando la emisividad de las
paredes aumenta hasta un valor medio (e = 0.5 en la figura), para valores considerables del pardmetro Rc la
temperatura de las paredes aisladas aumenta considerablemente al facilitarse el intercambio de calor por
radiacion.

Ademas de todo lo anterior, obsérvese que ahora la evolucién de temperaturas no es ni mucho menos
lineal, debido precisamente a que no se ha hecho uso de la linealizacién del campo de temperaturas. Por
altimo, cabe destacar que la temperatura de equilibrio es exactamente igual independientemente de que la
temperatura esté impuesta en las paredes verticales u horizontales, pues se calcula sin tener en cuenta la
hidrodinédmica.

5.2.3. Resultados corregidos para emisividades elevadas

Debido a que en el apartado de resultados se observd que para emisividades tales que € = 0.7 y
superiores los resultados obtenidos al linealizar el campo de temperaturas no eran validos, en esta secciéon se
exponen las correcciones de dichos resultados.

Para empezar, se ha recalculado el nimero de Nusselt para los nameros de Rayleigh de la figura
con emisividad de valor unidad, habiéndose obtenido la gréafica completa que obtiene [24], solo que
anadiendo también el niimero de Nusselt en la pared caliente:
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Figura 5.7: Comparativa del nimero de Nusselt medido en ambas paredes verticales con la gréfica obtenido por
Akiyama, para € = 1.

Por otro lado, se han obtenido los isocontornos del campo de temperaturas que era erréneo
(como asi se explica al final del apartado 5.1.2) en la ﬁgura para los mismos pardmetros que la imagen (c)
de dicha figura. Asi, en la nueva figura ,, no se observan ya zonas con una temperatura incorrecta en las
esquinas de la cavidad.
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Figura 5.8: Isocontornos del campo de temperaturas para una emisividad e = 1 y Ra = 10° como correccién de
la figura Notese que en esta figura si que se observa que la mayor temperatura de la cavidad se alcanza en
la pared de la izquierda y la menor en la pared de la derecha.

Finalmente, también se han corregido los perfiles de temperatura en las paredes aisladas, para un
valor de emisividad € = 1 y Ra = 7-10%, al igual que la figura [5.5] (f).
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Figura 5.9: Correccion de la evolucion de la temperatura a lo largo de las paredes aisladas y comparativa con
la obtenido por [24] para el mismo caso. La linea roja de la grafica (a) corresponde con la linea a trazos de la
figura (b) y la azul, con la continua.

Esta ultima figura muestra la correcciéon de la figura (f) y su comparativa con la obtenida por
Akiyama para los mismos valores de los pardmetros Ra y €. Téngase en cuenta que la variable que aqui se

T
representa como temperatura es —

1 T
e <thetaE 4+ — 4+ 90>, no la que venia siendo habitual.
1

T 0+ 1/2 Ra
Tras haber obtenidos los resultados corregidos expuestos en este apartado, se resuelve a continuaciéon

el caso en el que las paredes horizontales son las que tienen condiciéon de temperatura impuesta, directamente
con el c6digo nuevo pero adaptado para este caso.
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5.3. Paredes con absorcién de radiacién no nula. Resolucién
numérica del problema para una cavidad rectangular con
paredes verticales adiabaticas

En esta seccién se ha resuelto el problema descrito en el titulo, esto es, la conveccién natural
acoplada con intercambio de radiacion entre las paredes, estando la pared inferior a una temperatura mayor y
se han obtenido resultados en primer lugar que se pueden comparar con la referencia [23]. De este modo, se
han obtenido los isocontornos del campo de temperaturas y el maximo valor de la funcién de corriente W*.

5.3.1. Isocontornos del campo de temperaturas y de la funcién de corriente

En primer lugar se han obtenido los isocontornos del campo de temperatura y de la funcion para
€ =0y Ra = 10° para comparar las graficas con las de la bibliografia.
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Figura 5.10: Grafica de los isocontornos de funcién de corriente, a la izquierda, y del campo de temperaturas a
la derecha. La imagen superior ha sido obtenida con el programa desarrollado mientras que la imagen inferior
ha sido obtenida de [23]. La similitud de ambas imégenes es total.

A partir de aqui, se han obtenido los resultados estacionarios para el nimero de Rayleigh
Ra = 2586, que es el valor critico para el caso de convecciéon natural (recuérdese que aqui debido al par
baroclinico no se define este valor), para varios valores de la emisividad e:
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(¢) e=0.5 (dye=1

Figura 5.11: Isocontornos de la funcién de corriente (izquierda) y del campo de temperaturas (derecha).

Se observa que a medida que aumenta la emisividad, se generan de forma visible, desde un solo rollo
convectivo (el valor de Rayleigh es critico como se puede observar en el campo de temperaturas ligeramente
deformado) hasta cuatro rollos convectivos.

5.3.2. Numero de Nusselt en funcién de Rayleigh

Se presentan a continuacién una grafica sobre el nimero de Nusselt medio Nu en las paredes
horizontales (fria y caliente) en funciéon de la coordenada del nimero de Rayleigh para dos valores de la
emisividad e = 0 y € = 1, al igual que se hizo en la figura[5.7
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Figura 5.12: Nusselt medio medido en la pared fria (graficas amarilla y morada) y caliente (azul y roja) en
funcion de Rayeligh, para dos valores de la emisividad € = 0 (graficas azul y amarilla) y ¢ = 1 (gréficas roja y
morada).

Un efecto resenable que se puede comentar es en el caso en el que el nimero de Rayleigh es 1000, si
no hay emisividad, es un valor por debajo del critico, por lo que el calor intercambiado por la pared y el fluido
es el mismo que en el caso de hubiese equilibrio (valor de Nusselt igual a la unidad). Sin embargo, como ya se
ha repetido, en el caso de que la emisividad no sea nula, no existe equilibrio por muy pequeno que sea el
namero de Rayleigh. Esto provoca que con el mismo valor de Rayleigh (1000), en el caso en el que € = 1, el
calor intercambiado por el fluido en las paredes es mayor que el que se intercambia en equilibrio (valor de
Nusselt mayor que la unidad).

5.3.3. Perfil de temperaturas en las paredes aisladas

En las siguientes imagenes (a) y (b) se ha representado la variable adimensional de temperaturas

T=Tn _, 17
T —-T, Y7 Ra

Se observa que gracias a la inclusién de la emisividad de las paredes, la diferencia de temperaturas
entre ellas disminuye. Por tanto se debe al movimiento del fluido, que transporta el calor desde la pared
derecha hacia la pared izquierda, gracias al sentido horario de la corriente.
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Capitulo 6

Conclusiones y lineas de desarrollo

En este trabajo se ha estudiado la influencia de la radiacién en el movimiento de conveccién de
Rayleigh-Bénard, con aproximacion de medio transparente (principalmente) y opaco, lo cual supone un
tratamiento simplificado del medio participativo, el gas encerrado en la cavidad. Se han considerado dos
paredes adiabéaticas, lo cual conlleva la necesidad de modelar las condiciones de contorno, que se han
implementado mediante el uso de un parametro de radiacién-conveccién y considerando la capacidad de emitir
radiaciéon por parte de las paredes, incluso se puede asignar una emisividad diferente a cada uno de los paneles
de las paredes (estudio que aqui no se ha hecho, tomando todos los paneles del contorno con una misma
emisividad) y dos paredes con temperatura impuesta.

La motivacion principal de este trabajo, cuyos resultados han hecho hincapié en el problema (el
capitulo 5 es sin duda el capitulo mas importante del tema) en el que un medio no es participativo pero las
paredes de la cavidad que lo encierran si que intercambian calor por radiacién, se debe a su aplicacion a
hornos industriales donde el medio (aire) al estar compuesto principalmente por moléculas no polares se puede
considerar no participativo, mientras que sus paredes si que intercambian calor. De hecho, una tesis doctoral
reciente (2007) [26] esta centrada en el modelado de la radiacion en hornos y camaras de combustion.
Asimismo, en acondicionamiento de habitaciones de edificios también se encuentra una situacion similar (ver
la cita [4], donde se estudia este tema). De hecho, para estudiar un caso de este estilo, como futura mejora, se
podria dividir la cavidad estudiada en varios compartimentos simulando salas. Por otro lado, el otro problema
estudiado, el caso de medio participativo, se puede dar por ejemplo en el aire, que se puede considerar un
medio participativo siempre y cuando las distancias que ha de recorrer en él son muy grandes, como es el caso
de la atmosfera.

En cuanto al método de resolucién del problema se ha utilizado el método de colocaciéon con
polinomios de Lagrange usando nodos de Chebyshev, lo cual facilita la convergencia de los resultados al
aumentar el nimero de nodos. De esta forma, con c6digos que podrian desarrollar alumnos que tengan
conocimientos de MATLAB se demuestra que es posible calcular resultados que hace tan solo unas décadas no
habia posibilidad de obtener, salvo con célculos engorrosos y usando demasiadas simplificaciones si se queria
llegar a alguna solucién de un problema tan complejo. Gracias a esos codigos del capitulo 4, se han
reproducido en primer lugar y con alta precision los resultados de Goody de estabilidad lineal, calculandose los
ntimeros de Rayleigh criticos y posibilitAndose también el estudio de estabilidad no lineal con los cédigos
implementados. Ademaés, se ha estudiado cémo afecta el parametro de radiacion A\ al ntimero de Nusselt
definido en la pared caliente y también cémo varia este para un valor nulo de dicho parametro (medio
totalmente transparente) pero con paredes que pueden intercambiar calor por radiacion entre si, es decir, para
valores no nulos del pardmetro de radiacién-conveccién y de la emisividad de las paredes. Es importante notar
también que, a diferencia de las citas aportadas como bibliografia que se centran en los resultados del régimen
estacionario, con estos codigos se puede estudiar la evolucién temporal de la variable en la que se tenga interés.

Como posibles lineas de ampliacién de este proyecto se tiene un gran abanico de posibilidades.
Quizéas la extension més evidente es la reproduccién del mismo problema pero de manera tridimensional, pero
hay otras muchas que se podrian aplicar. Por ejemplo, se puede ampliar el estudio para medios que no se
puedan aproximar ni como transparentes ni como opacos. A su vez, hay casos que debido a las aproximaciones
realizadas sobre las temperaturas en las paredes, cuya diferencia es pequena, es una hipotesis que no puede
aplicarse en todos los problemas: por ejemplo, en atmoésfera de estrellas, el gas se puede considerar como un
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medio opaco, pero la diferencias de temperaturas es muy destacable, por lo que habria que usar otro tipo de
hipotesis menos simplificativas para estudiarlo. También seria posible ahondar mas en algunos de los
problemas resueltos y modificar las condiciones de contorno de pared rigida o libre en ellos o estudiar
cavidades con distintas relaciones de aspectos aprovechando los mismos coédigos que aqui se han desarrollado.
Téngase en cuenta que el objetivo no era el de aportar un sinfin de resultados sin explicar, si no solo estudiar
algunos parametros de interés como el nimero de Nusselt o los campos de temperatura y velocidad o funciéon
de corriente, como se ha hecho. Otra propuesta seria la posibilidad de extender el estudio de los problema para
valores muy altos del nimero de Rayleigh, de tal modo que se alcance un régimen turbulento (se necesitaria
también desarrollar un modelo tridimensional) ya que en los resultados obtenidos para Ra > 10° se pierde
precisién, como se vio en el capitulo 5. Para finalizar, también se podria implementar la divisién de la cavidad
en varios compartimentos para estudiar la transferencia de calor entre las paredes de un edificio, como se ha
descrito en parrafos previos.
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