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RESUMEN

En este trabajo consideramos el problema de reparto con referencias miltiples. Como
solucién para este problema, hemos disenado una regla que extiende la conocida regla
del Talmud y tiene en cuenta la multidimensionalidad de las referencias de cada agente.
Proponemos un algoritmo para el cilculo de las asignaciones que proporciona la regla y

presentamos resultados computacionales.
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ABSTRACT

In this paper we consider an extension of the classic division problem with claims, the
division problem with multiple references. For this problem, we have designed a Talmudic
rule that takes into account the multidimensionality of the agents’ references. We propose
an algorithm to compute the allocations induced by the rule and present computational

results.

Keywords: Division problems, multiple references, cooperative games, Talmud rule, algo-

rithm.
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1. INTRODUCCION

En el problema de reparto clasico hay que repartir una cantidad entre un con-
junto de agentes respecto a unas referencias o caracteristicas de dichos agentes. Este
tipo de situaciones se presentan en gran variedad de problemas reales, son clésicos
los ejemplos que aparecen en el Talmud babilénico (ver Aumann y Maschler, 1985)
en un contexto de bancarrota (el estado o cantidad a repartir es insuficiente para

satisfacer las reclamaciones de los acreedores).

En este trabajo extendemos el problema de reparto a situaciones en las que la
referencia de cada agente es multidimensional, y por consiguiente, ahora los agentes
implicados en el problema estan caracterizados por varios pardmetros en lugar de

uno solo, a este modelo lo llamaremos de referencias multiples.

Generalizaremos al problema de reparto con referencias multiples, la regla del
Talmud, que es una de las mas destacadas en los problemas de reparto clésicos.
Esta regla puede extenderse para ajustarse a problemas en los que hay que repartir
una cantidad mayor que la suma de las referencias de todos los agentes, como es el
caso de los problemas de reparto de excedentes. Ademéas esta extension de la regla
del Talmud coincide con el nucleolo del juego cooperativo correspondiente, como
se demuestra en Serrano (1995). En nuestro caso veremos como la regla propuesta
coincide con el nucleolo del juego que valora en la situacion mas optimista, lo que

cada grupo de agentes puede conseguir.

En los tdltimos anos se ha observado un creciente interés en el estudio de la
complejidad computacional que presenta el calculo de determinados conceptos de
solucion en Teoria de Juegos Cooperativos. El cdlculo del nucleolo ha sido una de
las cuestiones mas ampliamente estudiada. En un juego cooperativo con n jugadores,
el tamano de los datos (es decir, de la funcion caracteristica del juego) crece exponen-

cialmente en el nimero de jugadores, por lo que cualquier algoritmo para el calculo
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del nucleolo que requiera la manipulacion de los datos, deberé tener ésto en cuenta.
Desafortunadamente, el nucleolo no tiene una formula cerrada, en la literatura es
practica habitual calcularlo de una forma iterativa resolviendo series de problemas
de programacion lineal (ver por ejemplo, Maschler et al. (1979), Owen (1995)). En
Leng et al. (2010) se propone un método analitico para el calculo del nucleolo sin
necesidad de calculos iterativos que impliquen problemas de programacion lineal,
aunque solamente se plantea en un juego de tres jugadores.

El principal objetivo de este trabajo, es presentar un algoritmo que calcule las
asignaciones que proporciona la regla de reparto que proponemos y que muestre la
trayectoria! completa de la regla. Por otro lado, propondremos otro procedimiento
que resolvera de forma iterativa problemas de programacion lineal para obtener las

asignaciones de la regla en un problema de reparto con referencias multiples concreto.

2. EL PROBLEMA DE REPARTO CLASICO

Una cantidad £ € R, de un recurso divisible, tiene que repartirse entre N =
{1,...,n} agentes de acuerdo con unas referencias, representadas por el vector ¢ =
(c1,¢9,...,¢n) (¢; € Ry representa la referencia o caracteristica del agente i € N).
Un problema de reparto cldsico es una terna (N, c, E). Denotemos por CV a la clase
de estos problemas. Cuando no haya confusion posible denotamos al problema de
reparto por (c, E).

Situaciones que pueden representarse segiin este modelo se presentan en una
gran variedad de contextos, por ejemplo, en problemas de herencia (O’Neill, 1982),
en problemas de distribucion de impuestos (Young, 1988, 1990), en problemas de

bancarrota (Aumann y Maschler, 1985) o en problemas de reparto de beneficios

!Llamamos trayectoria de la regla, a las asignaciones que proporciona una regla para distintas

cantidades del estado, E, y para el vector de referencias, c.
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(Moulin, 1987).

Se trata de determinar las cantidades que los agentes van a recibir de manera
que la suma total sea el estado a repartir. Formalmente, una asignaciéon o reparto
para un problema (c, E) € CV es un vector x € Rf, que cumple la condiciéon de
eficiencia, ) .,y 2; = E. Cada componente, x;, representa la cantidad asignada al
agente ¢ en el reparto. Sea x(F) C IPLf el conjunto de todas las asignaciones del
estado E. Una regla de reparto es una funciéon, r, que asocia a cada problema de
reparto (c, F) € CY una asignacion r(c, E) € z(E). Una buena revision de las reglas

de reparto clasicas se puede ver en Thomson (2003).

Una regla de reparto ampliamente estudiada, en el caso concreto de problemas
de bancarrota, es la del Talmud (Aumann y Maschler, 1985). Supongamos que ¢; <
co < ... < ¢, son las demandas sobre un estado F y que Z?:l ¢; > FE. Para cada

problema de reparto (¢, ) € CV, la regla del Talmud asigna a cada agente i € N,

min {0} s B <Yy

¢; — min {%, )\} en otro caso,

Ti(c, E) =

donde A € Ry es tal que ) ..\ Ti(c, E) = E.

Cuando los agentes tienen acuerdos de cooperacion, una herramienta valida para
el estudio de los problemas de reparto es la Teoria de Juegos Cooperativos. Un juego
cooperativo es un par (N,v) donde N = {1,2,...,n} es el conjunto de jugadores,
una coalicién S es un subconjunto de N y v es una funciéon definida en el conjunto
de subconjuntos de N, con valores en R, con v(f)) = 0. El namero v(S) es el valor
de la coalicién S en el juego y es una medida de lo que la coalicién puede conseguir

por si misma, sin la cooperacion de los jugadores en N\S. O’Neill (1982) asocia al
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problema de reparto (c, E) € C, un juego cooperativo (N, v) definido como sigue?:

v(8) = (E—ZCZ) , VS CN. (1)

¢S

El valor v(S) es una valoracion pesimista de lo que la coalicion S puede con-
seguir, puesto que primero asigna a los agentes que no pertenecen a S lo que piden
y si después de ésto queda algo de la cantidad que se reparte, F, eso seria lo que la
coalicion S podria conseguir.

Una asignacion del juego es un vector, x € R’} cuyas componentes representan
el pago que recibe cada jugador, de forma que ), .\ z; = v(INV). La suma z(S5) =
Y ics i es el pago de la coalicion S. Denotamos por I*(N,v) al conjunto de las
asignaciones del juego.

Un concepto de solucion para juegos cooperativos es una correspondencia que
asocia a cada juego un conjunto no vacio de asignaciones del juego. En este trabajo
utilizaremos como concepto de solucion, el nucleolo (Schmeidler, 1969). Una buena
revision se puede ver en Maschler (1992).

El nucleolo del juego (N, v) se define como:
N(N,v) ={x € I"(N,v)|Hy_s(e(x,51), e(x,5),...,e(x,Sm_2)) <p,

SL H2"—2(€(y7 Sl)v G(Y7 SQ)a s 7€(y7 SQ"—Q))avy € ]*(N7 U)}a

donde e(x,S) = v(S) — xz(95) es el descontento del grupo S con el reparto x. Hon o :
R2"~2 — R?"~2 es una correspondencia que ordena vectores de dimension 2" —2 en
orden decreciente y < significa no mayor con respecto al orden lexicografico. Por la
convexidad y compacidad del conjunto I*(N,v), el nucleolo es una asignacion tnica
(Owen, 1995).

Aumann y Maschler (1985) demuestran que la regla del Talmud aplicada en

un contexto de bancarrota es el nucleolo del correspondiente juego. Serrano (1995)

2Denotamos por a; al maximo entre a y 0 donde a € R.
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muestra que en un problema de reparto de beneficios, cuando D = > | ¢; < E el
nucleolo asigna a cada jugador la cantidad de x; = ¢; + % (Vi € N), extendiendo
con ello la regla del Talmud, en los problemas de reparto de beneficios, mediante un
reparto igualitario del excedente.

En este trabajo presentamos una extension de estas ideas al caso en que hay

maéas de un vector de referencias.

3. EL PROBLEMA DE REPARTO CON REFE-
RENCIAS MULTIPLES

Un problema de reparto con referencias mailtiples es una terna (N, C, E) donde
N = {1,2,...,n} es el conjunto de agentes, F € IR, es el estado o la cantidad
que hay que repartir y C' € RfXM es la matriz de referencias. * Denotamos por c{
un elemento de la matriz C. Para cada i € N, la fila i de la matriz C, ¢; € R,
representa las referencias del agente ¢ con respecto a los diferentes atributos. Para
cada j € M, la columna ¢/ € IRY representa las referencias de todos los agentes
respecto al atributo j. También podemos representar a la matriz C' como (c;)ieny 0
como (c¢?)7€M . Cuando no haya confusién posible denotamos al problema de reparto
con referencias multiples por (C, E).

Denotamos por D a la clase de todos los problemas de reparto con referencias
multiples asociado a un conjunto de agentes N y al conjunto de atributos M.

Una situacion que puede representarse como un modelo de reparto con referen-

cias miltiples, es por ejemplo, la siguiente: Un determinado proyecto puede llevarse

a cabo en distintos paises, pero hay incertidumbre sobre cuél seré el pais en el que

3IR (IR., IR, ) denota el conjunto de todos (no negativos, positivos) nimeros reales y R
(RY, RY,) el producto Cartesiano de |N| copias de R (R4, R ), donde |N| denota el cardinal
de N.
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finalmente se desarrollara dicho proyecto. Son también varias las empresas de &mbito
multinacional (agentes) que estan implicadas, a distintos niveles, en el desarrollo del
proyecto. Estas empresas adjudicatarias tienen perfectamente calculados los costes
de su participacion para los distintos paises candidatos. Estos costes son distintos
dependiendo del pais en el que se lleve a cabo el proyecto porque la normativa legal
de los posibles paises es distinta y porque la infraestructura de las empresas multi-
nacionales también es distinta en cada pais. Estos costes dan lugar a la matriz de
referencias C' (CZ es el coste de participacion de la empresa @ si el pais en el que se
desarrolla el proyecto es j). El proyecto recibe una ayuda econéomica (estado) de un
organismo internacional, surgiendo en este caso el problema de repartir dicha ayuda
entre las empresas participantes.

Una asignacion para (C,E) € DY es un vector x € ]Rf, que cumple la
propiedad de eficiencia, Y, yz; = E. Sea X(E) C RY el conjunto de todas las
asignaciones para el problema de reparto con referencias miltiples, (C, E) € DY,

Una regla de reparto para DY es una funcion, R, que asocia a cada problema

(C, E) € DY una asignacion tnica R(C, E) € X (E).

3.1. LA REGLA

Para cada problema de reparto con referencias miiltiples, (C, E) € D!, pode-
mos definir |M|* juegos cooperativos, (N, UZQE)), j € M por el procedimiento pro-
puesto por O’Neill (1982). Asi, para cada j € M y para cada S C N, 'U{QE)(S) =
(E—d(N\S)), =mix {E—(N\S), 0}, donde /(N \ S) =3, ysl-

La propuesta de solucién que haremos estd basada en la diferencia entre lo
que las coaliciones obtienen con respecto a una asignacion y sus valores en el juego

cooperativo que hemos definido antes.

Para cada asignacion, x € X (F), y cada coalicion, S C N, las |M| funciones

4|M| denota el cardinal de M.
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de descontento vienen dadas por €l (x,9) = U{QE)(S) — x(59)%, j € M. Estas
funciones miden el descontento de la coalicion S con la asignaciéon x respecto a
todos los atributos, y jugaran un papel muy importante en la definicion de nuestra
regla de reparto.

El objetivo es seleccionar asignaciones que sean las mejores en un sentido lexi-
cografico. Si consideramos un tnico vector de referencias, podemos definir un orden
lexicografico entre las asignaciones y determinar un tnico resultado, lo que nos da
el nucleolo. Para el caso de varios vectores de referencias, consideraremos el méaximo

descontento entre los atributos como una medida del descontento de la coalicion S

con respecto a x € X (F), es decir,
ec.p)(x,8) = maxjen {e,y  (x,9)} = méxjenr {vfc ) (S)} = 2(9).

Para cada x € X(E), construimos un vector (2 — 2)-dimensional, m(c g)(x),
cuyas componente son el maximo descontento, e, g)(x,S5), S C N, ordenado de
forma decreciente. El vector m(c g)(x) proporciona una medida de la actuacion de
la asignaciéon x con respecto a todas las coaliciones, teniendo en cuenta todos los
atributos.

Decimos que el vector m(x) es lexicograficamente mejor que el vector 7(y), y
lo denotamos como 7(x) <, m(y), si 7%(x) < 7*(y) para la primera componente,
k, en la que los vectores m(x) y 7(y) son diferentes. Esta relacion binaria define un
orden completo y ademéas, podemos definir una regla de reparto en la clase DY, de
forma que para cada (C,E) € DY, seleccionamos de entre todas las asignaciones

x € X(F), aquella que minimiza lexicograficamente m(x) .

Definicion 3.1. Para cada problema de reparto con referencias mailtiples, (C, E) €
DN | la regla del Talmud con referencias maltiples, MT, se define como MT(C, E) =

arg lex-miny c gy {7(c,p)(X)}, donde T(c,p)(X) es un vector cuyas componentes son

5Para cada S C N y cada x € R", 2(5) denota Y icg Ti-
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el mdzimo descontento de los atributos, ec.p)(x,5), S C N, ordenado en forma

decreciente.

Obsérvese que para cada (C, E) € D¥, el resultado que proporciona la regla

MT coincide con el obtenido por el nucleolo del juego cooperativo (N, v’(%%)),

donde v?gf’g)(S) = MAaX e {U{CE)(S)}. Este resultado se deduce de ec g (x,5) =
Comix, (x,5) para cada x € X(F) y cada S C N.

A continuacion, presentamos un algoritmo cuyo objetivo es el calculo de las
asignaciones que proporciona la regla MT" en un problema de reparto con referencias
multiples. El procedimiento proporciona el nucleolo del juego (N, vf‘g’]})), es decir,
calcula la asignacion que minimiza lexicograficamente el descontento de los agentes.
A efectos précticos, el algoritmo resolvera de forma iterativa, series de problemas de

programacion lineal que solo dependen de los datos del problema de reparto.

3.1.1. ALGORITMO

Dado el problema de reparto con referencias miltiples (C, E) € DY, el algoritmo
que permite la obtencion del reparto correspondiente a la regla MT', viene dado por:

Paso 1: Resolver el siguiente problema.

min €
S.a : (E—cj(N\S))aé—inge, VSCN,Vj=1,...,m
€S
(E—c(N\S)) —alK <0,YVSCN,Vj=1,....m
(E—(N\S))+Vb,K>0,VSCN,Vj=1,....m (2)

ab+b,=1,VSCN, Vj=1,...,m
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Si la solucion 6ptima es tnica, el procedimiento termina. El reparto obtenido
es el reparto de la regla MT'. Obsérvese que afg y bf; (VS CN,Vj=1,...,m)son
variables binarias, es decir, toman valores 1 6 0. ' > 0 es una constante positiva
suficientemente grande.

En otro caso, denotemos por €; al valor 6ptimo del problema (2) y por 71 al
conjunto de las restricciones que son activas para cualquier solucién o6ptima del
problema.

Paso 2: Reemplazar las restricciones activas obtenidas en el Paso 1 por igualdades,

y resolver el siguiente problema:

min €
sa: (E—d(N\S))a Zzl—el,VSEﬁ, Vji=1,.
€S
(E — (N\9))a Zmlge VS¢rn,SCN,Vj=1,.
€S
(E—(N\S))—alK <0, VSCN,Vj=1,....m (3)

(E—(N\S))+b.K>0,VSCN,Vj=1,...,m
ab4+b,=1,YVSCN, Vj=1,...,m

/

Si la solucion 6ptima del problema (3) es tnica, el procedimiento termina. En
otro caso, denotemos por ez al valor 6ptimo del problema (3) y por 72 al conjunto
de las restricciones que son activas para cualquier solucién 6ptima del problema.

Si hemos llegado al Paso n — 1 y el algoritmo no ha parado, entonces:

Paso n: Denotemos por €,_; al valor 6ptimo del problema en el Paso n — 1.
Cambiando las restricciones activas del problema obtenido en el Paso n — 1 por
igualdades con € = €,_1, obtener y resolver el siguiente problema de programacion

lineal:
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s.a: (E—cj(N\S))@é—in:el, vVSern,Vi=1,...,m
icS

(E—cj(N\S))aé—in =€1, VSET,1, Vi=1,....m
ies

(E—cj(N\S))aé—inge, vVS¢nUnU---Ur,1, SCN,Vj=1,..

€S
(E—c(N\S))—alK <0, VSCN,Vj=1,...,m
(E—c(N\S))+b.K>0,VSCN,Vj=1,...,m
ah+b,=1,YSCN,¥Vj=1,....m

(4)
Si obtenemos una tnica solucion, el algoritmo para. En otro caso, denotemos

por €, al valor 6ptimo del nuevo problema, y continuar en el paso n + 1.
En cada paso hay, al menos, una restriccion activa que se sustituye por igualdad.
Al cabo de n pasos habra, al menos, n — 1 restricciones de igualdad de este tipo,
que junto con la restriccion de eficiencia, ) ..y 2; = £, determinan univocamente

un unico vector de pagos x*. Por lo tanto el algoritmo para en, a lo mas n pasos.

3.2. LA TRAYECTORIA DE LA REGLA

Para cada (C, FE) € DY, denotamos por ¢ al vector cuyas componentes repre-
sentan el valor minimo de las referencias de cada agente, c; = ml'njeM{CZ}, 1€ N,y
por ¢(N) = >"" | ¢, Sin pérdida de generalidad, suponemos que N = {1,2,...,n}
yque ¢ S C < ... S G

En Hinojosa et al. (2010) se muestra la trayectoria de la regla propuesta, dis-
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tinguiéndose dos posibles casos:

a) El estado es menor que la suma de referencias minimas.

Cuando el estado no excede ¢(N), es decir E < ¢(N), entonces la regla MT
proporciona el mismo vector de repartos que la regla del Talmud para un

problema de reparto clasico con referencias iguales a c.

Agente 2
\\
1
AN C
N "
\\ H 5
N o S 2C
AN
\\
N AN
AN
cl/2 [*< N
N AN
N AN
N AN
N AN
AN N E

Agente 1

Figura 1: Trayectoria de la regla MT para dos agentes cuando el estado es menor que la suma de las referencias minimas.

b) El estado es mayor que la suma de referencias minimas.

Cuando |[N| =2y E > ¢(N), al aplicar la regla MT, la diferencia £ —¢(IV) se
asigna a partes iguales entre los agentes (ver Figura 2). Como consecuencia,
para dos agentes, los resultados obtenidos con la regla que hemos definido
coinciden exactamente con los obtenidos con la regla clasica del Talmud con

vector de reclamaciones c.
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Agente 2 |\ N N

Agente 1

Figura 2: Trayectoria de la regla MT para dos agentes cuando el estado es mayor que la suma de las referencias minimas.

Cuando |N| >3y E > ¢(N), la trayectoria de la regla M T es lineal a trozos
con el altimo trozo del camino paralelo a la linea 1 = x5 = ... = z,,. Es decir,
para cada matriz de referencias, los excedentes por encima de ¢(NV) se reparten
siguiendo unas determinadas proporcionalidades que van cambiando hasta un
cierto estado a partir del cual cualquier cantidad adicional se asigna a partes

iguales a los agentes, como se pone de manifiesto en el siguiente ejemplo:

Ejemplo 3.2. Consideremos un problema de reparto con referencias multiples
con tres agentes, N = {1,2,3} y dos atributos. Las referencias en los atributos

vienen dadas por ¢' = (3,7,10)" y ¢ = (15,9, 2)".

Cuando E < ¢(N) = 12, la trayectoria de la regla MT coincide con la del
Talmud con vector de referencias ¢ = (3,7,2). Cuando E > 12 = ¢(N) la
trayectoria de MT es lineal a trozos con cuatro pendientes distintas depen-
diendo del estado. En la siguiente tabla mostramos como la regla M'T asigna

cada unidad adicional del estado en los diferentes intervalos.
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Asignacion de una unidad adicional del estado

Agente 1 Agente 2 Agente 3

12=c¢(N)<E<16| 0.25 0.25 0.5

16 < £ <28 0.5 0 0.5

28 < E <32 0.25 0.25 0.5
32< E <+ 3 3 3

4. RESULTADOS COMPUTACIONALES

La construccion de la trayectoria de la regla cuando el estado es mayor que
la suma de referencias minimas, que aparece en Hinojosa et al. (2010), nos sugiere
un procedimiento para obtener las asignaciones que proporciona la regla MT en
cualquier problema de reparto con referencias miltiples, (C, E) € D4. El procedi-
miento proporcionara la trayectoria completa de la regla, mientras que el algoritmo
dado en la Seccion 3.1.1 solamente obtiene las asignaciones de la regla para un
problema (C, E) € DY concreto. Ademés, este nuevo procedimiento proporciona la
trayectoria de la regla sin necesidad de resolver ningin problema de programacion
lineal.

Denotamos a cada estado £ > ¢(N) con E*, donde x = MT(C,E¥); E* =
max {c(N), maxieny minjerr {c?(N \ {i})}}; F* = {i € N|e(x,{i}) > e(x, {j}),

Vj € N}; o* es un vector n-dimensional, que verifica ). of = 1, y representa la
proporcion de incremento infinitesimal del estado E* que se asigna a cada agente
de acuerdo a la regla MT'. A* es el maximo incremento del estado E*, para que dos
coaliciones con el mismo nivel de descontento en x, mantengan el mismo nivel de

descontento.

ALGORITMO:
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IF E < ¢(N)
x=T(c, E)

ELSE

E% «— c(N)
F*i— F€
Calcular E*
WHILE E* < E* o F* #£ N
DO
Calcular o®, A%,y = x; + A%a® y EY = E% 4+ A%
IF E < EY
x =ux; + (F — E%)a"
ELSE
1—1+1
Ti<—Y
E* — EY
END IF
END WHILE
x=ux; + (F — E%)a"

END IF

Para terminar, hemos implementado mediante una aplicacion informaética, el

algoritmo que describe la trayectoria completa de la regla M7T. Para ilustrar el

funcionamiento de la aplicacion, lo aplicamos al Ejemplo 3.2.
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MENU PRINCIPAL

Regla Talmudica para Problemas con Referencias Mulktiples

‘ UNIVERSIDAD

CREAR PROBLEMAS|DATOS BORRAR PROBLEMAS/DATOS |
_® |
BUSCAR PROBLEMAS/DATOS LISTAR PROBLEMAS/DATOS

Figura 3: Men0 de acceso a la aplicacion informatica.

Paso 1: Introducir la matriz de referencias del problema de reparto con referencias
multiples y fijar el incremento del estado que se tomara para el cilculo de las distintas

asignaciones de la regla MT (Figura 4).

[CREAR PROBLEMAS /DATOS o

Matriz dereferencias

PROBLEMA ———————————— OFCIONES - MATRIZ
HUMERD = o L e AGENTE| ATRIEUTG] _ REFERENCIA |4
1 1 3
TITULD Eicmplo B —1 5 =
| R ] [J SEVELLA — 3 ; ;
CHIME: ] ] CREAR DATDS' VOLVER | | Registra: 14] ¢ T v lvipeldee |

SOLUCIONES | REPARTOS | Max | v_Méx | DESCONTENTO | C_DESCONTENTO | N_DESCONTENTO | PROPORCIONES |

ID_PROBLEMA ~
Todas

ESTADO + [SOLUCION ~ | |REPARTO + |
E—

AGENTE ~ |

Figura4: Matriz dereferencias.

Paso 2: Calculos intermedios.

1. Para cada coalicion, S C N, calcular el méx;ep{E — (N \ S)} (Figura 5).
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BLEMA

UMERG 12
ITULD Pruebard
PSILON: 1

Llliie]

12

UPLIUNES ————————————————————
UNIVERSIDAD

BUSCAR DATOS YOLWER

JEIONES | REPARTOS MAX | Max| DESCONTENTO | € DESCONTENTE | N_DESCONTENTO | PROPORCIONES | MATRIZ REFERENCH:

ID_PROBLEMA ~
| Todas
COALICION ~ |
1 [2 3 12 13 23
F1=] | | | FI=] |
ESTADO ~ | [VALOR_MAX v | [VALOR_MA&X = | [VALOR_MAX + | [VALOR_MAX = | [VALOR_MAX » | [VALOR_MAX v
i] Er - E -10 2 7 -3
1 | -0 -12 9 -1 5 -2
2 B 9 KT B 0 5 Bl
& B B -10 7 1 -4 0
4 E 7 E] 5 2 3 1
5 = 6 E] 5 3 2| 2
5 B 5 7 1 4 ] 3
7 =] -4 5 3 5 0 4
B E 3| E; 2] g 1 B
] = -2 -4, -1 7 2 6
10 ) =] 3 0 8 3 7
1 B a 2 1 E] 4 8
12 2 1 -1 2 10 5 £

Figura 5: Célculo del valor méximo que puede conseguir cada coalicion.

2. Para cada coalicion, S C N, calcular vméx)(S) (Figura 6).

(C.E

[BUSCAR PROBLEMAS/DATOS

PROBLEMA

MM

HUMERD 12
TITULD [Frusba7s
EFSILON 1

=

L —
B

%ﬁ s o

K

BUSCAR DATOS VOLVER

SOLUCIONES | REPARTOS | bAx  W_MAX | DESCONTENTO | C DESCONTENTO | N DESCONTENTO | PROPORCIONES | MATRIZ REFERENCIA

1ID_PROBLEMA ~
[Todas

COALICION ~ |

1 2 1-2 13 23

ST St e EE S ST
|EsTADO ~ [ mam | [ e = [ v ax w [ v s = | v WA= | [V vax v
0 = 0) 0| 0 0 0| 0 - |
1 B 0 0 0 0 0 0
2 5] a a a a i a
3 = 0) 0| 0| 1 0] 0
4 &l 0) 0| 0| 2) 0| 1
5 5] i i 0 3 a 2
6 &l 0) 0| 0 4 0| 3
7 =l 0) 0| 0| 5| 0) 4
i E i 0 0 [ 1 5
E] 5] i i 0 7 2 3
10 = 0) 0| 0 8 3 7| -
11 =] [ 0 1 9 4 &
12 5] 1 0 2 10 5 9
I &l 2 0| 3 " B| 10
14 =l 3 1 4 12] 7 1"
15 H 4 2 5 13 8 12

Figura 6: Calculo de la funcion caracteristica del juego para cada coalicién.

3. Para cada coalicién, S C N, calcular ec,p)(x, S) (Figura 7).
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EMAS/DATDS -

UNIVERSIDAD

AERD 12
% s
o Prueba?g
S
ILON: 1 LJP‘L‘SEVIL\A

(M — = BUSCAR DATOS VOLVER

IONES | REFARTOS | WA | ¥_MAx DESCONTENTO | DESCONTENTO | N_DESCONTENTO | PROPORCIONES | MATRIZ REFERENCIA |

D_PROBLENA -
[odas
COALICION + |
1 12 ] PE]
36 e Eie) £ BE| 3T
STADO ~ | [DESCONTENTO | [DESCONTENTO + | | DESCONTENTG v | [DESCONTENTQ ~ | [DESCONTENTO ~ | DESCONTENTO =
] = 0 0 0 0 0 o =
i i 0,33 0,33 0,34 06| 0T -0.67)
2 H -0.58] -0.56! 08 132 1,34 1,34
3 & B E] 1 1 2 2
! = 15| 15 1 1 25 15
H K -1 5! 25 1 -1 25 15
3 e 15 35 -1 1 25 15
g - 15 45 1 1 25 5
i H 5] 55 1 1 5 5
3 &l -2 6 -1 -1 -1 -1
[il & 233 533 133 0F6B| -058| 08
i1 H 2E7 557 0,57, 034 034 0,34
2 Bl -2 -7 0 0 0 i}

Figura 7: Célculo de descontento de cada coalicion.

4. Calcular

-1
Sf=15C Nlecr(x,S) > ecr(x,T)para todoT C P\ U Sre,
k=1

0 . . . . .
donde J,_, S§ = 0 (Figura 8). Todas las coaliciones en Sf tienen el mismo
nivel de descontento y son los grupos con el descontento méximo con respecto
a x. Todas las coaliciones en S tienen el segundo descontento maximo con

respecto a x, y asi sucesivamente.

[BUSCAR PROBLEMAS/DATOS

PROBLEMA —————————— OPCIONES

— i
EPSILON T A v e
L HINIME: 12 BUSCAR DATOS. WOLVER

SOLURONES | AEPARTOS | Mi< | V.04 | DESCONTENTO | C.DESCONTENTO'| N_DESCONTENTO | PROPORCIONES | MATFIZ AEFERENDI |

1D_PROBLEMA ~
Todas.
[ESTADO > |SIx  ~| COALICION ~
=0 (Vacias)[Eh 1 A
12
13
2
23
3
=1 Sty =
[z L
S2x = 3
e
Sl 13
23
=2 A 2
2
S2x 8
83 B 12
Sax 2 13
23
=3 Stx 1
12
2
3
S2x 5 13 |

Figura 8: Calculo de coaliciones con el mismo nivel de descontento.
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5. Calcular la funcion, L* (Figura 9), que asigna a cada coalicion S C N su nivel

de descontento con respecto a x, es decir, L*(S) =1si S € SF.

[BUSCAR PROBLEMAS/DATOS

)2 L I— Vi UNIVERSIDAD
e— i
EEE 1L T sE VLA
EMINIMO: E— | BUSCAR DATOS. VOLVER

SOLUCIONES | REPARTOS | MR | ¥ Méx | DESCONTENT | C_DESCONTENTO N_DESCONTENTO | PROPORCIONES | MATRIZ REFERENCIA|

ID_PROBLEMA ~

COALICION ~

Al -

LT U o T T

Figura 9: Calculo del nivel de descontento.

6. Calcular el vector o (Figura 10).

[BUSCAR PROBLEMAS /DATOS

NEMERG 12
TITULD Pruebars

A — o
EPSILON: 1 k S EVILLA
BUSCAR DATOS

CHi i HOIYER

SOLUCIONES | REPARTOS | Méx | V_MéX | DESCONTENTG | C_DESCONTENTO | N_DESCONTENTD PROPORCIONES | MATRIZ REFERENCIA |

ID_PROBLEMA ~
Todas

UNIVERSIDAD

B

AGENTE ~ |
X1 lxz 3

ESTADO ~ :[ER’OPORC\ON ~ Eﬁopomo 2 EROPORC\ON v

3 B 02 25 05 E
14 ] 0,25 28] 05

15 E 0,25 %] 05

16 2 0,25 05 [E

17 B 05, i [E

18 2 05 0 0§

19 & 05 0 05

20 2] a5 0 05

21 2] 05 i a5

2 ) 5 [E

23 =] 05

24 | 05

25 ] 05

26 = 05

o7 B ; 05

25 5] 05 0 [E

29 5] 035 025 0§ 2
50 =] Dﬁj 025 05

5

B g 0| 02 05 =

Figura 10: Célculo de proporciones para el reparto.

Paso 3: Apoyandose en los célculos anteriores, se obtiene la asignacién que propor-

ciona la regla MT(C, E) (Figura 11).
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[BUSCAR PROBLEMAS/DATOS

NUMERD — 12 Pz UNIVERSIDAD
— <

EPSILON: 1 ‘ S E VL L L A

CHINIME: - 1z BUSCAR DATOS WOLVER

SOLUCIONES REPARTOS | Max | v h&x| DESCONTENTO | C_DESCONTENTO | N_DESCONTENTO | PROPORCIONES | MATRIZ REFERENCIA |

ID_PROBLEWA ~
Todas

AGENTE ~ |
X1 2 3
LT 5T — SE1
~ \AslGNAcwoNé‘ |ASIGNATION ~ | |ASIGNACION ~
375 775 35 2
4 ] 1
45| B 45
2 5 5
2l B B
5
2] 75 ] 75
B g g g
B a5 ] G5
B 8 El
95 [ a5
10] 8| 10
10,2 82 10,
2 10 CE 1
5) 10.7: 87" .2
E 1 1 -
= 1133 933 12,33 B

Figura 11: AsignacionesdelareglaMT(C, E).

Para terminar, hemos desarrollado una aplicacion que muestra graficamente (en

3 dimensiones) la trayectoria completa de la regla MT(C, E) (ver Figura 12).

X

¥ [\GRAFICO 3D 4]

Figura 12: TrayectoriadelareglaMT(C, E).
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5. CONCLUSIONES

Hemos disenado una regla para los problemas de reparto con referencias milti-
ples, que tiene en cuenta la multidimensionalidad de las caracteristicas de cada
agente. Esta regla de reparto, es el nucleolo del juego de los maximos, que minimiza
el maximo descontento de los agentes. También hemos determinado la relacion ex-
istente entre una regla clasica de reparto, como es la regla del Talmud y la solucion
que proponemos.

Presentamos un algoritmo que calcula las asignaciones que proporciona la regla

de reparto, mostrando la trayectoria completa de la regla.
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