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RESUMEN

En este trabajo modelizamos los problemas de bancarrota en condiciones de in-
certidumbre, bajo el supuesto de que hay varios posibles estados de la naturaleza,
identificandose cada uno de ellos con un problema de bancarrota diferente. Para es-
ta extension multidimensional de los problemas clasicos de bancarrota, consideramos
situaciones en las que los agentes presentan preferencias de tipo aditivo y leximin sobre
los posibles resultados. Proponemos reglas de reparto en las que se combinan diferentes
principios de racionalidad y se garantiza la eficiencia con respecto a las preferencias de

tipo leximin.
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ABSTRACT

We model bankruptcy problems under uncertainty under the assumption that
there are several possible states of nature, each of which is identified with a differ-
ent bankruptcy problem. For this multi-dimensional extension of classic bankruptcy
problems, we consider situations in which agents exhibit at the same time additive
preferences and leximin preferences on their possible results. We propose division rules
which combine different rationality principles and guarantee efficiency with respect to

leximin preferences.

Keywords: bankruptcy rules; uncertainty; preferences.
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1. INTRODUCCION

Un problema clésico de bancarrota aparece cuando hay que repartir una
cantidad de un bien infinitamente divisible, entre un conjunto de agentes, y esta
cantidad no es suficiente para satisfacer las reclamaciones de los agentes que
tienen adquiridos unos derechos sobre la cantidad a repartir. Desde muy antiguo
se han presentado problemas reales de este tipo. Son clédsicos los ejemplos que
aparecen en el Talmud babilénico (ver Aumann y Maschler, 1985). Una revisién
exhaustiva de las distintas reglas de reparto puede verse en Thomson (2003).

Consideramos una extension multidimensional de los problemas clasicos de
bancarrota donde esta presente la incertidumbre. Dependiendo de la situacién,
puede haber incertidumbre con respecto a la cantidad exacta del bien que se
reparte, y/o en cuanto a las reclamaciones de los agentes. Por ejemplo, los pre-
supuestos y la evaluacién de necesidades pueden estar sujetas a influencias es-
tocasticas. El modelo con incertidumbre puede reflejar una situacién en la que
hay distintos escenarios. Estos escenarios pueden interpretarse como diferentes
estados de la naturaleza en condiciones de incertidumbre cuando no se dispone
de informacién sobre las probabilidades de ocurrencia de los distintos estados.
Podemos identificar un estado de la naturaleza con un problema de bancarrota
especifico, y el problema global puede describirse como el conjunto de todos los
problemas de reparto que pueden ocurrir.

Una regla de reparto asigna a cada problema de bancarrota un vector de
pagos para los agentes, es decir, una asignacion de la cantidad total a repartir.
En el caso de incertidumbre, introduciremos reglas globales, que asignaran un
vector de pagos a cada problema de bancarrota asociado con cada posible estado
de la naturaleza.

El problema global podria considerarse como un conjunto separado de pro-
blemas de bancarrota, uno por cada estado de la naturaleza. Pudiéndose resolver

separadamente cada problema si los agentes no manifiestan preferencias sobre
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las combinaciones de resultados correspondientes a los distintos estados de la
naturaleza. No obstante, cuando dichas preferencias existen, hay que tenerlas
en cuenta en las propuestas de soluciones para el problema global. En térmi-
nos econdmicos, cada agente tiene un criterio para decidir entre varios contratos
eventuales.

Podrian asignarse probabilidades a los diferentes estados de la naturaleza, y el
problema global podria reducirse a un problema de reparto “esperado”, donde los
pagos de cada agente son asignaciones de las utilidades esperadas. Habitualmente
en este enfoque se hace el supuesto adicional de que las utilidades son aditivas, es
decir, cada agente valora la cantidad total recibida. Sin embargo, una vez que se
determina la asignacion del valor esperado, no esta claro cémo se relaciona con
los pagos cuando ocurre un estado especifico.

Si, por otro lado, los agentes no pueden asignar (objetiva o subjetivamente)
probabilidades de ocurrencia a los diferentes estados de la naturaleza, entonces no
podrian aplicarse argumentos de utilidad esperada. Este tipo de situaciones son
las que analizamos en este trabajo y por tanto, tendremos que utilizar modelos
de decision no probabilisticos con incertidumbre.

En nuestro analisis del problema de reparto global, el primer caso que conside-
raremos es aquel en que los agentes tienen preferencias aditivas. Probaremos que
la eficiencia estandar en cada bien es equivalente a una condicién de eficiencia
colectiva para preferencias aditivas. A continuacién, supondremos que las pre-
ferencias de los agentes son de tipo leximin, esto significa que cada agente valora
su resultado global segtin la ordenacién leximin definida en su espacio de pagos.
Las preferencias leximin no pueden representarse por una funcién de utilidad
y, por tanto, no es posible reducir el problema global a un problema clasico de
bancarrota con utilidades. Consideramos soluciones que se aplican directamente
a una situacion de reparto global. Los repartos seran los pagos de los agentes en
cada uno de los estados de la naturaleza. Mostraremos que ser eficiente leximin

implica aceptar que los pagos globales son tales que, si la cantidad disponible de
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un estado es mayor que la correspondiente a otro, entonces los agentes no pueden
recibir menos en el primer estado que en el segundo.

Nuestro objetivo serd disenar reglas globales que garanticen resultados efi-
cientes con respecto a las preferencias leximin. Propondremos un procedimiento
para obtener reglas globales que sean eficientes leximin que estd inspirado en
los mismos principios de racionalidad de las reglas de reparto clasicas. En parti-
cular, definiremos reglas globales obtenidas a partir de las reglas proporcional,
de igual ganancia y de igual pérdida restringida. Por analogia podrian definirse
otras basadas en cualquier regla de reparto que sea consistente y mondétona.

El diseno de reglas leximin para estos problemas globales, necesita describir
reglas especificas para problemas de bancarrota con cotas inferiores. Por lo tanto,
también presentamos en este trabajo un procedimiento para obtener las versiones
con cotas de las reglas clasicas y proporcionaremos féormulas explicitas para las
reglas proporcional, de igual ganancia e igual pérdida.

En la literatura hay dos tipos de modelos que se ocupan de los problemas
globales. En el primero, el reparto de la cantidad se realiza con arreglo a dife-
rentes conceptos y dentro de estos conceptos cada agente recibe su asignacién
(por ejemplo la Unién Europea divide su presupuesto en distintas partidas, tales
como agricultura, medio ambiente, etc. y los distintos paises tienen unas recla-
maciones en estos diferentes conceptos). Habitualmente en este enfoque se hace
el supuesto adicional de que las utilidades son aditivas respecto de los conceptos,
es decir, cada agente valora la cantidad total recibida. En estos problemas se
procede en dos pasos: En el primero se agregan las reclamaciones de los agentes
en cada concepto y se reparte la cantidad total entre los distintos conceptos con
arreglo a dichas reclamaciones agregadas y, en un segundo paso, cada una de
estas asignaciones se reparten entre los agentes. Este andlisis es el que se sigue en
Lorenzo-Freire et al. (2009), Moreno-Ternero (2009) y Bergantinos et al. (2010,
2011). A diferencia de los anteriores, en nuestro modelo las cantidades correspon-

dientes a cada estado de la naturaleza vienen dadas exdégenamente, de manera
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que los hace incomparables en términos acumulativos. Nuestra atencién se centra
en investigar las implicaciones de que los agentes tengan preferencias individuales
sobre los resultados que no sean necesariamente aditivas.

En el otro tipo de problemas, hay distintas reclamaciones a tener en cuenta
para obtener una asignacion a los agentes (una de las posibles situaciones que se
representan mediante este modelo es, por ejemplo, aquella en la que se pide la
colaboracién de expertos o arbitros para valorar las necesidades de los agentes y
cada experto da unas referencias distintas que se quieren tener en cuenta en el
reparto). Estos modelos se han estudiado también en los trabajos de Calleja et
al. (2005), Gonzélez-Alcon et al. (2007) y Ju et al. (2007).

Por otra parte, en la literatura también se han analizado problemas de repar-
to con varios bienes que estan relacionados con los modelos que estudiamos aqui.
Algunos de ellos investigan las consecuencias de aplicar criterios maxmin y max-
max (Bossert et al., 1996; Bossert y Peters, 2001). En Mérmol y Ponsati (2008)
el estudio de los problemas de negociacién con multiples bienes se extienden in-
corporando preferencias leximin.

En este trabajo la estructura es la siguiente. En la Seccién 2, se realiza
una extension del problema clasico de bancarrota en la que se incorporan cotas
inferiores sobre las cantidades que los agentes pueden conseguir. A partir de una
regla clasica de reparto se propone un procedimiento para obtener repartos en el
modelo extendido. En la Seccion 3, se introduce el modelo con incertidumbre, en
el que analizaremos las implicaciones de asumir preferencias aditivas y leximin. En
la Seccién 4 proponemos reglas basadas en los principios asociados a las reglas
clasicas que surgen al imponer el cumplimiento de la propiedad de eficiencia

leximin. En la Seccién 5 presentamos las conclusiones del trabajo.
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2. PROBLEMAS DE BANCARROTA CON CO-
TAS INFERIORES

Vamos a presentar una extension del modelo de reparto clasico en la que se
incorporan cotas inferiores a las asignaciones de los agentes y describiremos un
método, inspirado en las reglas de reparto clasicas, para definir reglas en estos

modelos.

En la literatura se han abordado problemas de reparto con cotas inferiores.
En Pulido et al. (2002, 2008) se consideran problemas de bancarrota donde hay
incertidumbre sobre la validez de las reclamaciones y también se introduce un
vector de derechos objetivos, que desempena un papel importante en la asig-
nacién. Este punto de referencia adicional siempre esta dominado por el vector
de reclamaciones, ya que si el derecho excede la reclamacion, el derecho se reduce
hasta la cuantia de la reclamacién. Con esto, se supone que nadie puede tener
derecho a un reparto que exceda su reclamacion. Otros modelos relacionados,
son los llamados problemas de negociacién con reclamaciones, introducidos por
Chun y Thomson (1992) y que se analizaron més a fondo en Bossert (1993) y en
Herrero (1998). Estos problemas de negociacién incluyen un punto de desacuerdo
junto con un punto de referencia fuera del conjunto factible que domina al punto

de desacuerdo.

Por el contrario, en el modelo de reparto con cotas inferiores que aqui in-
troducimos, las reclamaciones no necesariamente dominan a las cotas inferiores e
incluso podria ocurrir que algunos agentes obtengan cantidades mayores que sus
reclamaciones. Esto tiene sentido cuando las reclamaciones de los agentes presen-
tan un alto grado de subjetividad. En estos casos, junto a estas reclamaciones
se puede considerar una medida objetiva o cota inferior que puede representar
los derechos o necesidades de los agentes, pudiendo ocurrir que alguno de estos

valores sea mayor que la reclamaciéon correspondiente. Piénsese, por ejemplo, que
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un organismo oficial quiere asignar una ayuda econémica a varios grupos de in-
vestigacién y cada grupo reclama una cantidad de la ayuda. Un comité externo
hace una evaluacion de las necesidades de los grupos, usando para ésto un criterio
fijado por el organismo. Para repartir la ayuda entre los grupos de investigacién
se dara prioridad a los valores objetivos designados por el comité frente a las
valoraciones de los grupos de investigacion, pudiendo ocurrir que algin grupo
tenga derecho a un reparto que exceda su reclamacion.

Sea N = {1,...,n} un conjunto de agentes. Un problema clésico de banca-
rrota se representa por (N, ¢, E), donde E € R, la cantidad que hay que repartir
entre los agentes y ¢ € RY es el vector de reclamaciones (cada componente
¢; € Ry representa la reclamacién del agente i € N). Ademds se cumple que
Y w ¢ > E. Denotemos por Cy a la clase de estos problemas. Cuando no haya
confusién posible denotamos al problema de bancarrota por (c, E). Se trata de
determinar las cantidades que los agentes van a recibir de manera que la suma
total sea la cantidad total a repartir. Formalmente, una asignacién o reparto
para un problema (c, E) € Cy es un vector x € Rf , que cumple la condicion de
eficiencia, ) ;.\ z; = E£. Cada componente, z;, representa la cantidad asignada al
agente 7 en el reparto. Una regla de reparto clasica es una funcién, R, que asocia
a cada problema de bancarrota (c, F) € Cy una asignacién R(c, E).

Ahora vamos a introducir un nuevo elemento en el modelo, un vector de
cotas inferiores sobre las cantidades que reciben los agentes. Un problema de
bancarrota con cotas inferiores se representa por (N,c,a, E), donde a € RV
es un vector de cotas inferiores sobre las cantidades asignadas a cada agente.
Ademas, se establece la condicién, Y ..y a; < E < Y.\ ¢, en la que la segunda
desigualdad nos hace estar en un contexto de bancarrota. Las reclamaciones no
necesariamente dominan a las cotas inferiores, es decir, no es necesario que se
cumpla la condicién a; < ¢; para todo ¢ € N. Denotamos por Ay a la clase de
estos problemas. A partir de ahora si no hay confusién posible al problema de

bancarrota con cotas inferiores lo denotamos por (c, a, F).
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Dado el problema (c,a, F) € Ay, una asignacién del estado E es un vector

x € RV que cumple las condiciones de:

= Racionalidad individual: x; > a;, Vi € N.
» Eficiencia: sz =F.
iEN

Obsérvese que el conjunto de asignaciones para el problema, (c,a, E), es el
conjunto de asignaciones asociadas al problema clasico de bancarrota, (c, F), para
las que se cumple que x; > a; para cada i € N.

La Figura 1 muestra un problema de bancarrota con cotas inferiores para
dos agentes. En el primer caso el vector de reclamaciones domina al de cotas

inferiores, a < ¢, mientras que en el segundo esta condicién no se cumple?.

Agente 2 A Agente 2 A
c
N ° N
\\ \\
\.\X o e X
a ™ °
® \\ \\ I
2 N AN
E » Agentel E » Agentel

Figura 1: Asignaciones en el problema de bancarrota con cotas inferiores.

Estamos interesados en la definiciéon de reglas para problemas de bancarrota
con cotas inferiores que se basen en los mismos principios de racionalidad que las
reglas clasicas. Dada una regla de reparto para el problema clasico de bancarrota,
R, una regla asociada en la clase de problemas de bancarrota con cotas inferiores
es una funcién?, R, que asocia a cada problema (c,a, ) € Ay una asignacién
x = R(c,a, E) € RY. En estos problemas la cota inferior debe respetarse, incluso
si se asigna a algin agente una cantidad superior a su reclamacion, es decir, no

necesariamente R(c,a, F) < c.

la < ¢ significa que a; < ¢; Vi=1,2,...n.
2Por simplicidad, si no hay confusién posible, denotamos por R tanto a la regla para el

problema de bancarrota clasico como a la regla asociada para el problema con cotas inferiores.
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A continuacion, describimos un procedimiento que genera una regla para
problemas de bancarrota con cotas inferiores. El algoritmo procede como sigue:
Una vez que la correspondiente regla para el problema cldsico se ha aplicado al
problema sin cotas inferiores, a los agentes cuya reclamacién esté por debajo de su
cota inferior, se le asigna directamente dicha cota inferior. El resto de la cantidad
a repartir se asigna a los restantes agentes aplicando la misma regla clasica, pero si
para algin agente, el resultado no respeta su cota inferior, entonces su asignacién
se fija en esta cota inferior y el procedimiento se repite hasta que todos los agentes
obtengan una asignacién por encima de su cota inferior.

Dada una regla, R, para un problema de bancarrota (c, F) € Cy, la regla
asociada al problema de bancarrota con cotas inferiores, (c, a, F') € Ay, se obtiene

por medio del algoritmo que describimos en la Figura 2, en el que la notacién es

Si=N
Ei=F
Fi=lie S : Ri(S,cq;. E?) < a;}

la siguiente:

Para cada i € §7,
R;‘I:C. a, .E,I = R‘é(CS} y EJ |

Para cada i € F7, Ri(c.a, E) = a;

i=1+1

{

§9 = §i-1 _ pi-1
.Ej = Ej_I == E;(.E_F;,l—l (L
Fi = {'E c 587 ; R—,i,l((‘.sj.Ej\] < (!,-,i}

Figura 2: Procedimiento para generar una regla en problemas de bancarrota con

cotas inferiores.
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cs: Vector de reclamaciones de los agentes de la coalicién S C N (proyeccién

de ¢ sobre R¥).

FJ: Conjunto de agentes que obtienen menos de su cota inferior en el paso

7 del algoritmo, 7 =0,1,2,....

EJ: Cantidad que queda tras aumentar las asignaciones de los agentes en

F7~1 hasta su cota inferior.

R(cgs, E?): Asignacién obtenida mediante la regla R en el paso j del algo-

ritmo, 7 =0,1,2,....

R(c,a, E): Reparto asociado a la regla R en el problema con reclamaciones

c, cantidad a repartir F y cotas inferiores a.

Las asignaciones obtenidas con este procedimiento coinciden con las obtenidas
con las correspondientes reglas clasicas, siempre que se respeten las cotas infe-
riores. De lo contrario, los resultados se adaptan para que se alcancen las cotas
siguiendo el mismo principio de racionalidad.

Obsérvese que las reglas obtenidas aplicando el algoritmo anterior no nece-
sariamente cumplen que R;(c,a, E) < ¢; para i € N. Sin embargo, si la regla
original es tal que R;(c, E) < ¢; parai € N y el vector de reclamaciones domina
a las cotas inferiores, es decir, a; < ¢; para ¢ € N, entonces si se cumpliria esta
condicion.

El siguiente resultado establece la relacion entre los resultados obtenidos con
el algoritmo, la regla original y las cotas inferiores. También proporciona férmulas

explicitas para las versiones con cotas de las reglas de reparto més usuales.
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Proposicién 2.1. Dada una regla para el problema cldsico de bancarrota, R,
que es consistente’, monotona en la cantiaad a repartir” y continua’, la regla
asociada para el problema de bancarrota con cotas inferiores es para cada problema

(¢,a,F) € Ay y cadai € N:
RZ‘(C, a, E) = méx{ai, Ri(c, E*)},
donde E, es tal que Y Ri(c,a,F) = E.

Demostracién: Puesto que ), ya; < E, puede ocurrir que la desigualdad
Ri(c, F) > a; se cumpla para todo i € N. En este caso, E, = E, R;(c,a, E) =
Ri(c, E) = méx{a;, Ri(c,E)}, paracadai € Ny > . | Ri(c,a, E) = E.

En otro caso, el procedimiento representado en la Figura 2 prescribe asignar a
cada agente i € F* = {i € N : R;(c, F) < a;} su correspondiente cota inferior,
Ri(c,a, E) = a;, considerar una cantidad reducida, E' = E—3"._.0 a;, y calcular
segtin la regla las asignaciones correspondientes a los agentes en S' = N\ F?, es
decir, R;(cg1, E') para cada i € S*.

Por la continuidad de la regla R, dado E' = E — Y icro G4, tiene que existir una

cantidad E(1) < E tal que

ieSt 1€F0
es decir, Y.« Ri(c, E(1)) = E'.
Por otro lado, como la regla R es consistente se tiene que para cada i € S*,

Ri<C51, El) = RZ'<C, E(l))

3Una regla de reparto clésica, R, es consistente si para cada conjunto de agentes N, cada
(c,E) €Cn,ycada N’ C N, si x = R(c, E), entonces R(cns, >y ;) = Xnv, donde Xn7 y v
son las proyecciones de los vectores x y ¢ al espacio |N’|-dimensional.

4Una regla de reparto cldsica, R, es monétona en la cantidad a repartir si para cada problema,
(c,E) €Cy ycada E' tal que £ < E' <37,y ¢, Ri(c, E) < Ri(c, E’) para cada i € N.

®Una regla de reparto cldsica, R, es continua si para cada problema (c, F) € Cy y para cada

sucesién E”, tal que BV <37,y ¢;, que converja a E, se tiene que R(c, E¥) converge a R(c, E).
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Si para cada i € S!, tenemos la desigualdad R;(c, E(1)) > a;, entonces, para cada
i € N, Ri(c,a, F) = méx{a;, R;(c, E.)}, donde E, = E(1), ya que R;(c, E(1)) =
méx{a;, R;(c, F(1))}, para cada i € S, a; = méx{a;, Ri(c, E(1))}, para cada
i€ F'y Yo Ri(c,E) + Y icpoa; = E.

Si todavia, en cambio, hay agentes para los que R;(c, E(1)) > a;, el procedimiento
representado en la Figura 2 prescribe asignar a cada agente i € F' = {i €
N : Ri(cs1, E') < a;} su correspondiente cota inferior, R;(c,a, F) = a;, reducir
todavia la cantidad a repartir hasta, £? = E!' — Y icp @i y calcular segin la
regla las asignaciones correspondientes a los agentes en S% = S\ F!, es decir,
R;i(cg2, E?) para cada i € S2.

Por la continuidad de la regla R, dado E? = Bt — Y icr1 G4, tiene que existir una

cantidad E(2) < E(1) tal que

i€s? ieF1
es decir, Y, o0 Ri(c, E(2)) = Y, cq1(Ri(c, E(1)) = Y emai = EY =3, pa; =
E?.
Por otro lado, como la regla R es consistente se tiene que para cada i € S2,
Ri(cs2, E*) = Ri(c, E(2)).
Si para cada i € S?, tenemos la desigualdad R;(c, E(2)) > a;, entonces, para cada
i € N, Ri(c,a, F) = méx{a;, R;(c, E,)}, donde E, = F(2), ya que R;(c, E(2)) =
méx{a;, R;(c, F(2))}, para cada i € S?, a; = max{a;, Ri(c, E(1))}, para cada
i€ FPUF y Y oo Ri(C, E) + Y icpoum @i = E.
Si todavia hubiera agentes para los que R;(c, E(1)) > a;, el razonamiento anterior
se repite hasta que eso no ocurra. Obsérvese que el procedimiento termina porque
hay un nimero finito de agentes.
En el dltimo paso, k*, para cada i € S*¥*| se verifica la desigualdad R;(c, E(k*)) >
a;. Por lo tanto, considerando E, = E*" | se tiene que R;(c, a, E) = max{a;, Ri(c, E,)},
puesto que R;(c, E,) = max{a;, Ri(c, E,)}, paracadai € S¥ | a; = méx{a;, R;(c, E.)}
paracadai € FOUF'U.. .UF* =1 = N\S* y 37, Ri(c, B )+ 3 g @i = E.
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Esto termina la prueba. O
Obsérvese que la demostracion de este resultado depende de la consistencia,
continuidad y monotonia de la regla clasica correspondiente. El resultado no
tiene por qué ser valido, en general, para reglas de reparto que no cumplan estas
propiedades.
A continuacién se proporcionan las expresiones analiticas de algunas reglas,

para los problemas de bancarrota con cotas inferiores®.

Corolario 2.2. La regla proporcional con cotas inferiores asigna a cada t € N,
pi(ec, a, F) = méax{a;, A¢; },

donde X es tal que )" pi(c,a,E) =E.

Corolario 2.3. La regla de igual ganancia restringida con cotas inferiores asigna
a cada i € N,
CFEA(¢c, a, F) = max{a;, min{\, ¢; } },

donde X es tal que > CEA;(c,a,E) =E.

Corolario 2.4. La regla de igual pérdida restringida con cotas inferiores asigna
a cada i € N,
CEL(¢, a,F) = max{a;, max{0, c; — A}},

donde X es tal que Yy . CEL;(c,a,E) =E.

En la Figura 3 se muestra la trayectoria de las asignaciones de las reglas
de reparto con cotas inferiores definidas anteriormente, en un problema con dos
agentes. Las asignaciones de los agentes se representan en los ejes de coordenadas.
Las lineas sélidas de color rojo indican los repartos para distintas cantidades a

repartir que varfan desde Y | a; hasta ) ., ¢;. Las lineas discontinuas de color

6Solamente mostramos las versiones de las reglas con cotas inferiores para la regla propor-
cional, de igual ganancia restringida e igual pérdida restringida porque seran las que extende-

remos en el problema de reparto global.
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azul indican la trayectoria de las asignaciones de estas reglas en un problema
de bancarrota sin cotas inferiores. En los ejemplos de la primera fila, el vector
de reclamaciones domina al de cotas inferiores, a < ¢, sin embargo, en los de la

segunda fila esto no se cumple.

C C
[] E c L]
a ._/ a2 " a .—/
Ve /
/// // //
- i - / -
a E.—‘\_\_ a :.—\‘: a [P N
///-“C //____;.\C e C
- ~ AN o //
~ _ // _ / o
Proporcional con Igual ganancia restringida con ~!gual pérdida restringida con
cotas inferiores cotas inferiores cotas inferiores

Figura 3: Trayectoria de las asignaciones de reglas de reparto con cotas inferiores.

Ejemplo 2.5. Consideremos un problema con tres agentes, N = {1,2,3}, donde
E=5 a=(051,3) y c= (5,2,3). Para obtener la asignacion correspondiente
a la regla proporcional con cotas inferiores, el procedimiento es el siguiente:
Paso 1: Se calcula la solucion proporcional para el problema cldsico: p(e, FE) =
(2'5,1,1'5). Puesto que p3(c, E) =1'5 <3 =as, p3s(c,a, E) =3, S' = N\ {3} =
(1,2} yE'=5-3=2 .

Paso 2: Se aplica la regla proporcional al problema (cs1, E'), donde p(cs1, E') =
(10/7,4/7). Puesto que pa(cgi, EY) = 4/7 < 1 = ay, entonces ps(c, a, E) = 1,
SP=S\{2}={1} yE2=2—-1=1.

Paso 3: Se aplica la regla proporcional al problema (cs2, E?), donde p1(cg2, E?) =
1> 0'5 = ay. El procedimiento termina por tanto en este Paso 3. La asignacion
obtenida es p(c, a, F) = (1,1, 3).
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3. PROBLEMAS DE BANCARROTA CON IN-
CERTIDUMBRE

A continuacién vamos a introducir la incertidumbre en el modelo de reparto.
Para ello, consideramos varios problemas clasicos de bancarrota al mismo tiempo,
uno por cada posible estado de la naturaleza. Asumimos que hay un nimero finito
de estados de la naturaleza. Un problema de bancarrota con incertidumbre o un
problema global consiste en una familia de problemas de bancarrota (N, ¢/, E7),
j€M=/{1,...,m}, donde E’ € IR, es la cantidad a repartir en el estado de
la naturaleza j y ¢/ = (cl,c},..., )t € RY representa las reclamaciones de los
agentes con respecto al estado j. Ademds se cumple la condicion ),y cf > FJ
para cada j. Denotamos el problema global como (N,C,E), donde E € IRJJ‘F/[
y C € IRf *M es la matriz de reclamaciones de los agentes. Cuando no haya
confusién posible, denotaremos el problema por (C, E). Por G&f representamos la
clase de todos los problemas globales asociados a un conjunto de agentes N y al
conjunto de estados de la naturaleza M. Sin pérdida de generalidad, suponemos

que los estados estan ordenados en orden creciente, E' < E?2 <, ..., < E™.

Un resultado global es una matriz no negativa X € ]Rf *M " que verifica para
cada j =1,...,m, > ..y mf < E’. Al conjunto de resultados globales lo denota-
mos por X (E). La fila i de la matriz X, x; = (z},22,...,21") € ]R]f, representa

la asignacion que recibe el agente ¢ en cada uno de los m estados. La columna j

de la matriz X, x? = (2], 7),...,23)" € RY representa la asignacién del estado

j. El conjunto de asignaciones factibles del estado j lo denotamos por X (E7) y
estd formado por los vectores x/ € ]R_]X tales que ) .y z] < EJ (obsérvese que
X(E) = [;cp X(E7)). Adoptamos la definicién estdndar de eficiencia y decimos
que una asignacién factible del estado j, x/, es eficiente si D ieN xf = E7. Una

regla global para estos problemas, asocia un resultado global a cada problema

global.
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Para ilustrar los elementos del modelo, describimos una situacién que puede

representarse mediante un modelo de reparto con incertidumbre.

Ejemplo 3.1. Una determinada administracion tiene entre sus objetivos la mejo-
ra del sistema de salud y se plantea llevar a cabo uno de los tres proyectos de
mejora que ha disenado, dependiendo de los fondos que finalmente pueda dedicar a
este objetivo. Los fondos publicos disponibles dependen de circunstancias politicas
futuras, obteniéndose alguna de las siguientes cantidades E', E* o E3.

En el desarrollo de estas mejoras estardn implicados dos departamentos dis-
tintos de la administracion (agentes). Las necesidades de estos departamentes
para el desarrollo de los citados tres proyectos (reclamaciones) han sido evalua-
das por un comité de expertos que han estimado los costes de las tareas en las
que cada departamento estaria involucrado, si finalmente se llevase a cabo cada
proyecto. Como resultado, tendriamos una matriz de reclamaciones C'. Como ha-
bitualmente ocurre en la administracion publica, el montante total que resulta de
estas valoraciones en cada proyecto supera en los tres casos la cantidad que en
cada escenario futuro la administracion tiene proyectado dedicar a cada plan de
mejora.

En esta situacion hay un elemento importante a tener en cuenta: Las prefe-
rencias de los departamentos sobre las cantidades que obtendrdn en los diferentes
proyectos. Los departamentos pueden tener preferencias aditivas. En este caso
deseardn obtener tanto como sea posible, es decir, valoran la suma de la cantidad
total que recibirian en los tres posibles proyectos (o el reparto esperado). Dado
que el reparto se hace, por razones presupuestarias, con anterioridad a que se
sepa con certeza cudl de los tres proyectos es el que finalmente se va a llevar a
cabo, también tiene sentido considerar, en esta situacion de incertidumbre, que los
agentes tengan preferencias leximin en el reparto global que se plantea simultinea-
mente en los tres escenarios, es decir, cada agente quiera lo mas posible, en

el escenario que en el que menos cantidad se le asigne; entre dos repartos que
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le asignen la misma cantidad en el escenario en el que menos cantidad se le
adjudique, el agente prefiera aquel reparto en el que la sequnda menor cantidad
astgnada sea mayor y si hay dos repartos globales en los que las dos menores
cantidades asignadas al agente sean iguales, este prefiera aquel en el que la tercera

cantidad sea mayor.

3.1. EFICIENCIA ADITIVA

Decimos que el agente i tiene preferencias aditivas sobre los resultados glo-
bales si de cada resultado X € X(F) valora exclusivamente la suma de las
cantidades que le son asignadas en cada uno de los estados. Denotemos por
>! . ala relacién de preferencia del agente i. Asi dados dos resultados globales,
XY € X(E), X 2, Y significa que 37| x) > > e yl.

Denotamos por >', la parte asimétrica de >, y por >,4 a la relacién de
dominancia colectiva definida como X >,; Y si y solo si X 2Zd Y,Vie N, con
X >k Y, para algin k € N.

Esta relacién de dominancia colectiva permite definir el siguiente concepto

de eficiencia para problemas globales.

Definicién 3.2. El resultado global X € X (FE) es eficiente aditivo si no hay otro
resultado global, Y € X (F) tal que X 2,4 Y.

El siguiente resultado muestra que el requisito de eficiencia aditiva para
un resultado global es equivalente a la eficiencia estandar en cada uno de los

problemas correspondientes a los distintos estados de la naturaleza.

Lema 3.3. El resultado global X € X(E), es eficiente aditivo si y solo siy ., z) =
EI Vj=1,...,m.

Demostracién: Sea X € X (F) eficiente aditivo y supongamos que existe j* € M

tal que 07" = EI" — 3" 27" > 0. Consideremos of” tal que 0 < of” < &

n
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Y € RV*M tal que yi :xf*+aj*,Vi € N, eyf :xg,Vi eN,jeM,j#j"
Entonces Y € X(E) e Y >,; X, lo que supone una contradiccion.

Reciprocamente, sea X € RY*M tal que Y ] = E/, Vj € M y supon-
gamos que existe Y € X(E) tal que Y >,4 X. Entonces ) 7" yl > > !
Vie Ny> ", yl > > i ], para algin k € N. Por tanto, 1, > yl >
D iy D i r) = > e E7. Esto es una contradiccién ya que si Y € X(FE), en-
tonces debe cumplir > 77 >, y! < > B O

Al exigir que la cantidad correspondiente a cada estado de la naturaleza se
asigne totalmente, estamos imponiendo una condicién de eficiencia colectiva para
preferencias aditivas. Este resultado proporciona una nueva visién, dado que en
la literatura relacionada con este tema, los modelos de miiltiples bienes suponen
implicitamente preferencias aditivas. En estos modelos, en una primera etapa
se asigna la cantidad a repartir a los estados y posteriormente se asignan a los
agentes las cantidades de cada estado de manera eficiente, por lo tanto, siempre
se cumple la eficiencia aditiva.

En el Ejemplo 3.1, cualquier resultado que reparta totalmente los fondos

entre los departamentos verifica la eficiencia aditiva.

3.2. EFICIENCIA LEXIMIN

Ahora vamos a considerar el caso en que los agentes tienen preferencias le-
ximin sobre los resultados globales. Esto significa que cada agente quiere maxi-
mizar su peor resultado entre los obtenidos en los diferentes estados. En el caso de
resultados globales que proporcionan el mismo peor resultado, preferird aquellas
cuyo segundo peor resultado es el mejor. Esta idea se aplica recursivamente.

Definiremos una nocion de eficiencia leximin y mostraremos que ser eficiente
en este sentido implica aceptar que los pagos globales son tales que, si la canti-
dad disponible de un estado de la naturaleza es mayor que la correspondiente a

otro, entonces los agentes no pueden recibir menos en el primer estado que en el
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segundo.

Nuestro objetivo serd disenar reglas globales que garanticen resultados efi-
cientes con respecto a las preferencias leximin. Propondremos un procedimiento
para obtener reglas globales que sean eficientes leximin que estd inspirado en
los mismos principios de racionalidad de las reglas de reparto clasicas. En parti-
cular, definiremos reglas globales obtenidas a partir de las reglas proporcional,
de igual ganancia y de igual pérdida restringida. Por analogia podrian definirse
otras basadas en cualquier regla de reparto que sea consistente y monotona.

Dado un vector a € IR, denotaremos por r(a) € IR™ el vector obtenido
reordenando las componentes de a en orden creciente. Para a,b € RM, denota-
mos a >, b siexistel € {0,1,...,m—1} tal que rj(a) =r;(b),Vj=0,1,...,1,
y 1ie1(a) > rip1(b). Con a >, b se denota a >, b o r(a) = r(b).

Se dira que el agente ¢ tiene preferencias leximin sobre los resultados globales,
si dados dos resultados globales X, Y € X (F), prefiere X a Y cuando x; > y;-

A continuacién definimos una relaciéon de dominancia colectiva entre los re-
sultados globales basada en los sucesivos pagos minimos obtenidos por los agentes.

Dado X € X(E), consideramos la matriz Z(X) € R™*M que se construye
como sigue: Para cada fila x;, se reordenan sus componentes de forma creciente
y este vector reordenado es la fila i-ésima de la matriz Z(X). Asi, la primera
columna de Z(X), z'(X), contiene el valor mds pequeno de cada fila de la matriz
X. La segunda columna, z*(X), contiene el segundo valor més pequeiio de cada
fila de la matriz X. En general, los elementos de z/(X), j € {1,2,...m}, son el
J-ésimo elemento mas pequeno de cada fila de la matriz X. Se dice que X =, Y,
si z/(X) > z/(Y)" para la primera columna, j, j € {1,2,...m}, tal que z’(X) #
z/(Y).

En el siguiente resultado indicamos la relacién entre preferencia leximin de

los agentes y la relacion de dominancia colectiva definida anteriormente.

721 (X) > 27 (V) significa 2/ (X) > 27 (Y), Vi € {1,2,...,n}, con alguna de las desigualdades

estricta.
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Lema 3.4. Dados X,Y € X(FE), $i X; Ziex ¥i para todo i € N, y X; >0, Yi para

algun v € N, entonces X =, Y.

IR,NXM

La ordenacion parcial en , =z, Permite la definicion del siguiente

concepto de eficiencia colectiva.

Definicién 3.5. Un resultado global X € X (FE) es eficiente leximin si no hay
otro resultado global, Y € X (E), tal que Y =er X.

Del ultimo lema se desprende que si un resultado global es eficiente leximin,
entonces no existe otro resultado global que mejore la asignacion de todos los
agentes en un sentido lexicogréafico, con una mejora estricta al menos para uno
de los agentes.

En el siguiente resultado se establece que el requisito de eficiencia con respec-
to a las preferencias leximin es equivalente a la siguiente hipétesis: Si la cantidad
correspondiente a un estado de la naturaleza no es menor que la cantidad corres-
pondiente a otro, entonces los agentes no obtendran menos de este estado que del

otro.

Proposicién 3.6. Un resultado global, X € X (FE) es eficiente leximin si y solo

six! <x?2<,...,Sxm8

La demostracién es consecuencia de los resultados de Marmol y Ponsati (2008).

Este resultado establece una condicion de monotonia que deben cumplir los
pagos de todos los agentes, con respecto a los estados de la naturaleza. Que un
resultado global verifique la eficiencia leximin significa, en el Ejemplo 3.1, que
el reparto que obtiene cada departamento con un presupuesto alto no debe ser
inferior a la cuota obtenida con un presupuesto mas bajo.

Las propiedades de eficiencia aditiva y de eficiencia leximin, son incompati-
bles con la condicion de que las reglas globales proporcionen resultados acotados

por las reclamaciones de los agentes, es decir, 0 < xf < cf, para todo ¢ € N, y

8x7 < x! significa 27 <z}, Vie N.
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j € M. Con reglas de reparto que proporcionen asignaciones que cumplen eficien-
cia aditiva y leximin, puede ocurrir que estas reglas asignen a algunos agentes
una cantidad mayor de su reclamacion en alguno de los estados de la naturaleza.
Esto podemos observarlo en la Figura 4, donde se indican ejemplos de repartos

para un problema global con dos estados de la naturaleza y dos agentes.

Agente2 c! Agente 2 Cl
2 "

E E?

E' E!
S . :\"\

_\_ 2 L 2
Agentel Agente 1 Agente1

) b) 0

Figura 4: Incompatibilidad entre los tipos de eficiencia.

El caso a) muestra que si se respetan las cotas superiores que proporcionan las
reclamaciones puede cumplirse la eficiencia aditiva, pero no la eficiencia leximin.
El caso b) refleja que si se incumple la acotacién en las reclamaciones de los
agentes puede cumplirse la eficiencia aditiva y leximin. Por iltimo, en el caso c)
se muestra una situacion en la que se cumple la acotacién por las reclamaciones
de los agentes y la eficiencia leximin pero no la eficiencia aditiva.

En esta seccién consideramos situaciones en las que se reparte totalmente la
cantidad disponible de cada estado de la naturaleza entre los agentes, es decir, se
verifica la eficiencia aditiva y exigiremos eficiencia leximin por lo que, es posible
que los agentes reciban cantidades de los estados por encima de las reclamaciones
correspondientes.

Vamos a disenar un procedimiento general para obtener reglas globales, que
presentan al mismo tiempo eficiencia aditiva y leximin. En particular, definiremos
reglas globales obtenidas a partir de las reglas proporcional, de igual ganancia
restringida y de igual pérdida restringida.
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4. REGLAS GLOBALES LEXIMIN

A partir de ahora suponemos que las cantidades que se reparten en los dis-
tintos estados de la naturaleza son diferentes, es decir, cumplen que E' < E? <
o< BE™

A continuacién, definimos reglas que empiezan resolviendo el problema de
bancarrota correspondiente al estado de la naturaleza con cantidad a repartir més
pequena, y se procede en orden ascendente con la asignacién de las cantidades
correspondientes a los otros estados. Dado que, en cada etapa, el reparto depende
del reparto previo, estas reglas dan més importancia a las reclamaciones corres-
pondientes a los estados con menores cantidades. El procedimiento para obtener
el resultado global consiste en: Aplicar a los problemas asociados a diferentes
estados de la naturaleza de forma recursiva y en orden ascendente, una regla con
cotas inferiores con el fin de cumplir las condiciones impuestas por la eficiencia

leximin.

Definicién 4.1. Dada una regla de reparto para un problema cldsico de banca-
rrota, R, una regla leximin ascendente, R, para un problema global, (C, E) € GM

se define como:
El(C, E) = R(c', E') y para cada j = 2,...,m,
R(C,E)= R(¢,R'(C,E), BY),
donde R(cj,ﬁj_l(C’, E), E7) denota la regla de reparto con cotas inferiores apli-
cada al problema (cj,ﬁjfl(C’, E),E?), para cada j =2,...,m.

Para los casos de las reglas proporcional, de igual ganancia restringida y de
igual pérdida restringida, las correspondientes reglas globales se pueden escribir
de la siguiente manera:

Regla leximin proporcional ascendente (P):

Fl(C, E) =p(c',E') y para cada j =2,...,m, y cada i € N,
PJ(C.E) = mix{P, (C.E),\]}
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con » i, P!(C,E) = EI.
Regla leximin de igual ganancia ascendente (C'EA):

CEAI(C’, E)=CFA(c',E") y paracada j =2,...,m, y cadai € N,
CEA(C,E) = max{CEA ' (C,E),min{\ c'}}

con Z?leEAZ(C, E) = FJ.
Regla leximin de igual pérdida ascendente (C'EL):
C’ELI(C'7 E)=CEL(c',E') y paracada j =2,...,m, y cadai € N,

CEL!(C, E) = max{CEL, " (C, E), max{0, ! — A}

con Z;‘:lm{(a E)=E’.

A continuacién, ilustramos estas reglas globales con un ejemplo. Mostramos
las diferencias entre los resultados obtenidos al aplicar reglas globales y los que
se tienen al aplicar reglas clasicas a cada uno de los problemas de bancarrota que

se derivan del problema global.

Ejemplo 4.2. En un problema de produccion con dos agentes y tres recursos
productivos, para aplicar un principio iqualitario puede usarse la regla de igual
ganancia restringida por separado para la asignacion de cada uno de los recursos.
Sin embargo, si bajo el mismo principio de igualdad, se requiere eficiencia leximin
y se da mds importancia a los escenarios con disponibilidad menor, entonces debe
aplicarse la regla leximin de igual ganancia ascendente. Los resultados que se
obtienen cuando las disponibilidades y las reclamaciones son las que se indican,

se muestran en la tabla que aparece a continuacion.

Cantidades | Reclamaciones | CEA por separado CEA
E' =280 c' = (80,30) x! = (50, 30) x! = (50, 30)
E? =100 c? = (40,70) x2 = (40, 60) x2 = (50, 50)
E3 =120 | ¢ =(80,60) x3 = (60, 60) 3 = (60, 60)
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Téngase en cuenta que el vector de cantidades minimas que los agentes ob-
tienen cuando se aplica por separado la regla de igual ganancia restringida es
(40, 30), mientras que las cantidades minimas obtenidas cuando se aplica la regla
lezimin de igual ganancia ascendente son (50, 30). Por lo tanto, el resultado global
correspondiente a esta ultima regla global domina lexicogrdficamente a la obtenida
de la primera forma.

Cuando se aplica un principio de proporcionalidad con respecto a las re-

ferencias, se obtienen los resultados que se muestran en la Figura 5 y en la tabla

siguiente.
Cantidades | Reclamaciones | Regla proporcional P
por separado
640 240 640 240
El = 80 Cl = (80,30) xl = (ﬁ’ ﬁ) Xl = (ﬁ7 ﬁ)
E?=100 | ¢2=(40,70) | x?>=(4, ) |x*=(52, 1Y)
E3=120 | ¢*=(80,60) | x*=(%2300) |x3=(43 30)
Agente 2
E3
2
E . cd
C X
E' VSV
xl\\ c
Agentel

Figura 5: Regla leximin proporcional ascendente.

Los niveles minimos cuando se aplica la regla proporcional por separado son

de (%, %), mientras que con la regla leximin proporcional ascendente tenemos

(30,20).
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5. CONCLUSIONES

En este trabajo hemos analizado las implicaciones que tiene sobre el pro-
blema de bancarrota en situaciones de incertidumbre el hecho de asumir que los
agentes presentan preferencias de tipo aditivo y leximin. En el caso de preferen-
cias aditivas de los agentes, hemos demostrado que la eficiencia estandar en cada
estado es equivalente a una condicién de eficiencia colectiva. El andlisis del pro-
blema global cuando las preferencias de los agentes que intervienen en el reparto
son del tipo leximin, implica que cada agente va a valorar su resultado global a
través del orden leximin definido en su espacio de pagos. Un primer resultado es
que bajo estas hipotesis, eficiencia implica que los vectores de asignaciones a los
agentes para cada uno de los estados de la naturaleza van a resultar ordenados
en el mismo orden que estan las cantidades correspondientes a dichos estados.
Es decir, si la cantidad correspondiente a un estado es mayor que la correspon-
diente a otro, entonces todos los agentes deben obtener cantidades menores o
iguales en el estado correspondiente a la menor cantidad. Nuestro objetivo, ha
sido definir reglas globales que garanticen resultados no dominados con respecto
a las preferencias leximin. Hemos descrito tres propuestas basadas en los princi-
pios de racionalidad de las reglas proporcional, de igual ganancia e igual pérdida
restringida. El procedimiento para obtener los repartos globales que generan es-
tas reglas esta basado en el proceso iterado de aplicacion de las reglas con cotas

inferiores introducido en la Seccién 2.
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