R. JOoF 00726

Universidad de Sevilla ,\-—
Facultad de Fisica ) Q .

La medida en mecanica cuantica:
movimiento de particulas en campos
magnéticos inhomogéneos y estabilidad de
las trayectorias de Bohm

Grégory Potel Aguilar

Memoria de Tesis
Presentada en la Facultad de Fisica
de la
Universidad de Sevilla
para optar al grado de Doctor en Ciencias Fisicas

UNIVERSI

//Iﬂllll//lllllllllllllll

A %@"}' M @& { % Trabajo dirigido por los Profesores

I/I/I/ﬂlllllllllll

Joaquin Gomez Camacho

Sevilla, 4 de Marzo de 2005

- 234



Universidad de Sevilla
Facultad de Fisica

Ty

La medida en mecanica cuantica:
movimiento de particulas en campos
magnéticos inhomogéneos y estabilidad de
las trayectorias de Bohm

Grégory Potel Aguilar

R

Memoria de Tesis
Presentada en la Facultad de Fisica
de la
Universidad de Sevilla
para optar al grado de Doctor en Ciencias Fisicas

Directores:

Joaquin Goémez Camacho Francisco Barranco Paulano




Agradecimientos

Desgraciadamente, debo reconocer que no me siento capaz de evitar que
en esta pagina no estén todos los que son. Si puedo asegurar que, desde
luego, son todos los estan.

Ha sido mucho el tiempo dedicado a este trabajo, y han sido tantas y
tan diversas las deudas contraidas por el camino que se me antoja un tanto
pretencioso abordar estas lineas con la idea de hacer un minimo de justicia.
Desde este convencimiento, creo que lo mds razonable es ser breve.

Quiero agradecer muy especialmente a Carmen y a Patrick. No tiene
mucho sentido que trate de enumerar los motivos.

Gracias, Olivia, mucha felicidad (me parece mejor asi, en singular). Gra-
cias, Mimi, por saber esperar a que llegara nuestro turno. Gracias Fabio,
gracias Abuela, gracias, en fin, a toda mi familia, a todos mis amigos.

En este trayecto he contado con muchos gufas. Debo agradecer a Martin
Muiioz el haberme introducido a la fundamentacién cudntica, y por darme
bastante més que un impulso inicial. Su responsabilidad en la elaboracién
de esta Tesis va més alld de la colaboracién cientifica. Muchas gracias a
Adan Cabello, y a todos los miembros del Departamento de Fisica Aplicada.
Siempre me ha gustado la ensefianza, y ha sido un placer tener la ocasién
de iniciarme en esta tarea con vosotros.

Ha sido un verdadero privilegio (y una suerte verdadera) haber desarrol-
lado este trabajo junto con Francisco Barranco y Joaquin Gémez Camacho.
Sencillamente, no sabia que se podia saber tanta Fisica. Ademds de haber
aprendido una, barbaridad (lo cual es, cuando menos, util), me ha permitido
entrever la barbaridad que me queda por aprender (cosa que es, sin duda,
muy estimulante). Gracias por la paciencia, por la ciencia y por la confianza
depositada.

Quiero agradecer también a todos los miembros del Departamento de
Fisica Atémica, Molecular y Nuclear por la acogida que se me ha dispensado.
Muchas gracias a Sara Cruz Barrios, por haber colaborado activamente en
la elaboracién de este trabajo. Muchas gracias a Enrico Vigezzi, tanto por
la colaboracién cientifica como por confiar en mi.

111



Indice general

Agradecimientos 11
1. Introduccion 1
1.1. Medida de un sistema cudntico . . . .. ... .. ... .. .. 3
1.1.1. Descripcién de lamedida, . . . . . .. ... .. .. .. 5
1.1.2. Decoherencia y seleccién del puntero . . . . . . .. .. 6

1.2. El Stern—Gerlach como paradigma de la medida . . . . . . .. 9
1.2.1. Primera aproximacién al problema . . . . .. ... .. 9
1.2.2. El Stern—Gerlach como proceso de medida . . . . . . . 11
1.2.3. Estados coherentes internos y trayectorias semicldsicas 14
1.2.4. Trayectorias semicldsicas en el Stern-Gerlach . . . . . 17

1.3. El problema delamedida . ... ... ... .. ........ 22
1.3.1. Decoherencia . . . .. ... . ... ... ... ... 23
1.3.2. Interpretaciones alternativas. . . . . .. .. ... ... 25

1.4. Mecdnica Bohmiana . . ... .. ... ... ... ....... 32
1.4.1. Formalismo matemdtico . . . . . . ... .. .. .. .. 33

1.5. La distribucién inicial en la mecénica Bohmiana . . . . . .. 39
1.5.1. El equilibrio cudntico de Diirr, Goldstein y Zanghi . . 39
1.5.2. Teorias estocdsticas de onda piloto . . . . . . . .. .. 43

2. Particula en un campo magnético inhomogéneo 45
2.1. Célculonumérico . . . . . . ... ... 49
2.2. Aproximaciones cudnticas analiticas . . . .. ... ... ... 51
2.2.1. Desarrollo del operador de evolucién . . . . . . . ... 52
2.2.2. Aproximacién adiabatica . . .. ... ... 55
2.2.3. Aproximacién pseudo-adiabdtica . . . .. ... .. .. 56
2.2.4. Aproximacién de Estados Coherentes . . . . . . . . .. 57
2.2.5. Aproximacién simetrizada . . . . ... ... 59

2.3. Andlisis comparativo de los resultados . . . . . . ... . ... 60
2.3.1. Distribuciones de probabilidad . . .. ... ... ... 61
232 Spinflip . ... ... 68
2.3.3. Solapamientos con el calculo exacto . . . . .. .. .. 74

24. Medidadelespin . . .. .. ... ... ... .. .. ... .. 76



241, MatrizM . . . . .. ... 76

2.4.2. Tomograffadeespin . .. .. ... ... ... ..... 84

2.5. El Stern—Gerlach en la mecdnica Bohmiana, . . . . .. .. .. 87

2.5.1. Andélisis del doble paquete libre . . . . . ... ... .. 88

2.5.2. Trayectorias de Bohmen el imdn . . . . . . ... ... 91

3. Estabilidad de |¥|? en la mecénica Bohmiana 101

3.1. Sistemascerrados . . ... . . .. ... 101

3.2. Sistemas abiertos . . . . .. ... ... ... ... .. 103

3.2.1. Funcién de onda de un sistema abierto . . . . . . . .. 105

3.2.2. Preparacién de un estado cudntico . . . . . ... . .. 106

3.3. Ruidoaleatorio . . . . ... ... ... ... .......... 108

3.3.1. Demostracibonde Bohm . ... .. ... ........ 110

3.4. El Teorema H de Valentini . . .. ... ............ 113
3.5. La distribucién cudntica como distribucién asintética de equi-

librio . . . . . . e 116

4. Resumen y conclusiones 127

A. Efectos de borde ' 129

B. Evolucioén libre 133

C. Conservacién de Ip 137

C.1. Desarrollo de las exponenciales . . . ... ... ... ..... 138

C.2. Desarrollo del integrando . . . . .. .. ... ......... 140

C.3. Aplicacién al Stern—Gerlach . . . . . ... ... .. ... ... 141

VI



Indice de figuras

1.1.

1.2.

2.1.
2.2.
2.3.
24.
2.5.
2.6.
2.7.
2.8.
2.9.
2.10.
211
2.12.
2.13.
2.14.
2.15.
2.16.
2.17.

3.1.
3.2.
3.3.
3.4.

Campo magnético y fuerza cldsica en un dispositivo de Stern—

Gerlach . . . . . .. ... . 18
Trayectorias del doble paquete . . . .. .. ... ... .... 36
Dispositivo experimental . . . . . . .. ... ... 46
Gaussiana inicial . . . . . . .. ... o oo 64
Distribucién de probabilidad final . . . . . ... ... ... .. 64
Lineas de campo y fuerza clasica . . . . ... ... ... ... 65
Distribucién de las amplitudes Gy - - - - - . - . . L oL 69
Distribucién momentos . . . . . . . .. ... ... 70
Distribuciones a la salida del imén . . . . . . .. .. ... .. 71
Probabilidad de spin—flip. . . . .. .. ... ....... ... 73
Solapamientos con el cdlculoexacto. . . . . . . .. ... ... 75
Contraste de lamatriz M . . . . .. . ... ... ... ..., 81
. Direccién de los estados coherentes internos . . . . . . . . .. 82
Asimetrias . . . . . . . ... 83
Trayectorias de Bohm en el campo magnético . . . . . . . .. 94
Trayectorias de Bohm y semicldsicas en el campo magnético . 95
Correlacién entre espin y posicién inicial . . . . . . . . . . .. 96
Comparacién del spin—flip con la aproximacién semiclasica . . 97
Ampliacién de la figura (2.13) . . . .. . ... 100
Evolucién de la distribucién de probabilidad . . . . . . . . .. 121
Distribucién de probabilidad asintética . . . . . . .. . . ... 122
Potencial cudntico . . . ... ... ... ... 0oL 123
Trayectorias en el pozo cuadrado . . . . . .. .. .. ... .. 123

VII



Capitulo 1

Introduccién

La Mecanica Cudntica, tras aproximadamente 100 afios de existencia,
puede sin duda alguna considerarse como una teoria plenamente consolida-
da. Es facil oir hablar de ella tanto en los institutos de ensefianza secundaria
como en las aulas de la Universidad. Es manejada con soltura por los cientifi-
cos tedricos y experimentales de cualquier rama de la ciencia, los ingenieros,
los filésofos . . . Sus predicciones tedricas se han visto confirmadas en los lab-
oratorios con una precisidn sin precedentes en la historia de la ciencia, y las
aplicaciones tecnolégicas basadas en fendmenos cuanticos inundan la vida
diaria. Probablemente pueda afirmarse que se ha convertido, junto con las
teorias especial y general de la relatividad, en el nuevo paradigma de la fisica,
suplantando a la mecédnica cldsica de Newton. En otras palabras: el mundo,
tal vy como es concebido hoy por la inmensa mayoria de los cientificos, es
cudntico, y la mecdnica de Newton es una teoria aplicable en ciertos casos
limite. Desde luego, esta ruptura con el paradigma anterior no fue brusca, y
la mecénica cudntica tuvo que andar su camino para ir calando en las mentes
de los fisicos de las primeras décadas del siglo XX. Un ejemplo ilustrativo
de este proceso es precisamente el experimento de O.Stern y W.Gerlach re-
alizado en 1922. Incluso algunos de los fundadores de la mecdnica cuantica
eran reacios a creer que la cuantificacién de las propiedades de la materia (en
este caso, del momento angular) pudiera manifestarse mediante un despla-
zamiento macroscopico de las posiciones de un haz de dtomos. A Born, por
ejemplo, le llevé cierto tiempo tomarse en serio la propuesta de Stern para
realizar el experimento. Al principio, pensaba que la cuantificacién era més
bien una especie de expresién simbélica de algo todavia mal comprendido
[16]. El propio Debye dijo: “No creerd en serio que la orientacién espacial
de los dtomos es algo fisicamente real; sdlo es una especie de agenda para
los electrones” [84]. Este hecho puede servir para ilustrar lo que ha sido una
de las constantes en la historia del desarrollo de la mecdnica cudntica desde
su aparicién: la tensién existente entre lo fisicamente real (definido con més
0 menos rigor en términos de resultados experimentales) y el formalismo



matemdtico altamente abstracto en el que se expresa la teoria. Probable-
mente, nunca antes habfa sido tan problemadtico definir el isomorfismo entre
teorfa y fenémenos. Sin embargo, el resultado espectacular de experimen-
. tos como el Stern—Gerlach ha ido alimentando una confianza creciente en
el poder predictivo de la Mecdnica Cudntica, de forma que es habitual ofr
decir hoy en dia que los fisicos han adquirido una cierta “intuicién cudntica”.
Esta paulatina aceptacién del nuevo paradigma ha permitido ir incorporan-
do directamente a la categoria de lo fisicamente real cada vez mas objetos
del formalismo matemético de la teorfa. Ejemplos de ello son las posiciones
macroscOpicamente cuantificadas de un haz de 4tomos de plata (observadas,
como ya se ha mencionado, en el experimento de Stern—Gerlach), la ob-
servacién y manipulacién de sistemas cudnticos individuales como atomos,
iones y fotones (en contra de la sospecha de que, debido al contenido esen-
cialmente estadistico de las predicciones de la Mecdnica Cudntica, su objeto
eran colectividades de sistemas cudnticos) o los estados entrelazados, protag-
onistas de la paradoja de Einstein—Podolsky—Rosen y de las desigualdades
de Bell (verificadas en los experimentos de Aspect), y que ponen de relieve
algunas de las caracteristicas menos “clasicas” de la teoria. En definitiva,
parece que el formalismo puede exprimirse hasta sus udltimas consecuen-
cias sin temor a que no responda, permitiendo que todos los sistemas que
acabamos de mencionar pasen incluso del laboratorio a la industria, siendo
uno de los tltimos y mds lamativos ejemplos el campo de la computacién
y criptografia cuantica.

A pesar de todo ello, la Mecénica Cudntica tiene todavia grandes proble-
mas a la hora de describir la relacién antes mencionada entre el formalismo
tedrico y los resultados experimentales. Sin embargo, es evidente a partir
de lo expuesto anteriormente que la Mecdnica Cuéntica funciona, es decir,
dicha relacién est4 bien establecida desde el punto de vista, practico. Es prob-
able que este sea el motivo por el que muchos fisicos no se preocupen por la
existencia de esas lagunas tedricas, limitdndose a utilizar una herramienta
que ha demostrado con creces estar perfectamente engrasada. Para algunos
se trata a lo sumo de un problema de interpretacién metafisica del formal-
ismo de la Mecdnica Cudntica, y, como tal, es mds de la competencia de los
filésofos que de los fisicos. Sin embargo, el problema existe, y, como hemos
mencionado anteriormente, los nuevos avances permiten frecuentar un ter-
reno cada vez més resbaladizo. Cabe preguntarse cudnto tiempo pasars antes
de que el problema nos estalle en plena cara. Segin Zurek [118]:

...given that, to date, most of the applications had nothing to
do with the nature of quantum states, entanglement, and such,
the attitude of avoiding the most flagrantly quantum aspects of
quantum theory is easy to understand.

Yet, novel applications force one to consider questions about
the information content, the nature of the quantum, and the

2



emergence of the classical much more directly, with a focus on
states and correlations, rather than on the spectra, cross sections,
and the expectation values. Hence problems that are usually by-
passed will come to the fore.

Nuestra intencién en esta tesis es la de indagar en estos problemas,
tratando de arrojar alguna luz sobre la forma en la que extraemos infor-
macién de un sistema cudntico a través de un experimento. Presentamos
pues contribuciones concretas a la teorfa cudntica de la medida.

Empezamos por abordar el estudio detallado de un problema cuéantico
paradigmético: una particula neutra de espin 1/2 en un campo magnético
inhomogéneo. Como es bien sabido, el comportamiento de un sistema de es-
tas caracteristicas, observado por O. Stern y W. Gerlach en 1922, fue una de
las primeras y més espectaculares evidencias experimentales que asentaron
la por entonces joven teoria cudntica. Desde entonces se ha convertido en
uno de los experimentos cudnticos més citados, utilizindose frecuentemente
como ejemplo de medida cuédntica sobre un sistema. A pesar de ello, no se
ha ofrecido hasta la fecha una descripcién cudntica detallada del proceso.
Procuraremos pues colmar esta laguna, ofreciendo un estudio del experimen-
to de Stern—Gerlach. Haremos especial hincapié en el andlisis de la aparicién
de la correlacién entre la magnitud fisica medida (el espin de la particula)
y el resultado del experimento (la posicién de la particula en una pantalla
detectora).

Para describir la aparicién de un resultado Gnico en un experimento
se han propuesto diferentes interpretaciones de la Mecanica Cudantica, en-
tre las cuales se encuentra la mecdnica Bohmiana, introducida por Louis
de Broglie y desarrollada posteriormente por David Bohm. Completaremos
pues el estudio iniciado con la aplicacién de este formalismo al experimen-
to de Stern—Gerlach, dando asi por terminada la descripcién explicita del
proceso de medida del estado de polarizacién de una particula neutra.

Seguidamente trataremos de contribuir al esclarecimiento de uno de los
puntos mas oscuros de la mecédnica Bohmiana: el significado de la densidad
cuéntica de probabilidad |¥|2. Empezaremos exponiendo las razones por las
que algunas de las soluciones propuestas a este problema no nos parecen del
todo convincentes, y expondremos a continuacién nuestra propia aportacién.

1.1. Medida de un sistema cuantico

Como es bien sabido, una de las diferencias fundamentales entre la
Mecénica Cudntica y la Mecénica Clédsica radica en la caracterizacién de
un estado fisico en cada una de estas teorias. En Mecédnica Clésica, un sis-
tema estd determinado por un punto (q, p) en el espacio de las fases (donde
q=aq,-..,qn es el conjunto de coordenadas generalizadasy p = p1,...,Pn
los correspondientes momentos conjugados), y la trayectoria de este punto
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(determinada a través de la integracién de las ecuaciones de Hamilton) car-
acteriza al sistema en todo instante. En este formalismo, cualquier magnitud
fisica serd una funcién A(q, p) del estado del sistema, cuyo valor podemos
determinar a través del conocimiento de las coordenadas y momentos (q, p)-
Se postula (méds o menos explicitamente) que este conocimiento constituye
la experiencia sensible que tenemos del sistema, y accedemos directamente
a él con una precisién arbitraria.

El estado de un sistema cuéntico tiene, sin duda, una definicién matematica
mucho més abstracta: consiste en asociar a cada estado accesible un vector
de estado |¥) en un espacio de Hilbert. La evolucién temporal estd deter-
minada por la ecuacién de Schrédinger:

ih% = H|D), (1.1)
donde el hamiltoniano H es un operador lineal sobre los vectores del espacio,
es decir:

H(|¥) +|®)) = H|¥) + H|®). (1.2)

Este formalismo permite la descripcién de una de las propiedades maés
genuinamente cudnticas (o, si se prefiere, menos clésicas) de la naturaleza:
la existencia de superposiciones de estados. Si |¥) y |®) son dos estados
accesibles del sistema, también lo ser4 el estado |S) = |¥) + |®) (que, desde
luego, también es un vector en el espacio de Hilbert). Por otro lado, (1.2)
indica que si un estado puede escribirse como superposicién de otros dos, su
evolucién serd equivalente a la superposicién de las evoluciones de los dos
estados que lo componen. Esto supone que, en cualquier instante de tiempo,
el sistema tendrd propiedades que no podrdn adscribirse a uno u otro estado,
sino que serdn la consecuencia de una cierta “colaboracién” entre ambos.
Esto queda perfectamente patente si consideramos la expresién del valor
esperado (A) = (S|A|S) de un observable A (que se corresponde con una
magnitud fisica) en el estado S:

(A)E) = (TO)IAEE)) + (2(B)]|A|2()) +

(T (D) A|2(2)) + (2()| AT (2))- (1.3)
Si consideramos, por ejemplo, el experimento de la doble rendija, |¥(0)) y
|®(0)) serdn los estados correspondientes a las particulas localizadas en una
y otra rendija respectivamente, y A el operador de posicién. En este caso, los
términos cruzados de la ecuacién (1.3) describen las franjas de interferencia
que suponen la principal diferencia frente a la descripcién clasica del proceso.
Puede decirse por lo tanto que esta diferencia proviene del hecho de que la
evolucién cudntica es lineal en las amplitudes de probabilidad (representadas
por los vectores de estado), y no en las probabilidades (descripcién clésica),
ya que en este dltimo caso la distribucién de las posiciones de las particulas
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serfa en todo momento la superposicién de las distribuciones obtenidas con
sendas rendijas cerradas alternativamente.

De esta manera da cuenta la Mecdnica Cudntica de los fenémenos de in-
terferencia observados en algunos procesos. El primer problema surge cuando
queremos describir procesos en los que nunca se observan tales fenémenos de
interferencia, como la mayoria de aquellos en los que intervienen sistemas
macroscopicos (jeste es uno de los motivos por los cuales la mecdnica de
Newton tard$ siglos en cuestionarse!). Para poner de manifiesto esta difi-
cultad, nos ocuparemos en seguida de recordar brevemente cémo describe
el formalismo de la Mecénica Cudntica “Ortodoxa” (MCO) el proceso de
obtencién de informacién sobre un sistema. La denominacién misma que
suele darse al estudio de este proceso en el contexto de la Mecénica Cudnti-
ca (teoria de la medida) sugiere desde el principio que el observador deja
de ser el sujeto pasivo descrito en Mecdnica Clésica para ser integrado en el
formalismo y tomar parte activa en el proceso.

Llamamos brevemente la atencién sobre el hecho de que, a pesar de
ser seguramente la interpretacién més extendida de la Mecanica Cuantica,
pueden existir sutiles diferencias de matiz entre lo que hemos denomina-
do MCO y lo que algunos lectores entiendan por “interpretacién estdndar
de la Mecdnica Cuéntica”. Para ser mds especificos, puede tomarse como
definicién de lo que entenderemos aqui por MCO el conjunto de postulados
enunciados en el libro de texto de Cohen, Diu y Lalog [31]. Se ha evitado por
ejemplo utilizar el término “interpretacidon de Copenhage”, por estar quizds
demasiado relacionado con las ideas originales de Bohr segin las cuales sélo
el “mundo cudntico” deberia ser descrito segin las leyes de la Mecénica
Cuéntica, estableciendo asf una frontera con el “mundo cldsico” regido por
las leyes de la Mecdnica Clésica (o relativista)[15]. Para nuestra exposicién
es esencial considerar que todos los sistemas fisicos pueden (y, en dltima in-
stancia, deben) ser descritos por la Mecénica Cudntica, independientemente
de su grado més o menos definido de “macroscopicidad”. Por otro lado, esta
visién estd actualmente muy generalizada, y ha sido expresada desde muy
pronto [72].

1.1.1. Descripcién de la medida

Procedemos pues a enunciar el tratamiento cldsico de Von Neumann
del proceso ideal de medida, es decir, aquel en el cual la interaccién con el
aparato de medida no altera las probabilidades asociadas a cada uno de los
posibles resultados. Consideremos un sistema microscépico & en un estado
descrito en la base ortogonal {|s,)} del correspondiente espacio de Hilbert
‘Hs. Para tener acceso a las propiedades del sistema, necesitamos establecer
una correlaciéon entre sus diferentes configuraciones (“invisibles” en tanto
que microscopicas) y las de un aparato de medida .4 (macroscépicamente
distinguibles, es decir, accesibles a la experiencia sensible de forma similar
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a las de un sistema descrito en el formalismo de la Mecdnica Clésica) repre-
sentado en la base ortogonal {|a,)} de H 4. La aparicién de las correlaciones
deseadas estard totalmente descrita en términos de la evolucién lineal (1.1)
generada por el hamiltoniano del sistema S + A, y puede esquematizarse de
la forma siguiente [72]:

(Z cn|sn>) lao) — 3" calsn)an). (14)

De esta forma, el estado del aparato pasa de un estado neutro |ag), en el
que atn no ha mostrado ningin resultado, a una superposicién de estados
macroscopicamente distinguibles (de acuerdo con la hipétesis de partida)
lan). De acuerdo con el desarrollo (1.4), cada uno de ellos estard correla-
cionado con un estado |sy,) del sistema cuéntico, por lo que este proceso se
asocia con la medida de la propiedad fisica representada por algin operador
hermitico con la forma general O = )" An|sn)(sn|. Atendiendo a la funcién
que desempenan en el contexto de la medida del sistema cuéntico, denom-
inaremos de manera general “posiciones del puntero” a los estados |an) del
aparato.

En esta tesis verificaremos explicitamente que el establecimiento de las
correlaciones descritas en (1.4) dista mucho de ser trivial. Para comprender-
lo, basta observar que la interaccién entre el sistema cudntico S y el aparato
A, lejos de ser inocente, ha de obedecer una serie de requerimientos que no
hemos hecho mds que esbozar en el breve andlisis anterior. Estos requerim-
ientos, que enunciamos a continuacién de forma més concreta, sélo se veran
en general satisfechos tras un cuidadoso disefio del experimento, lo cual
equivale a una eleccién adecuada del hamiltoniano del sistema compuesto y
su implementacién en un laboratorio.

1.1.2. Decoherencia y seleccion del puntero

La condicién de que los estados {|an)} formen una base ortogonal suele
asociarse con la necesidad de que las distintas posiciones del puntero puedan
distinguirse [87].

A pesar de esta condicién, el esquema (1.4) no basta para definir la
propiedad fisica que estd siendo medida [87],[117],[7]. En efecto, la descom-
posicién [¥) = Y cp|sp)|an) del estado del conjunto S + A definido en
el espacio Hs ® H4 no es, en general, tinica'. Sers por tanto posible ree-
scribir |¥) en funcién de otras dos bases ortogonales {|s},)} y {|al,)} de Hs
y Ha respectivamente: |¥) = > ¢} |sh)lal,). A pesar de que este cambio
de base no responde a ninguna accién fisica sobre el sistema, la aparente
conclusién a la que se llega es que hemos pasado de medir el observable
O = 3", Aulsn)(sn| & medir otro distinto O’ = 3", A/ |s),){s},], lo cual parece

1 ¢ 2 VP . g ,
Mas concretamente, sélo serd inica si todos los ¢, son distintos entre si.
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carecer de sentido (considérese ademés que, en general, O y O’ no con-
mutan). Esta ambigiiedad tiene un cardcter muy general: las correlaciones
descritas en (1.4) generadas por una interaccién arbitraria son incapaces de
seleccionar el observable medido? cuando se aplican a un sistema S + A
aislado [7],[117],[87].

Para entender cémo se establece la seleccién efectiva del puntero del
aparato de medida, es necesario “abrir” el sistema, haciéndolo interactuar
con un “entorno”. De esta manera, entramos en el dmbito de la teoria de
la dqcoherencia?’, que describe cémo el entorno selecciona los estados de un
aparato macroscOpico que pueden observarse, y por lo tanto ser susceptibles
de actuar como punteros en un proceso de medida.

Trataremos de ilustrar este fenémeno de forma sencilla, considerando la
interaccién de un aparato A de dos niveles con un entorno £. A partir de la
base ortogonal {|a1),]a2)} del aparato de medida, el estado conjunto A+ &
puede escribirse de forma totalmente general como:

|T) = c1]ar)|er) + calaz)e2), (1.5)

donde |e1) y |e2) son estados del entorno no necesariamente ortogonales
entre si. Segun los postulados de la MCO, la observacién del aparato de
medida se describe a través de un operador hermitico A que actia sobre el
espacio del aparato H.4:

A= (0‘1 “’) ®I¢. | (1.6)

w 9
El valor esperado de esta medida en el estado |U) es
(A) = aq|e1]? + aglea)? + € w + we, (1.7)

donde € = {e1|e2). Reconocemos en esta tltima expresién los términos pro-
porcionales a |c1|? y |c1|2, que representan las contribuciones al valor es-
perado de los estados |a1) y |a2), as{ como los términos proporcionales a
€, asociados a los fendmenos cudnticos de interferencia entre estos estados.
Ahora bien, si € = 0, se sigue de (1.7) que cualquier observacién sobre el
aparato lo encontraré en el estado |a;) con probabilidad |e1|? o en el estado
laz) con probabilidad |cp|?. Los términos de interferencia habran desapare-
cido, y el valor medio puede interpretarse a partir de una alternativa cldsica
entre los estados |a1) y |a2). En estas circunstancias, podremos decir que

2Es decir, la base {|s,)} del sistema cuédntico o, equivalentemente, la base {|ar)} que
designa las posiciones del puntero del aparato.

3La literatura sobre decoherencia es muy extensa, pero pueden consultarse las revisiones
recientes [87], [118], [114], asf como la més breve [53]. Citamos algunas referencias clsicas:
[113], [117], [112], [115]. No es nuestra intencién profundizar en este tema, por lo que nos
limitaremos a presentar algunos resultados ya establecidos ttiles para nuestros propdsitos.
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la interaccién H4¢ entre el aparato y el entorno ha seleccionado la base
{la1),|az)} como la de las posiciones del puntero.

Es esencial tener en cuenta que la cantidad e depende del tiempo?, por
lo que la seleccién del puntero serd un proceso dindmico que tendrd lugar
para cualquier condicién inicial. En particular, serd necesario establecer una
condicién de estabilidad que garantice la robustez de la base instantdnea
{|a1), |az)} ante el paso del tiempo. Estas y otras consideraciones® establecen
que, en un gran ntmero de casos, los estados del puntero serdn estados del
aparato localizados en regiones macroscdpicamente separadas del espacio
de posicion [118],[87],[53]. De esta manera se le da un sentido concreto a
las condiciones mencionadas més arriba al establecer (1.4). Insistimos en
que la seleccién de la base de posicién no puede considerarse un resultado
general [118], [87]. El comportamiento de la cantidad € en un caso concreto
s6lo puede establecerse resolviendo el problema para la interaccién H 4¢ que
corresponda. Sin embargo, ademés de la plausabilidad de la decoherencia de
sistemas macroscépicos separados en el espacio tridimensional, la resolucién
explicita de varios modelos indica que es, efectivamente, un resultado muy
generalizado [112},[118].

En definitiva, hemos extendido el esquema (1.4) de una medida ideal
para incluir el entorno:

> calsn) | laodleo) — D culsn)lan)len). (1.8)

n n

La introduccién de un tercer vector en la descomposicién (1.4) tiene una
consecuencia algebraica esencial para el estudio que llevaremos acabo: si
tal descomposicidn existe, es Unica [87], [18], [21]. De esta forma desaparece
la ambigiiedad en la definicién del observable medido a la que aludiamos
mds arriba, pero por otro lado no se ofrece ninguna garantia de que tal
descomposicién pueda establecerse. La aparicién de esta restriccién puede
interpretarse como consecuencia de la imposicién, por parte del entorno, de
una base determinada del aparato de medida. Esta base ser4 la de posicién®.

Estamos pues en condiciones de enunciar el programa que tendremos que
llevar a cabo para estudiar el proceso de medida en un caso concreto: debe-
mos identificar (si existe) la base ortogonal {|s,)} del sistema cudntico que

“Obsérvese que la evolucién de cada subsistema £ y A por separado no es lineal, por
lo que el producto interno {e;|e2) no es conservado por el hamiltoniano conjunto Hae.

5Una posible condicién de estabilidad consiste en imponer que los proyectores P, =
|an){an| sobre los estados del puntero sean una magnitud conservada por la interaccién:
[Hae, Pn] = 0. Si admitimos que esta interaccién es local, los punteros seleccionados
estaran bien localizados en el espacio de posicién [87].

SRecordamos de nuevo que este resultado, aunque muy extendido, no es, en principio,
general. En cualquier caso, para el sistema que estudiaremos m4s adelante (una particula
neutra en un campo magnético inhomogéneo), ha sido establecido explicitamente siguiendo
varios modelos de interaccién con el entorno [98], [37].
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se acople con estados localizados en regiones macroscépicamente separadas
del espacio de posicion del aparato de medida.

Este andlisis se efectuard explicitamente (de forma totalmente cudntica)
para el caso de la medida del espin de una particula neutra. Repasamos por
lo tanto a continuacién los antecedentes existentes, insistiendo especialmente
en la descripcién semiclésica de Gémez—Camacho y Cruz—Barrios [40],[39].

1.2. El Stern—Gerlach como paradigma de la me-
dida

El experimento de Stern-Gerlach ”consiste, como es bien sabido, en hacer
incidir un haz de particulas eléctricamente neutras sobre una pantalla de-
tectora tras haber atravesado el espacio entre los polos de un iméan diseniado
para producir un campo magnético inhomogéneo. En el experimento original
de 1922 [92], el haz estaba constituido por 4tomos de plata (con momento
angular orbital L = 0 en el estado fundamental) y se observé que el campo
magnético producia una deflexién en el haz. Esta interaccién de los 4tomos
de plata con el campo magnético se manifiesta en la pantalla detectora, en
la cual el haz incidente se distribuye siguiendo un patrén parecido al de los
dos labios de una boca entreabierta.

Para interpretar el fendmeno se postul6 la existencia en los dtomos de
un momento angular interno (espin) f que interacciona con el campo B
a través del término U = —ﬁé . De acuerdo con esto, a una distribucién
aleatoria de las orientaciones del vector i respecto a la direccién del campo B
corresponderia una distribucién continua del haz en la pantalla. Sin embargo,
la distribucién en dos labios bien diferenciados implica que la proyeccién de
il sobre la direccién de B estd cuantificada, pudiendo tomar, en este caso,
s6lo dos valores distintos y bien definidos.

1.2.1. Primera aproximacion al problema

Para determinar cuantitativamente cémo se establece la correlacién entre
la, posicién final del 4tomo de plata en la pantalla y la orientacién de su
espin, muchos libros de texto [85], [10], [65], [66] recurren a un argumento
semiclasico relativamente sencillo.

Este esquema, consiste en considerar un campo magnético no uniforme
en la direccién del eje z :

B = B z¢,. (1.9)
La energia potencial de interaccién entre el atomo y el campo sera:
U= —iiB=—u,Bz (1.10)

"Para una exposicién bésica, véase por ejemplo [85]. Una excelente presentacién bas-
tante mas sofisticada puede encontrarse en el libro de texto de Bohm [14]. Para descrip-
ciones més técnicas y realistas, véase por ejemplo [105], [91], [32],
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donde p, es la proyeccién del momento magnético de espin del dtomo en
la, direccién del campo. Ahora bien, la teoria cudntica asocia un operador
iz (que actda sobre un espinor) al observable u, que, en el caso presente y

tomando el eje z como eje de cuantizacién, es proporcional a una matriz de
Pauli 2 x 2:

1 0

donde up = efi/2M es el magnetén de Bohr. Los autovalores de este operador
son -+up, dado lo cual se admite en el contexto de este tratamiento que
cada dtomo estard sometido a una fuerza cldsica F, en la direccién z que
tomard dos valores posibles:

(Fp, Fy, F,) = =VU = (0,0, —p.By) = (0,0, £ B1) . (1.12)

Se propone pues que los d4tomos siguen la trayectoria cldsica correspon-
diente a la aplicacién de la fuerza F,. La probabilidad de que un dtomo
individual esté sometido a uno u otro de los posibles valores de la fuerza,
dependers de la polarizacién inicial del haz. En un experimento tipico de
Stern-Gerlach, el haz no estd polarizado, y cada dtomo es desviado en el
sentido positivo o negativo del eje z con igual probabilidad, dando lugar a
la distribucién de dtomos antes mencionada en la pantalla detectora.

En definitiva, segiin este modelo, una particula que entre en el iman en
una posicién (xg, z9) en el instante o seguird la trayectoria uniformemente
acelerada

zm(t) = xo

B
om(t) = mﬁ-%(t——to)z | (1.13)

mientras esté dentro del imén. A partir del instante ¢ en el que salga de la
zona de interaccién con el campo magnético, proseguird su movimiento con
velocidad constante

Tm (t) = X0

Bim
2m(t) = Zm(tf)“"ub -

(ty — to)(t — t7), (1.14)

de modo que la posicién final en la placa fotografica revela la proyeccién
muy del momento magnético sobre el eje z.

Cabe hacerle a este andlisis varias objeciones, que quiz4 puedan resumirse
en dos puntos:

» Al asociar el autovalor de un observable con el valor que toma una
fuerza generadora de una trayectoria, el tratamiento mezcla conceptos
cudnticos y cldsicos, lo cual, sin duda, ha de justificarse con un andlisis
mas riguroso.
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» El campo magnético B= By zé, no es fisico, ya que su divergencia es
distinta de cero. Debemos considerar por lo tanto un campo que sea
inhomogéneo en al menos dos direcciones espaciales perpendiculares,
como por ejemplo:

B = (By + B12)é, — Bizé,. (1.15)

Por lo tanto, para aplicar el esquema desarrollado en esta seccién,
habria que calcular la fuerza a la que se ven sometidos los 4tomos de
acuerdo con (1.12). Pero, en este caso, aparece una componente Fy de
la fuerza en la direccién z. No se explica entonces por qué, indepen-
dientemente de la polarizacién del haz incidente, s6lo se observa una
deflexién en la direccién del eje z. En definitiva, seguimos sin poder
determinar el motivo por el que el eje z es especial en esta situacion.

Hay que decir sin embargo que, a pesar de todo, este modelo va mas all4 de
un mero argumento de plausibilidad, ya que, como veremos més adelante,
predice algunos resultados cuantitativamente correctos. Esto sugiere que los
elementos introducidos en este anélisis pueden ser reciclados provechosa-
mente en un tratamiento riguroso. En este sentido, referimos mds adelante
los resultados del tratamiento semiclésico [40], y veremos cémo son resuel-
tos los problemas a los que acabamos de aludir. Pero antes nos detendremos
brevemente en la descripcién del proceso de medida del espin en el contexto
de este tratamiento.

1.2.2. El Stern—Gerlach como proceso de medida

Precisamente por la simplicidad del tratamiento que acabamos de de-
scribir, este modelo ha sido frecuentemente utilizado como paradigma del
proceso de medida (véase por ejemplo [14]). Consideramos ilustrativo deten-
ernos brevemente en la descripcién de la medida del espin de una particula
neutra en este modelo, con dos objetivos principales: el de proporcionar un
ejemplo concreto (aunque simplificado) de la medida de un sistema cuédnti-
co tal y como la hemos descrito en secciones anteriores, e introducir, en un
contexto sencillo, elementos de descripcién que iremos sofisticando a medida,
que refinemos nuestra descripcién del sistema.

Consideramos, para describir el problema planteado, el esquema sigu-
iente: deseamos “medir” el espin® de una particula neutra de espin 1/2,
para lo cual observamos la posicién de la particula tras haber establecido
una correlacién entre ésta y el espin por medio del campo magnético inho-
mogéneo (1.9). De esta forma, “el sistema cudntico” S es el estado de espin,

80 “determinar” u “observar”... el uso de estos términos para describir “un exper-
imento cuyo resultado depende del espin de la funcién de onda” es estdndar en MCO
aungue no estd exento de polémica. No entraremos aqui en estas consideraciones.
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que elegimos describir en la base de autoestados del operador I, de espin a

lo largo del eje z:
1
|s) = 7 ()= +1-)2) - (1.16)

El “aparato de medida” serd la posicién de la particula, descrita cudntica-
mente por su funcién de onda ¢(Z,t) (véanse las secciones (1.1.1) y (1.1.2)).
De acuerdo con nuestro modelo simplificado, describiremos las dos posi-
bles deflexiones, en las direcciones positiva y negativa del eje z, por medio
de las funciones de onda ¢4 (%,t) y ¢—(&,t) respectivamente. Si dejamos
evolucionar el sistema un tiempo suficiente, las dos funciones de onda que
describen la posicién de la particula (y de las que puede decirse que ejercen
el papel de “puntero” del aparato de medida) dejardn de solapar en el espa-
cio de posicién, adecuidndose asi el sistema, total al esquema propuesto por
Von Neumann para describir el proceso de medida:

1
V2

Segin la MCO, la medida se completa observando la posicién de la particu-
la, que serd la descrita por ¢4 con probabilidad 1/2 o la descrita por ¢_
con igual probabilidad. En ese instante, la reduccién del vector de estado
seleccionard la componente correspondiente, ddndose asi por concluido el
proceso de medida del operador I, = |[+),(+|. — |—)2(—|- en el formalismo
de la MCO °.

Como ya hemos comentado, esta descripcién es ambigua a la hora de
definir el observable medido [87]. Para ilustrar este punto, considérese la ex-
presién siguiente del estado |¥), totalmente equivalente a (1.17), en términos
de bases ortogonales distintas del sistema y del aparato:

[0) = 1/2[(¢+ + &) )z + (64 — ¢-)[=)al, (1.18)

donde hemos utilizado los estados polarizados en la direccién del eje x:

!\Il> (¢+|+>z + ¢—|_>z) . (1-17)

1 1
= Z5(H 410 5 1= (=) (119)

[+)a
Con el estado |¥) escrito de esta forma, podriamos redefinir el proceso como
una medida del operador I = |+)z{+|s — |—)z(—|z, cuyo resultado estaria
determinado por la observacién del estado final del aparato de medida, que
podré ser (¢4 + ¢_) o (¢4 — ¢_). ;Cémo saber cuil de las dos bases'®
del aparato de medida describird los “estados del puntero” observados en el
experimento? Como vimos mds arriba, esta seleccién la realiza el entorno
del sistema, bastdndonos en este caso con incluir, por ejemplo, las moléculas

%Este aspecto controvertido de la MCO sers tratado més adelante.
08¢ trata de elegir entre las bases ortogonales {¢1,¢-} v {(d+ + ¢-), (¢+ — ¢-)}-
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de la placa fotografica sobre la que inciden las particulas. De esta forma, |¥)
admite una dnica descomposicion [87] del tipo:

0) = % (64 14)sles) + 6| -)ele-)). (1.20)

siendo |e; ) v |e—) estados ortogonales de las moléculas de la placa fotografi-
ca. De estas consideraciones se sigue inmediatamente!! que la matriz den-
sidad reducida p(Z,t) obtenida promediando sobre las variables del entorno
(que es, en definitiva, la matriz que describe la estadistica del experimento)
es diagonal en la base {¢1(Z)|t),}. Para ser mds explicitos, mostramos la
expresién concreta de esta matriz en la base indicada:

o) = ( |¢+(ag,1t)l2 |¢_(g,t)12 > , (1.21)

Si el tiempo transcurrido es suficientemente largo y asumimos que las
trayectorias (1.13) y (1.14) reproducen correctamente la evolucién del sis-
tema, los elementos de la matriz densidad serdn simplemente

lp+(Z, 1)) =6 [x — 221(t), 2 — 241(t)] ; ¢ — o0. (1.22)

El proceso de medida que acabamos de describir es ideal en varios sen-
tidos:

1. El valor del observable medido I, no se ve alterado durante el proceso
(més explicitamente, I, conmuta con el hamiltoniano que describe la
evolucién del sistema).

2. Existe una correspondencia univoca entre el resultado observado de la
medida (es decir, la posicién de la particula) y el valor del observable
medido. Este importante hecho es consecuencia de que la matriz (1.21),
ademds de ser diagonal, tiene (como mdximo) un sélo elemento distinto
de cero.

3. Por otro lado, los distintos “resultados observados de la medida” se
corresponden con estados del puntero seleccionados por el entorno, es
decir, estdn localizados en posiciones separadas macroscdpicamente.
Esto es consecuencia de la separacién macroscépica entre ¢ y ¢— (ev-
idente a partir del comportamiento de las trayectorias (1.13) y (1.14)
para t — 00).

En otras palabras, este experimento reproduce perfectamente la descripcién
de Von Neumann de la medida de un sistema cuéntico. Uno de los objetivos
de este trabajo consiste en tratar de reproducir estos resultados con una
descripcién realista del sistema en cuestién: una particula neutra de espin
1/2 en un campo magnético inhomogéneo.

1yéase también la seccién 1.3.1.
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1.2.3. Estados coherentes internos y trayectorias semiclasicas

En esta seccién se resumirdn los trabajos de Cruz Barrios y Gémez Ca-
macho [40], [39] mediante los cuales, como hemos mencionado, se obtiene de
forma, rigurosa una descripcién semicldsica del experimento de Stern-Gerlach
en términos de las trayectorias seguidas por los d4tomos. La inclusién de este
capitulo en el &mbito de esta tesis obedece a una doble motivacién: por un la-
do, introduciremos conceptos que, a pesar de estar definidos en el contexto de
una aproximacién semiclésica, se mostrardn relevantes en las descripciones
totalmente cuédnticas que se abordardn més tarde. Se trata fundamental-
mente de los estados coherentes internos (CIS en la nomenclatura de los
autores), que seran presentados en breve.

Por otro lado, la incorporacién de trayectorias en este tratamiento a
partir del formalismo ortodoxo de la mecénica cudntica puede permitir con-
struir un puente hacia la teoria de Bohm, y dedicaremos por lo tanto parte
de este trabajo a comparar las trayectorias que obtendremos ahora con las
que predice dicha teoria. Sin embargo, es importante recordar que dichas
trayectorias aparecen de forma conceptualmente muy distinta en cada una
de las dos teorfas: en un caso (Bohm) forman parte de los elementos consti-
tutivos de la teorfa, y, como tales, aparecerdn en cualquier situacién fisica
sin necesidad de mayores justificaciones. En el otro caso, se trata de un
concepto fundamentalmente ajeno a la teorfa, y su uso precisa de una justi-
ficacién en términos de una determinada aproximacién con rangos de validez
cuidadosamente definidos.

Definicién de los estados coherentes internos

Como ya ha sido mencionado, el trabajo [40] se basa en el concepto de
estados coherentes internos (CIS), introducido por los mismos autores en un
articulo anterior [39]. Alli se muestra que para el andlisis de la dispersién
de un sistema, con grados de libertad internos, como el espin, la descripcién
semicldsica en término de trayectorias constituye una buena aproximacién
sélo para un determinado conjunto de estados internos (los CIS) que forman
ademés una base del espacio de estados internos del sistema. Por lo tanto,
la funcién de onda inicial habra de ser descompuesta en funcién de los CIS,
asigndndole una trayectoria a cada uno de estos estados. Asi, la funcién de
onda de dispersién podrd ser aproximada por un conjunto de trayectorias
clésicas, una por cada CIS.

Vamos a ocuparnos ahora de la definicién de los CIS, para lo cual con-
sideramos primero la matriz de amplitudes de dispersién (j|A(6, ¢)|i). Esta
matriz, descrita en la base de los estados internos {|i),i = 1, N} describe la
amplitud de probabilidad de que un estado inicial |i) se disperse en un es-
tado final |4) con los dngulos de dispersién (8, ¢) con respecto a la direccién
incidente.
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A partir de la matriz A;; y de la matriz densidad inicial p, podemos
definir la seccién eficaz diferencial correspondiente a la direccién de disper-
sidn sumada para todos los estados finales:

N
00— S (kloli) 1A 1A, (1.2
i,k,7

Definimos la matriz seccién eficaz [39]:

N
o doy, _ AT /s
My = —3 = (AN (1 Alk), (1.24)

J

de forma que la seccién eficaz diferencial para una determinada matriz densi-
dad inicial estd dada por Tr(pM). La matriz M asi definida es un operador
hermitico definido en el espacio de estados internos, con lo cual podemos
considerar sus autovectores |n) y los correspondientes autovalores doy,/dS)
que formardn una base de ese espacio. Es conveniente relacionar estos au-
tovectores con los vectores |71) definidos de la forma:

doy\ "2
By = [ =2 . 1.25.
W= (%) Am (1.25)
Es sencillo comprobar que estos estados cumplen:
(ﬁll'ﬁ> = 5’nma (1'26)

y constituyen, por lo tanto, una base ortonormal del espacio de estados in-
ternos. La relacién existente entre los estados |n) y |7}, a los que llamaremos
Estados Coherentes Internos (CIS), queda reflejada mediante la expresién:

(1.27)

do,, -1/2
@)

<mmm=%m(

que indica que, a los dngulos de dispersion 6,¢ , la amplitud de dispersién
de un estado |n) en otro |[7) con n # m es nula (y, por lo tanto, la proba-
bilidad de dispersién también lo es). Dicho de otra forma, dos CIS iniciales
distintos |n) y |m) (como hemos visto, ortogonales entre sf) se dispersan in-
dependientemente en dos CIS finales |7i) y |/h) respectivamente ortogonales
entre si. Nétese finalmente que M es una matriz N X N definida en cada
direccién 6,¢ del espacio, y que por lo tanto su diagonalizacién nos permite
obtener un conjunto de CIS que serd, en general, distinto en cada direccién
de dispersién.
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Los CIS y la medida cudntica

Es interesante considerar la relacién de los estados coherentes internos
con el proceso de medida del estado interno de un sistema cuédntico. Puede
ser ilustrativo empezar por considerar una definicién alternativa de la ma-
triz M, consistente en realizar la suma (1.23) para los estados iniciales en
lugar de hacerlo para los finales. La matriz asi obtenida puede interpretarse
como la seccién eficaz diferencial de dispersién en funcién de los estados
internos finales, y serfa totalmente equivalente a la matriz (1.21) definida en
un contexto similar (siempre que podamos asimilar las funciones de onda
a las amplitudes de dispersién, es decir, si ha transcurrido un tiempo sufi-
ciente desde el momento de la interaccién). Como sabemos, los estados que
diagonalizan esta matriz son los que podrdn ser medidos por el experimento
(0, como minimo, mejor discriminados. Véase la discusién final en la seccién
(1.2.2)). Estos seran los CIS finales, los |72) en nuestra notacién.

En cierto modo, podremos decir que de esta forma determinamos el es-
tado final |72) en el que se encuentra el sistema después de la interaccién,
mientras que con la definicién original de M determindbamos el estado ini-
cial |n) anterior al proceso. Asi consideramos explicitamente la posibilidad
de que la interaccién no conserve el estado interno del sistema, aunque el
desarrollo anterior deja claro que el conocimiento de las amplitudes de dis-
persién nos permite acceder a cualquiera de las dos descripciones.

En definitiva, el conjunto de CIS determina qué observable estamos mi-
diendo en un determinado experimento, aunque recordamos una vez més
que la posibilidad teérica de obtener un resultado arbitrariamente bueno
(es decir, de que la medida revele el CIS concreto del sistema con un gra-
do arbitrario de precisién), no estd en absoluto garantizada, y deberd ser
establecida de forma independiente para cada caso concreto.

Aplicacién a la aproximacién semiclésica

La esencia de la aproximacién semiclésica reside en asociar una trayec-
toria en el espacio a la amplitud de dispersién del sistema [17]. El proced-
imiento general consiste en obtener una trayectoria para cada par de estados
inicial y final sustituyendo la integral de camino por una integral a lo largo
de la trayectoria Z(t) que haga estacionaria la fase del integrando [81]. No
obstante, este procedimiento tiene el inconveniente de no respetar el princi-
pio de superposicién, ya que las trayectorias serdn diferentes para cada par
de estados inicial y final [39].

Sin embargo, en [39] los autores muestran que este programa puede lle-
varse a cabo de forma consistente siempre que la base utilizada para calcular
las trayectorias sea la de los CIS. En otras palabras, el procedimiento general
consistird en descomponer el sistema en términos de los CIS y obtener una
trayectoria para cada uno de estos estados. Ello es debido a que la evolucién
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de los CIS preserva la ortogonalidad en cada punto direccion (0,¢) = Q del
espacio gracias a la propiedad (1.26). Esto queda més claramente expresado

a través de la forma adoptada por la seccién eficaz diferencial (1.23) en la
base de los CIS [39]:

df;(én = Y (nlolm) (ml AT Q)[R (| A@)In)
n,m,k
o2 1/2 On 12
= 3 (nlolm) (—d C’;é”) (d dS()Q)) Ok
n,m,k

= ol (2557, (1.28)

es decir, la seccién eficaz diferencial definida para cualquier direccién de
dispersién no mezcla los CIS, lo cual nos permite definir una trayectoria
individual para cada uno de ellos de forma coherente con el principio de
superposicién.

Hacemos hincapié en el hecho de que, a pesar de haber hecho uso del
formalismo de los estados coherentes internos en el contexto de una aproxi-
macion semicldsica, su definicién formal como autovectores de la matriz sec-
cién eficaz (1.24) es totalmente cudntica. Serd pues interesante comprobar su
relevancia en los tratamientos cudnticos del experimento de Stern-Gerlach
que presentaremos mds adelante.

1.2.4. Trayectorias semiclésicas en el Stern—Gerlach

Como ya hemos mencionado al principio de este capitulo, el experimento
de Stern-Gerlach con particulas de espin I, masa M y momento magnético
o ha sido tradicionalmente descrito en término de trayectorias semiclasicas,
determinadas en funcién de los grados de libertad internos de espin. Es, por
lo tanto, un candidato ideal para ser tratado en el formalismo que acabamos
de presentar.

Como acabamos de ver, para definir de forma consistente un conjunto de
trayectorias que constituyan una buena aproximacién de la evolucién del sis-
tema, necesitamos primero determinar los CIS. Si seguimos el procedimiento
descrito en [40] y [39] (que consiste esencialmente en diagonalizar la seccién
eficaz diferencial), los CIS resultan ser los autoestados |mpg) del operador
de espin Ig en la direccion del campo magnético. Para un campo realista
como (1.15), esta direccién no sélo no coincide con el eje z de laboratorio,
sino que varia de forma continua con la posicién. Los CIS definidos de esta
forma pueden expresarse facilmente en funcién de los autoestados m, del
operador de espin I, en la direccién z:

mp) = diy, mp [B2)] Im2), (1.29)
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donde los df,_ . [8] son los elementos de la matriz de rotacién en el espacio
de espin. Hemos querido recalcar que el dngulo 8 que forma la direccién
del campo con el eje z (y que define la matriz de rotacién) depende de la
posicién Z considerada. De hecho, este 4ngulo viene dado por [40]

tan [3()] = zB1/(Bo — 2B1). (1.30)

Una vez determinados los CIS, tendremos que asociar una trayectoria
semicldsica a cada uno de ellos. Este cdlculo revela que la trayectoria corre-
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Figura 1.1: Direcciones del campo B = (Bo+B12)é,— Byxé; (izquierda) y de
la, fuerza clésica ejercida por el campo sobre un dipolo magnético (derecha).
El haz de particulas neutras penetra en el imédn inicialmente centrado en el
origen, propagdndose esencialmente en la direccién y perpendicular al plano
mostrado. Las distancias estdn representadas en unidades de la anchura o
inicial del haz, para un caso en el que By/Bio = 4.

spondiente a una particula que entra en el campo magnético en la posicién
(x0,20) en un estado de espin correspondiente al CIS caracterizado por el

ndmero cudnticom (m= —I,—I+1,...,I —1,1) es [40]:
zmt) = 20— PP (4 40)2%en [B(zo, 20)
2M
Bim
wm(t) = zo+ ’iz]\}—(t — t0)2 cos [B(wo, 20)] (1.31)

mientras esté en el interior del imén. Al abandonarlo en el instante t;, la
particula evoluciona libremente con velocidad constante:

on(®) = wm(ty) — L 4 — 1)~ t)sem [B(zo, 0)
() = zm(tf)+%T(tf—to)(t—tf)cosw(xo,zo)] (1.32)
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(hemos supuesto que la particula entra en el imdn con velocidad inicial nula
en las direcciones z e y).

Es interesante comparar estas trayectorias con las que presentamos an-
teriormente en el contexto de la descripcién simplificada tradicional. Ya no
se trata de trayectorias paralelas al eje z, sino que ahora se dirigen en la
direccién de la fuerza clésica, es decir, a lo largo de la linea que une el punto
(20, 20) con el punto (xg, —Bp/B1) donde se anula el campo (véase la figura
(1.1)). Al igual que antes, el sentido del movimiento estard determinado por
la proyeccién m del espin a lo largo de la direccion local del campo en cada
punto (o, z0). Es importante observar que el movimiento preserva la direc-
cién del campo magnético que experimenta la particula, sin lo cual los CIS
correspondientes a una trayectoria cambiarian de forma complicada con el
tiempo. Més concretamente, el dngulo B(Z(t)) asociado a una particula en
su movimiento cumple: B(zg, z0) = B(x(t), 2(¢t)). A pesar de estas discrep-
ancias, este tratamiento comparte con la descripcién simplificada anterior el
hecho de que la magnitud y la direccién de las deflexiones experimentadas
por las particulas coinciden con la que se deriva de la expresién clésica de
las fuerzas en cada caso.

En general, nuestra particula no se encontrard en un CIS, sino que ten-
drd una polarizacién arbitraria caracterizada por el niimero cuantico m,,
expresada normalmente en una base referida a un eje fijo, como por ejem-
plo el eje z de laboratorio. En tal caso, la particula seguird la trayectoria
(@mp(t), Zmp (t)) con la probabilidad

p(mp;m;) = |d'rInz,mB [B(z0, 20)] |* (1.33)

determinada por el cuadrado del coeficiente correspondiente del desarrollo
(1.29).

Haz de particulas y medida del espin

Para describir de forma més realista un experimento, es conveniente
aplicar la descripcién a un haz colimado de particulas. Concretamente, con-
sideramos un haz de seccién gaussiana de anchura o, que viaja en el seno
del campo magnético (1.15) (con By, B; > 0) en la direccién y del eje del
iman. Describiremos la distribucién de particulas en el plano perpendicular
a este eje mediante la densidad de probabilidad [40]:

P(z,2) = —— exp (—x2+z2). (1.34)

2 2
wo; o

Resaltamos que esta 1ltima expresién representa la distribucién cldsice de
particulas en la seccién transversal del haz. En este contexto, P(x, z) no es,
por lo tanto, el cuadrado del mdédulo de la funcién de onda espacial de las
particulas del haz, que, por otro lado, no juega explicitamente ningiin papel
en esta descripcién.
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Cada particula del haz con proyeccién del espin m, a lo largo del eje 2z
entrard en el iman en una posicién (g, 2¢) con la densidad de probabilidad
P(xg, z9) definida en (1.34). La trayectoria seguida serd, con probabilidad
(1.33), la correspondiente al CIS determinado por la direccién del campo
en el punto (xg,2). Teniendo en cuenta la forma de las trayectorias, el
resultado serd que algunas particulas se alejardn del punto (xo, —Bo/B1)
donde se anula el campo (deflexién “hacia arriba”, es decir, en el sentido
positivo del eje z), creando un efecto de desenfogque, mientras que otras se
acercardn a él (deflexién “hacia abajo”), creando en la placa fotogrifica un
efecto de enfoque.

En estas condiciones, la matriz densidad serd diagonal en la base de los
CIS, es decir, de los autovalores del operador de espin Ig en la direccién
del campo magnético. Por otro lado, si el tiempo de deriva libre ha sido sufi-
ciente para separar totalmente las trayectorias correspondientes a distintos
autoestados de I, habré (como méximo) un tnico elemento de la diagonal
distinto de cero. Teniendo en cuenta ademés que los CIS, definidos en (1.29),
varfan de forma continua con la posicién, podemos extraer, en relacién con
la medida de la proyeccién del espin, las siguientes conclusiones importantes:

= El observable medido mediante este experimento (es decir, el operador
cuyos autoestados estén correlacionados con la posicién de la particula)
es Ig. La conservacién del d4ngulo 3(Z(t)) garantiza que este observable
no se ve modificado por la interaccién. La correspondencia entre el
valor del observable medido (proyeccién del espin en la direccién del
campo) y el puntero del aparato de medida (posicién de la particula)
es, ademds, perfecta.

= Sin embargo, la posicién de la particula tendria que determinarse con
una precisién infinita para poder discriminar los distintos ejes de cuan-
tificacién correspondientes a posiciones arbitrariamente préximas. En
la prictica, cualquier deteccién de la posicién de la particula ten-
dri una precisién finita, lo que equivale al solapamiento del puntero
para distintos resultados de la medida.

De esta forma, la medida tendri una determinada fiabilidad asociada a
la determinacién de la proyeccién del espin a lo largo de un eje determinado.
Consideremos el caso estdndar en el que pretendemos medir la proyeccién del
espin sobre el eje z, para lo cual debemos asociar un valor de la proyeccién
de espin a cada posicién final de la particula en la pantalla detectora. La
fiabilidad de la medida estard determinada por la probabilidad de que el
autoestado de I, medido de esta forma coincida con el estado de espin real de
la particula. Esta magnitud no es més que la proyeccién (1.33) del autoestado
de I, sobre el CIS correspondiente a esa posicién, y puede integrarse sobre
todas las particulas del haz. De esta forma puede determinarse la fiabilidad
de un experimento de Stern—Gerlach para la medida del espin a lo largo del
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eje z as{ como la probabilidad (p.(m.)) de obtener un resultado erréneo
para un determinado valor m, de la proyeccién medida. Puede comprobarse
que, si el campo no es demasiado inhomogéneo en la zona explorada por el
haz (es decir, si By, < By, en cuyo caso el dngulo 3(Z) es muy pequefio,
véase (1.30)) se obtiene [40]:

—m2\ o2B2
(pe(m)) = (I(I+12) z) 265%1. (1.35)

En otras palabras: para que un experimento de Stern-Gerlach mida cor-
rectamente la proyeccién del espin a lo largo del eje z de laboratorio, es
necesario Bio. < Bp.
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1.3. El problema de la medida

El debate alrededor del formalismo de la MCO tiene una larga tradicién,
que se suele dar por iniciada a mediado de los afios 20 en las conferencias de
Solvay [15]. Desde entonces, muchos autores se han ocupado de los problemas
conceptuales de esta teoria, singularizados principalmente en el problema de
la medida, y la literatura existente al respecto es inmensal?.

El problema de la medida puede formularse de manera concisa con-
siderando la necesidad de describir, a partir de la superposicién de esta-
dos del puntero (1.4), la percepcién de un dnico resultado de la medida.
La solucién ofrecida por la MCO es la reduccidn del vector de estado, que
recordamos brevemente. Consideremos el estado del aparato Y, cn|sn). El
postulado de la medida indica que la medida del observable correspondiente
al operador O = ) Ap|sp)(sp| dard como resultado uno de sus autoval-
ores A, con probabilidad |c,|?, después de lo cual la reduccién del vector de
estado es el responsable de que éste evolucione instantdneamente hacia el
autoestado correspondiente |s,) [31]. En definitiva, para caracterizar total-
mente la medida del sistema S, podemos completar de la siguiente manera
el esquema (1.4):

(Z cn|sn>) ja0) — 3 calsn)lan) “5" [sn)an). (1.36)

Evidentemente, la evolucién del vector de estado descrita por la reduc-
cién rompe con la linealidad de la evolucién determinada por (1.1). El com-
portamiento de un sistema cualquiera puede por lo tanto estar descrito por
dos leyes bien distintas, tal como se muestra en (1.36): la evolucién lin-
eal de Schrodinger y la reduccién del vector de estado. Ambas formas de
evolucién estdn matemdticamente bien definidas, pero se plantea el proble-
ma de determinar cudl de ellas serd la experimentada por un sistema fisico
concreto en una situacién determinada. Dicho de otro modo, debemos deter-
minar en qué momento del proceso descrito en (1.36) se produce la medida
propiamente dicha y la consiguiente reduccién. Hasta ese preciso instante,
que queda en gran medida indeterminado (sélo sabemos que los estados que
conforman la superposicién han de estar “macroscépicamente separados”),
el aparato macroscépico exhibe una superposicién de resultados de la medida
que impiden asignar un resultado tinico al experimento (y que, recordémoslo,
predice la existencia de fendmenos de interferencia tedricamente observables
entre los distintos estados macroscépicos del aparato). Este tema ha sido
abundantemente tratado en el contexto de la MCOQ, y suele considerarse
como el problema de la medida propiamente dicho.

12Para una revisién reciente del estado de este debate, pueden consultarse, por ejemplo,
los articulos [58] y [87], asi como la coleccién de articulos [116]. Puede encontrarse una
valiosa y exhaustiva resefia bibliografica sobre este y otros temas relacionados con la
fundamentacién cudntica en [19].
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1.3.1. Decoherencia

Como hemos visto en (1.1.2), la interaccién de un sistema macrosc6pico
A con el entorno £ “separa” en cierto sentido los estados correspondientes
a distintas localizaciones del sistema, lo cual es crucial para explicar la se-
leccién de los estados susceptibles de ser observados. Nos permitimos ahora
hacer un breve inciso sobre la relacién de la decoherencia con el problema,
de la medida, intentando mostrar por qué hay autores que dan por resuelto
el problema al permitir la interaccién del aparato de medida con el entorno.

El analisis del sistema total A 4+ £ estard representado por un vector
en el espacio H4 ® He o, equivalentemente, por una matriz densidad €.
Sin embargo, si sélo estamos interesados en las propiedades del aparato A,
la matriz densidad relevante serd la matriz reducida p [60], resultado de
promediar (realizar la traza parcial) sobre las variables del entorno &:

oA = Tre(p%) = 3 enl 0™ en). (1.37)

n

Hemos mencionado (1.1.2) que gran parte del esfuerzo realizado en los traba-
jos sobre decoherencia se ha dedicado a mostrar que los estados del entorno
acoplados a distintos estados macroscépicos del aparato de medida localiza-
dos en regiones suficientemente separadas del espacio ordinario tridimen-
sional son ortogonales entre si [87], [53]. Por lo tanto, la matriz reducida p*
es practicamente diagonal en la representacién de posicidn, es decir, describe
una mezcla de estados localizados del sistema, A.

El sistema queda pues descrito por una matriz densidad formalmente
(casi) idéntica a la que describiria una mezcla estadistica de estados puros
localizados (es decir, originada por la ignorancia del estado en el que “real-
mente” se encuentra el sistema). Por lo tanto, puede ser tentador dar por
resuelto el problema de la medida descartando la reduccién del vector de
estado y afirmando simplemente que la matriz densidad es una mezcla es-
tadistica, es decir, que el sistema estd en uno y sélo uno de los estados que
conforman la base localizada espacialmente en la cual la matriz es diagonal.
A partir de aqui, la obtencién de un resultado tnico de la medida (por lo
demas libre de interferencias macroscépicas) no ofreceria problemas teéricos
distintos de los que pudiera tener la explicacién cldsica de por qué obten-
emos una carta concreta al escogerla al azar en una baraja. Sin embargo,
esto equivale a negar la existencia de las superposiciones de estados en una
situacién determinada, cuando sélo han desaparecido (con muy buena aprox-
imaci6n) de la matriz reducida p* y siguen existiendo si consideramos todos
los grados de libertad involucrados en p¢. Para entender mejor este matiz,
consideremos la diferencia entre la matriz

p1=1/2(lar)le){er[(asr + |az)|e2){eal(azl) , (1.38)

23



y la matriz

p2 = 1/2(la1)|er) + |az)le2)) ((a1|{e1] + (az[{e2l), (1.39)

donde supondremos que los estados del entorno son ortogonales: (e1|ea) = 0.
Claramente, p; puede interpretarse como una mezcla estadistica de los es-
tados |ai)|e1) v |az)|e2) en el sentido cldsico, no asi p2. El hecho de que
la matriz reducida p?# sea idéntica en ambos casos no quiere decir que no
existan diferencias observables entre p; y p2 [8]. Estas diferencias estaran
relacionadas con los términos de interferencia entre |e1) y |e2), y se manifi-
estan a través de operadores hermiticos como B = |e; ){ea|+|e2){e1|. Aunque
en la mayoria de los casos la observacién asociada a operadores como B es
casi imposible desde el punto de vista prictico, subsiste el problema de prin-
cipio. Por otro lado, los fenémenos de interferencia se observan en sistemas
cada vez mds “macroscépicos”, véase por ejemplo [5], sin que parezca ex-
istir solucién de continuidad en el proceso de pérdida de coherencia [45].
Por lo tanto, volvemos a encontrarnos con el problema de la medida: ;jen
qué momento desaparecen las superposiciones?

Puede decirse que la decoherencia es responsable de que en el catdlogo
de mundos que nos ofrece la MCO no haya ninguno en el cual se observen in-
terferencias entre objetos macroscépicos (es decir, desaparecen los elementos
no diagonales de la matriz densidad reducida), pero, no solamente es inca-
paz de indicarnos qué mundo es el que debemos elegir (qué elemento de la
diagonal), sino que nos obliga a considerarlos todos a la vez. Joos, uno de
los principales investigadores sobre el fenémeno de decoherencia, lo expresa
claramente cuando responde a la pregunta que plantea en la seccién (5.1)
de su articulo [53]:

Does decoherence solve the problem? Clearly not. What decoher-
ence tells us, is that certain objects appear classical when they
are observed. But what is an observation? At some stage, we still
have to apply the usual probability rules of quantum theory.

En uno de los pasajes de su extenso articulo [58, pag. 677], Laloé identifica
la raiz del problema cuando escribe

The starting point is the necessity for some kind of limit of the
validity of the linear Schrodinger equation,. . . it is then clear that
this problem will never be solved by invoking any process that
is entirely contained in the linear Schrédinger equation, such as
decoherence or any other similar linear process; ...

Este tltimo punto ha sido tratado explicitamente por Bassi y Ghirardi [34],
que mostraron recientemente de forma rigurosa que una evolucién lineal del
tipo (1.1) es incompatible con la existencia de un valor Gnico como resultado
de la medida de un sistema:
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...the very possibility of performing measurements on a microsys-
tem combined with the assumed general validity of the linear na-
ture of quantum evolution leads to a fundamental contradiction.

1.3.2. Interpretaciones alternativas

Una vez expuesta la necesidad de modificar (o, por lo menos, de reinter-
pretar) la MCO, procedemos a presentar brevemente algunas de las prop-
uestas surgidas, asf como los principales problemas suscitados por cada una
de ellas. Resaltamos que no tenemos la intencién de ofrecer un catélogo ex-
haustivo de todas las teorias aparecidas con el fin de superar el problema de
la reduccién (o colapso) del vector de estado, y mucho menos desarrollarlas
con cierta profundidad. La literatura al respecto es abundante, y nuestra in-
tencién es simplemente la, de ofrecer un contexto para exponer la mecénica
Bohmiana.

Por otro lado, seria mds adecuado hablar de familias o categorias de in-
terpretaciones mas que de teorias aisladas, ya que bajo un mismo esquema
general, varios autores introducen diferencias mas o menos sutiles de inter-
pretacién. Intentaremos por lo tanto presentar brevemente en cada caso el
formalismo comiin subyacente a cada familia de interpretaciones.

Historias consistentes

La interpretacién de las historias consistentes (IHC), propuesta por Grif-
fiths ([42], [43], [44]) y desarrollada posteriormente principalmente por au-
tores como Omnés ([73],[74],[75],[76]), y Gell-Man y Hartle ([64],[61],(62],{63]),
es, quizd, la més fiel a la MCO. No anade apenas ningin elemento nuevo
a la teoria, sino que préicticamente sélo la reformula. Consigue asi evitar
las ambigiiedades relativas al colapso, y aclara en gran medida conceptos
escurridizos como el de complementariedad. En este sentido, parece indica-
do hablar de una reinterpretacién més que de una teoria nueva. De hecho,
segin Bub [18], merece el apelativo de “new orthodoxy”.

En la MCO, el sistema sigue una evolucién lineal, y el cardcter estocastico
de los resultados experimentales queda reflejado sélo “al final del camino”,
mediante la aplicacién del postulado del colapso en el instante mismo de
la observacién. Una de las consecuencias més impactantes de este hecho es
que, de acuerdo con la MCOQ, es en general imposible adscribir cualquier
propiedad fisica de forma consistente a un sistema mientras evoluciona en-
tre dos medidas sucesivas, a lo que suele aludirse como una falta de realismo
de la teoria. En cambio, en la THC la evolucién del sistema es completa-
mente estocdstica, 1o cual veremos que permite dar sentido a la afirmaciéon
de que el sistema tiene una propiedad determinada en un instante dado. De
esta forma, la identidad y la realidad de un sistema cerrado adquieren un
significado concreto sin necesidad de que sea observado.

25



El formalismo se basa en asignar probabilidades a historias definidas por
un conjunto de proyectores en una serie de instantes determinados. Una his-
toria H est4 pues definida a partir de un conjunto {tg,?1,...,t,} de tiempos
(to < t1,< ... < ty) y un conjunto de proyectores sobre subespacios del
espacio de Hilbert del sistema {Pg, Py, ..., P,}. Esta historia se asocia a la
proposicién “el vector de estado que representa al sistema pertenece al sube-
spacio generado por Py en el instante %y, al subespacio generado por Py en
el instante t1,...,y al subespacio generado por P, en el instante ¢,,”. A cada
historia (proposicién), se le asocia una probabilidad mediante la expresién
siguiente [58]:

P(H) =Tr{P,...P1p(to)P1 ... Py}, (1.40)

donde los P son los proyectores en la representacién de Heisemberg, es decir,
sujetos a la transformacién unitaria definida por el operador de evolucién:

P = Ul (t, t0) P Ul(tm, to). (1.41)

Sé6lo queda postular que el sistema, seguird una historia H (es decir, poseerd en
los tiempos correspondientes las propiedades fisicas descritas por los proyec-
tores) con una probabilidad P(H). De esta forma se completa el programa
de asignar propiedades fisicas concretas a sistemas cerrados (es decir, no ob-
servados). La libertad en la eleccién de los proyectores utilizados para definir
‘H refleja la posibilidad de utilizar diferentes variables fisicas para describir
un sistema.

Falta, sin embargo, dar cuenta en el contexto de esta teoria del concepto
de complementariedad, es decir, de la incompatibilidad de ciertas descrip-
ciones fisicas. Por ejemplo, debe quedar reflejada la imposibilidad de asig-
nar simultdneamente una probabilidad determinada a estas dos historias:
una primera que contenga en un instante ¢ el proyector sobre un posicién
concreta |zo){xo| y otra que contenga, en el mismo instante ¢, un proyec-
tor sobre un valor determinado del momento |po){(po|. Es 1til, por lo tanto,
agrupar la mirfada de posibles historias (obtenidas variando los proyectores
y los instantes de tiempo) en familias consistentes, de forma que sélo po-
dremos asignar una probabilidad (de acuerdo con 1.40) a dos o més histo-
rias simultdneamente si pertenecen a la misma familia. Las historias H; de
una misma familia consistente estdn definidas en la misma serie temporal
to,t1,...,t; por proyectores lsi(tj) en cada tiempo t; tales que:

Z Pi.(tj) =1 (1.42)

I:)i(tj)f)k(tj) = ].Sz(t])(szk (1.43)

Esto garantiza que el sistema seguird con toda seguridad alguna de las histo-
rias de la familia. Consideremos ahora la definicién de una historia obtenida
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combinando, en un tiempo determinado, dos proyectores de la familia. Te-
niendo en cuenta que los proyectores son ortogonales, puede decirse que
representan sucesos excluyentes, por lo que la probabilidad asociada a la
historia resultante deberia ser la suma de las probabilidades de las historias
correspondientes a cada uno de los proyectores por separado. Sin embargo,
a la vista de 1.40, la probabilidad obtenida sustituyendo un proyector por
una suma incluye términos de interferencia que destruyen la aditividad de
las probabilidades. Definimos por lo tanto la condicién de consistencia de
una familia exigiendo la anulacién de los términos de interferencia:

Te{P;, (tn) ... Py, (tl)p(tO)Pi’l (t1)... Py (t)} o Oin,il -+ Ot (1.44)

Asi pues, la nocién de complementariedad de las descripciones de un sis-
tema fisico enunciada en la MCO (de la cual el ejemplo paradigmético es la
dualidad onda—corpisculo) queda reflejada en la IHC por la prohibicién de
utilizar en la discusién de un problema historias pertenecientes a diferentes
familias consistentes.

Esta interpretacién (probablemente la mds “minimalista” de las que
enunciaremos) ofrece pues una solucién al problema que supone el transito
de la evolucién hamiltoniana al colapso estocdstico del vector de estado. Es-
ta solucién consiste en descartar la evolucién lineal del sistema y considerar
que éste obedece en todo momento una ley estocdstica de evolucién. En e]
contexto de la IHC, el operador de evolucién se limita a contribuir a la asig-
nacién de una probabilidad a cada historia, asi como a determinar, a través
de (1.44), la consistencia de las familias de historias.

Como ya hemos mencionado, la gigantesca cantidad de posibles familias
se corresponde con la cantidad de variables distintas que pueden utilizarse
para describir un sistema. Por otro lado, independientemente de la capacidad
de una teoria de reproducir resultados experimentales concretos, es deseable
que tenga el maximo poder predictivo posible (lo cual puede considerarse
como una medida de la utilidad de la teoria). Concretamente, serfa intere-
sante que contuviera a la Mecdnica Newtoniana como un caso limite, por
ejemplo descartando los demés comportamientos posibles por ser abrumado-
ramente improbables. En este sentido, la debilidad de la THC estriba, segin
algunos autores ([54],[56],[57]), en la imposibilidad de privilegiar, entre todas
las familias posibles, aquellas que corresponden a la descripcién mediante
variables cldsicas de los sistemas macroscépicos. De hecho, se ha mostrado
que la mayoria de las familias consistentes son totalmente no clésicas [87].
Kent expresa claramente esta opinién en [54]:

This, in fact, is the key question. The formalism offers a myriad
of possible variables for describing physics. Can it, suitably in-
terpreted, explain why the world reliably continues to appear to
us always to be described by the particular measure zero subset
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corresponding to familiar quasi-classical variables? Dowker and
I argue that it cannot.

A esta afirmacién cabe afiadir el punto de vista de Pearle [80]:

There is a test I think should be applied to all theories with fun-
damental pretensions. If, confronted with an initial state vector
of a seriously complicated and realistic part of the world (e.g., the
local galactic group), are there well-defined procedures for con-
structing the mathematical quantities which correspond to the
possible real events which take place in the world? The point of
this test is to see if a theory can do more than just handle some
simplified models into which ad hoc features creep. So far the
consistent histories approach does not pass this test.

Interpretaciéon de Everett

Ante la incapacidad de la MCO de ofrecer un resultado tnico a una me-
dida, Everett [30] propuso una solucién a primera vista sencilla: no existe
tal resultado tnico. La interpretacién de Everett, denominada también por
algunos autores [1] interpretacién de los muchos mundos (Many Worlds In-
terpretation o MWI) comparte con sus secuelas (ver por ejemplo [28],[41])
una caracteristica esencial: resuelve el problema del colapso simplemente
eliminando el postulado del formalismo. En esta teoria, un sistema siempre
es descrito por un vector de estado y evoluciona de acuerdo con la ecuacién
de Schrédinger, sin apelar en ninglin momento a una evolucién no lineal.

La MWI se propone pues explicar cémo un observador tiene la impre-
sién de que las superposiciones de estados (que, como hemos visto, son una
consecuencia inevitable de la evolucién lineal del vector de estado) desapare-
cen del mundo macroscépico. Para entender esto, debemos incluir el estado
|o) del observador en la descripcién de cualquier fenémeno. Consideremos,
por ejemplo, la medida de un sistema cudntico de dos niveles (|s1) y [s2))
mediante su interaccién con un aparato de medida, que podré estar en los
estados macroscépicamente diferenciados correspondientes |a1) y |a2) . In-
mediatamente después de la medida, el vector de estado total |¥) refleja las
correlaciones aparecidas entre el observador y el aparato de medida:

|¥) = ci|s1)|a1)|o1) + c2|s2}laz)|o2)- (1.45)

El vector |¥) describe la superposicién de dos estados: uno en el cual el
observador ha obtenido el resultado 1 y otro estado en el que ha obtenido el
resultado 2. Lo esencial es que la teorfa no prevé la existencia de correlaciones
entre un estado determinado del observador y una superposicién de estados
macroscopicos del aparato, por lo que no necesita eliminar explicitamente
esta eventualidad mediante otro postulado como el del colapso del vector
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de estado. Para entender esto correctamente, es imprescindible recordar los
resultados relativos al fenémeno de decoherencia enunciados anteriormente,
segin los cuales la descomposicién (1.45) es tnica. De esta forma, queda
seleccionada una base privilegiada en la cual se establecen las correlaciones.
Como vimos, esta base es la de posicién, lo cual descarta la posibilidad
antes mencionada de que exista un estado que contenga un factor del tipo
(la1) +a2))|o1), siendo |a1) y |az) estados con soporte (macroscépicamente)
disjunto en el espacio ordinario [90].

Esta interpretacion explica de forma natural la emergencia de la percep-
cién clésica de la naturaleza como consecuencia de la localizacién descrita
por la decoherencia. De esta forma, da cuenta de la relevancia de las variables
clésicas (por ejemplo, las coordenadas del centro de masa de una bola de
billar en el espacio ordinario) en la descripcién de un sistema macroscépico,
algo que presentaba grandes dificultades en el contexto de la THC.

Puede parecer, a la vista de lo que acabamos de exponer, que la MWI
supone Unicamente el reconocimiento de que el colapso es una consecuencia
fenomenoldgica de la evolucién lineal hamiltoniana, y que es por lo tanto
superfluo postularlo. Sin embargo, al despojar la teoria de todo caracter es-
tocdstico aparece otro problema, considerado insalvable por la mayoria de
los detractores de la MWI (véanse por ejemplo las criticas de Bell aparecidas
en [13]): el de reproducir los resultados probabilisticos de la MCO (por otro
lado ampliamente contrastados experimentalmente). Este problema puede
ilustrarse mediante el sencillo ejemplo propuesto més arriba (1.45), toman-
do ¢; # ca # 1/+/2. Nada en la MWI permite en principio relacionar los
coeficientes ¢; y c2 con las probabilidades relativas de obtener uno u otro
resultado de la medida, sobre todo teniendo en cuenta que los dos son ob-
servados simultdneamente. Citamos a Kent [55]:

Most obviously, there is the problem of how a probabilistic inter-
pretation with definite measurements arises from a deterministic
wave function evolution which superimposes the state vectors of
all possible measurements.

Se han hecho varios intentos de derivar las probabilidades predichas por
la MCO en el contexto de la MWI sin recurrir al postulado de Born que
relaciona explicitamente la norma del vector de estado con la probabilidad
([28], [41] y, muy recientemente, [118]), aunque algunos autores los consid-
eran insatisfactorios (ver, por ejemplo, [55] y [87]).

Segin los detractores de las MWI es necesario completar estas teorias con
un mecanismo que “elija” (con la probabilidad requerida) una u otra proyec-
cién de la funcién de onda desechando de paso las componentes “vacias”.
Si esta eleccién se hace de manera continua, tendremos esencialmente una
generalizaci6én de las teorias de onda piloto (ver mds adelante), tal como ha
sido descrito por Bell [13].
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Por lo tanto, los defensores de las MWI rechazan normalmente las teorias
de onda piloto precisamente por considerar que introducen elementos su-
perfluos y arbitrarios, al dar por resuelto el problema de la asignacién de
probabilidades. Zeh [46] defiende claramente esta postura:

The Schrédinger equation, which unavoidably leads to drastic
(eventually universal) entanglement between all macroscopic sys-
tems. . . would not have to be modified at all by means of the ap-
parently required probabilistic terms if one dropped the further
prejudice that there is only one state of each observer. ..

... Bohm’s pilot wave theory is successful only because it keeps
Schrodinger’s (exact) wave mechanics unchanged, while the rest
of it is observationally meaningless and solely based on classical
prejudice. . .,

donde alude explicitamente a la mecdnica Bohmiana, que serd expuesta més
adelante.

Colapso explicito del vector de estado

Hemos mencionado anteriormente que el problema de la medida estriba
esencialmente en la indefinicién del colapso, es decir, del proceso fisico medi-
ante el cual se trunca la evolucién lineal hamiltoniana. La estrategia seguida
por los proponentes de las teorias de colapso explicito del vector de estado
(CEV) es la de incluir el proceso del colapso en la evolucién del sistema
como un proceso fisico més. De esta forma, se pretende sehalar el punto
concreto en el que se sitda el corte de Heisemberg que determina, segin la
MCO, la frontera (hasta entonces borrosa) entre el mundo microscépico y
el macroscépico (véase el extenso repaso de estas teorfas en [80]).

Como ejemplo de este tipo de teorfas, presentamos aqui el formalismo
propuesto por Ghirardi, Rimini y Weber (GRW)([106],[107],[108]). Segtn
estos autores, la funcién de onda ¥(x,t) de una particula (es decir, el vector
de estado en la representacién de posicién) es sometida a procesos aleatorios
de localizacién (saltos). Estos saltos estdn descritos mediante la multipli-
cacién de la funcién de onda por una Gaussiana exp(—(x — Xo)/202), cuyo
centro Xg se establece aleatoriamente con una distribucién de probabilidad
proporcional a |¥(x,t)|?. Los intervalos de tiempo entre saltos para una
misma, particula se distribuyen también aleatoriamente segin una distribu-
cién de Poisson de frecuencia A. Se ha mostrado que, en un sistema de N
particulas interactuantes, el salto de una de ellas precipita el colapso efec-
tivo de todas las demds “alrededor” de ella, de forma que la frecuencia de
localizacién del sistema completo serd del orden de NA. De esta forma, el
valor A™! = 108 afios propuesto por GRW supone el colapso casi instantdneo
de objetos macroscépicos mientras que permite que las superposiciones de
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estados sobrevivan por tiempos astronémicos en el caso de sistemas mi-
croscépicos de pocas particulas.

Claramente, la localizacién de una particula en el espacio ordinario no
constituye el caso general de colapso tal como lo define la MCO. De acuerdo
con lo expuesto més arriba, el colapso de un vector |¥) = > culan) de-
scompuesto en una base arbitraria {|a,)} se describe mediante la seleccién
aleatoria de uno de los estados de la base. Teniendo esto en cuenta, se han
propuesto teorias en las cuales la inclusién de un término no lineal en la
ecuacién de Scridinger es responsable de esta seleccién. En estas teorias, el
colapso es un proceso continuo (mientras que para GRW era instantdneo) en
el cual uno de los coeficientes ¢; del desarrollo del vector de estado tiende a 1
exponencialmente (|¢;|? = 1 —exp(—~t)) mientras que los dem4s tienden a 0
[80]. Sin embargo, el cardcter arbitrario de la eleccién de una base del espacio
de Hilbert para la descripcién de un estado cualquiera supone una dificul-
tad a la hora de considerar este modelo de colapso como un fenémeno fisico
objetivo. La teorfa de GRW evita este problema eligiendo explicitamente la
base de posicién para describir el vector de estado.

En cualquier caso, cabe destacar que estos formalismos de CEV, a difer-
encia de otras interpretaciones de la Mecanica Cuéntica, pueden consider-
arse mas bien como teorfas alternativas. Como hemos visto, describen sin
ambigiiedad el paso de los sistemas microscépicos (con superposicién de es-
tados) a los macroscépicos mediante la introduccién de nuevas constantes
fisicas fundamentales, tales como la longitud o y la frecuencia X de la teorfa
de GRW. El valor de estas constantes y la eventual refutacién de estas teorfas
frente a la MCO es, en principio, verificable experimentalmente.

En cualquiera de sus formas, las teorias de CEV presentan un problema,
adicional a la hora de relacionar el vector de estado con el resultado de
una observacién. El postulado de la medida de la MCO establece que un
resultado tnico sblo se obtiene si el sistema se encuentra en uno de los
autoestados del observable considerado. Ahora bien, este colapso nunca se
consigue estrictamente en los formalismos que acabamos de presentar (en el
caso de las teorfas de colapso continuo habria que esperar un tiempo infinito,
mientras que en la teoria de GRW la localizacién nunca es completa). Esto
obliga a relajar en cierta medida la relacién entre el autovalor y el resultado
de la medida.

Teorias de onda piloto

Una de las dificultades conceptuales de la MCO es, sin duda, la de es-
tablecer de qué trata exactamente. Es habitual ilustrar este punto men-
cionando la dificultad de conciliar los dos enunciados siguientes: (i) la de-
scripcién exhaustiva de un sistema estd dada por su vector de estado, (ii)
el vector de estado proporciona una distribucién de probabilidad. La inter-
pretacién natural de una distribucién de probabilidad es la de asociarla a
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una propiedad del sistema cuyo valor exacto se ignora, lo cual estaria en con-
flicto con el enunciado (i). Por lo tanto, en el contexto de la MCO no puede
hablarse de la probabilidad de que una propiedad tenga un determinado
valor, sino de la probabilidad de que se mida un determinado valor cuando
se realiza un experimento sobre el sistema. En definitiva, la mayoria de los
fisicos consideran que el objeto de la MCO son los resultados experimentales
(expresados en términos de variables cl4sicas). En palabras de Bell [12]:

Then came the Born interpretation. The wavefunction gives not
the density of stuff, but gives rather (on squaring its modulus)
the density of probability. Probability of what, exactly? Not of
the electron being there, but of the electron being found there,
if its position is “measured”.

Sin embargo, parece légico preguntarse si la Mecdnica Cudntica puede re-
formularse de forma que se recupere la interpretacién natural de la distribu-
cién de probabilidad. Evidentemente, esto supondria abandonar el enunciado
(i) y completar la descripcién del sistema con lo que ha sido a menudo de-
nominado como “variables ocultas”. Este es precisamente el programa de las
teorfas de onda piloto, incorporando al formalismo estas variables adicionales
(que, como veremos, serdn las posiciones de las particulas en el espacio de
configuracién). La dindmica de estas variables est4 determinada por la fun-
cién de onda, que, de este modo, guia a la particula en su movimiento. Este
es el origen del término “onda piloto”, utilizado por primera vez por Louis
de Broglie en 1926 [27]. Esta interpretacién resuelve de forma muy natural
el problema, de la medida: las posiciones de las particulas tienen una existen-
cia objetiva que puede ser observada directamente. Estudiaremos con més
detalle este formalismo en la seccién siguiente, considerando el caso concreto
de la mecanica Bohmiana.

1.4. Mecanica Bohmiana

La mecénica Bohmiana (MB), desarrollada por David Bohm en 1952'3
surge al interpretar los resultados estadisticos encarnados en la funcién de
onda de un sistema de una forma natural, es decir, admitiendo que pro-
porciona la distribucién de probabilidad genuina de que las particulas que
conforman el sistema ocupen una posicién determinada. Estas posiciones
. existen en todo momento y pueden determinarse con precisién arbitraria.
Una consecuencia inmediata es la existencia de trayectorias en el espacio de
configuracién para cualquier sistema, independientemente de que sea cerra-
do o esté interactuando con el entorno. En definitiva, al igual que en la THC,

'3Las referencias originales son [23],(24]. Existen también buenas monografias sobre el
tema [49],[51]. Puede también consultarse una breve exposicién reciente [70].
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un sistema fisico posee una realidad objetiva independiente del proceso de
observacién.

En este punto, es importante tener en cuenta que la mecdanica Bohmiana
postula un nivel de descripcién subyacente a la MCO, y que, por lo tanto, a
la hora de comparar las predicciones de ambas teorias hay que ser especial-
mente cuidadosos. Concretamente, los resultados de la MCO relativos a un
sistema microscépico deben expresarse en tdltima instancia en términos de
hechos experimentales y variables cldsicas. Por lo tanto, para cotejarlos con
los de la mecénica Bohmiana tendremos que considerar una situacién equiva-
lente, es decir, la interaccién del sistema microscépico con uno macroscopico
que haga las veces de aparato de medida. Dicho de otro modo, aunque la
mecanica Bohmiana permite hablar con toda propiedad del comportamiento
de un sistema cerrado, veremos explicitamente en. la segunda parte de este
trabajo que la interaccién con un aparato de medida es fundamental para
entender aspectos esenciales. La medida de propiedades fisicas distintas de
la posicién, cdmo puede reconciliarse la mecdnica Bohmiana con el concepto
de complementariedad, la forma de eludir teoremas de imposibilidad de las
variables ocultas tales como los de Von Neumann !4[72] o Kochen—Specker
[89], o la desaparicién de superposiciones de estados en sistemas macroscépi-
cos son fendmenos que s6lo pueden entenderse a través de la interaccién del
sistema con un entorno.

1.4.1. Formalismo matematico

Segiin este formalismo, un sistema de N particulas con masas m1...mxy
estd caracterizado por las posiciones 7 ... Zn de cada una de ellas (un con-
junto de N coordenadas tridimensionales al que nos referiremos con la letra
maytscula X : X = 7 .. .ZN) y por la funcién de onda zp()?) Asfi pues,
la caracterizacién completa del sistema en cualquier instante de tiempo ¢
vendré dada por el binomio (1(X,¢); X(¢)). Debemos pues ocuparnos del
comportamiento de estos dos objetos, es decir, de las leyes que gobier-
nan su dindmica. Las ecuaciones correspondientes conforman el formalismo
matemadtico de la mecdnica Bohmiana, y su derivacién més habitual es la
que aparece en los articulos originales de Bohm [23], [24] y en los libros
de Bohm y Hiley y de Holland [49], [61]. Sin embargo, seguiremos aqui el
desarrollo propuesto por Diirr, Goldstein y Zanghi [68], [70], que pretende
resaltar las simetrias que posee la ley de evolucién de las particulas.

La evolucién de la funcién de onda del sistema estd determinada. por la

'La relevancia general de varios “teoremas de imposibilidad de las variables ocultas”
y su relacién en particular con la mecdnica Bohmiana estd espléndidamente tratada en
varios articulos recogidos en el libro de Bell [13].
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ecuacion de Schrédinger habitual en la representacién de posicién:

P N K272
M _ v v+ Ve, (1.46)
ot — 2my,

donde V = V(%1 ... Zn) es la energfa potencial del sistema. Para reproducir
la fenomenologia de la Mecénica Cudntica, es imprescindible que la evolu-
cién de las coordenadas de las particulas del sistema esté determinada por
la funcién de onda. Intentaremos pues establecer esta ley de evolucién a par-
tir de tres exigencias: (i) invariancia ante transformaciones de Galileo, (ii)
acuerdo con las predicciones de la MCO, y (iii) en el caso de que subsista
alguna ambigiiedad (como, de hecho, ocurrird) apelaremos a un criterio de
simplicidad (que serd, inevitablemente, mds subjetivo).

Invariancia de Galileo

Como opcién més sencilla (por el hecho de involucrar sélo las derivadas
primeras de las coordenadas), exploraremos la posibilidad de que la funcién
de onda determine directamente el campo de velocidades de las particulas.
Por lo tanto, la evolucién de cada particula k estard determinada por la
siguiente ecuacién diferencial de primer grado:

dZy

T — Gw(X)), (1.47)

donde resaltamos que la dependencia funcional de la velocidad con las co-
ordenadas se establece a través de la funcién de onda del sistema total.
Noétese que, dado que tanto (1.46) como (1.47) son ecuaciones diferenciales
de primer grado, la especificacién en cualquier instante de la funcién de onda
y las coordenadas de las particulas (ademds, claro estd, del conocimiento del
potencial V), determina en todo momento el estado del sistema (es decir:
P(t) y X)) = Z1(t) ... Zn(1)).

Consideremos primero un sistema formado por una sola particula de
masa m. Una transformacién de Galileo define la relacién existente entre las
coordenadas de la particula en un sistema de referencia O y en otro O’ que
se desplaza respecto de aquél a una velocidad constante V:

- = —
{ T Vi (1.48)

Por lo tanto, para que sea invariante de Galileo, la relacién entre las veloci-
dades de la particula ha de ser:

7' (&) = T(p(F - V) - V. (1.49)

Ahora bien, ante una transformacién de Galileo, la funcién de onda se trans-
forma del modo siguiente [36]:

—

P (7)) = eIV e imE Vo 4 V). (1.50)
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Si suponemos ademés que la velocidad es una funcién homogénea de grado
0 de la funcién de onda (de modo que una diferencia en la constante de nor-
malizacién de la funcién de onda no modifique la trayectoria de la particula),
puede comprobarse que la funcién de ¥ mds sencilla para la velocidad que
cumpla (1.49) es [68]:

RV
g Bt
m Y
La velocidad de una particula k perteneciente a un sistema de N particulas
se obtiene generalizando la expresién anterior:

(1.51)

—

ho pV*
T = ——Im ,
F m K

donde el subindice j en el gradiente indica que las derivadas deben calcularse
respecto a las coordenadas de la particula k.

Incluimos como ejemplo en la figura 1.2 las trayectorias correspondi-
entes a un caso que serd tratado en detalle mds adelante (2.5.1). Se trata
del movimiento en una dimensién de la superposicién de dos paquetes gaus-
sianos libres moviéndose en direcciones opuestas con velocidad constante.
Obsérvese que en los primeros instantes las trayectorias se curvan, recre-
ando asi las interferencias entre los dos paquetes. A medida que se sepa-
ran, las particulas adquieren trayectorias rectilineas, correspondientes a una
velocidad constante (el tiempo es demasiado corto como para apreciar el
ensanchamiento natural).

(1.52)

Compatibilidad con la MCO

Nos ocuparemos ahora de verificar que las ecuaciones (1.46) y (1.52)
definen una teoria compatible con la MCO. Teniendo en cuenta que la MCO
no contempla la existencia de una posicién definida para la particula (salvo
en el caso muy especial de que su funcién de onda sea una delta de Dirac),
la comparacién debe hacerse a nivel estadistico. Debemos, pues, estudiar
la distribucién estadistica de posiciones generada por el movimiento de las
particulas en el campo de velocidades definido por (1.52).

Consideremos un conjunto de muchas particulas no interactuantes, someti-
das a un mismo potencial monoparticular V(Z) y distribuidas aleatoriamente
seglin una densidad inicial de probabilidad P(Z,%s). Si suponemos que to-
das las particulas poseen la misma funcién de onda (de una sola particula)
Y (&), estardn sometidas al mismo campo de velocidades (1.51), y la densi-
dad de probabilidad en cualquier instante de tiempo seré la solucién de una
ecuacion de continuidad:

OP(Et) o h. Ve )
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Figura 1.2: Trayectorias de Bohm correspondientes a una superposicién equi-
librada de dos paquetes gaussianos libres moviéndose en direcciones opuestas
con velocidad constante. Los pardametros que relacionan estas trayectorias
con la descripcién hecha en la seccién (2.5.1) son: S =5,a=b= 1/\/§
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con la condicién inicial correspondiente. La compatibilidad de ambas teorias
supone que la probabilidad, segin la mecénica Bohmiana, de que la particu-
la, esté en una determinada posicién debe coincidir con la probabilidad de
que la particula se mida en esa misma posicién segin la MCO. En definiti-
va, debemos comprobar que la distribucién P(F,t) = |¢(&,t)|? es solucién
de la ecuacién (1.53). Basta para ello recordar que la distribucién cuénti-
ca |9(F,t)|? también es solucién de una ecuacién de continuidad (ver, por
ejemplo, [60]):

(@) | ==
= 1.54
5 +VJ =0, (1.54)
con el vector de flujo cudntico:
- h .
J= —Elm (YVr). (1.55)

Sustituyendo (1.55) en (1.54), obtenemos la ecuacién (1.53) para P(Z,t) =
[v(£,t)|2, con lo cual queda establecido que la distribucién de probabilidad
predicha por la MCO es solucién de la ecuacién de continuidad que define
la distribucién correspondiente de la mecdnica Bohmiana. Este resultado es
facilmente extrapolable al caso de un sistema de varias particulas, y define
la propiedad de equivariancia de la distribucién |¢(F,t)|? en el campo de
velocidades bohmiano.

Sin embargo, es fcil comprobar que la solucién P = |¢|? de la ecuacién
(1.53) no es tnica, sino que para obtenerla es necesario imponer la condicién
siguiente sobre las posiciones iniciales de las particulas:

P(%,t0) = [¥(Z, to)]*. (1.56)

En el contexto de la mecdnica Bohmiana esta condicién es, cuando menos,
insélita, ya que cabria més bien esperar que la distribucién estadistica fuera
consecuencia de la dindmica de las particulas. En principio no es descabella-
do imponer restricciones sobre las condiciones iniciales de las variables libres
del problema (en este caso, las posiciones), de acuerdo con criterios fisicos.
Por ejemplo, en el caso de tratar con un sistema ligado, podria parecer
sensato descartar distribuciones iniciales que no se anularan con suficiente
rapidez fuera del rango del potencial. Pero la imposicién de la condicién
(1.56) parece demasiado arbitraria, sobre todo teniendo en cuenta que, en la
mecdnica, Bohmiana, la funcién de onda actiia simplemente como guia del
movimiento de las particulas, papel que no parece estar légicamente rela-
cionado con el de una distribucién de probabilidad. Este es, sin duda, uno
de los principales problemas que presenta la mecénica Bohmiana (este hecho
ha sido reconocido desde muy pronto [52], [79] incluso por el propio Bohm
[25]), y uno de los resultados presentados en esta tesis pretende ser un paso
hacia su solucién. Volveremos sobre él mas adelante.

Puede parecer que, en los péarrafos anteriores, sélo hemos establecido
el acuerdo entre las descripciones de experimentos destinados a medir la
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posicion de las particulas. Sin embargo, la MCO permite la descripcién
del vector de estado de un sistema en términos de una base cualquiera del
espacio de Hilbert, lo que permite obtener distribuciones de probabilidad
relativas a cualquier observable fisico, algo no contemplado explicitamente en
la mecédnica Bohmiana. Sin embargo, los autoestados de cualgquier operador
pueden representarse en la base de posicién'®, de modo que la probabilidad
de medida de una propiedad fisica siempre puede expresarse, segin la MCO,
en términos del médulo de una funcién de onda al cuadrado (para una
formulacién explicita de la Mecdnica Cudntica no relativista en términos de
funciones de onda y sin mencionar los vectores de estado, véase [60]).

En este sentido, la mecdnica Bohmiana es una expresion concreta de la
idea de Bohr segin la cual cualquier resultado experimental debe ser ex-
presado en Gltima instancia mediante variables cldsicas. Consideraremos ex-
plicitamente un caso concreto estudiando la medida del espin de una particu-
la neutra desde las perspectivas de la mecénica Bohmiana y de la MCO.

Existencia y unicidad de las trayectorias

Una cuestién (algo mds técnica) que merece ser mencionada es la de
la existencia general de las trayectorias definidas por (1.47) y (1.52). Estas
trayectorias han sido integradas (analitica o numéricamente) para varios
casos de interés, tales como la particula libre, el experimento de doble rendija
[77], [50] el oscilador arménico [100], [97] el dtomo de Hidrégeno [103] o el
experimento de Stern—Gerlach (en este trabajo). Sin embargo, el campo de
velocidades presenta singularidades en los nodos de la funcién de onda, lo
cual hace pensar que el caso general puede presentar dificultades. Con todo,
ha sido mostrado que las trayectorias definidas por la mecanica Bohmiana
existen para una clase muy amplia de hamiltonianos, y que estas trayectorias
no pasan por los puntos singulares del campo de velocidades [69).

A 1la vista de la derivacién de las ecuaciones de la dindmica del sistema
(¥, X ) que hemos presentado més arriba, es natural plantearse si la forma
concreta de % es tnica. Nos referimos aqui a la posibilidad de que pueda
definirse una velocidad distinta de la propuesta en (1.52) que satisfaga los
mismos criterios (salvo, quizd, el de “simplicidad”).

Esta cuestion ha sido estudiada con bastante detalle por Deotto y Ghi-
rardi [35]. No nos ocuparemos aqui de ella, pero la conclusién es que existen
infinitas trayectorias no equivalentes que satisfagan las condiciones de invari-
ancia de Galileo y reproduzcan la distribucién cudntica de probabilidades.

15Con la importante excepcién de los operadores de espin. La medida del espin en el
contexto de la mecdnica Bohmiana serd tratada explicitamente en esta tesis.
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1.5. La distribucidn inicial en la mecanica Bohmi-
ana

Hemos mencionado ya que una de las principales criticas que se le han
hecho a la mecanica Bohmiana [52], [79], [25] es la necesidad de postular la
distribucién inicial de particulas P(Z,t9) = |¢(&,10)|?, donde ¥(ZF, %) es la
funcién de onda en el instante inicial. Las criticas expresan generalmente la
necesidad de que, en una teoria como la mecdnica Bohmiana, la distribucién
final de las posiciones de las particulas sea una consecuencia directa de la
dindmica aplicada a una distribucién inicial arbitraria de estas particulas.

Como ya sabemos, la ecuacién (1.53) sin ninguna modificacién no per-
mite, en general, obtener la distribucién cudntica a partir de una distribucién
arbitraria. Un caso particularmente ilustrativo es el de un estado estacionario
del tipo

P(z,t) = f(z) /P (1.57)

con f(x) real. Segtn (1.51), la velocidad de la particula serd siempre nula,
con lo cual la distribucién de particulas en un conjunto de sistemas de este
tipo serd, en todo momento, igual a la distribucién inicial. En definitiva, la
distribucién cudntica no puede de ningiin modo considerarse una solucién
asintética de equilibrio de la ecuacién (1.53) (a menos, repetimos, que se
modifique de alguna forma su ecuacién de evolucién).

1.5.1. El equilibrio cudntico de Diirr, Goldstein y Zanghi

En su articulo de 1992 [68], Diirr, Goldstein y Zanghi abordan el proble-
ma de forma totalmente distinta a la de la mayoria de los autores que se han
ocupado del asunto. Se proponen justificar lo que denominan la hipdtesis del
equilibrio cudntico, que es, esencialmente, la exigencia de que cualquier sis-
tema tenga la distribucién cuédntica habitual. A pesar de ser bien conocida,
la citamos literalmente para futuras referencias:

Si un sistema tiene una funcién de onda Y (x), la distribucion de proba-
bilidad p(x) de sus coordenadas es

p(z) = (). (1.58)

Empezamos por mencionar algunas de las sutilezas que esconde la ex-
presién (1.58) en el contexto de la mecdnica Bohmiana. Consideremos un
sistema macroscopico cuya funcién de onda conste de varios paquetes de
onda localizados en regiones disjuntas del espacio (por ejemplo, un apara-
to después de una medida). Sabemos que, a pesar de que la posicién de la
particula Bohmiana localizars el sistema en uno de los paquetes, la funcién
de onda seguiréd conteniendo la superposicién completa. Por lo tanto, la dis-
tribucién de posiciones observada parece estar en flagrante contradiccion con
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(1.58). Evidentemente, la MCO evita este problema “actualizando” la fun-
cién de onda mediante el postulado del colapso, pero la mecanica Bohmiana
no prevé ningin mecanismo equivalente.

Es cierto que en mecénica Bohmiana puede también actualizarse la fun-
ci6én de onda del subsistema a partir del conocimiento de las posiciones de al-
gunos de los grados de libertad que interacttian con él (véase mas adelante en
la seccién (3.2)). Por lo tanto, parece 16gico admitir que esta funcién de onda
es la que debe aparecer en el segundo miembro de la expresién (1.58). Sin
embargo, esta funcién carece en general de las propiedades dindmicas que de-
berfan permitir definir la trayectoria de la particula'®(véase (3.2)), a menos
que esté perfectamente aislado. Sélo en este 1iltimo caso podrd asignirsele
una funcién de onda “genuina” con la que poder determinar su evolucién de
forma auténoma, calculando, en el caso de la mecdnica Bohmiana, el campo
de velocidades.

La conclusién, aparentemente sorprendente, es que el tnico sistema. del
que se puede afirmar (en sentido estricto y sin mds anélisis) que tiene una
funcién de onda y al que, por lo tanto, podemos aplicar la mecénica Bohmi-
ana, es el formado por todas las particulas del universo. Obviamente, es
crucial saber cémo fijar la atencién en subsistemas mds pequeiios y describir
su dindmica en términos de un hamiltoniano y una funcién de onda més o
menos “auténomos”, es decir, desacoplados del resto del universo. Para lo-
grarlo, tendremos que seguir (mds o menos explicitamente) el procedimiento
descrito mas adelante de preparacién de un estado cudntico (3.2.2). Sélo en-
tonces podremos hablar de la funcion de onda del sistema con un grado
razonable de aproximacién, sin necesidad de tener explicitamente en cuenta
que, en dltima medida, la trayectoria seguida por la particula que nos in-
teresa no es mas que una proyeccién de la trayectoria A (t)={4,7%,.. .28}
seguida por todas las particulas del universo. Siendo la mecénica Bohmiana
una teoria determinista, esta trayectoria universal (y, por lo tanto, el estado
de cualquier subsistema) estard totalmente determinada por los siguientes
elementos: (i) el hamiltoniano universal H, y (ii) el estado inicial (Wo; Zo)
del universo, caracterizado por la funcién de onda inicial y las posiciones
iniciales de todas las particulas.

Probabilidad en el colectivo microcanénico

Para indagar en el origen de la aleatoriedad en el contexto de una teoria
determinista, consideramos el ejemplo del colectivo microcanénico, para el
cual la mecénica estadistica establece dos niveles de descripcién: por un la-
do, el macroestado I'ys del sistema (determinado por la energia total y otras

16G; el sistema no esté aislado, su evolucién no estars determinada por un hamiltoniano
expresado linicamente en términos de las variables que lo definen, sino que dependera tam-
bién de las posiciones del entorno en contacto con él. Concretamente, su evolucién no
serd lineal.
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magnitudes termodindmicas macroscépicas, como, por ejemplo,‘ el nimero
medio de particulas en elementos de volumen de cierto tamafio del espa-
cio de las fases), representa toda la informacién sobre el sistema a la que
podemos tener acceso. Por otro lado, el microestado, definido por el punto
X = {ém, ﬁm} en el espacio de las fases ocupado por el sistema, describe
exhaustivamente el mismo.

Evidentemente, el microestado del sistema nos es desconocido, aunque
deberd ser compatible con su macroestado, lo cual supone, entre otras posi-
bles restricciones, que el punto X,, esté incluido en la superficie de en-
ergia constante correspondiente a la energia total del sistema. Intentare-
mos refinar esta descripcidon estableciendo una densidad de probabilidad
P(X|T =Ty (X)) dX que determine la probabilidad por unidad de volumen
fasico de que el sistema se encuentre en un punto determinado condicionada
a que el macroestado sea precisamente I'ps. Esta densidad de probabilidad
debera reflejar un desconocimiento méximo de X dadas las restricciones
(determinadas por I'), y ser conservada por la evolucién dindmica de X:
P(Xm(t)) dX = P(Xn(0)) dX. Esta tltima condicién es muy importante, y
refleja simplemente el hecho de que X (t) estd totalmente determinado por
X (0) (recordemos que ambos puntos estdn relacionados entre si por medio
de la evolucién determinista hamiltoniana).

Como es sabido, la densidad de probabilidad que emana de estos cri-
terios es simplemente la distribucién uniforme en la superficie de energia
correspondiente, es decir, la asignacién de la misma probabilidad a todos los
microestados. Sin embargo, el hecho de que esta eleccién parezca especial-
mente natural y poco arbitraria no debe distraernos del papel fundamental
que juega la dindmica a la hora de justificarla. En efecto, la invariancia de
esta distribucién estd garantizada por el teorema de Liouville, segin el cual
la evolucién hamiltoniana preserva el volumen en el espacio de las fases. Sin
este resultado, habria que abandonar la distribucién microcanénica (uni-
forme) por otra distribucién invariante. En definitiva, es esencial considerar
la funcién de la dindmica a la hora de establecer una definicién natural de
probabilidad en el espacio de las variables relevantes (en este caso, el espacio
de las fases, mientras que para la mecdnica Bohmiana lo serd el espacio de
configuracién).

Para concluir este breve paso por la mecénica estadistica, puede ser
interesante observar que el inico sistema que puede ser estrictamente carac-
terizado por un colectivo microcanénico es el formado por todo el universo.
Esto es asi, ademads, exactamente por el mismo motivo por el que es el dnico
que tiene funcién de onda: porque esté perfectamente aislado, es decir, tiene
una energia total estrictamente constante.

41



Posiciones iniciales tipicas en un universo bohmiano

Con estos antecedentes, los autores intentan llevar a cabo un programa
similar para el caso de la mecdnica Bohmiana. En un universo bohmiano
determinista, la aleatoriedad de las posiciones de un sistema cualquiera es
consecuencia del desconocimiento de la configuracién inicial Zo del universo.
Al igual que en el caso del colectivo microcanénico, nos gustaria caracterizar
lo mejor posible esta aleatoriedad a través de una distribucién de probabili-
dad en el espacio de configuracién. Obviamente, esta distribucién deberd ser
natural en el sentido que hemos definido anteriormente, es decir, tendra que
ser conservada por la dindmica del sistema. De acuerdo con estas considera-
ciones, para cualquier funcién de onda inicial ¥g la eleccién IP(ZO) = |¥y|?
se perfila como la mas adecuada, ya que, en virtud de la ecuacién (1.54),
esta distribucién de probabilidad es equivariante, es decir, estd conservada
por la dindmica definida por la propia funcién de onda inicial.

Evidentemente, no tenemos a nuestra disposicién un conjunto de univer-
sos sobre el que verificar la hipétesis sobre la distribucién inicial P(ZO). Por
lo tanto, segiin DGZ, debe interpretarse esta distribucién como una medida
natural de tipicalidad en el espacio de configuraciones. Por otro lado, si ad-
mitimos esta distribucién de probabilidad para las posiciones de un sistema
grande (en este caso, el universo), la distribucién de probabilidad restringida
a cualquier subsistema ser4 la definida a partir de la funcién de onda condi-
cional (3.8) segtn la regla de Born habitual, con lo que quedarfa justificada
la expresi6én (1.58).

De acuerdo con esto, podriamos resumir la tesis defendida por estos
autores mediante la afirmacién de que para posiciones iniciales tipicas del
universo se verifica la hipdtesis del equilibrio cudntico. Sin embargo, al ser
la mecanica Bohmiana una teoria determinista, las condiciones iniciales del
universo (supuestos fijos el hamiltoniano y la funcién de onda) determinan
totalmente el comportamiento posterior de todos los sistemas, incluidos los
resultados experimentales en cualquier momento yen cualquier lugar. Conc-
retamente, existirdn posiciones iniciales tales que no se verifique (1.58) para
algunos experimentos actuales, o incluso para ninguno. Lo que afirman DGZ
es simplemente que estas condiciones iniciales son altamente improbables de
acuerdo con su definicién de tipicalidad. O, desde otro punto de vista, el
hecho de que verifiquemos experimentalmente (1.58) serfa una indicacién
de que la configuracién inicial del universo no es demasiado improbable.
Esto contrasta con la situacién de no-equilibrio termodindmico en la que
se encuentra el universo actual, que obliga a postular una situacién inicial
termodindmicamente improbable, lo cual, desde luego, es mas dificil de jus-
tificar, y ha sido (y es) objeto de grandes controversias.
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1.5.2. Teorias estocasticas de onda piloto

La mayoria de las soluciones a este problema que se han propuesto han
consistido en modificar de una u otra forma la ecuacién (1.53) [26], [25], [9],
[29]. La estrategia empleada consiste normalmente en redefinir el campo de
velocidades (1.51) de forma que P(Z,t) — |%(Z,to)|? cuando t — oo.

Nelson [29] propuso sustituir la evolucién determinista de la particula
por un proceso de difusién, definido por el proceso estocdstico [83]:

di = bdt + &(t) VD dt, (1.59)

donde &(t) es un proceso aleatorio delta—correlacionado y de valor medio
cero:

(wilt) wi(s)) = 61,50t - 5), (1.60)

siendo ¢ y j las componentes cartesianas del vector.

Las ecuaciones anteriores definen un proceso de difusién caracterizado
por una velocidad de arrastre b y un coeficiente de difusion D. La evolucion
de la densidad de probabilidad P(Z,t) estard determinada por la ecuacién
de Fokker-Planck asociada:

OPEY) | g (EP(:E, t)) ~DPorpi e, (1.61)
ot 2

Debemos ahora definir el coeficiente de difusién y la velocidad de arras-
tre para lograr un doble objetivo: (i) alejar las particulas de las zonas donde
[40|? es pequefio para acumularlas en las zonas en las que es grande, y (ii) una
vez que se haya alcanzado la distribucién de particulas cudntica, manten-
erla en todo instante posterior. Esto puede conseguirse con las definiciones
siguientes:

h h V]|? h

r_ . _ 1.62
b= VStom e 5 P=n (1.62)

El segundo término de la velocidad de arrastre b tiene la direccién de la
méxima variacién de ||?, y un médulo inversamente proporcional a esta
cantidad. Por lo tanto, es el responsable de evacuar rdpidamente las particu-
las de las zonas en las que la funcién de onda es pequeia y mantenerlas en
las zonas donde es grande el mayor tiempo posible. Es, en cierto sentido,
asimilable a una especie de velocidad osmdtica proporcional a los gradientes
de concentracién en un medio. Puede comprobarse sustituyendo P = [1/|2 en
(1.61) que, una vez alcanzada la distribucién cudntica, el término de difusién
compensa esta velocidad osmética. A partir de entonces, el primer término
de la velocidad de arrastre (idéntico a la velocidad Bohmiana) se ocupa
de que la ecuacién de Fokker—Planck se transforme (salvo fluctuaciones es-
tocésticas que tenderdn a ser rdpidamente compensadas) en la ecuacién de
continuidad (1.54). De esta forma, la evolucién subsiguiente de la densidad
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de probabilidad P consistira en pequefias fluctuaciones alrededor de su valor
medio P = [¢|2.

Mencionamos brevemente que, al igual que en el caso de la mecénica
Bohmiana, es posible considerar definiciones alternativas para b y D. Pode-
mos por lo tanto hablar de una familia de teorias, caracterizadas con cierto
detalle por Bacciagaluppi [9].

Cabe destacar que este formalismo, al igual que todos los que no pos-
tulan una distribucién inicial igual a |42, no es totalmente equivalente en
sus predicciones a la MCO. Tedéricamente, es posible detectar eventuales dis-
crepancias entre la distribucién real de particulas y la distribucién cudntica,
especialmente en el periodo de transicién hacia el equilibrio. Esto invalidaria
desde luego la MCQ, aunque es probable que llevar tales experimentos a cabo
sea muy dificil. Entre otros motivos, segiin veremos mas tarde, la funcién
de onda del sistema estd sometida a pequenas fluctuaciones aleatorias que
podrian enmascarar los efectos del proceso estocdstico (1.59).

Esto ultimo podria sugerir que el origen del proceso de difusién sean pre-
cisamente estas fluctuaciones aleatorias de la funcién de onda, o cualquier
otra consecuencia espuria de la falta de un control total sobre las condiciones
experimentales. Sin embargo esto es imposible, ya que en tales circunstan-
cias el valor concreto del coeficiente de difusién seria también practicamente
aleatorio y no precisamente el necesario para anular la velocidad osmética
en el momento adecuado. De hecho, la introduccién de un proceso de di-
fusién sugiere que se estarfa haciendo una descripcién estadistica del com-
portamiento de un medio subcudntico hasta ahora desconocido. Este medio
y su relacién con los sistemas cudnticos habituales estarian estadisticamente
descritos por los valores de la velocidad osmética y del coeficiente de di-
fusién, pero su caracterizacién completa estaria aiin por determinar. Esto
constituye probablemente el aspecto menos atractivo de este tipo de teorias.
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Capitulo 2

Particula en un campo
magnético inhomogéneo

Abordamos a continuacién el estudio totalmente cudntico del experi-
mento de Stern—Gerlach [20]. Antes de proceder con el célculo analitico
siguiendo diversas aproximaciones, presentamos los resultados obtenidos in-
tegrando numéricamente la ecuacién de Schrédinger. Este resultado numéri-
co, obtenido abordando el problema en toda su complejidad, servird también
para calibrar la bondad de las distintas aproximaciones que consideraremos
mds adelante. Por otro lado, nos permitird introducir los pardmetros rele-
vantes para caracterizar el problema.

Consideraremos un haz colimado de perfil gaussiano de particulas neu-
tras de masa M y espin 1/2 en un campo magnético

B = (By+ B12)é, — B1Xé,, L>Y>0; (21)
B =0, Y>L, Y<O0 (2.2)
(véase la figura (2.1)). En lo sucesivo, usaremos letras mayudsculas (X,Y, Z, T)
para representar magnitudes con dimensiones, mientras que las minusculas
(z,9, 2,t) se referirdn a las correspondientes magnitudes adimensionales. El

hamiltoniano sera: ) ) )
P, +P;+P; 5
== r £ _ B 2.3
AT i (2.3)

siendo ji el momento magnético de la particula:

H

/]: = NO(Izéz + Iyéy + Izéz)- (2'4)

En esta expresién, I, I, e I, son los operadores de espin en las direc-
ciones cartesianas correspondientes. En el caso concreto que estamos tratan-
do (particulas de espin 1/2), serdn proporcionales a las matrices 2 x 2 de
Pauli:

I$=1/2<(1) é) Iy=1/2(? B’) Iz=1/2((1) _01). (2.5)
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horno y colimador

deriva libre
campo magnético

Figura 2.1: Esquema del dispositivo experimental en un experimento de
Stern—Gerlach. Los 4tomos neutros salen en un haz colimado con una ve-
locidad térmica que depende de la temperatura del horno. El haz se propa-
ga de izquierda a derecha en la direccién del eje y, pasando por el campo
magnético inhomogéneo entre los imanes. Tras salir de la zona de interac-
cién (entre y = 0 e y = L), se propaga en ausencia de campo en la zona de
deriva libre antes de ser detectado en una pantalla. Los vectores de la figura
representan la, direccién del campo magnético en puntos del eje z.
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Al penetrar en el imédn, el campo magnético se estabiliza paulatinamente
hasta alcanzar la forma (2.1). De este modo aparecerdn efectos de borde que
podrian introducir una dependencia en Y del campo magnético. No puede
a priori descartarse que estos efectos sean relevantes en el estudio de los
fenémenos que pretendemos abordar, tales como las transiciones entre distin-
tas proyecciones del espin en la direccién del eje z. Sin embargo, mostramos
explicitamente en el apéndice A que estos efectos son despreciables en las
condiciones experimentales que nos interesardan. En este caso, el potencial
no actiia sobre la componente Y de la funcién de onda, y el hamiltoniano
puede separarse en dos términos:

_ PR+ P P}
H = Z—M_H +/L0[(Bo + 31Z)Iz — BlXIz] + WH (26)
= Hxz + Hy,

donde I es la matriz identidad en el espacio de espin. La funcién de onda
puede ser por lo tanto factorizada de la forma

(X,Y,Z,m|®) =U(X,Z, m,t)x(Y,t), (2.7)

donde m designa el estado de espin. La evolucién de la funcién de onda
x(Y,t) estard determinada por el hamiltoniano libre Hy, siendo ademds to-
talmente independiente del estado de espin. Nos interesaremos tinicamente
por el espinor ¥(X, Z m,t) que describe la evolucién del sistema someti-
do al hamiltoniano Hx . Buscamos pues el espinor descrito en la base de
autoestados de I,:

a(X,z,T)
> 2.
{ B(x,2,T) ] 28)
solucién de la ecuacién de Schrodinger:
PZ P2 B
1 X;Vrj Z — po(Bo + ZByq) - pwoB1 X . [ &(X,2,T) ]
’ ,u'OBlX PX—]—’V}PZ"‘,U:(](Bo-FZBl) ,B(X,Z,T)
W(X,Z,T
=1ih CE( 4 T) (2.9)
B(X,Z,T)
Con las condiciones iniciales:
a X2 4+ 72
(X, ZT = = 2 e
a(X.2, 0) o\ exp ( 202 )
X, Z,T = = = = 2.1
przr-0 - e (-XE0) e

donde o es la anchura inicial del haz, y a y b son ntimeros complejos que
determinan la polarizacién inicial del haz gaussiano. Es conveniente, en este
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punto, introducir las variables adimensionales:
r=— ; z=— ; t==— ; a=o0od ; ,320'187 (2'11)

siendo 7 el tiempo de interaccién, es decir, el tiempo de transito entre los po-
los del im4n. Definiremos también los siguientes pardmetros adimensionales

hr B() S = /,L()Blo"T

Mo2 ' 20 BlO’ ) A ( )

= Pardmetro adiab4tico A: relacién entre el tiempo de interaccién 7 y el
tiempo de ensanchamiento natural de la gaussiana inicial.

s Pardmetro de inhomogeneidad zy: relacién entre la anchura o de la
gaussiana inicial y el rango de variacién del campo. El campo magnético
se anula en el punto (x =0,z = —zp).

= Separacién en momentos S: relacién entre el impulso sufrido por el
haz en el seno del campo y la anchura en el espacio de momentos de
la gaussiana inicial.

Podemos realizar una estimacién de los valores tipicos de estos pardmet-
ros remitiéndonos, por ejemplo, al articulo de Porter et al. [59], donde se
describe un experimento de Stern-Gerlach con un haz de dtomos de plata.
En este experimento, la intensidad del campo magnético es By ~ 0,3T, y
el gradiente By =~ 40T/m. Los 4dtomos, de masa m = 1,8 X 10~?°kg, son
evaporados de un horno a una temperatura de 1400K, cruzando un imén
de longitud ! = 180mm y una zona libre de campo de longitud L = 885mm
antes de ser detectados.

La velocidad vy en la direccién del eje del imén puede estimarse a partir
de la temperatura del horno: vy ~ /3kT/m ~ 500m/s de donde pueden
inferirse el tiempo de interaccién 7 ~ 10™%s.

La estimacién de la longitud o es algo més especulatival. Debe deter-
minarse a partir del rango de la funcién de onda asociada a los dtomos de
plata, cuyo valor minimo puede tomarse como la longitud de onda asociada
al movimiento en el plano perpendicular al eje del imédn. Teniendo en cuenta
la colimacién del haz, la velocidad asociada a este movimiento es del orden
de 10“4vy, y la longitud de onda correspondiente A; ~ 10~°m. Entre este
limite inferior y el limite superior marcado por la dimensién del orificio de
salida del horno (~ 1mm) hay un margen muy amplio, y el valor concreto de
o dependerd de factores como la densidad de dtomos en el haz. Si tomamos

'No debe confundirse la longitud o que pretendemos estimar ahora con la anchura o
del haz. Esta tltima es la que sirve para definir la distribucién cldsica de particulas en el
contexto de la aproximacién semiclésica [40] (véase también la seccién (1.2.4)). En general,
puede suponerse que el haz estd constituido por una distribucién gaussiana de anchura
om de pequefios paquetes gaussianos de anchura o, de forma que o; = o3, + o2
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o ~ 107%m, obtenemos los siguientes valores aproximados de los pardmetros
que caracterizarin este experimento:

A~10"%, S~4x10%, 2z ~10% (2.13)

Las componentes adimensionales «, 3 del espinor son ahora solucién de
la ecuacién de Schrodinger definida a partir del hamiltoniano adimensional
h=Hr/k

A
h=ho+v;  ho= 5(p;~; +p2),  v=-S(z+2)— Lx), (2.14)

1 AV? — S(z0 + 2) Sz .
2 Sz AV? + S(zo + 2)

-Gyl ew

donde el punto y el laplaciano indican derivacién con respecto a las vari-
ables adimensionalizadas. Desarrollando la ecuacién matricial, obtenemos el
sistema de ecuaciones diferenciales acopladas para las componentes superior
e inferior del espinor:

A 2 S S . n
5V o - 5(20 +2)a+ Eacﬁ = &
A S S .
§V25 + E(zo +2)8+ Fea = iB (2.16)

2.1. Calculo numérico

Para integrar estas ecuaciones numéricamente, descomponemos cada com-
ponente del espinor en la base del espacio de configuracién bidimensional
constituida por el producto de las autofunciones del hamiltoniano del os-
cilador arménico en cada una de las direcciones espaciales:

a(x,z,t) = Zanm(t)¢n(w)¢m(z)eit5z0/2
B(z,2,8) = Y bum(t)gn(2)dm(z)e #5012, (2.17)

donde ¢, (x) y én(z) son las autofunciones de orden n del hamiltoniano del
oscilador arménico en las direcciones x y z respectivamente. Kl siguiente
paso consiste en reescribir las ecuaciones 2.16 en términos de los operadores
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de creacién y destruccién a , az, af , a, que actian sobre ¢n(x) y @n(2)
del modo habitual:

[ @) actn()ds = Vasna,

[on@)az tn(@)de = VaFTomn,
[on@as6a@)dz = Vitbnaos

[on@at 6a2)ds = VAFTommer (2.18)

Para, ello, basta recordar la expresién de p,, , p, , =, z en funcién de estos
operadores:

1 1
x—ﬁ(a;+aw) ) z:E(aj—l-az)
p, = % (6 —az) , P, = % (af —a,), (2.19)

Sustituyendo en 2.16, obtenemos:

Z [—A/4 (a;f +a2 —2afa, + ajz + a2 —2a}a, - 2) -

5/2 (ZO + 1/\/E (a;_ + az))] anm¢n($)¢m(z)eit5z0/2 +
5% (a: + am) bnm¢n($)¢m(z)e—itsz0/2
= 'LZ (anm + ILS—zzg‘anm> ¢n(x)¢m(z)eitszo/2;

nm

Z [—A/4 (a;’c'z + a2 - 2ata, + ajz + a2 —2ata, - 2) +
nm

S/2 (zo +1/v2 (a;r + az))] bnm¢n(w)¢m(z)e_”sz°/2 4

% (aF + az) Anmén () Pm (2)eT570/2

= 1% (b = ) a5

Multiplicando las dos ecuaciones anteriores por ¢} (x)¢}(z) e integrando,
obtenemos finalmente las ecuaciones diferenciales ordinarias para los coefi-
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cientes apm(t), bum(t) utilizando 2.18:
A
Anm = ZZ (an+2,m\/ (n+1)(n+2)+ap—2mvn(n—1)+
anmr2V (M +1)(m +2) + apm-2v/m(m — 1) — 2apm(n +m+ 1)) +

.S B}
2_2\/5 (an,m—f—lm + an,m—l\/’f% — (bn—i—l,m\/’ﬂ 4+ 14 bn—l,m\/ﬁ) e ztSzo)

. A
brm = i— (n+2m\/ (n+1)(n+2)+bp_gmyvn(n—1)+
nm+g\/m+1 m+ 2) + by m—2v/m(m — 1) 2bnmn+m+1))+

bn7m+1 vm+1— bn,m—l\/ﬁi - (an—l—l,m vn+1+ an—l,m\/ﬁ) eitSzo) .
(2.20)

12—\@ (-

Este sistema de ecuaciones puede ser integrado numéricamente, en nuestro
caso hemos utilizado un método de Runge-Kutta de orden 4.

Estas ecuaciones ya fueron resueltas numéricamente por Garraway y
Stenholm en [91], mediante un método distinto. Sin embargo, el principal
objetivo de su articulo era el estudio del efecto del campo magnético inho-
mogéneo sobre una particula cargada (concretamente, un electrén), por lo .
que apenas consideraron el caso que nos ocupa.

2.2. Aproximaciones cuanticas analiticas

En esta seccién derivaremos expresiones analiticas de la funcién de onda
del Stern—Gerlach siguiendo diferentes aproximaciones. Empezaremos con
algunas consideraciones previas, que nos serdn tutiles en los desarrollos pos-
teriores.

Teniendo en cuenta las caracteristicas geométricas del campo (2.1), es
conveniente definir las coordenadas polares adimensionales:

p=r2+(z+2)?%; sen(f) = % ; cos(B) = z :ZO . (2.21)

Obsérvese que, segin estas definiciones, p representa la distancia al punto
(0,0, —zp) en el que se anula el campo magnético, mientras que 3 es el dngulo
que forma el campo con el eje z de laboratorio.

En estas coordenadas, la gaussiana inicial se escribe

1 ( % + z2)
— e — —
VA D)
2 _ 2
1 exp _ p° = 2pzpcos(B) + 25 , (2.22)
N3 2
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y podemos expresar las condiciones iniciales para el espinor en la base de
autoestados del espin en la direccién del eje z:
(p:Bm, =1/2[¥(t =0)) =
2 2
-2
O ep (P20 cos(B) + %5
VT 2
(0,8 m = —1/2/(t = 0)) =
b 2 — 2pzg cos(B) + 22
2 _exp P P20 (B) 0 ; |a|2+|b12=1,
VT 2
donde, al igual que antes, los coeficientes a y b dan cuenta de la polarizacién
inicial del haz. En términos de estas coordenadas, el potencial adimensional
v tiene una expresién especialmente sencilla:

v =—8plp, (2.24)

(2.23)

donde Ig es el operador de espin en la direccién del campo magnético, que
en el caso de una particula de espin 1/2 puede definirse en funcién de las
matrices de Pauli:

Ig = I, cos(B) — Isen(B) = 1/2 ( _c;’:rg'?g) :S(:;((% ) . (2.25)

Del mismo modo, podemos definir el operador de espin en la direccién per-
pendicular a la direccién del campo magnético:

It = Iisen(B) + Iy cos(B) = 1/2 < zzrslggg _C::é(ﬁﬁ)) ) . (2.26)

Estos operadores obedecen las relaciones de conmutacién habituales entre
componentes del momento angular:

g, IT] = ily, Iy, Ig] = il7, r, L] = iIB, (2.27)

donde I es el operador de espin en la direccién paralela al eje del imén.

El término de energia cinética del hamiltoniano adimensional también
puede reescribirse en funcién de los correspondientes momentos conjugados
Pp ¥ pp de las coordenadas polares:

Al , P

2.2.1. Desarrollo del operador de evolucion

Como punto de partida de las aproximaciones analiticas que nos pro-
ponemos derivar, consideramos la expresién formal de la funcién de onda en
cualquier instante:

(z, z;m|U(t)) = (z, z;m|U)|¥(t = 0)), (2.29)
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siendo U(t) = exp (—i(ho + v)t) el operador de evolucién. La siguiente ex-
presién de este operador es totalmente equivalente a la anterior:

U(t) = Ur(t)Uo(?) (2.30)

Uo(t) = exp (—ihot)
Ur(t) = exp(—i(ho+ v)t) exp (ihot) . (2.31)

A continuacién desarrollamos Uj(t) hasta el tercer orden en el tiempo de in-
teraccién, para lo cual consideramos la férmula de Baker—Campbell-Hausdorff
para dos operadores A y B que no conmutan:

1 1
AP mexp (A4 B+ 5B+ A B - (B4 BD), (232
hasta tercer orden en los conmutadores.
Para completar el célculo necesitaremos, ademds de los conmutadores
(2.27), las reglas de conmutacién habituales entre variables conjugadas adi-
mensionales ¢ y pq

) 0
apd=i . U@pd =i, (233)
q
de las cuales se deriva facilmente
[p,@a IB] =it , [ITvp,@] =ilg [Iyapﬁ] =0. (234)

En el caso que nos ocupa, A = —i(hg + v)t y B = ihgt, por lo que los
conmutadores relevantes para nuestro desarrollo son:

1
[v,ho] = —iAS (ppIB - %(pﬁIT + ITPﬁ))
[v,[v,ho]] = —AS* (I} + 1% — pgly)
[ho, [v, hol] = 0O (2.35)

Estamos interesados en descartar los términos que no conmuten con
Ip y tengan traza nula (es decir, cuyo valor esperado en un estado no
polarizado sea nulo). Puede justificarse esta practica considerando que, si
el pardmetro S (la intensidad de la interaccién) es suficientemente grande
frente al pardmetro A (término cinético), la evolucién del estado conserva
aproximadamente la proyeccién del espin a lo largo de la direccién local del
campo magnético. Para un tratamiento mis riguroso de este argumento,
véase el Apéndice C.

El segundo término del primer conmutador (pglr + Irpg) no conmuta
con Ig, y no es dificil comprobar explicitamente que su traza es nula. Este
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término serd por lo tanto descartado, pero el caso del operador pgl, que
aparece en el doble conmutador es algo més delicado. Aunque no conmuta
con I, aporta una contribucién de traza no nula que debemos extraer antes
de despreciarlo en su totalidad.

Para entender la sutileza que encierra el operador pg, comparemos las
relaciones de conmutacién (2.34) con (2.27). Comprobamos asf que el oper-
ador pg no s6lo actia sobre la parte espacial de la funcién de onda, sino que
también lo hace como el generador I, de las rotaciones en el espacio de las
variables de espin. Podemos entender este hecho si observamos que pg rota
la funcién de onda sobre un fondo fijo constituido por el campo magnético,
cuya direccién varia de forma continua con la posicién. Por lo tanto, esta
rotacién espacial supondra también una modificacién de la distribucién del
campo magnético en el soporte de la funcién de onda, con el consiguiente
cambio de la proyeccién del espin en la direccién del campo. No es, por lo
tanto, trivial, separar la componente espacial de la componente de espin en
los operadores que debemos considerar. Para establecer esta separacién, es
1til considerar la expresién del hamiltoniano (2.14) en coordenadas carte-
sianas, a partir de la cual podemos reescribir (2.35):

['U, hO] = —iAS (szz _p:z;Iz)
[v,[v,ho]] = —AS*(IZ+1I2-Lyl,), (2.36)

donde Ly = zpy —zp, es la componente y del momento angular. Si definimos
el operador

K, =L, - I, (2.37)
podemos reescribir el doble conmutador:
[v, [v, holl = —AS? (IZ + I2 — I} — K1) . (2.38)

Es inmediato comprobar que K es una constante del movimiento: [Ky,v] =
[Ky, ko] = 0. Como cabia esperar tras la discusién anterior, tanto la inter-
accién v como el hamiltoniano total son invariantes frente a una rotacién
espacial alrededor del eje y seguida de una rotacién inversa de las variables
de espin alrededor del mismo eje, que es precisamente la transformacién gen-
erada por el operador K. Sin embargo, I no conmuta con la interaccién v
y, por lo tanto, no conserva el espin en la direccién del campo magnético.
Hemos identificado pues el operador Ig, que conmuta con I y que consti-
tuye la contribucién de traza no nula al operador Ly, mientras que Kyl
tiene traza nula y no conserva la proyeccién del espin en la direccién del
campo, por lo que serd despreciado. Para el caso concreto de una particula
de espin 1/2, se verifica que I2 + I2 — Igg = 1/4, de manera que obtenemos
finalmente:

[v,ho] =~ —iASp,IB

2
[v, [v,ho]] = ——45—.

. (2.39)
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2.2.2. Aproximacién adiabatica

La aproximacién més sencilla de las que derivaremos es la aproximacién
adiabética, que consiste en despreciar el término hy del hamiltoniano. Se
trata, pues, de considerar la aproximacién siguiente al operador de evolucién:

U(t) ~ exp(—ivt) = exp(iSplpt) (2.40)

En este caso podemos diagonalizar directamente el hamiltoniano, lo que
equivale a determinar los autoestados del operador v. Segiin (2.24), éstos
serdn simplemente los autoestados de Ig, es decir, los estados de espin con
una proyeccién bien definida a lo largo de la direccién del campo. Pueden
obtenerse ficilmente en la base de autoestados de I,: basta con rotar estos
ultimos el dangulo 3 existente entre el eje z de laboratorio y la direccién del
campo magnético, o sea aplicarles la matriz de rotacién inversa en el espacio
de espin R™1(8) = R(—f3), siendo

dB)  dY%,(8)

= e e ) (241
con:

dfiB) =d} L (8) = cos(B/2),

dl_/f;(ﬂ):—dl;f;w) = sen(5/2). (2.42)

De esta forma obtenemos los estados |+)p,|—)p en funcién de la base

{1z =)}

Y HE =) N

A partir de aqui la solucién es sencilla, basta con expresar la funcién de onda
inicial en funcién de la base {|+)p,|—)p} a partir de los elementos (2.42)
de la matriz de rotacién:

(p, B; mp|¥(t = 0); mg) =

1 p* = 2pzcos(B) + 28\ 1/
T (- - Blno(B),  (244)
donde mg, mp son los espines iniciales en las bases de autovectores de I, y de
Ip respectivamente. Esta funcién de onda es autofuncién del hamiltoniano
aproximado con autovalor

Amp = —mpSp, mp = +1/2 (2.45)
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de manera que la ecuacién de Schriédinger se integra inmediatamente:

{p, B;mp|¥(t); mo) =

1 2 _ 2
7 exp (_p 2p20 (;os(ﬂ) + ZO) exp (impSpt) X

Xy o (B). (2.46)

Partiendo de una polarizacién inicial arbitraria |mg), podemos expresar este
resultado en la base de laboratorio aplicando de nuevo la rotacién inversa a
los espinores, obteniendo de esta forma la expresién definitiva de la compo-
nente con proyeccion my del espin sobre el eje z de laboratorio de la funcidn
de onda adiabdtica:

mf mo(pa ﬂ’ ) = Z<mf|mB><p7ﬂ;mBI\II(t);m0>

o B " (2.47)
Zd’n’{me (p’ﬁ t) demo(lB)
donde hemos introducido las amplitudes:
Gp(p, B,t) =
(2.48)

Nz )

Insistimos de nuevo en que, en estas expresiones, los nimeros cudnticos mg
y my designan las proyecciones (inicial y final respectivamente) del espin
sobre el eje z de laboratorio.

1 ) 2
—= exp <_p P70 cos(f) + ZO) exp (impSpt) .

Nétese que esta expresion es totalmente equivalente a la obtenida por
Franga, Marshall, Santos, y Watson [105] en un contexto similar.

2.2.3. Aproximacién pseudo-adiabatica

La siguiente aproximacién derivada a partir de este desarrollo es la que
llamaremos pseudo-adiabdtica, consistente en descartar todos los conmuta-
dores en el desarrollo (2.32). El operador de evolucién aproximado resultante
es:

U(t) ~ exp(—ivt) exp(—ihot) = exp(iSplpt)Up(t). (2.49)

En esta aproximacién, la funcién de onda final se obtiene dejando que la
gaussiana inicial evolucione libremente durante el tiempo de interaccidn,
multiplicando después cada autoestado de Ip por la fase exp(i mpSpt) cor-
respondiente. Esta fase estd relacionada con el impulso mecdnico clésico
ejercido por el campo magnético sobre la particula.
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Podemos determinar la expresién analitica de esta funcién de onda par-
tiendo de la accién de la evolucién libre sobre una gaussiana:

{0, BUL()[¥ (¢ = 0); mo) =

1 2 _ 9
v (- ) ek (250

que consiste simplemente en considerar el ensanchamiento natural (1+4At).

A partir de este punto, el proceso es idéntico al descrito en la seccién
sobre la aproximacién adiabdtica: desarrollamos la funcién de onda (2.50)
en autoestados de Ip y multiplicamos cada uno de ellos por la fase corre-
spondiente:

q)%f,mo(p’ﬂ t) = Z<mf|mB><P, B; mB|\Il(t);m0>

12 12 (2.51)
deme - (pvﬁat) demo(/B)a
con las amplitudes:
Grg(p, B,t) =
1 p? — 2pzg cos(B) + 22 . (2.52)
VAl +iAg) P <_ 2(1 + iAt) exp (impSpt).

2.2.4. Aproximacion de Estados Coherentes

Consideremos a continuacién el desarrollo (2.32) hasta el tercer orden en
los conmutadores, que nos permite escribir el operador de evolucién aproxi-
mado:

AS? , £ .
U(t) ~exp |1 15 exp | —ivt + [v,ho]g exp (—thot) . (2.53)

Desarrollamos la exponencial central de la expresién anterior hasta el mismo
orden de aproximacién, haciendo de nuevo uso de (2.32) con A = —ivt y
B =t2[v, ho)/2 :

¢2 AS? t2
exp (—ivt + [v, ho]—2—) R exp (—z’—if;—tS) exp (—ivt) exp ([v, ho]g) .
‘ (2.54)
Estamos ya en medida de obtener la expresién definitiva del operador de
evolucién aproximado que sirve de base para la aprozimaciéon de estados
coherentes. A partir de (2.31), (2.53) y (2.54) se obtiene:

2 N
U(t) ~ exp (—z%ﬁ) exp (1 Sptlp) exp (—iéz—s—ppIBt2> exp (—ihot) .

(2.55)
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La aplicacién sobre la funcién de onda inicial de este operador supone, por
este orden: (i) ensanchamiento libre de la gaussiana, (ii) desplazamiento de
la coordenada p de cada uno de los autoestados de Ip en una cantidad
ASt?mp/2, (iii) multiplicacién por una fase exp(impSpt) que, como ya
hemos mencionado, refleja la adquisicién por parte de cada autoestado del
impulso correspondiente ejercido por el campo.

En definitiva, la funcién de onda final en esta aproximacién es:

(P’Ic'r‘if mo(p7ﬁ7t)
=3 i (=) G52y (0. 5,8) i) (2:56)

donde hemos introducido de nuevo las amplitudes:

cs _ 1 Pm
Grmg(p:B:t) = \/_(1+1At)’/ B exp (i mpSpt) .
2.57
2 _ 2
X exp (—’L AS t3> exp (_ Pmp 2pmp20 COS(ﬂ) + zO) :

24 2(1 + i At)

Y Pmy €s la coordenada p desplazada por el efecto del campo:
1
Pmp =P — §ASt2mB. (2.58)

Las amplitudes G, introducidas en las ultimas secciones representan
esencialmente las funciones de onda? con una proyeccién determinada en
la direccién del campo B. Estos son precisamente los estados coherentes
internos introducidos por Gémez Camacho y Cruz Barrios [40] (mencionados
en este trabajo en la seccién (1.2.4)) en el contexto de la aproximacién
semiclésica. Veremos més adelante que ocupan un lugar central en nuestros
analisis, desempefando un papel similar al de los estados con proyeccién
definida a lo largo del eje z en el modelo simplificado (seccién (1.2.1)).

Por otro lado, se mostrara que constituyen la extensién natural del con-
cepto de CIS, definido en este caso en cualquier instante del proceso cuantico.
Resaltamos finalmente que la posibilidad de descomponer la funcién de on-
da en términos Gy, cuya Gnica dependencia con el espin es a través de su
proyeccién en la direccién de B es consecuencia de la. diagonalidad del op-
erador U7 que contiene a la interaccién en las aproximaciones consideradas.
Por lo tanto, no puede a priori considerarse una caracteristica del célculo
exacto. Tendremos ocasién de comprobar explicitamente que algunas de las
consecuencias de proponer un desarrollo genérico del tipo

Brnjmo (0, B ) Zd},{me )G (0, B, )t o (B) (2.59)

sblo se aplican aproximadamente al resultado exacto.

2Obsérvese también que estas amplitudes estén normalizadas: [ |Gmp|*dF = 1.
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2.2.5. Aproximacién simetrizada

A continuacién refinaremos la descripcién del sistema afiadiendo un or-
den més en el desarrollo (2.32), es decir, considerando conmutadores en los
que aparezcan cuatro operadores. Para ello, buscaremos el operador Up que
proporcione la mejor aproximacién para el operador Ug definido de la forma:

U(t) ~ Us(t) = Uo(t/2)Us(t)Uo(t/2). (2.60)

Esta expresién consiste en ejercer instantdneamente la interaccién debida
al campo magnético en el instante intermedio del proceso, dejando actuar
simétricamente la evolucién libre al principio y al final durante la mitad del
tiempo total de interaccién. Por este motivo hemos denominado esta expre-
sién aprozimacion simetrizada, y ofrece la ventaja de que, en el desarrollo
de Upg, sélo intervienen términos smpares en el ntimero de operadores. Por
lo tanto, la incorporacién de todos los términos hasta el orden tres en los
conmutadores proporcionard una aproximacién valida hasta el cuarto orden.

Este hecho puede justificarse exigiendo que el operador Ug verifique 1a
condicién Ug(t)Us(—t) = I, que debe cumplir cualquier operador de evolu-
cion:

Us(t)Us(—t) = Uo(t/2)Up(t)Us(—t)Uo(~t/2) =1
=>UB(t)UB(—t) = I (2.61)

Esta tltima condicién implica que el exponente de Ug(t) cambie de signo
cuando lo haga ¢, lo cual supone que deban desaparecer los términos que
involucren exponentes pares de t. Como puede comprobarse facilmente, el
exponente de ¢ coincide con el niimero de operadores que aparecen en el
término correspondiente, por lo que este niimero ha de ser impar.

Teniendo en cuenta que el conmutador [hg, [v, ho]] se anula, podemos
reescribir (2.55) del modo:

2

U(t) ~ exp (—ié—it‘q’) exp (—ivt)

Lt t? ot
exp _Zhoi exp [v,hg]—2— exp —zh0§ .

Necesitamos reordenar los términos, para lo cual consideramos el desarrollo

(2.62)
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siguiente:

2
eteP (1+A+A7+ )<1+B+B7+...>=

B2 A2 B2A BA?
1+B+—5—+A+7+BA+——2 +——2 +

(A, B] + BA, B] + AlA, B] + %([[A, B, A] + [[A, B], B) +

~ ePet exp (%[[A, B],A]) exp <%[[A,B],B]) exp ([4, B]), -
2.63

valido hasta el tercer orden en los conmutadores. Por lo tanto:
exp (—ivt) exp (—ihog) ~
t AS? 12
exp (—ih0§> exp (—ivt) exp (z%tg’) exp (—[v, ho) 5) .(2.64)

Sustituyendo en (2.62), obtenemos finalmente el operador de evolucién en
la aproximacién simetrizada:

2
U(t) ~ exp (—ilu%) exp < ﬁg t3)
exp (i Sptip) exp (—ihog) , (2.65)

que, como ya hemos comentado, es exacto hasta el cuarto orden en los
conmutadores. Sin embargo, no podemos derivar a partir de (2.65) una ex-
presién analitica de la funcién de onda del sistema, a causa de la Gltima
evolucién libre. A pesar de ello, podemos obtener una expresién numérica
descomponiendo la funcién de onda afectada por las dos primeras exponen-
ciales en la base de oscilador arménico, obteniendo después los coeficientes

del desarrollo tras la dltima evolucién libre como se indica en el Apéndice
B.

2.3. Analisis comparativo de los resultados

Presentamos a continuacién los resultados obtenidos al calcular la fun-
cién de onda en las diferentes aproximaciones analiticas desarrolladas en
secciones anteriores. No nos centraremos tinicamente en la estructura de la
densidad de probabilidad final de la funcién de onda de las particulas (las
“manchas” en la pantalla), sino que analizaremos ademds distintos aspec-
tos del fenémeno, haciendo hincapié en las diferencias encontradas entre las
distintas aproximaciones. Estos resultados podrdn ser comparados con la
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integracién numérica de la ecuacién exacta de Schrédinger, que servira de
criterio para establecer la bondad de cada una de las aproximaciones. Ten-
dremos en cuenta las siguientes consideraciones generales:

= Recordamos que todas las magnitudes utilizadas en este andlisis seran
adimensionales, definidas de tal forma que la unidad natural de longi-
tud es la anchura o de la gaussiana inicial, y la de tiempo, la duracién 7
de la interaccién con el campo magnético. Las condiciones experimen-
tales quedan totalmente determinadas por el conjunto de los valores
de los pardmetros A, S y zo definidos en (2.12).

» En general, el haz serd detectado tras haber evolucionado durante un
tiempo de deriva t; en la zona libre de campo situada entre la sal-
ida del imdn y la pantalla detectora. Esta evolucién libre se calcula
de forma exacta para todas las aproximaciones. Para ello, descom-
ponemos primero la funcién de onda correspondiente en la base de
oscilador arménico, calculando después los coeficientes del desarrollo
tras la evolucién libre como se indica en el Apéndice B.

» Para realizar nuestros andlisis, dispondremos de las dos amplitudes
del espinor por separado, a pesar de que ni éstas ni sus médulos
al cuadrado son accesibles experimentalmente. Para referirnos a el-
las, utilizaremos los subindices + y — para los valores m = 1/2 y
m = —1/2 respectivamente . Querremos también distinguir entre las
distintas aproximaciones utilizadas, para lo cual utilizaremos los su-
perindices a, pa, cs, s, ex para referirnos a la aproximacién adiabatica,
pseudo—adiabitica, de estados coherentes, simetrizada y exacta respec-
tivamente. Asi, la amplitud P, designa la componente m, = —1 /2
de la funcién de onda con componente inicial m, = 1/2 calculada me-
diante la integracién numérica de la ecuacién de Schrodinger (siendo z
el eje fijo de laboratorio). Serd también especialmente ttil considerar
las amplitudes G, , referidas a la proyeccién del espin en la direccién
del campo, definidas en las secciones (2.2.2, 2.2.3, 2.2.4).

2.3.1. Distribuciones de probabilidad

En este apartado nos ocuparemos de estudiar la distribucién de las
particulas del haz en la pantalla detectora, determinada por el médulo de la
funcién de onda?:

B = 1@+mo (P + 18—, mo (7) 2, (2.66)

®Es de recalcar que una de las primeras y més evidentes diferencias con respecto al
andlisis simplificado de la seccién (1.2.1) es la existencia de términos @, ' con m # m/,
siendo m y m’ proyecciones del espin a lo largo del eje z. Este fenémeno de spin—{flip es
consecuencia de que I, no es una constante del movimiento, y serd tratado en detalle en
la seccidn (2.3.2).
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que también podemos expresar en funcién de las amplitudes G, 5:

2 2
2 =l (82,6)) +16-@P (2,,0) . (267
2 3
Estas distribuciones de probabilidad pueden observarse en la figura (2.3)
para una polarizacién inicial |mg) = %(Hz) + |—2)) y dos situaciones
dinamicas distintas.
Es interesante analizar por separado lo ocurrido dentro del imén (durante
el periodo de interaccién con el campo magnético) y fuera de él (en el tiempo
de deriva libre).

Movimiento dentro del iman

La descripcién de la evolucién inducida por el campo magnético sobre
el haz es, desde luego, distinta segin cudl sea la aproximacién considera-
da. Sin embargo, pueden identificarse en general los siguientes efectos de la
interaccién del campo magnético con el haz:

1. Impulso mecinico: cada componente mp del espin en la base de au-
toestados de Ig (es decir, cada amplitud Gy, ) se ve afectada por una
fase

gimeSet (2.68)

Esta fase, proporcional a S, es el resultado de la accién del potencial
v, y aparece en todas las aproximaciones. La aplicacién de esta fase
sobre una funcién de onda supone un incremento en el valor medio del
momento

pp = mpS. (2.69)

Este efecto puede por lo tanto interpretarse como el impulso mecénico
ejercido por el campo sobre las particulas del haz, es decir, la variacién
de la cantidad de movimiento correspondiente a la accién de la fuerza
clasica adimensional F' = mpgS.

Es importante observar que este impulso se ejerce en la direccién radial,
y que su sentido queda determinado por la proyeccién del espin a lo
largo de la direccién del campo magnético (véanse las figuras (2.4)y
2.5). Estudiaremos con més detalle este efecto en la seccién dedicada
a la deriva libre.

2. Ensanchamiento natural: el paquete de onda sufre la difusién cudntica
caracteristica debida a la accién del hamiltoniano libre hg. En el caso
de nuestra gaussiana inicial, esto supone un aumento de su anchura
natural de 1 a 1+ At. Este efecto, de primer orden en el pardmetro A e
independiente del espin, no se observa en la aproximacién adiabética,
ya que ésta se obtuvo despreciando totalmente hg. Por otro lado, es
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facil observar que la aproximacién adiabatica puede obtenerse a partir
de cualquiera de las demds sin més que tomar A = 0 (véanse las figuras

(2.3) y (2.2)).

3. Desplazamiento del centro del paquete gaussiano: la accién conjunta
de los operadores hg y v desplaza el méximo de cada amplitud Gp,,
en la direccién radial (es decir, en la direccién de la fuerza cldsica)
y en un sentido determinado por el valor (positivo o negativo) de
mp (véase la figura (2.5)) . En las aproximaciones simetrizada y de
estados coherentes, la accién es considerada en el primer orden en
A y en S, siendo por lo tanto generada por el conmutador [v, hg).
Este desplazamiento se desprecia totalmente en las aproximaciones
adiabdtica y pseudo-adiabética.

Para comprender mejor este efecto, puede comprobarse que equivale
a sustituir, en el factor gaussiano que afecta a Gp,;, la coordenada
p por la coordenada prmy = p + -21-ASt2m B desplazada en funcién del
autovalor mp (véase (2.58)). Es especialmente destacable que este des-
plazamiento radial del centro del paquete gaussiano es idéntico al de la
particula semiclésica?, tal como se obtuvo en (1.31). Por otro lado, la
sustitucién de la variable p por py,, supone también una deformacién
que reproduce el efecto de enfoque y desenfoque. (véase la figura (2.3)).
Aligual que en el caso de la aproximacién semiclésica, este efecto que- -
da bien ilustrado por la direccién de la fuerza en la figura (2.4). En esta
figura observamos que el desplazamiento en el sentido de los vectores
(asociado a la amplitud G ) desenfoca la distribucién de probabilidad,
mientras que el desplazamiento en el sentido contrario (asociado a la
amplitud G_) supone un efecto de enfoque (véase también la figura

(2.5)).

Distribuciéon de momentos y deriva libre

Es frecuente que las condiciones experimentales sean tales que el des-
plazamiento del paquete de onda dentro del imén no sea lo suficientemente
grande como para resolver en manchas diferenciadas las distintas compo-
nentes del espin. Esto ocurrird, concretamente, cuando el desplazamiento
descrito en el punto (3) anterior sea menor que la anchura natural de la
gaussiana:

%§<1+A, (2.70)

en cuyo caso la distribucién de probabilidad (2.66) a la salida del imdn
presentaria esencialmente una sola mancha.

“En nuestro caso, la gaussiana inicial est4 centrada en el origen de coordenadas, por lo
que la direccién radial para el centro del paquete coincide con el eje z.
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Figura 2.2: Gaussiana inicial
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Figura 2.3: Distribucién de probabilidad final para A = 0,5y S = 4 (izquier-
da) y para A = 0,1 y § = 20 (derecha), tras un tiempo de deriva libre
tqy = 3,5. La posicién del centro de los paquetes en los puntos z = 4,
predicha por todos los cdlculos cudnticos, coincide con la estimacién del
modelo simplificado (véase (1.13), (1.14) y la expresién (2.71)). También
puede observarse el fenémeno de enfoque (especialmente cuando A = 0,1,
ya que no se encuentra enmascarado por el ensanchamiento libre) y el en-
sanchamiento libre (sobre todo en el caso de A = 0,5).
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Figura 2.4: En esta figura podemos apreciar, para S = 4y zp = 4, las lineas
de campo en la zona en la que la funcién de onda inicial tiene un valor apre-
ciable (delimitada por la linea discontinua). Se indica también con vectores
la direccién de la fuerza cldsica en distintos puntos. El sentido representado
corresponde al autovalor positivo del espin mp en la direccién local del cam-
po magnético, mientras que al autovalor negativo corresponderfa una fuerza
antiparalela a la mostrada. Las distancias estdn representadas en unidades
de la anchura inicial del haz, y las longitudes de los vectores son arbitrarias.
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Sin embargo, si el impulso adquirido por el haz en la zona de interaccién
estd suficientemente diferenciado en funcién de las distintas proyecciones del
espin (es decir, si la distribucién de probabilidad en el espacio de momentos
presenta picos claramente separados para cada proyeccién del espin), cabe
esperar que una evolucién libre las separe de forma efectiva. Tal como ya
sehalaron Franca, Marshall, Santos y Watson [105], si el tiempo de deriva
libre es suficientemente grande, la distribucién de posiciones final serd una
imagen de la distribucién de momentos a la salida del imédn. De hecho, se ha
comprobado que el movimiento del centro del paquete gaussiano se corre-
sponde con la trayectoria clésica, tanto dentro del imén (como se indicé en
la seccién anterior) como durante la evolucién libre (véase la figura (2.3)).
En definitiva, la posicién z. del centro del paquete es:

AS (1

siendo %4 el tiempo de deriva libre en unidades del tiempo de interaccién.
Asi pues, para obtener la separacién deseada serd necesario que el impul-
so mecanico definido anteriormente supere la anchura natural en el espacio
de momentos de la gaussiana:
S
—>1 (2.72)
2
Queda claro de esta forma el interés de considerar la distribucién de
momentos |®(pz,p,)|* del haz de particulas al entrar en la zona libre de

campo, definida a partir de la transformada de Fourier de la distribucién de
posiciones:

®(pz,pz) = /<I>(x,z) e~ Pa2tP22) g 7. (2.73)

Estas amplitudes en el espacio de momentos serdn calculadas desarrollando
las funciones de onda en la base de autofunciones del oscilador arménico,
considerando posteriormente la relacién (B.1) entre éstas y sus transfor-
madas de Fourier. Mostramos en la figura (2.6) la distribucién de momentos
a la salida del imén correspondiente a una polarizacién inicial |mo) = |+2),
para las componentes @, ;y ®, . La imagen muestra con claridad que la
separacién de los picos en el espacio de momentos supera la anchura de
las distribuciones, de forma que, de acuerdo con la discusién anterior, cabe
esperar que una evolucién libre durante un tiempo suficiente las separe tam-
bién en el espacio ordinario. Esto es precisamente lo que se observa en la
figura (2.3).

La distribucién |®(pz, p,)|? est4 en gran medida (tanto m4s cuanto menor
sea la influencia del término cinético hg) determinada por el factor (2.68)
introducido por la interaccién con el campo, que supone el impulso mecénico
mencionado en la seccién anterior. Esto nos permite interpretar de forma
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intuitiva la distribucién de momentos de una particula en un punto (p, 3)
como un doble pico (cada uno de ellos asociado a una de las Gy, ) simétrico
respecto del origen de p,°. Esta imagen de la particula con dos posibles
velocidades en la direccién radial coincide con la descripcién semiclésica, y
queda ilustrada en la figura (2.5). En esta figura se muestra como a cada
componente G, , le corresponde una distribucién de momentos centrada en
el valor del impulso mecanico clésico® (2.69). Se comprueba también que las
componentes 44 y <i>_+ con un espin definido en la direccién z no tienen
un pico dnico”, ya que en el desarrollo (2.59) de cada una de ellas aparecen
las dos amplitudes G, ;.

La figura (2.7) resume el contenido de las dos ltimas secciones, y puede
interpretarse en términos de la distribuciéon de momentos a la salida del
imén (figura (2.6)). En ellas mostramos las distribuciones de probabilidad
en el espacio ordinario a la salida del imén, tanto para el cilculo exacto
77 me como para el correspondiente a la aproximacién de estados coher-
entes 7 . obtenido a partir de las Gy, en las mismas condiciones en
las que se obtuvo la figura (2.6).

A la salida del imén (¢ = 1) se observa que la distribucién |®_|? pre-
senta franjas de interferencia, como consecuencia de la superposicién equi-
librada de las amplitudes G4 y G_ (responsable también del doble pico en
la distribucién de momentos |®_ (5))|?). Cada una de estas amplitudes es
proporcional a una fase (2.68), por lo que el término cruzado oscilard con
una longitud de onda radial A ~ 27 /S = 1,5. Este valor est4 en buen acuerdo
con el que puede inferirse a partir de la imagen mostrada.

En definitiva, las amplitudes G,,, parecen jugar un papel similar al
adoptado por las funciones de onda. asociadas a proyecciones definidas del
espin en la direccién z en la descripcién simplificada (1.2.1) del problema. En
aquél modelo, cada proyeccién del espin a lo largo del eje z se asocia con una
localizacién espacial, obteniéndose asi la correlacién entre espin y posicién
necesaria para completar el proceso de medida (véase la seccién (1.2.2)). La
situacién es aqui mas sutil: el eje paralelo al campo magnético que define

5Desde luego, no es riguroso hablar de particulas en este contexto, pero puede inter-
pretarse la distribucién total en el espacio de momentos como una especie de convolucién
de estas distribuciones “monoparticulares” con la distribucién espacial del haz.

5Téngase en cuenta que, a pesar de que hacemos habitualmente referencia a dos am-
plitudes G+ y G_, el eje paralelo a B que sirve para definirlas varfa de forma continua.
Sin embargo, dado que esta variacién no es demasiado grande (véase la figura (2.4)), el
autovalor mp = 1/2 puede asociarse con un impulso esencialmente “hacia arriba” y el
autovalor mp = —1/2 con un impulso “hacia abajo”. Este hecho nos permite interpretar
la figura (2.5).

"Uno de los picos de la distribucién |<i>++|2 es imperceptible en la escala representada.
Este hecho es consecuencia de que el coeficiente de G— en su desarrollo (2.59) es sen(3/2),
siendo en este caso el dngulo 8 que forma el campo B con el eje z muy pequefio (véase la
figura (2.4)). Sin embargo, los dos picos visibles en la distribucién |®_|* son pequefios
pero de un tamafio similar, debido a que los coeficientes correspondientes de G_ y G+ en
(2.59) son ambos proporcionales a sen{).
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las Gy, varia de forma continua, de manera que ninguna regién finita del
espacio puede asociarse con un tnico eje privilegiado de cuantificacién. Esto
tendra importantes consecuencias a la hora de establecer el mecanismo de
medida del espin, y serdn estudiadas mas adelante.

2.3.2. Spin-flip

En el modelo simplificado expuesto en (1.2.1), se presenta el Stern—
Gerlach como un proceso que conserva la proyeccién del espin respecto del
eje z de laboratorio. Un haz polarizado en la direccién de dicho eje no veria
modificado su estado de espin al atravesar el imén. Sin embargo, tanto en
la, aproximacién semicldsica como en todos los tratamientos analiticos pre-
sentados en este trabajo, el eje de cuantizacién es la direccién del campo B ,
y la interaccién mezclard las distintas polarizaciones en la direccién z. Esto
nos permite identificar el spin-flip o probabilidad de transicién entre esta-
dos con distintas polarizaciones en la direccién z como una de las sehas de
identidad del tratamiento méas riguroso frente al modelo simplificado. En la
figura (2.8) mostramos la probabilidad de spin—flip en funcién del pardmetro
S para distintos calculos.

La amplitud de spin-flip puede definirse en cada punto 7 del espacio a
partir de la componente de la funcién de onda final con espin antiparalelo
al espin inicial. Para la probabilidad de transicién 1/2 — —1/2:

e (78) =Y dE | (=B) Cmp(7) &) 1 (5)

’2

= Lsen(B)(G_(7,1) - O (79) 274

=®, _(71).

El valor concreto de las amplitudes Gy, dependerd de la aproximacion
considerada (véanse las secciones (2.2.2, 2.2.3, 2.2.4)), pero trataremos de
interpretar la figura (2.8) a partir de esta dltima expresién general.

Lo primero que cabe resaltar es que, en todas de las aproximaciones, el
spin-flip es invariante frente al intercambio de las proyecciones inicial y final
del espin respecto al eje z. Es interesante destacar que esto es consecuencia
de la diagonalidad del operador de evolucién de la interaccién Uy en alguna
base local del espacio de espin caracterizada por un dngulo real 3, lo cual
permite establecer el desarrollo (2.59). Sin embargo se comprueba que, en el
célculo exacto, la probabilidad de la transicién |+), — |—); es distinta de
la de la transicién |=), — |+), (véase la figura (2.8)). Esto indica que no
se conserva ninguna proyeccion del espin a lo largo de algin eje local, y que
la, conservacién de la proyeccién a lo largo de la direccién de B s6lo es una
(buena) aproximacion.

Nos interesamos ahora por la probabilidad de spin-flip propiamente dicha,
es decir, por la integral del cuadrado del médulo de (2.74) (esta es precisa-
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Figura 2.5: En la parte superior mostramos la distribucién de momentos
IG()%)? (izquierda) y |G(5)%|?, (derecha) para A = 0,5, S = 4 a la salida
del imédn. La componente GG_ tiene un pico bien diferenciado centrado en
p, = —8/2 = —2 (correspondiente al valor del impulso ejercido por la fuerza
clésica F' = £mpS), mientras la componente G presenta un pico en p, = 2.
En la parte inferior mostramos las distribuciones en el espacio ordinario
|G+ (7))? (izquierda) y |G_(7)|® (derecha) para los mismos valores de los
parametros. Se observa que estas distribuciones presentan picos en los valores
z=10,5y z=—0,5, de acuerdo con (2.71) para tg = 0.
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Norma: 0.017
Norma: 0.983

Figura 2.6: Mostramos la distribucién de momentos |€>(13')f +I? directa
(izquierda) y de spin—flip (|<i’(ﬁ)e_x’ +|%, a la derecha) para A = 0,5, § = 4.
La componente de spin-flip tiene picos bien diferenciados centrados en
p, = £8/2 = £2 (correspondientes a los valores del impulso ejercido por la
fuerza clésica F' = +mpS) de magnitud similar, mientras que en la compo-
nente directa s6lo se aprecia el pico correspondiente a p, = 2 (en realidad
contiene otro pico en p, = —2 inapreciable a esta escala).

mente la cantidad representada en en la parte derecha de la figura (2.7)):

Py=3 / (1G4 +|G—I* — 2Re(G%,G-)) sen® (B)dr". (2.75)

Las amplitudes Gy y G_ estardn ensanchadas, desplazadas y desfasadas
segin se describe con més detalle en (2.3.1). Esta expresién permite inter-
pretar de forma inmediata el orden de magnitud del spin—flip que se observa
en la figura (2.8). Para ello, consideramos que sen®(8) = z2/p? ~ z2/23, v,
como primera, aproximacién, estimamos la integral como el valor medio de
esta cantidad sobre la gaussiana inicial. De esta forma obtenemos facilmente:
Py ~ 0,0156, lo cual reproduce el orden de magnitud de los valores de la
figura (2.8). Esta primera estimacién pone ademds de manifiesto la relacién
del spin-flip con la inhomogeneidad del campo magnético en la regién del
haz, aunque no da cuenta todavia de los efectos dindmicos que se aprecian
en la figura.

Si el pardmetro S es grande (recordemos que para separar las distintas
componentes del espin no debe ser pequeno, véase (2.72)), el desfase entre
G4+ vy G- a la salida del imén sers también grande ya que cada una de
ellas es proporcional a un factor (2.68) distinto. En estas circunstancias, el
término cruzado

Re(G L G-) o cos(Sp) (2.76)
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Figura 2.7: En la parte superior mostramos la distribucién de probabilidad
en el espacio ordinario |®%  |* (izquierda) y |®°®|? (derecha) a la salida
del iman para A = 0,5, S = 4, con una polarizacién inicial |mg) = |+).
Obsérvense las franjas de interferencia en la distribucién |®_ 1|?. En la
parte inferior mostramos las mismas distribuciones calculadas a partir de
las amplitudes Gimy: |®F 1 |? (izquierda) y [ | |* (derecha) para los mis-
mos valores de los pardmetros. Se indica en cada figura la integral de la
distribucién representada.
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(recuérdese que a la salida del imén ¢t = 1) oscilard rdpidamente. Al integrar,
este término oscilante se hard muy pequefio, de forma que la probabilidad
total de spin-flip corresponder4 exclusivamente a la contribucién del término
directo® |G 4|2 +|G~|2. Si adem4s el pardmetro A es pequeiio, las gaussianas
pricticamente no se habrdn ensanchado ni desplazado, y tendremos:

1
IGL 2 ~ |G| ;e—@”*), (2.77)

En esta situacién, la probabilidad de spin—{flip es esencialmente el valor medio
de sen?(f3) sobre la distribucién gaussiana inicial. Este era precisamente el
resultado obtenido en la aproximacién semiclésica [40],(1.35)%, por lo que,
en este caso, la probabilidad de spin-flip coincide cuantitativamente con el
calculo semicldsico con I = 1/2. En cualquier caso, la estabilizacién del
spin—flip tras las oscilaciones que se aprecia en la figura puede entenderse si
considera el comportamiento del valor medio de sen?(3) en las distribuciones
de probabilidad |G4|? y |G—|2. La naturaleza del movimiento en el campo
magnético es tal que tiende a conservar el rango de dngulos abarcados por
ambas distribuciones (recuérdese el efecto de enfoque discutido en las sec-
ciones anteriores). La variacién del valor medio de senz(ﬁ) proviene, pues,
exclusivamente, del ensanchamiento libre de las distribuciones, y serd por lo
tanto un efecto muy lento en las condiciones consideradas de A pequeiio.

Esta tltima discusién estd referida al spin-flip justo a la salida del imén
(t = 1), pero el conocimiento de las amplitudes G4+ y G- en cualquier in-
stante nos permite conocer la evolucién temporal del spin-flip. Es interesante
observar que el desfase entre las dos amplitudes tiene la dependencia tem-
poral exp(iSpt), de forma que la contribucién del término cruzado (y, por lo
tanto, el spin-flip total) oscilars en el tiempo con una frecuencia w,f ~ Szo
(siempre que consideremos que p =~ zy). Obsérvese que esta es precisamente
la frecuencia de precesién del espin para una particula situada en el punto
(0,0, 29). Las oscilaciones observadas en la figura (2.8) pueden explicarse de
forma similar, teniendo ahora en cuenta que variamos S manteniendo un
tiempo de interaccién fijo t = 1. La forma (2.76) del término oscilante sug-
iere estimar la longitud de onda de las oscilaciones como Ag ~ 27/zp = 1,57,
lo cual estd en buen acuerdo con la figura.

®8Es interesante observar que la condicién sobre S que acabamos de enunciar es equiv-
alente a la condicién (2.72) necesaria para separar las funciones de onda en el espacio de
momentos. Por lo tanto, la atenuacién del término oscilante puede entenderse en términos
de la disminucién del solapamiento entre las dos componentes del espin como consecuencia
de su alejamiento en el espacio de momentos.

9Téngase sin embargo en cuenta que, para derivar la expresién concreta presentada
en [40] y reproducida en este trabajo en (1.35), se ha realizado la aproximacién adicional
de considerar pequefio el 4ngulo 3. De acuerdo con esto, en la aproximacién semiclasica
se obtiene P;f ~ 0,0156. Este resultado idéntico a nuestra primera estimacién no debe
sorprender, considerando que en la aproximacién semiclésica este fenémeno es simplemente
consecuencia de la distribucién de CIS en el haz de particulas, lo cual estd exclusivamente
ligado a la inhomogeneidad del campo magnético.
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Otro aspecto interesante de este fenémeno es el comportamiento per-
turbativo para S pequefio. A partir de las expresiones (2.75) y (2.76), cabe
esperar que para S < 1, la probabilidad de spin-flip sea P,y ~ 52, ya
que cos(Sp) =~ 1 — 52p%. Concretamente, teniendo en cuenta que en estas
circunstancias |G+|? ~ |G_|? = |G|?, siendo G la gaussiana inicial:

5?2 52

= — 2.78
=, en)

1 -
Py [16F 8 s (B)d7 = (o)
donde hemos tenido en cuenta que, en las unidades adimensionales, el valor

medio de 22 es 1. Este comportamiento, predicho por las aproximaciones
analfticas, puede también observarse para el célculo exacto en la figura (2.8).

0.045
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0.03r
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Figura 2.8: Probabilidad de spin—flip en funcién de S, para A = 0,5 y zp = 4.
La linea continua representa la transicién —1/2 — 1/2 en el caso del célculo
exacto, la linea de puntos se refiere a la transicién 1/2 — —1/2 para el
mismo cdlculo, y los circulos vacios muestran los resultados obtenidos en la
aproximacién de estados coherentes.
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2.3.3. Solapamientos con el calculo exacto

Ahora que conocemos mejor la accién del campo B sobre el haz de
particulas asi como su diferente tratamiento en las distintas aproximaciones,
es interesante intentar cuantificar de alguna forma las discrepancias entre
estas aproximaciones y el célculo exacto, obtenido, como ya se ha dicho,
integrando numéricamente la ecuacién de Schrédinger.

Sin entrar en consideraciones més sofisticadas, una medida sencilla de la
diferencia entre dos estados |¢1), |¢2) en un espacio de Hilbert estard basada
en el producto escalar (¢1|¢2) entre los dos estados. En nuestro caso, nos
interesar4 el solapamiento entre la funcién de onda exacta ®°*(7;mp) v la
funcién de onda ®%(7;mg) evaluada en una determinada aproximacién a
partir de la misma funcién de onda inicial, ambas en el tiempo ¢t = 1, es
decir, a la salida del imdn.

Sin embargo, al calcular explicitamente este solapamiento nos encon-
tramos con una ambigiiedad a la hora de elegir el estado inicial mg de po-
larizacién con respecto al eje z. Esta eleccién no serd inocente a la hora
de establecer el resultado, ya que es de esperar que las distintas proyec-
ciones del espin no estén igualmente bien representadas por la funcién de
onda aproximada. Preferimos definir la matriz de solapamiento S a partir
de la expresién general del producto escalar entre los dos estados finales
|29P(t = 1);mg) y |°(t = 1); mo):

S(mo, my) = (B (t = 1); mo| PP (t = 1); my). (2.79)

Esta matriz proporciona de forma compacta la informacién sobre el so-
lapamiento en ¢t = 1 para la funcién de onda inicial ®o(7) y para cualquier
polarizacién inicial |mg). Podemos pues considerar el valor absoluto

0 =1/2Tx(9)| (2.80)

de la traza de S como una medida del solapamiento medio independiente de
la polarizacién inicial.

En la figura (2.9) podemos ver el solapamiento en funcién del pardmetro
A de las distintas aproximaciones con el célculo exacto, para un valor con-
stante del producto AS = 2. Podemos observar como, para un determina-
do valor de AS, el solapamiento de la aproximacién pseudo-adiabatica es
practicamente independiente de los pardmetros A y S. Este hecho puede
entenderse si tenemos en cuenta que la principal fuente de discrepancia en
este caso radica en que, en esta aproximacién, se desprecia el movimiento
del haz dentro del imén. Dado que este desplazamiento es proporcional a
AS (véase la seccién(2.3.1)), el solapamiento depende esencialmente de este
producto. El caso de la aproximacién adiabdtica es parecido, aunque ahora
el solapamiento empeora al aumentar A, ya que la funcién de onda (2.47)
no incluye el ensanchamiento libre proporcional a este parametro.
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El andlisis del caso de las aproximaciones simetrizada y de estados co-
herentes es algo mds sutil. En estos casos no puede establecerse un orden
determinado del desarrollo en potencias de S, A, o AS. El problema con-
siste esencialmente en que, al derivar los operadores de evolucién corre-
spondientes a estas aproximaciones, se han despreciado términos del mismo
orden en los pardmetros relevantes que los términos conservados (concre-
tamente, se desecharon los términos que no conmutaban con Ig. Véase la
seccién (2.2.1)). Esto explica la complicada dependencia del solapamiento
con estos parametros que refleja la figura. Sin embargo, tal como se muestra
en el Apéndice C, cabe esperar que los términos despreciados para obten-
er estas aproximaciones pierdan importancia para A pequefio y S grande.
Esta tendencia se aprecia también en la figura, aunque para valores muy
grandes de S (correspondientes a la zona de A muy pequefio), se observa un
empeoramiento del solapamiento, tal vez debido a que empiezan a cobrar
relevancia términos superiores en el desarrollo en conmutadores del operador
de evolucién.

10_ A 1 L 1 1 1 1 1 J
0.1 0.2 0.3 0.4 05 0.6 0.7 0.8 0.9 1

A

Figura 2.9: Solapamiento de las distintas aproximaciones con el cédlculo
exacto, para AS = 2. El valor 1 — O = 0 supone un acuerdo total. La
linea continua corresponde a la aproximacién adiabdtica, la discontinua a
la pseudo-adiabética, la de puntos a la de estados coherentes y la de trazos
y puntos a la simetrizada. Obsérvese la minima discrepancia con el cdlculo
exacto de las aproximaciones simetrizada y de estados coherentes (del orden
de 0,1 %) para un amplio rango de valores de los pardmetros.
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2.4. Medida del espin

Con los elementos de los que disponemos, propondremos a continuacion
una descripcién del proceso de medida del espin mediante el experimento de
Stern—Gerlach. Como habiamos adelantado, resultard méas compleja que la
presentada en (1.2.2), y estard intimamente relacionada con el concepto de
estados coherentes infernos.

Expresado de forma intuitiva, recordamos que el formalismo de los CIS
permite asociar destellos en la placa fotogrifica con estados internos de
espin, mientras que el fenémeno de decoherencia (junto con una determinada
interpretacién del colapso del vector de estado) es responsable de que el
“resultado del experimento” sea precisamente la posicién del destello.

2.4.1. Matriz M

Empezaremos por generalizar la definicién de la matriz M en (1.24)
para poder considerarla en cualquier momento del proceso, y no sélo en
tiempos grandes con respecto a la duracién de la interaccién. Para ello,
sustituiremos las amplitudes de dispersién utilizadas en su definicién original
por las funciones de onda en cualquier instante:

Myj(7o) =Y _(®o,8|U |70, k) (k, 7|U| Do, 5), (2.81)
k

donde |®g, i), |®g,j) son los estados iniciales con estados de espin 4, j re-
spectivamente, y U es el operador de evolucién correspondiente al tiempo
considerado. '

Como ya se mostré en la seccién (1.2.3), la densidad de probabilidad de
presencia en un punto 7 es

P(5) = Tr{(pM (7)), (2.82)

siendo p la matriz densidad inicial definida en el espacio de estados de espin.
Podemos generalizar el concepto CIS!0, definiéndolos como los autovectores
de la matriz M((r)), y seran los estados internos revelados por el experimen-
to (véase la seccién (1.2.3)). Sin embargo, como también hemos mencionado

anteriormente, habri que tener en cuenta las salvedades siguientes:

s La asociacién perfecta de una posicién 7y con un autoestado |n) de la
matriz M sélo serd posible si el tinico elemento diagonal de M () dis-
tinto de cero es el autovalor A, (7p) correspondiente a dicho autoestado.
En caso contrario, la medida estard “contaminada” por la presencia de

10Recordamos que los CIS fueron inicialmente definidos diagonalizando la seccién eficaz
diferencial, por lo que dependen de la direccién 2 de dispersién [40]; [39] (véase también
la secci6n (1.2.3)). Nos proponemos aqui considerarlos en cada posicién y en todo instante
del proceso.
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otros autoestados distintos. Podremos por lo tanto definir un contraste
Cr (7o) que determine el grado de prevalencia del autoestado |n) en la
posicién 7y:

Cn(70) = o7 (2.83)

En el caso de particulas de espin 1/2, el valor de C,, en cada punto
oscilard entre 0 y 1. Un valor Cy,(79) = 0 indica una asociacién perfecta
de la posicién 7 con el autoestado ortogonal a |n). Un valor Cp (7)) =1
indica una asociacién perfecta de la posicién 7 con el autoestado |n).
El valor C,(7) = 0,5 indica que la matriz M es proporcional a la
matriz identidad y no discrimina los distintos estados internos. En este
iltimo caso, los estados coherentes internos estardn indeterminados en
esa, posicién.

= Por otro lado, los autoestados de M varian en general de forma contin-
ua con la posicién, por lo que habri una incertidumbre en la determi-
nacién del estado asociada a la imprecisién en la medida de la posicién
7y del destello. Recuérdese ademds que la discriminacién entre esta-
dos del puntero por parte del entorno necesitaba de una separacién
macroscopica entre estos estados (véase la seccién (1.1.2)). No serd,
pues, posible distinguir estados internos del sistema, correspondientes
a posiciones arbitrariamente préximas.

Veamos la forma que adopta la matriz M en el problema que nos ocu-
pa, a partir de las expresiones analiticas de las que disponemos para las
funciones de onda. De esta forma, estudiamos explicitamente las aproxima-
ciones adiabética, pseudo-adiabética y de estados coherentes. La aplicacién
posterior del operador de evolucién libre Uy (ya sea en el contexto de la
aproximacién simetrizada o de una deriva libre), serd discutida después.
Considerando que los indices i, 7,k = +1/2 se refieren a proyecciones del
espin a lo largo del eje z, obtenemos:

1 . 1
gt 5k -t 5k

Mij =) (G*+ &2 a2 ver dfF )
k

x (G+ dl/j di/?

1
5 gk

ra_d? k)

=G4 dlé/f dlé/j +|G_2 d? 42
) > 2

1
s _§7J

, (2.84)

con las definiciones de las amplitudes G4 y G que corresponda a la aproxi-
macién considerada (véanse las secciones (2.2.2, 2.2.3, 2.2.4)). Sustituyendo
los valores de los elementos de la matriz de rotacién, podemos escribir la
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matriz M en funcién de las matrices de Pauli (2.5):

M= (G P +16-1) I+
(IG+12 = [G_?) (cos(B)L, — sen(8)L) =
LG +1G_ ) T+ (1G4 P - 1G-P) I (2.85)

Esta dltima expresién refleja con especial claridad el hecho de que los es-
tados coherentes de nuestro problema son los autoestados de Ip, es decir,
los estados con proyeccién definida del espin en la direccién de B. Esto es
vélido ademds en cualquier instante, ya que la dependencia temporal de M
estd enteramente contenida en las amplitudes G4+ y G_ que, recordémoslo,
son esencialmente gaussianas desfasadas, ensanchadas y desplazadas (véase
(2.3.1)). Hay que tener en cuenta sin embargo que, en los puntos en los que
|G+|? sea igual a |G_|?, la matriz M serd proporcional a la identidad, por
lo que los CIS (obtenidos al diagonalizar M) quedardn indeterminados.

Es interesante resaltar que este resultado es vélido siempre que Uy sea
diagonal en alguna base local del espacio de espin, ya que no hemos hecho uso
alguno de la estructura concreta del campo B.En definitiva, puede afirmarse
de forma totalmente general (aunque en el contexto de las aproximaciones
que estamos considerando), que los CIS son paralelos al campo magnético
para cualquier B arbitrario.

Queda claro pues que, de acuerdo con nuestras aproximaciones, los esta-
dos medidos en un experimento de Stern—Gerlach son los autoestados de Ip.
La precisién con la que se mida un estado |mp) dependerd, légicamente, de
la resolucién angular de los centelleos en la pantalla detectora, pero también
del contraste Cp,,(7) asociado a esa posicién concreta. De acuerdo con la
definicién (2.83), éste sera:

_ |G+ *(7)
C:I:l/2(7_f) - |G+|2(F)ﬂ:—{— [G—|2(F)

(2.86)

Esta magnitud si varia sustancialmente con el tiempo, a través del compor-
tamiento de las probabilidades |G |? (asociada a las particulas que se alejan
del punto (0,0, 29)) v |G—|? (asociada a las particulas que se acercan al pun-
to (0,0, z0)). Estas probabilidades son inicialmente idénticas, de manera que
C11/2 = 0,5 en todos los puntos, indicando que la posicién no ofrece infor-
macién alguna sobre el estado de espin. Esta situacién no cambia en el caso
de las aproximaciones adiabética y pseudo-adiabdtica, como consecuencia
de que en estos casos despreciamos el desplazamiento de las particulas en el
seno del campo magnético. En estas aproximaciones, |G |> = |G_|? en todo
momento y los CIS estdn indeterminados.

Sin embargo, en la aproximacién de estados coherentes las probabilidades
|G4* y |G_|* se van separando, de manera que Cly1/s desarrolla valores
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distintos de 0.5. Para un tiempo suficientemente grande, |G4 |2 y |G_|? se
separaran totalmente, de forma que, en cualquier punto en el que la densi-
dad de probabilidad tenga un valor apreciable, uno de los C,/; serd igual a
1, mientras que el otro seré cero. En esta situacién, la correlacién entre posi-
cién y proyeccién del espin es completa (véase la figura (2.10)). Queremos
resaltar finalmente que, desde el punto de vista de la medida del espin, es
necesario que esta correlacién sea buena en regiones del espacio en las que
la densidad de presencia sea apreciable, es decir, donde sea posible detectar
alglin impacto.

Si las condiciones experimentales son tales que AS sea pequefio, la sep-
aracion a la que aludimos en el parrafo anterior no se completara durante el
tiempo de interaccién con el campo magnético. Como sabemos, una deriva
libre posterior podra separar de forma efectiva las distintas polarizaciones
siempre que S no sea pequeno. Sin embargo, dado que la evolucién libre
Up no conmuta con Ig, la distribucién de espines en la direccién del campo
se verd modificada, como consecuencia del desplazamiento angular inducido
por el operador pg. Sabemos ademds que la evolucién exacta en el seno del
campo magnético contiene términos del tipo Kyl,, que no conmutan con
Ip y que hemos despreciado para derivar nuestras aproximaciones (véase
(2.2.1)). Estos hechos se manifiestan a través de la aparicién de términos
proporcionales a It y a I, en la matriz M, con lo que su componente de
traza nula dejard de ser estrictamente proporcional a Ip. Para investigar
este hecho, definimos las asimetrias A;(7), Ay(7), A,(F) en cada uno de los
ejes cartesianos como la diferencia entre las distribuciones finales de proba-
bilidad en una determinada posicién para las dos polarizaciones iniciales a
lo largo del eje considerado:

Ag(7) = [¥(Fymg = 1/2)? = [9(Fmy = —1/2) [,
A7) = [U(Fmy = 1/2)2 = [U(Fmy = —1/2)F,  (287)
A(P) = [¥(Fm, = 1/2)? — [¥(Fm, = —1/2).

Estas cantidades son accesibles experimentalmente, y se relacionan con la

matriz M teniendo en cuenta que la matriz densidad correspondiente a la
proyeccién +1/2 a lo largo del eje coordenado 7 es

1
pti = -2'(]I +21;), (2.88)

siendo I; la matriz de Pauli correspondiente!!. Podemos pues expresar la
asimetria A; correspondiente a la direccién cartesiana ¢ como:

Ai() = Tr(p1M(7) = Tr(p—s M (7)) = 2Tx(L,M (7)), (2.89)

"Recuérdese que nuestras definiciones (2.5) incluyen un factor 1/2, de modo que
Tr(I?) = 1/2.
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donde hemos tenido en cuenta (2.82). La asimetria en una determinada di-
reccién puede por lo tanto interpretarse como el coeficiente correspondiente
de la descomposicién de la matriz M en sus componentes cartesianas.

En la figura tal se presentan las asimetrias obtenidas tras un tiempo de
deriva t; = 3,5 para el caso A = 0,5,5 = 4. Se comprueba la existencia
de una asimetrfa A, distinta de cero que, como acabamos de mencionar,
es consecuencia de la no conservacién de Ig por parte del hamiltoniano
libre hg. A pesar de ello, en la figura (2.11) obtenida a la salida del imén
se confirma que las predicciones sobre la direccién de los CIS obtenidas a
partir de las aproximaciones analiticas son razonablemente buenas, incluso
en una situacién relativamente poco favorable!2.

Por otro lado, la deriva libre permite la separacién espacial de las proba-
bilidades |G+ |? y |G—|? en las aproximaciones adiabdtica y pseudo-adiabética,
con el consiguiente desarrollo de un contraste distinto de 0.5. Esto ilustra
la posibilidad de realizar medidas del espin atin en situaciones totalmente
adiabdticas, siempre y cuando el tiempo de deriva sea suficiente (véase la
seccién (2.3.1)).

Como conclusién, podemos cotejar los resultados obtenidos en relacién
con la medida del espin con los 3 puntos propuestos en la seccién (1.2.2):

1. En las aproximaciones analiticas, el observable medido Ip (operador
de espin en la direccién local del campo) es conservado por la interac-
cién'3. Sin embargo, el estudio del spin-flip revela que, en el caso del
calculo exacto, la interaccion no conserva ninguna direccion del espin
(local o no). Se ha comprobado en cualquier caso que la conservacion
de I'p es una muy buena aproximacién.

2. La posibilidad de asociacién entre los estados medidos (los CIS) y los
estados del aparato (autoestados de la posicién) varfa con el tiempo,
y estd caracterizada por el contraste de la matriz M. Este contraste
aumenta con el tiempo, siendo méximo en las zonas con mayor prob-
abilidad de impacto de la particula.

3. Sin embargo, los autoestados de la posicién, a pesar de ser ortogo-
nales entre si, no estdn localizados en posiciones macroscépicamente
separadas. Por lo tanto, no serdn seleccionados por el entorno, y no
podran por lo tanto ser observados. En la préctica, se observars una
mancha en la pantalla, que estard asociada a una distribucion de esta-
dos de espin. En definitiva, una medida (observacién de la mancha en

*2Compérese esta figura con la figura, (1.1), donde se muestran las direcciones del campo
magnético.

13Fn realidad, salvo en el caso de la aproximacién adiabdtica, Ip no conmuta con el
hamiltoniano de interaccién. Sin embargo, esto es simplemente consecuencia de la explo-
racién, por parte de la funcién de onda, de zonas del espacio distintas que se corresponden
con direcciones distintas del campo B. A pesar de ello, la posicién instantsnea se asocia
siempre con el CIS correspondiente.
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Figura 2.10: Contraste C/, correspondiente a tres situaciones dindmicas.
De arriba a abajo: (i) A = 0,05 , S = 0,4. En esta situacién, los paquetes
estdn centrados en z = 40,005 . (ii)) A =0,5, S =4, lo cual corresponde
a un tiempo de interaccién 10 veces superior al caso anterior. En este caso,
los centros estan en z = 30,5. (iii) Mismos valores de los pardmetros que en
el caso anterior, pero tras un tiempo de deriva t4 = 3,5. Los paquetes estdn
en z =14 81
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Figura 2.11: En esta figura se aprecian las direcciones de los estados coher-
entes internos (CIS) en cada punto, para A = 0,5 y S = 4. Se observa una
banda en la cual los estados coherentes no estdn bien definidos. Esta zona

se corresponde con la de contraste ~ 0,5 de la figura anterior para la misma
situacién dindmica.

82



(NN
RN
iy
o
3
' "I 2
i Z

g
il
il
i
I’Il
U0

Z -10 10 X

N
XN

/!

A
,‘///”III','O?.‘:\\‘%
g
RSN
THONON
DRSNS
\\»“‘;::::l‘;'lﬂ”//”””lllr i
N

Z -10 10 X

Figura 2.12: Asimetrias correspondientes a los ejes coordenados z(a) y(b)
y z(c) tras un tiempo de deriva t; = 35 y A = 0,5,5 = 4. La médxima,
asimetria se obtiene para particulas polarizadas a lo largo del eje z, pero
también se observan valores apreciables en las direcciones x ¢ y.
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la pantalla) no selecciona uno de los estados ortogonales del sistema
cudntico, invalidando en este caso el esquema de Von Neumann.

En definitiva, hemos de admitir que el experimento de Stern-Gerlach no es,

ni siquiera en principio, un proceso de medida ideal en el sentido definido
en (1.2.2).

2.4.2. Tomografia de espin

Nos centramos ahora en el problema de la determinacién experimental
de la polarizacién de un haz de particulas neutras de espin 1/2 aplicando el
formalismo desarrollado. Se trata, por lo tanto, de determinar los 4 elementos
de la matriz densidad inicial

p = pol + p1ls + paly + p3l, (2.90)

definida en la base de las proyecciones de espin en la direccién del eje z
de laboratorio, haciendo pasar el haz por un campo magnético inhomogéneo.
De esta forma, se establecers una correlacién entre la posicién final de las
particulas y su espin. El problema general de la determinacién de la ma-
triz densidad de un estado cudntico en el espacio de espin se conoce como
tomografia de spin [78].

El planteamiento estdndar de este problema se basa esencialmente en el
modelo simplificado del Stern—Gerlach tal y como se introdujo en la seccién
(1.2.1). En este contexto, la determinacién de la matriz (2.90) no es trivial,
y en la literatura se encuentran descritos varios procedimientos experimen-
tales con este fin [109], [110], [78], en general basados en medidas ideales de
la, proyeccién del espin en una determinada direccién. En este formalismo
simplificado, el problema es que el aparato de medida es tedricamente insen-
sible a diferencias en el estado de polarizacién perpendicular al eje medido.
Dicho de otro modo, una medida tan sélo permite determinar uno de los p;
que describen la matriz densidad, por lo que es necesario repetir la medida
con distintas orientaciones del aparato de medida para describir totalmente
p-

Sin embargo, en el formalismo desarrollado aqui, la probabilidad de de-
tectar un impacto en un punto determinado de la pantalla es, en general,
sensible a todas las componentes p; de la matriz densidad inicial. En efecto,
segin hemos visto, la probabilidad de presencia en un punto cualquiera del
espacio depende de la polarizacién inicial del haz a través de la expresién:

P(7) = |9(7)PdF = Tr(pM(F))dF. (2.91)

Tal como se mostré en la seccién anterior, la correlacién entre la posicién
final en la pantalla y la polarizacién inicial mejorara en general si efectuamos
la deteccién en una zona suficientemente alejada del imén (véase también la
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figura (2.10)). En estos casos, estaremos tratando un proceso tipico de dis-
persién, para el cual podemos usar la descripcién estdndar de la probabilidad
de deteccion en funcién del dngulo sélido:

P(Q) = [T(0)]2dQ = Tr(pM ())d. (2.92)

En cualquier caso, La matriz M puede descomponerse en la misma base
que p:
M(7) = Ao(PMI + Ax(P)I; + Ay(F)Iy + A (7)1, (2.93)

siendo A5(7), Ay(r), A,(7) las asimetrias definidas en (2.89), y Ao(¥) =
Tr(M). Esto nos permite escribir la expresién (2.92) de la forma:

B (7)|2d2 = ZpiAi(F), (2.94)

a partir de la cual podemos determinar los p; conociendo |¥(7)| siempre que
A; #0.

En general, todas las componentes (asimetrias) de la matriz M serdn
distintas de cero, aunque la precisién con la que se determine la polarizacién
en una direccion determinada (es decir, la componente p; correspondiente)
dependerd de lo grande que sea el valor A; respecto a las demds compo-
nentes de la matriz. En este contexto, el problema del formalismo estdndar
al que aludimos al principio de esta seccién estriba en que en el formalismo
simplificado expuesto en (1.2.1) s6lo hay una A; distinta de cero, que es la
que corresponde a la “orientacién del aparato de medida”. En estos casos, la
medida no distingue, por ejemplo, entre una mezcla estadistica de estados
polarizados paralela y antiparalelamente al eje del aparato y un estado puro
polarizado en una direccién perpendicular a dicho eje.

Andlogamente, a partir de nuestras descripciones analiticas aproximadas
del Stern-Gerlach obtenemos una matriz M con A, = 0, lo cual nos im-
pediria, con una orientacién dnica del imdn, determinar el estado de polar-
izaci6én a lo largo del eje y. Sin embargo, sabemos que los calculos exactos
sf evidencian una dependencia de la distribucién final del haz en la pantalla
con la polarizacién inicial a lo largo del eje y (véase la figura (2.12)).

Intentaremos ahora considerar condiciones experimentales algo mas re-
alistas, en las que en lugar de obtener el valor |¥(Q2)[? de la distribucién
de probabilidad en cada punto, tenemos simplemente un nimero N de im-
pactos en la pantalla en los puntos 7; , 4 = 1,... N. Definimos la funcién
L(p1, p2, p3) de verosimilitud del experimento como la probabilidad conjun-
ta de que se hayan producido cada uno de esos impactos en los puntos
observados:

N N N 3
L(p1,p2, p3) = HPi = H (pM (7)) HZpkAk i), (2.95)
i=1 i=1 i=1 k=0



donde P; es la densidad de probabilidad de presencia, y A3 = Az, A2 =
Ay, Az = A,. A partir de esta expresién, podremos determinar el valor de
los py, como los que hacen méxima la funcién de verosimilitud. De esta forma,
para cada k tendremos:

N

Oln(L) _\~_ A(f)
Opk ; Z?ZO Aj(75)p;

Tendremos pues que resolver un sistema de 3 (ya que, dado que Tr(p) =1,
po = 1/2) ecuaciones de grado N — 1, que nos permitirfa determinar todas
las componentes de la matriz densidad con un tinico experimento de Stern-
Gerlach. Sin embargo, como ya hemos comentado un poco mas arriba, si
las asimetrias Aj, As, A3 de la matriz M son muy pequefas frente a Ao,
la polarizacién no podrd determinarse con precisién, ya que la funcién L
variara con demasiada suavidad en funcién de sus variables p1, pa, p3. En tal
caso, el méximo de L, que determinaria la polarizacién inicial més verosimil,
seria, demasiado “plano”. Recordemos que esto ocurre precisamente en las
zonas en las que el contraste definido en (2.83) es cercano a 0.5.

Es interesante también observar que, mediante un procedimiento précti-
camente idéntico, podemos determinar las componentes Aj, A2, A3 de la
matriz M si conocemos la polarizacién inicial del haz. De esta forma obten-
driamos los estados coherentes internos correspondientes al campo Blo cual,
tal como se mostré en la seccién (2.4.1), equivale a determinar la estructura
del campo magnético en la regién de interaccién (véase la figura (2.11)). De
esta forma, un haz de particulas neutras con polarizacién conocida podria
ser utilizado como sonda para investigar campos magnéticos.

=0; k=1,2,3. (2.96)
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2.5. El Stern—Gerlach en la mecanica Bohmiana

Se ha procurado ilustrar ¢6mo el proceso de la medida del espin de una
particula neutra lleva a asociar de forma natural y en el contexto de la MCO
la posicién de la particula con su estado de polarizacién. Se ha argumentado
que esta asociacién constituia la esencia misma del proceso de medida, ya
que estas posiciones juegan el papel de “puntero del aparato de medida” en
el sentido definido en (1.1.2).

Sin embargo, también se ha dedicado cierto esfuerzo para mostrar que
dicha asociacién no es perfecta, y se ha discutido en qué medida y ba-
jo qué condiciones la posicién final de la particula podia asociarse con la
proyeccién del espin en una direccién determinada. Concretamente, se vio
que la bondad tedrica de la medida cambia dristicamente con el tiempo,
tanto con el de interaccién como con el de deriva, libre.

En el tratamiento semiclasico del problema (véase (1.2.4)) las particulas
tienen un espin bien definido al final de una trayectoria determinista, por
lo que cabria suponer que su posicidn estd asociada con una proyeccién
definida en todo instante. Sin embargo, sabemos que la compatibilidad con
la visién expresada en el péarrafo anterior queda restaurada por el hecho
de que el espin estd indefinido hasta que, en un instante en gran medida .
indeterminado, se asigna probabilisticamente a la particula una proyeccién
del espin en la direccién del CIS correspondiente a su posicién.

La situacién cambia si abandonamos el formalismo de la MCO y consid-
eramos el planteamiento del problema en el contexto de la mecdnica Bohmi-
ana. En este caso, la posicién de la particula evoluciona deterministicamente
guiada por la funcién de onda, moviéndose en el campo de velocidades (1.51),
sin asignar en ningdn momento de forma, explicita una determinada proyec-
cién del espin a la particula. Es, pues, interesante estudiar el proceso en el
formalismo de la mecénica Bohmiana, tratando asi de verificar, desde este
nuevo punto de vista, si aporta alguna novedad a la imagen ofrecida por
la MCO, segiin la cual el espin sélo se va “definiendo” paulatinamente a
medida que evoluciona el haz de particulas.

Antes de proseguir, conviene recordar que, en mecdnica Bohmiana, la
medida no juega ningin papel especial. Las particulas tienen simplemente
una posicién, independientemente de que se disefie 0 no un experimento
para observarla. En este contexto, el espin estd asociado a la funcién de
onda de la particula, y se le podréd adscribir a la particula en la medida en
que su posicién pueda asociarse con una determinada funcién de onda de
espin (véase la seccién (2.5.2)). En este sentido, el andlisis anterior basado
en la matriz M (2.4.1) es relevante también en el dmbito de la mecénica
Bohmiana.
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2.5.1. Anadlisis del doble paquete libre

Como introduccién al caso més complejo que nos ocupa, consideraremos
una particula de masa M solucién del siguiente hamiltoniano libre adimen-
sional:

V2U(z,t)  0V(x,t)

28 ot

y con la siguiente funcién de onda, en la que la variable z y el pardmetro

S > 0 son adimensionales, y estdn expresados en unidades de la anchura
inicial o del paquete y de su inversa respectivamente:

(2.97)

()2
U(z,t) = a e5@=t/2) oxp (_____(m ) ) +

2(1+14t/S)
2
—1S(z+t/2) —(.TJ + t) 2.0
be exp (2(1 +it/S) )’ (2.98)
con: 5
= : = —. 2.
t=TAS; A== (2.99)

Nétese que la variable adimensional ¢ definida a partir de la variable tem-
poral T estd medida en unidades del tiempo que tarda el centro del paquete
en desplazarse una longitud igual a la anchura o.

Esta funcién de onda representa a una superposicién de dos paquetes
gaussianos libres moviéndose en direcciones opuestas con idéntica velocidad
adimensional S (medida en las unidades naturales de tiempo y longitud que
acabamos de introducir). Desde el punto de vista de la MCO, la magnitud
relevante para el andlisis del comportamiento del sistema es el cuadrado
R = |¥(x,t)|? de la funcién de onda, es decir, la densidad de probabilidad
de la particula. Como es bien sabido, R presentard interferencias durante
el tiempo en que las dos gaussianas solapen, como corresponde a la super-
posicién coherente de dos funciones de onda con fases distintas. A medi-
da que transcurra el tiempo, y si el ensanchamiento natural es més lento
que el desplazamiento de los paquetes gaussianos, éstos se irdn separando
hasta situarse en regiones disjuntas de la recta real. En este punto, R pre-
sentard, dos méaximos locales moviéndose en direcciones opuestas, siendo la
magnitud relativa de estos maximos proporcional al cuadrado del coeficiente
a o b que multiplica al paquete correspondiente.

Si quisiéramos situarnos en el contexto de una aproximacién semiclésica,
no pareceria sensato aproximar la evolucién del sistema por una trayecto-
ria dnica. Una posible solucién seria asignar al sistema la trayectoria con
velocidad S con probabilidad |a|? y la trayectoria con velocidad —S con
probabilidad |b|%. De esta forma, el sistema seguiria la trayectoria del centro
de uno u otro paquete gaussiano. Repetimos que esta imagen sélo es vélida
si los dos paquetes llegan a separarse en algin momento, es decir, si la veloci-
dad del centro de los paquetes de onda es mayor que la de ensanchamiento
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de las gaussianas. De acuerdo con nuestra definicién de los pardmetros, esta
condicién supone:
$>1. (2.100)

Esta descripcién aproximada omite al menos dos aspectos de la dindmica
exacta del sistema, que intentaremos relacionar: (i) claramente, el “movimien-
to” correspondiente al ensanchamiento natural del paquete gaussiano no que-
da reflejado. De forma intuitiva (aunque poco rigurosa), podemos relacionar
este hecho con el de que la tinica “particula” insensible a este ensanchamien-
to es precisamente la que situarfamos en el centro del paquete.(ii) Por otro
lado, también parece claro que el movimiento rectilineo uniforme del centro
del paquete gaussiano es incapaz de recrear la aparicién de las franjas de
interferencia caracteristicas de los tiempos en los que ambos paquetes se
solapan.

Velocidad de Bohm

El campo de velocidades predicho por la mecdnica Bohmiana es, desde
luego, absolutamente compatible con la distribucién de probabilidades R
predicha por la MCO. Por lo tanto, deberd resolver de alguna forma los dos
problemas aludidos en el parrafo anterior, aparecidos al tratar de aproximar
la, evolucién del sistema, con una trayectoria. Calcularemos pues la velocidad
de Bohm correspondiente al doble paquete, y consideraremos la luz que
arroja sobre el problema general de la asignacién de trayectorias.

Es relativamente sencillo comprobar que la velocidad de Bohm puede
descomponerse en 3 términos:

V=V +V_+V.. (2.101)

Estos términos, a los que denominaremos directos (V4 y V) y cruzado (V¢),
quedan definidos de la forma:

_ E%|af? z—t t
Vi = 7R S+(1+t2/32)§]

E2|p)? z+t ot
V. = g, Tt ¢
R [ St arasy s]

2B, E_

Ve = RO+ 2/57) [t [Im(ab*) cos(y) + Re(ab*)sen(y)] +

% [zRe(ab") cos(y) — mIm(ab*)sen('y)]} (2.102)

siendo

2 92 t2
Ei:exp(—2 (z¥1) z

OTQ/SQ)) P v=e -y (2103)
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Si el tiempo de ensanchamiento natural puede despreciarse frente al tiem-
po considerado (aproximacién adiabdtica), el término proporcional a t/S en
las velocidades directas podréa desecharse. En esta situacién, los dos térmi-
nos directos se corresponden con cada una de las dos posibles velocidades
introducidas en la seccién anterior. Obsérvese que, cuando los paquetes se
encuentren espacialmente separados, la velocidad V, serd precisamente la
velocidad del centro del paquete que se mueve en el sentido positivo, mien-
tras que V_ es su homélogo negativo. Este resultado es compatible con la
imagen semiclésica.

Sin embargo, el término no adiabético despreciado no tiene paralelo semi-
clésico, y es el responsable del ensanchamiento del paquete gaussiano. Como
vimos, el tratamiento semicldsico no contempla esta velocidad, pero, como
acabamos de mostrar, si ¢ es del orden de la unidad (de forma que los paque-
tes hayan tenido tiempo de separarse), podrd despreciarse cuando S > 1.

El término cruzado V, es el responsable de la aparicién de las franjas de
interferencia, y puede apreciarse que el término E4 E_ se anula en cuanto se
separan los dos paquetes. Esta velocidad tiene un término cuya amplitud es
independiente del pardmetro S, y serd por lo tanto importante en cualquier
situacién dindmica (véase la figura (1.2)).

V. oscilard en el tiempo y en el espacio con una frecuencia esencial-
mente proporcional a S. Si las oscilaciones son violentas, podria pensarse
que serd muy dificil predecir la posicién de una particula concreta en el mo-
mento de la separacién efectiva de los paquetes, y por lo tanto si su trayec-
toria ulterior estarsd descrita preferentemente por V, o por V_. Este hecho
justificaria la asignacién probabilistica de las trayectorias en el tratamiento
semiclésico, ya que impedirfa en la practica aplicar el anélisis mas fino aso-
ciado a la mecdnica Bohmiana segiin el cual cada particula se moverd hacia
la izquierda o hacia la derecha segiin su posicién inicial. Por otro lado, si
el pardametro S fuera pequeno las oscilaciones de V, serian menos violentas,
pero entonces los paquetes no llegarian a separarse (véase (2.100)), invali-
dando asi la aproximacion semicldsica. Pareceria que las mismas condiciones
impuestas por la validez de la imagen semiclédsica promueven la aparicién de
oscilaciones violentas de V;, haciendo casi imposible la asignacién a priori de
una de las dos trayectorias posibles a una particula situada en una posicién
concreta.

Estas consideraciones merecen un andlisis un poco més cuidadoso, y
mostraremos con un argumento sencillo que, a pesar de todo, es ficil decidir
la. direccién del movimiento final de una particula a partir de su posicién
inicial. Para ello, basta con observar que las trayectorias correspondientes
a distintas particulas no pueden cruzarse (véase por ejemplo [86]), ya que
el campo de velocidades es una funcién monovaluada de la posicién. En
nuestro sistema monodimensional, esto implica que cualquier particula que
esté inicialmente a la derecha de otra particula dada seguird a su derecha
en todo instante posterior. En otras palabras, todas las particulas que se
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mueven con V. una vez separados los paquetes (es decir, una proporcién |a|?
de ellas) se encontraban en el instante inicial a la derecha de las particulas
que se mueven con V_, y existe un punto g que define la frontera inicial entre
los dos grupos de particulas. Este punto puede por lo tanto determinarse
teniendo en cuenta que, en el instante inicial, la proporcién de particulas
que estén a su derecha es igual a |a|?:

/ 10 (2, 0)2de = |af?. (2.104)
X

0

En definitiva, la mecdnica Bohmiana establece claramente la trayectoria que
seguird cada particula en funcién de su posicidn inicial. Por muy fuertes que

sean las oscilaciones de V., las trayectorias del sistema no serdn cadticas [88],
(33].

2.5.2. Trayectorias de Bohm en el iman

En la literatura se pueden encontrar diferentes propuestas para la ex-
trapolacién del campo de velocidades (1.51) al caso de una particula con
espin. Independientemente de la expresién concreta que se adopte para la
velocidad de la particula, el espin estd tratado de dos formas claramente
diferenciadas: como una variable dindmica adicional, cuya evolucién tempo-
ral estard determinada por la funcién de onda [82], [102], [101]*, o como
un parametro que sélo interviene en la descripcién de la funcién de onda,
contribuyendo de esta forma a determinar el campo de velocidades que afec-
tard a la tnica variable dindmica existente!®: la posicién de la particula [70],
[11]. Esta dltima posicién serd la adoptada aqui, de manera que el espin no
serd una caracteristica de la particula, sino de su funcién de onda, que a su
vez determinarg su posicién en todo instante.

De acuerdo con estas premisas utilizaremos aqui la que es, probable-
mente, la definicién més sencilla de la velocidad de Bohm para una particula,
con espin: considerar los productos en (1.51) como productos escalares entre
espinores. Centrandonos en el caso de una particula de espin 1/2 (aunque la
generalizacién a espines mayores es inmediata), la velocidad adimensional
de una particula en un estado |®(7,t;m)) = (¢4 (7, t)|+) + ¢—(F,t)|—)) es

b4 (PP (7,1) + d_(F, 1)V (7, 1)
|6+ (7, )2 + [¢—(F, £)[2 ’

(2.105)

"En la referencia [101] se discute la medida del espin en un experimento de Stern—
Gerlach, pero en el modelo simplificado en el cual el campo magnético tiene una direccién
constante: B = Bzé,. En este articulo, los dngulos de Euler que describen la direccién de
polarizacién del espin se tratan como variables dindmicas adicionales, y tienen sus propias
velocidades angulares definidas a partir de la funcién de onda.

15 Aparte de la funcién de onda.

91



donde {|+),|—)} constituye una base ortonormal del espacio de espin, y el
operador gradiente actta sobre variables adimensionales.

A partir del conocimiento de las funciones ¢ (7,t) y ¢—(7,t) en todo
instante (a través de la integracién numérica de la ecuacién de Schrodinger,
véase (2.1)), podemos obtener el campo de velocidades (2.105). Esto nos
permitird integrar numéricamente las trayectorias de una particula neutra
en un campo magnético inhomogéneo, tal como se muestra en la figura
(2.13). Se observa inmediatamente en esta figura que las trayectorias se
cruzan, aunque sélo como consecuencia de representar en una proyeccién
bidimensional las trayectorias del sistema definidas mediante las 3 variables

(z,z,t)16.

Correlacién entre espin final y posicién inicial

Como anunciamos al principio de esta seccién, estamos interesados en
analizar esencialmente dos aspectos del comportamiento de las trayectorias
de Bohm: su relacién con las trayectorias semicldsicas ([40], véase también
la seccién (1.2.4)), y la nueva visién que aportan sobre la asociacién entre
espin y posicién. El caricter no trivial de estas cuestiones (por otro lado
relacionadas) puede apreciarse en los resultados presentados en la figura
(2.13), donde los cruces mencionados no permiten aplicar el andlisis sencillo
presentado en el caso monodimensional del doble paquete. Alli fue no fue
dificil establecer (2.104), que define la frontera inicial entre las trayectorias
con distintas velocidades finales, pero este resultado no es extrapolable a
un sistema bidimensional con la complejidad del que nos ocupal”. Por lo
tanto, nos encontramos de nuevo ante el problema planteado en el estudio
del doble paquete monodimensional: jhasta qué punto podemos predecir
la trayectoria futura (y, por ende, el estado de espin) de una particula a
partir de su posicién inicial? Podria ocurrir que, dada la complejidad de las
trayectorias esto fuera précticamente imposible. En tal caso, la asignacién
probabilistica de trayectorias del tratamiento semicldsico estaria justificada
por la dindmica caética de las trayectorias, y tendrfamos un primer punto de
encuentro entre los dos tipos de trayectorias: el caracter aleatorio (estricto
en el caso de las trayectorias semicldsicas) de la asociacién entre espin y
posicién inicial.

La respuesta a estas cuestiones puede obtenerse integrando las trayecto-
rias de Bohm y clasificando las posiciones iniciales segin la posicién final,
estableciendo asf el mapa que relaciona la posicién inicial con el espin final.
Presentamos estos resultados graficamente en las figuras (2.14) y (2.15). En

16Obsérvese que, en 2 o més dimensiones, dos particulas pueden intercambiar sus posi-
ciones sin necesidad de que sus trayectorias se crucen. Evidentemente, el cardcter monoval-
uado del campo de velocidades prohibe la coincidencia simultédnea de las variables (z, z,t)
de dos o mas trayectorias.

17V éase la nota anterior.
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la figura (2.14) mostramos la evolucién temporal de la coordenada z sobre
el plano x = 0 para dos polarizaciones iniciales distintas. Puede apreciarse
cémo se establece una frontera entre las posiciones iniciales de las particulas
que se desplazan hacia arriba y las que se desplazan hacia abajo, aunque este
resultado, obtenido para particulas situadas inicialmente en el eje z, no es en
absoluto extrapolable al caso general'®. En este sentido, la figura (2.15) es
ain més reveladora: representamos las posiciones iniciales de un conjunto de
2500 particulas inicialmente distribuidas en un cuadrado de lado 2 centrado
en el origen, distinguiéndolas segiin el desplazamiento posterior sufrido. Se
comprueba que sigue existiendo una frontera que divide el plano zz inicial
en dos zonas perfectamente separadas.

Llegamos por lo tanto a la conclusién de que las trayectorias de Bohm
permiten asignar de forma consistente una proyeccién del espin a cada posi-
cién inicial dentro del haz incidente!®. Este estado de espin sers una de las
dos proyecciones respecto del CIS correspondiente a la posicién final, de-
pendiendo del sentido de su trayectoria: las particulas que parten de una
posicién marcada en blanco (negro) en la figura (2.15) se asocian con la
proyeccién negativa (positiva) del espin en la direccién del campo magnético.
En definitiva, no encontramos rastro de caos en estas trayectorias, a pesar
de la complejidad del problema bidimensional tratado. Mas concretamente,
se pone en evidencia la ausencia de la propiedad de mezcla en la dindmica
de las trayectorias, propiedad que serd definida en el siguiente capitulo y
que serd esencial para articular los argumentos que serdn presentados en éL.

Por el contrario, el tratamiento semicldsico asigna la trayectoria de ca-
da particula con una probabilidad determinada en cualquier punto por la
polarizacién del haz, y serd por lo tanto independiente de la posicién ini-
cial. La relacién entre los dos tipos de trayectorias queda ilustrada en la
figura (2.14), donde pueden verse superpuestas. En la figura de la izquierda
se observa como, en el formalismo de la Mecdnica Bohmiana, el nimero de
particulas que sigue una trayectoria ascendente (descendente) es esencial-
mente proporcional al coeficiente |a|? (|b|2)2°. La aproximacién semicldsica
asignard, con las probabilidades mencionadas, una de las dos trayectorias
marcadas en la figura. También se aprecia una diferencia de pendiente entre
los dos tipos de trayectorias, cuyo origen estudiaremos més adelante, cuando
interpretemos los resultados.

Ante estas consideraciones, podria inferirse que las trayectorias de Bohm

®De hecho, la observacién de la figura (2.13) sugiere un comportamiento més complejo.

9Obviamente, esta asociacién dependers de la estructura concreta del campo
magnético, lo cual ilustra los teoremas de Gleason [38] y de Kochen—Specker [89], que
establecen la imposibilidad (en general) de asignar un valor determinado a un observable
independientemente de las medidas que se realicen sobre el sistema.

2Fstos valores se refieren a las probabilidades predichas por el modelo simplificado
(1.2.1). Como sabemos, en un célculo m4s riguroso estardn modificados por las probabili-
dades de spin—flip (2.3.2).
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“colapsan” en las semicldsicas cuando la anchura inicial o de la funcién de
onda gaussiana es pequefia frente a la resolucién de los puntos detecta-
dos en la pantalla. Sin embargo, la disminuciéon de ¢ supone un aumento
del pardmetro A y, por lo tanto, de los efectos adiabéticos (recuérdense
las definiciones (2.12)) que, como veremos més adelante, incrementan la
diferencia entre los dos tipos de trayectorias. Ademds, la disminucién de o
empeorars, la estimacién de la probabilidad de spin-flip?! por parte de la
aproximacién semiclésica (véase la tabla (2.16)).

05 1 15 2 25 3 3.5 4 45 0 05 1 15 2 25 3 3.5 4 4.5

Figura 2.13: Evolucién temporal de la coordenada z (izquierda) y de la
coordenada z (derecha) en unidades de la anchura inicial de la gaussiana,
con A = 0,5, § = 4. La polarizacién inicial es a = 1,b = 0. El tiempo se
expresa en unidades del tiempo de interaccién, de forma que a partir de
t = 1 el movimiento es de deriva libre. La simulacién se ha realizado para
36 particulas, situdndolas inicialmente en posiciones aleatorias dentro de un
cuadrado de lado 2 centrado en el origen.

Interpretacién de los resultados

El estudio del doble paquete nos sugiere que los resultados pueden ser
mds ficiles de interpretar si logramos identificar estados con una velocidad
definida. Estrictamente hablando, esto no tiene sentido en el formalismo de
la MCO, pero el tratamiento semicldsico presentado en més arriba (1.2.4)
(asi como, en cierta medida, los resultados cudnticos posteriores) parece
indicar que los mejores candidatos son los autoestados de I (es decir, los
CIS del problema). Cabe esperar que, al ser calculada en esta base, aparezcan

2l Esta probabilidad constituye la diferencia con respecto a las probabilidades predichas
por el modelo simplificado (1.2.1).
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Figura 2.14: Evolucién de la coordenada z (en unidades de la anchura inicial
de la gaussiana) en funcién del tiempo con A = 0,5, S = 4. El célculo se
muestra para dos polarizaciones iniciales: a = 0,87, b = 0,5 (izquierda) y a =
0,5, b = 0,87. El tiempo se expresa en unidades del tiempo de interaccién,
de forma que a partir de t = 1 el movimiento es de deriva libre. En la figura
de la izquierda pueden verse, en trazo grueso discontinuo, las dos posibles
trayectorias semicldsicas que parten de z = 0.
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Figura 2.15: Posiciones iniciales de las particulas con trayectoria ascendente
(puntos negros) y descendentes (puntos blancos), para tres polarizaciones

(1,0,0), §

. Puede apreciarse que las zonas de las que parten

(0,0,1)

-

y §
cada uno de los dos tipos de particulas estdn separadas por una frontera

bien delimitada. Las distancias estdn expresadas en unidades de la anchura

iniciales (de arriba a abajo y de izquierda a derecha): §
inicial de la gaussiana.

(0,1,0)
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] o | P, | P, | AcuerdoJ
1]1,63-107% [8,04-107% |20%
216,27-100% [1,2-1073 50 %
311,406-1073[1,474-1073 | 95%

Figura 2.16: Probabilidad de spin—flip para distintos valores de la anchura
inicial o (en unidades arbitrarias). P designa los resultados semicldsicos,
mientras que P, se refiere a los resultados cudnticos. Se indica también, en
cada caso, el porcentaje de acuerdo entre ambos calculos.

en la expresién de la velocidad términos equivalentes a los presentados en el
estudio del doble paquete, asociados a una velocidad directa y cruzada.

Vamos a comprobarlo calculando la expresién (2.105) en funcién de las
amplitudes Gy, definidas a partir de las proyecciones del espin en la direc-
cién del campo magnético. La expresién general de la velocidad sera:

7=—Tm (}1—2 ;sbmz%:‘nz)

= _Tm RZ > a2, (—B) Gmp di2 e (8) (2.106)

mz mB,mB
Va L () Gy, dmgg,m()(ﬁ)).

El gradiente puede descomponerse en dos términos:

=t | 53 a2 (8) Gy B2y (6)
Mz mB,mB

xd? L (=B) dyE | (B)V Gy (2.107)

mzymp ™m'g,mo
* v g1/2 1
G Va2 (<B) A2 (ﬂ)) -

El siguiente paso consiste en despreciar la variacién de las matrices de
rotacion frente al gradiente de las amplitudes G, ,. Como veremos ensegui-
da, los términos despreciados harfan aparecer términos cruzados del tipo
GmB6Gme con mp # mj. Como mencionamos en el andlisis del doble
paquete, esto equivaldria a considerar términos de interferencia entre com-
ponentes con distinta proyeccién del espin en la direccién local del campo
magnético. Estos términos serian pues del mismo orden que los que fueron
desechados por no conservar el operador Ig en la seccién (2.2.1)?2. Todos

#2Por otro lado, la derivada angular de las amplitudes Gimj;, es del orden del pardmetro
20, y serd por lo tanto grande frente a lag derivadas de las matrices de rotacién.
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los resultados obtenidos hasta ahora sugieren que ésta es una buena aproxi-
macién, incluidas las trayectorias de Bohm para la particula en el imén, en
las que no se aprecian indicios de oscilaciones violentas (véanse las figuras
(2.13, 2.15 y 2.14)). Veremos pues si los resultados obtenidos son interpreta-
bles prescindiendo de estos términos, en cuyo caso su inclusién constituiria
una complicacién innecesaria.

El término restante puede simplificarse teniendo en cuenta que

1/2 1/2 2 1/2
Zdn{m )4, (- Zd,a{B . (8) dgt ot (=)

= [R(,B) l(ﬁ)]mBJn% :(SmB,m’B>

(2.108)

siendo R(f) la matriz de rotacién en el espacio de los espines. Obtenemos
finalmente:

7= —Im (% > (@2 e () Gmﬁa:n3> : (2.109)

mB

Como anunciamos, sblo existirdn términos directos de la velocidad:

Tt = (@2 (@) m(Gx(p,8,0¥GL(,5,0), (2110
y la interpretacién de esta expresion es inmediata: la velocidad en cada pun-
to 7= (p, B) es una media de las velocidades correspondientes a los estados
con proyeccién definida en la direccién del campo magnético, ponderada
por los coeficientes de la proyeccién del espin mg sobre la direccién local
del campo?3. Al contrario de lo que ocurre en el caso del doble paquete
no se observan términos de interferencia (que podrian introducir elementos
caéticos en las trayectorias), como consecuencia de que los términos con dis-
tinta proyeccién del espin en la direccién de B no se mezclan. La posibilidad
de dividir el plano xz inicial en las dos zonas que se aprecian en la figura
(2.15) es pues en gran medida consecuencia de la conservacién del espin en
la direccién del campo magnético.

Velocidad radial

Calcularemos explicitamente la velocidad (2.110) con la definicién de
la base local {|+)B,|—)B} dada en (2.43), que corresponde a los CIS del
problema del Stern—Gerlach. La geometria del campo B aconseja calcular la
velocidad en coordenadas polares, utilizando para ello la expresién habitual

del gradiente:
0 10

=€+
€p paﬁ €g-

Op
3 Estos coeficientes son los cuadrados de las matrices de rotacién (d £1mo ()2

<

(2.111)
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Podemos obtener una expresién concreta de V, si sustituimos las am-
plitudes G+ por las expresiones analiticas obtenidas a partir de alguna de
las derivadas en secciones anteriores. Si partimos por ejemplo de la aproxi-
macién de estados coherentes (véase (2.57)), se obtiene tras algo de célculo:

Vo = (@2 PG - @2 (911G -

At 1/2 9 9 p%_ZOCOS(/B)
T |41 1o (O)71G| (——1+A2t2

p_1 — zgcos(B)
(dl_/;,no(ﬂ))zlG_lz( 21+j12t2 )] , (2.112)

Al igual que en el caso monodimensional del doble paquete, compro-
bamos que la velocidad directa se compone de dos términos: uno propor-
cional al parametro S que serd dominante en situaciones adiabéticas, y otro
proporcional al pardmetro A, que da cuenta del ensanchamiento libre y es
despreciable en el caso adiabéatico. El término adiabdtico es proporcional a la
velocidad semicldsica St/2, de manera que, como cabia esperar, la maxima,
similitud entre estos dos tipos de trayectorias se obtendrd cuando el término
no adiabético sea despreciable frente al adiabdtico, es decir, cuando S > A.
En la figura (2.14), se muestra una situacién situacién intermedia ya que,
en la zona libre de campo, el término adiabdtico es proporcional a S/2 = 2
(la velocidad a la salida del imédn)?* , mientras que el término no adiabético
crece hasta alcanzar el valor 44 = 2.

Velocidad angular

La velocidad en direccién de €g se calcula de forma similar, y pode-
mos ofrecer una expresién analitica a partir de la aproximacién de estados
coherentes para las amplitudes G, (2.57):

1zp8en(0)
Ve = _2% [(d1§<ito(ﬂ))2 (|G+|QM)
_120sen(f3)
Jr(dl_/;m()(ﬂ))2 (IG—Izpp(i—f}zﬁﬂ (2.113)

Comprobamos que los términos directos de esta componente de la velocidad
son no adiabéticos (proporcionales al pardmetro A), y describen el ensan-

24Téngase sin embargo en cuenta que no se dispone de una expresién analitica para la
evolucién libre. Por lo tanto, considerar la expresién (2.112) sustituyendo St por S como
valida para la velocidad fuera del imdn no es més que una interpretacién plausible. Por otro
lado, estéd en buen acuerdo con los resultados obtenidos mediante la integracién numérica,
del campo de velocidades obtenido mediante la evolucién libre exacta de la funcién de
onda (2.14).
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chamiento natural angular de la funcién de onda. Este efecto no es contem-
plado por la aproximacién semiclésica, y la ausencia de términos adiabéticos
en la velocidad angular es compatible con el hecho de que la velocidad semi-
clésica es radial.

Ademsés de no incluir el ensanchamiento natural, la trayectoria semi-
clésica de cada particula adopta uno de los dos valores extremos +St/2 de
la velocidad, mientras que la velocidad de Bohm es una media ponderada
entre estas dos velocidades, y su valor se encontrard entre esos extremos
dependiendo de su posicién y de la polarizacién inicial. Este hecho puede
comprobarse observando cuidadosamente la imagen de la derecha en la figura
(2.13). En los primeros instantes todas las particulas se mueven hacia arriba,
incluso aquellas que acaban adoptando una trayectoria descendente (véase
también la figura (2.17)). Esto es consecuencia de que en el instante inicial
|G+|? = |G_|?, y la polarizacién inicial @ = 1,b = 0 favorece, en todos los
puntos en los que la probabilidad de presencia es apreciable, la velocidad en
el sentido ascendente. Sélo cuando |G4|? y |G—|? empiezan a separarse, las
particulas que se encuentran “bajo la influencia” de la gaussiana descendente
G- empezaran también a bajar. Este comportamiento explica la ausencia
de caos en las trayectorias: un pequefio desplazamiento angular originado
por el término no adiabético de V3 supondrd un cambio suave y continuo
en la velocidad radial, no observandose alternancias violentas entre los dos
valores extremos de la velocidad semiclasica.

Figura 2.17: Ampliacién de la parte derecha de la figura (2.13). Fijamos
nuestra atencién en las particulas cuya trayectoria final es descendente.
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Capitulo 3

Estabilidad de || en la

mecanica Bohmiana

Abordaremos ahora el problema de la necesidad de postular la distribu-
cién inicial de particulas P(Z,to) = |[4(&,t0)|%, donde (&, to) es la funcién
de onda en el instante inicial. Trataremos de mostrar cémo podria ser evita-
do este postulado, y para ello debemos empezar por ocuparnos de la forma
de obtener informacién acerca del sistema. Nuestro objetivo es poner de
manifiesto cé6mo el mero conocimiento de la funcién de onda de un sistema
supone la aparicién, en algiin momento de la historia del sistema, de térmi-
nos incontrolables en el desarrollo de su funcién de onda.

Este hecho estard de nuevo estrechamente relacionado con la interaccién
del sistema con un entorno. Por otro lado, trataremos primero de justificar
que esta interaccion es esencial para explicar la observacion misma del com-
portamiento cldsico de los sistemas.

En el contexto de la mecdnica Bohmiana, la informacién completa so-
bre el sistema consiste idealmente en conocer las posiciones X (t) de las
particulas y su funcién de onda 9 (t). Teniendo en cuenta que la funcién
de onda no juega ningtn papel en Mecédnica Clésica, el limite clasico de la
mecanica Bohmiana habra de ser establecido a partir del comportamien-
to de las trayectorias. De esta forma, la comparacién entre las dos teorias
puede hacerse directamente en términos de las mismas variables comunes,
pero habra que tener en cuenta algunas sutilezas.

3.1. Sistemas cerrados

Empezaremos por presentar una derivacién alternativa de las ecuaciones
de la mecénica Bohmiana para una particula ([23], [24], [49], [51]). Escribire-
mos primero la funcién de onda en forma polar a partir de las dos funciones
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reales R(Z,t) y S(Z,t):
W(Z,t) = R(Z,t) enSED. (3.1)

La ecuacién de Schrodinger se desdobla ahora en sendas ecuaciones para las
nuevas funciones:

s 1 K2 V2R

o0 1 g2, yv_" _ .
5 (VS Y — 0 (3.2)
OR? 15/ o=
S+ =V (R vs) _— (3.3)

Veremos que, bajo esta forma, las ecuaciones pueden relacionarse facilmente
con las de la Mecénica Clésica. Efectivamente, si identificamos la funcién
S con la funcién de accién de la particula, la expresién (3.2) es totalmente
equivalente a la ecuacién de Hamilton—Jacobi de una particula cldsica en
presencia de un potencial cldsico V' y del potencial cudntico @ definido de
la forma.:

VR (3.4)

Andlogamente, (3.3) se identifica inmediatamente con (1.54), ya que es facil
comprobar que R? = [¢|2 y que las definiciones de la velocidad dadas por
(1.51) y por

g=Y5 (3.5)
m
son totalmente equivalentes.

En definitiva, las ecuaciones (3.2) y (3.3) muestran con especial claridad
que la dindmica descrita por la mecénica Bohmiana, coincide con la Mecanica
Clésica en el caso de que pueda despreciarse el potencial cudntico Q) frente a
la energia cldsica p?/2m+V . Esto suceder4, tipicamente, para una particula
de masa m grande cuya funcién de onda sea un paquete de anchura ¢ no
demasiado pequena. En efecto, teniendo en cuenta que VS es la cantidad de
movimiento de la particula, la condicién de que el potencial cudntico pueda
despreciarse frente a la energia cinética es p? > A’V2R/R — \? < o2,
siendo A la longitud de onda caracteristica de la particula, y donde hemos
considerado que la variacién espacial de R es del orden de la anchural o.
Este limite supone esencialmente que la fase S/h de la funcién de onda varia
mucho més rapidamente que su médulo R, situacién andloga al limite de
la 6ptica geométrica respecto a la 6ptica ondulatoria, y que constituye una
de las exposiciones tradicionales del limite clésico [60]. Por otro lado, esta
condicién se cumple extraordinariamente bien en muchos casos tipicos. Como
ejemplo, consideremos una mota de polvo de masa M = 10~%g que se mueve
a una velocidad v = 107*m/s, localizada con una precisién ¢ = 107%m. La

'Es decir, V2R/R ~ 1/5°.
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longitud de onda media de esta mota serfa A ~ 10~°m, muchisimo menor
que 0.

El limite de masa grande no es, desde luego, el dnico relevante a la hora
de determinar el limite cldsico. Por ejemplo, Appleby [4] considera el limite
de numeros cudnticos grandes, concretamente estados con una energia media
determinada por un autoestado |7) muy excitado del hamiltoniano:

An/2

Wy= > ala+r); a1, (3.6)

r=—An/2

donde |n) representa al autoestado nimero n del hamiltoniano. Tomando
An <€ 7 los estados definidos de esta forma son aproximadamente autoes-
tados del hamiltoniano con niveles de excitacién muy altos. El resultado
presentado en este trabajo es que, para estados del tipo (3.6) que cumplen
con la condicién adicional de estar bien localizados, la probabilidad de que
la velocidad Bohmiana difiera significativamente de la velocidad instantdnea
clasica es despreciable.

En cualquier caso, es necesario admitir que las trayectorias Bohmianas
de un sistema aislado no coinciden, en general, con las trayectorias cldsicas
[49], [51]. En algunas situaciones especialmente patoldgicas, las trayectorias
de Bohm han sido incluso consideradas “surrealistas” [104].

Por otro lado, el caso analizado por Appleby [4] pone ademds de mani-
fiesto la necesidad de considerar combinaciones de autoestados del hamilto-
niano, ya que la velocidad de Bohm asociada a un autoestado es cero (ver
mas adelante). En este contexto, veremos a continuacién la relevancia de la
inclusién en un entorno del sistema medido.

3.2. Sistemas abiertos

La observacién de un sistema microscdpico requerird de algin mecanis-
mo de amplificacién macroscépico que ejerza el papel de intermediario entre
las posiciones microscopicas inobservables y el sistema nervioso del obser-
vador. Una de las consecuencias de este hecho serd el dar entrada de nuevo
al fenémeno de decoherencia, lo cual, seglin algunos autores, permitird es-
tablecer el limite cldsico de forma natural [71}, [3], [6], (ver también la réplica
[22] a [104]).

Téngase en cuenta que, en este contexto, el término “macroscépico” cali-
fica simplemente a una particula (o particulas) cuya interaccién con nuestro
sistema nervioso sea suficientemente intensa como para producir en el cere-
bro una impresién discernible (como, por ejemplo, el centro de masa de una
bola de billar, de un puntero, o de una masa de aire que forme parte de
una onda sonora). Asi pues, un sistema macroscépico serd, tipicamente, un

sistema formado por un ntimero N grande de particulas (a menudo de orden
N ~10%3).
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De esta forma, desaparece la frontera abrupta entre el mundo microscopi-
co y el macroscépico, y la transicién puede describirse en términos de la
variacién continua de un pardmetro. Este pardmetro serfa la constante de
acoplamiento que determina, la intensidad de la interaccién entre el sistema
y el observador. Evidentemente, aplicar explicitamente esta descripcién a un
caso concreto estd fuera de nuestro alcance, entre otras cosas por la inmensa
complejidad que tendria el hamiltoniano correspondiente. Pero lo importante
es que la mecénica Bohmiana permite describir el proceso de observacién,
al menos en teoria, como una interaccién mdas entre dos sistemas fisicos.

Por tanto, para reconciliar con nuestra experiencia sensible los resul-
tados de la mecdnica Bohmiana, sélo tendremos que preocuparnos de las
trayectorias de los sistemas macroscépicos. Si consideramos los casos men-
cionados m4s arriba, es decir, sistemas de muchas particulas, podemos hacer
las siguientes consideraciones generales:

» Sers titil en general dividir la descripcién del sistema en un conjunto
reducido de coordenadas colectivas que seran directamente observadas
(como, por ejemplo, el centro de masa) y el resto de coordenadas, que
determinan la configuracién exacta de todas las particulas y que, nor-
malmente, no podremos observar. Podremos considerar estas dltimas
como parte de la descripcién de lo que, en el contexto de la teoria de
la, decoherencia, hemos llamado entorno.

» La masa caracteristica asociada a las “particulas” descritas por las
coordenadas colectivas serd del orden de la suma de las masas de las
particulas individuales que componen el sistema, por lo que tendrd un
valor “macroscépico”. Por lo tanto, en las ecuaciones (3.2) y (3.3)
que determinan sus trayectorias podré despreciarse la contribucién del
potencial cudntico frente a la del potencial cldsico V. El movimiento
de estas particulas ser4, por lo tanto, practicamente clasico.

» Evidentemente, subsiste la posibilidad de que existan superposiciones
de los estados asociados a las particulas macroscépicas. Sin embargo, la
teoria de la decoherencia nos indica que estas superposiciones estaran
formadas por una mezcla de estados localizados en regiones disjuntas
del espacio. Por lo tanto, la particula seleccionard, en una especie de
colapso efectivo, el paquete de onda localizado en las inmediaciones
de su posicién, y su trayectoria no se vera afectada por términos de
interferencia originados por funciones de onda localizadas en regiones
distintas del espacio . Es interesante notar que, en el proceso de obser-
vacién de un sistema macroscépico, las propias coordenadas individ-
uales de las particulas que forman el sistema pueden ser responsables
de la localizacién de las particulas “colectivas”.

Queremos resaltar que este andlisis es muy esquemadtico y general. No es
nuestra intencién profundizar en la teorfa de la medida y en el limite clésico
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en el contexto de la mecdnica Bohmiana, temas que encierran mucha més
complejidad de la que aqui trasluce. Sin embargo, se han obtenido resultados
similares a los que aqui enunciamos de forma m4s rigurosa, aunque siguiendo
argumentaciones ligeramente diferentes [71], [3], [47].

3.2.1. Funcién de onda de un sistema abierto

Hemos visto que el estudio de una particula microscépica debe realizarse,
inevitablemente, a través de su interaccién con un sistema macroscépico. En
este sentido, la mecdnica Bohmiana retoma en gran medida el esquema de
Von Neumann del proceso de la medida descrito anteriormente.

Consideremos por lo tanto una particula microscépica de coordenadas ¥
que interactda con una particula macroscépica de coordenadas ¥. Este sis-
tema estard descrito por una funcién de onda total ¥(Z, #,t) cuya evolucién
estard gobernada por el hamiltoniano total:

H(Z,§) = Hy(Z) + Hy(9) + Vay(Z,9)- (3.7)

Si conocemos en todo momento la posicién concreta g,(t) de la particula
macroscépica?, podremos hablar de la funcién de onda condicional [68], [70]
de la particula microscépica :

$(Z,1) = U(Z,Fa(t), 1)- (3.8)

Es inmediato ver que [1(%, t)|? representa la densidad de probabilidad condi-
cional de presencia de la particula x sabiendo que la particula y se encuentra
en la posicién Y, (t). Sin embargo, esta funcién de onda condicional no tiene
con respecto del sistema z la funcién dindmica que desempena una funcién
de onda “genuina’”, ya que, en general, su evolucién no estd determinada por
un hamiltoniano que dependa tnicamente de la variable . Supongamos, sin
embargo, que el potencial Vy, se anula, es decir, que la interaccién entre las
dos particulas es despreciable. Supongamos ademds que la funcién de onda
total es del tipo:

(T, §,t) = Y(&, t)p(#,t) + T (T, §,1), (3.9)

siendo ¢ y U funciones macroscépicamente separadas en la variable y. En
tal caso, si §j, pertenece al soporte de ¢, podremos afirmar con propiedad que
la funcién ¢ definida por (3.8) es la auténtica funcion de onda del sistema
x, ya que su evolucién esté exclusivamente determinada por el hamiltoniano

H.(Z) del modo habitual [68], [70]:

P(&,t) = exp [—%Hw(t - to)] W(Z, to). (3.10)

2Recordamos que en el contexto de la Mecanica Bohmiana este conocimiento no supone
ningin problema conceptual. Asimismo, el caracter macroscépico del sistema y no es
esencial en nuestros argumentos, ni implica una forma especial de los términos Hy y Viy.
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En definitiva, el valor #, habré seleccionado la funcién (Z,t) del sistema
microscépico. Es importante observar que no siempre puede definirse la fun-
cién de onda de un sistema cuéntico. Este hecho se corresponde simplemente
con que, en general, un sistema estd definido por una matriz densidad y no
por un estado puro.

3.2.2. Preparacion de un estado cuantico

Teniendo en cuenta todo lo anterior, podemos definir un procedimiento
operativo para determinar la funcién de onda del sistema, poniendo de paso
de manifiesto su crucial relacién con las variables macroscépicas que obser-
vamos. Este procedimiento es muy similar al que presentamos anteriormente
con relacién a la medida de un observable en el apartado sobre decoherencia,
aunque ahora, en vez de vectores genéricos de estado, trataremos con fun-
ciones de onda. Por otro lado, distinguiremos claramente entre coordenadas
no observadas, cuyo valor exacto desconocemos y de las que sélo podremos
inferir una cierta distribucién de probabilidad, y coordenadas conocidas (ob-
servadas), cuyo valor concreto designaremos mediante un subindice griego.
Estas iltimas jugardn el papel de una cantidad conocida en la definicién de
una probabilidad condicional.

Como ya es habitual, dividiremos el sistema. total en los subsistemas sigu-
ientes: (i) la particula microscépica bajo estudio, de coordenadas Z(t), cuya
funcién de onda (a priori desconocida) escribiremos en funcién de una base
ortogonal {¢,} (ii) el aparato de medida, es decir, un sistema macroscépi-
co de coordenadas ¥(t) cuyo valor concreto en todo instante §,(t) podemos
observar directamente, y (iii) las N particulas del entorno, con coordenadas
Z= (%1, 22, . .. ZnN). El procedimiento a seguir para determinar la funcién de
onda del sistema z (lo cual, en el contexto de la MCO suele denominarse
preparacion de un estado) es ya conocido:

1. Disefiamos una interaccién Vg, entre los sistemas x e y que permita
una evolucién del tipo:

—

\II(:Z:) 177 Za tO) — \Il(fa g7Z7t1) = an¢a(f7tl)¢a(ga tl)XOl(Z’ tl)?

(3.11)
de forma que las funciones ¢,(7,t1) del aparato de medida que se
acoplan con cada funcién v, estén macroscépicamente separados para
valores distintos de @. Como ya hemos visto, la teoria de la decoheren-
cia nos indica que, a medida que las funciones ¢, se van separando
en el espacio, las funciones de onda del entorno x, se van haciendo
rdpidamente ortogonales®. En este punto, estaremos en la situacién

3La ortogonalidad de las funciones de onda del entorno juega ademés un papel esencial
en la teorfa de la medida, tal y como se discutié en (1.1.2). En este contexto, este hecho
prohibe la aparicién subsiguiente de términos de interferencia en el campo de velocidades
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mencionada en (3.9), y podremos determinar la funcién de onda del
sistema total a partir del valor ,(¢1) de la coordenada del aparato de
medida:

W(& t1;{Z(01)}) = Yal(® 11)ba(Fat1))Xa(Z (1)), (3.12)

2. A partir de este momento, desacoplamos los sistemas z e y, es decir,
“apagamos” la interaccién V. Sélo entonces podremos hablar con
propiedad de la funcién de onda del sistema z, que, de acuerdo con
(3.12), vendrs dada por*

Y(Z, 1) = Yol 1), (3.13)

dando asf por concluido el proceso de preparacién del sistema en un
estado cudntico.

La parte central de nuestro argumento consiste en observar que la pérdida
de solapamiento entre las distintas ¢o(¥,t) descrita esquematicamente en
(3.11) constituye un proceso continuo y paulatino. Para tiempos ¢y < t <
t1, estas distintas @o(#,t) solaparan entre si, y un valor cualquiera de la
coordenada y,(t) no podrd discriminarlas. En estos instantes, el sistema
cuantico estard inevitablemente descrito por un desarrollo del tipo:

Y@ ) = Ya@ )+ Y [Callult), Z2)] vu(@ ), (3.14)
a'F#a

con Cypr — 0 cuando t — oc.

Asf pues, incluso suponiendo que el sistema microscoépico que pretende-
mos estudiar estd perfectamente cerrado (es decir, no interactiia con su en-
torno), el hecho mismo de que conozcamos su funcién de onda supone que, al
menos en el pasado, ha interactuado con algin sistema macroscépico. Como
hemos mencionado, no hemos hecho sino recrear el proceso de preparacidn
de un estado cudntico, concepto bastante habitual en MCO.

Por otro lado, incluso si partimos de un conocimiento exhaustivo de
las coordenadas y.(t) y de la interaccién Vg, es de vital importancia para
entender el contenido del resto de esta tesis tener en cuenta que el desarrollo
(3.14) es esencialmente aleatorio, ya que depende de las variables Z, que
estan fuera de nuestro control.

Este es, en definitiva, el resultado al que pretendiamos llegar: todo sis-
tema cuédntico realista preparado en un determinado estado cuantico ¥
estd inevitablemente contaminado por un desarrollo (idealmente pequefio)
aleatorio de estados ¥, con o/ # a.

de la particula, a pesar de que ¢, ¥ ¢., puedan ser obligadas a volver a solapar.
*Salvo una constante de normalizacién.
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3.3. Ruido aleatorio

Hemos visto en la seccién (1.5.2) que las posiciones iniciales de las
particulas podian ser arbitrarias si se modificaba el campo de velocidades
bohmiano mediante un término estocéstico. A la vista de ello, parece natu-
ral preguntarse por la posibilidad de obtener resultados similares (es decir,
obtener la distribucién cudntica como una distribucién asintética de equilib-
rio) a partir de un término aleatorio més general que el que lleva a postular
un proceso de difusién en un medio subcudntico. Hablaremos por lo tanto
de ruido aleatorio para referirnos a términos de este tipo, por oposicién a
procesos estocdsticos mucho més especiales como el introducido por Nelson
en [29].

A pesar de que la inclusién de un ruido aleatorio se ha propuesto en
contextos muy distintos, creemos que puede identificarse cudl es la dificultad
general que subyace a todos estos intentos.

Supondremos en el contexto de esta seccién que la densidad de probabil-
idad P()Z ,t) del sistema no es necesariamente la distribucién cuéntica, sino
que podemos definir (segiin un procedimiento bastante estdndar [25], [94])
un factor f(X,t) que las distingue:

P(X7t) = f(th) lw()zat)|2a (3'15)

donde 1/)()? ,t) es la funcién de onda del sistema.

Si el movimiento de la (o las) coordenada(s) X estd determinado por
el campo de velocidades bohmiano 17’3()? ) = ﬁS’(X: ,t)/m, la aplicacién
de la ecuacién de continuidad (3.3) para la densidad de probabilidad (3.15)

—

proporciona una ecuacién para f(X,t):

%+UB-6;¢=0—>‘;—JZ:0, (3.16)
donde la derivada total hace referencia a la variacién a lo largo de una
trayectoria definida por el campo de velocidades. Por lo tanto, esta ecuacién
expresa el hecho de que, dada la equivariancia de ||*> (véase la seccién
(1.4.1)), el factor f asociado a una particula concreta no varfa con el tiempo.

En un sentido estricto, esta propiedad implica que, si una distribucién
es distinta de ||2 en un instante determinado, lo seguiré siendo (lo era) en
cualquier instante posterior (anterior). Sin embargo, consideremos la posi-
bilidad de que el movimiento de las particulas tenga la propiedad de mezcla
(mixing) siguiente: las particulas confinadas inicialmente en una regién arbi-
trariamente pequeifia (aunque de dimensién no nula) del espacio evolucionan,
tras un determinado tiempo ¢, a puntos repartidos de manera practicamente
uniforme por todo el espacio de configuracién accesible. En tales condi-
ciones, cualquier funcién g(X" ,t) razonable asociada a las particulas en su
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movimiento® adquiere un valor pricticamente constante en todo el espacio
de configuracién accesible al ser promediada sobre una region arbitraria-
mente pequenia (de nuevo de dimensién no nula). En estas condiciones, el
factor f promediado sobre esta pequefia region llegara a ser constante (igual
a 1 si la densidad de probabilidad estd normalizada) en todo el espacio de
configuracién, igualdndose asi la distribucién promediada del sistema con
P

Es facil comprobar que la mecdnica Bohmiana no posee, en general, esta
propiedad, con la cual no se plantearia el problema que estamos tratando.
Un ejemplo particularmente ilustrativo lo constituye precisamente el sistema
estudiado en el capitulo anterior: una particula neutra de espin 1/2 en un
campo magnético inhomogéneo. A pesar de la complejidad de este problema
bidimensional, es inmediato comprobar, a partir de los resultados obtenidos
en (2.5), que sus trayectorias no se mezclan. Considérese para ello la funcién
g()_(: ,t) consistente en asignar a cada particula el valor ¢ = 1 si su espin
a lo largo de la direccién de B en el momento de su deteccién en la pan-
talla es positivo, y el valor ¢ = —1 en caso contrario. Como se mostré en
el capitulo anterior, la funcién g definida de esta forma define dos regiones
del plano zz claramente diferenciadas®. En una de ellas adopta el valor con-
stante g = 1 (correspondiente a la regién con circulos negros en la figura
(2.15)) mientras que en la otra es siempre g = —1 (zona de circulos blancos).
Obviamente, el valor promediado de esta funcién no es constante en todo el
espacio, a menos que el promedio abarque una regién suficientemente amplia
como para incluir las dos zonas que acabamos de definir. Por otro lado, este
ejemplo ilustra la relacién de la propiedad de mezcla con la posibilidad de
que una distribucién arbitraria de particulas evolucione hacia la distribu-
cién cudntica. En efecto, si suponemos que las particulas estdn inicialmente
distribuidas tinicamente en la zona de circulos blancos, la distribucién fi-
nal obtenida en la pantalla corresponderfa exclusivamente a la “mancha”
inferior, lo cual estaria en flagrante desacuerdo con la distribucién cuantica
obtenida mediante el médulo al cuadrado de la funcién de onda.

Debe mencionarse sin embargo que la condicién de mezcla sobre la
dindmica no es suficiente (mas abajo se verd por qué) para alcanzar la
distribucién cuédntica. En cualquier caso, veremos que todos los intentos de
describir la evolucién de una distribucién P hacia la distribucién de equilib-
rio [¢|? se apoyan en tltima medida en esta propiedad. Antes de proseguir,
queremos resaltar algunos puntos importantes:

» La mezcla como propiedad caracteristica de un determinado sistema

SEs decir, tal que dg/dt = 0, donde la derivada total con respecto al tiempo est4 definida
del mismo modo que en (3.16).

SPor otro lado, esta funcidén es trivialmente constante para cada particula a lo largo
de su movimiento, es decir, dg/dt = 0. Este hecho estd garantizado por la continuidad de
las trayectorias de Bohm, de manera que si seleccionamos las particulas en funcién de su
posicién final, esta seleccién se mantiene a lo largo de toda su trayectoria.
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dindmico es extraordinariamente dificil de demostrar de forma general
y rigurosa. De hecho, es una condicién més fuerte que la de ergodici-
dad (con la que est4 relacionada), que, ya de por si, presenta grandes
dificultades para ser probada. Por tanto, habri que ser especialmente
cautelosos cuando se pretenda suponer que se cumple en algin caso
concreto.

» La inclusién de un ruido aleatorio en el campo de velocidades ¥ (X ) #
UB ()? ,t) que genera el movimiento supone que ya no es vélido afirmar
que la densidad de probabilidad P(X: ,t) obedezca un ecuacién de con-
tinuidad del tipo (1.53). La evolucién de P(X,t) estar4 determinada,
en estos casos, por una ecuacién de Fokker-Planck. En particular, la
ecuacién (3.16) no es aplicable a menos que el campo de velocidades
sea el bohmiano. De forma més general, cualquier inclusién de un cam-
po ¥ que contenga un ruido aleatorio en una ecuacién diferencial debe
hacerse con sumo cuidado, ya que un proceso estocdstico (por ejemplo,
del tipo (1.60)) no es, en general, diferenciable.

» Finalmente, debemos recordar que la mezcla de las trayectorias no es,
por sf sola, una condicién suficiente para nuestros propdsitos. Como
es obvio, tendremos que exigir ademds que, para la dindmica resul-
tante, |1|? sea equivariante (por lo menos aproximadamente: para ser
m4s concretos, exigiremos que |1)|? sea estable, es decir, que sea sufi-
cientemente bien preservada por la dindmica). Queremos resaltar que
esta propiedad sélo estd estrictamente garantizada cuando el campo
de velocidades es el bohmiano.

En definitiva, creemos que el problema puede plantearse de la siguiente for-
ma: se trata de modificar el campo de velocidades bohmiano de manera que
la dindmica resultante tenga (i) la propiedad de mezcla y (ii) se estabil-
ice alrededor de |t|?. La principal dificultad estriba en conciliar estas dos
premisas, ya que son, en cierto sentido, antagénicas: la adopcién de ¥ # Ug
para garantizar la mezcla supone la pérdida de la equivariancia estricta de
[¥|2. De acuerdo con estas consideraciones, revisaremos criticamente los in-
tentos anteriores de resolver este problema.

3.3.1. Demostracion de Bohm

Bohm fue consciente desde el principio del problema de las posiciones
iniciales. En sus articulos originales de 1952 [23], [24], ya avanzé que el
postulado de las condiciones iniciales podria ser abandonado incluyendo de
alguna manera un ruido aleatorio en la definicién del campo de velocidades.
Por otro lado, este aspecto de su teorfa recibié criticas muy tempranas [52],
[79], lo cual le llevé a proponer en 1953 [25] una demostracién de que la
densidad de probabilidad tiende a |1)|?.
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En este articulo, Bohm considera el movimiento de una molécula de
hidrégeno, de funcién de onda conocida, sometida a una serie de colisiones
con otras particulas. Estas colisiones, de naturaleza aleatoria, estarian carac-
terizadas por una determinada distribucién de los pardmetros de impacto h
y las velocidades iniciales u (segin la notacién del articulo) de las particulas
incidentes. Bohm define a partir de estos pardmetros un potencial de interac-
cién entre la molécula y el proyectil (tratado semicldsicamente) cuyo efecto
neto es el de una modificacién aleatoria de la funcién de onda. Estos cambios
en la funcién de onda originan modificaciones en el campo de velocidades,
que suponen variaciones aleatorias en las trayectorias de las moléculas, que, a
su vez, estan caracterizadas por una determinada probabilidad de transicion
entre una posicién x y otra x’.

Intentaremos mostrar que algunos de los argumentos presentados en el
articulo no estan debidamente justificados, lo cual creemos que invalida la
demostracién. Por otro lado, esta discusién permitird ilustrar la seccién an-
terior, presentando de nuevo los puntos clave que tendremos que abordar
més adelante’.

Empezamos por considerar la utilizacién de una ecuacién de continuidad
del tipo (1.53) para la distribucién de probabilidad [B,3]. Si el autor hubiera
tenido en mente la consideracién de un campo de velocidad v(x) estocdstico
distinto del bohmiano vg para la posicién x de la particula, tendria que
haber usado en su lugar una ecuacién de Fokker—Planck. Parece mas bien que
el autor considera la velocidad bohmiana vg(x,y) generada por la funcién
de onda conjunta ¥(x,y), siendo y el conjunto de coordenadas que definen la
posicién de las particulas incidentes. En este tltimo caso, es la equivariancia
de |¥(x,y)|? la que estd garantizada por la ecuacién de conservacién

o) (x,y)I”
ot

no asf la de la funcién de onda 1(x) correspondiente al subsistema estudiado.
En cualquiera de los dos casos, la ecuacién de continuidad [B,4] para la
funcidn de onda y(x) de la particula & no estaria justificada. Esto invalidaria
las expresiones [B,6] vy [B,7]® que expresan la invariancia a lo largo de una
trayectoria de la cantidad f(x,?) definida en [B,5]. En definitiva, ponemos
en cuestién que pueda establecerse de esta forma la equivariancia® de la
distribucién |1(x)|?, utilizada explicitamente en [B,27] para completar la
demostracién.

Creemos que la hip6tesis encubierta realizada en este articulo por Bohm
es la de considerar que el campo de velocidades realiza pequefias fluctua-
ciones alrededor del valor bohmiano, de forma que el valor medio coincida

+V (1%, y)/*ve(xy)) =0, (3.17)

"en lo que sigue, haremos referencia a la ecuacién nimero n del articulo [25] de Bohm
como [B,n].

8Estas expresiones son equivalentes a las que hemos derivado (correctamente) en (3.16).

Para ninguno de los dos campos de velocidades vg(x,y), v(x).
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con él: (¥) = U, y podamos escribir simultdneamente:

%+ﬁ.(<mp) =0 (3.18)
WE 5. @we) = o (319)

Ahora bien, estas propiedades no las posee trivialmente cualquier campo de
velocidades con un término aleatorio. Un ejemplo de campo en el que si se
cumplen estas condiciones es precisamente el tratado en la secci6n (1.5.2)
que, como vimos, era muy especial (en el sentido de que era necesario definir
cuidadosamente la velocidad osmética y la intensidad del término aleatorio
a través del coeficiente de difusi6n).

Hasta ahora hemos tratado la cuestién de la estabilidad de |1(x)|?, por
lo que quedaria por estudiar la propiedad de mezcla de las trayectorias.
Recordamos que esta es una propiedad nada trivial de la dindmica, y que
debe ser cuidadosamente establecida. Sin embargo, Bohm justifica su uso
en la demostracién de forma algo vaga, aludiendo a una distribucién aleato-
ria continua de los pardmetros que gobiernan las colisiones. De esta forma,
llega a establecer [B,31], donde supone que los valores méximos y minimos
de la funcién f(x,t) se van “disolviendo” a lo largo del tiempo hasta hac-
erse constante en todo el espacio. En cualquier caso, aunque admitamos
esta, propuesta, seria necesario apelar a la estabilidad de |(x)|? para poder
establecer su condicién de distribucién asintética de equilibrio.

De esta forma, Bohm llega a una sorprendente conclusién: la densidad de
probabilidad de las moléculas de hidrégeno tiende a |1(x)|? cualquiera que
sea la intensidad de la interaccion con las particulas colisionantes. Creemos
que esto es consecuencia de la afirmacién injustificada de la estabilidad de
|4(x)|?. De hecho, se mostrard explicitamente mis adelante (en la seccién
(3.5)) ¢6mo un ruido estocéstico de intensidad moderada aleja la distribucién
de particulas de su valor cudntico |¢(x)|?.

Efecto de la medida

Mencionaremos brevemente otro “generador de ruido aleatorio” que tam-
bién ha sido considerado en este contexto.

Hemos tratado anteriormente con cierto detalle el proceso de la medida
en el marco de la mecdnica Bohmiana, quedando clara la importancia de la
interaccién del sistema cuéntico con el aparato de medida para describir la
forma en la que se obtiene un resultado concreto. Sabemos también que la
evolucién (determinista) de la particula durante la medida de su posicién es,
en general, extremadamente complicada. De hecho, varios autores han de-
mostrado [67] que las trayectorias de este tipo de sistemas se tornan caéticas
precisamente por la perturbacién introducida durante la medida, en casos
en los que el sistema cerrado no exhibe ningin comportamiento caético en
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sus trayectorias. Concretamente, este comportamiento aparece en varios ca-
sos monodimensionales, para los que las trayectorias del sistema cerrado son
periddicas.

Este hecho ha sido invocado como un posible mecanismo de evolucién
hacia el equilibrio cudntico de una distribucién arbitraria de posiciones. El
argumento seguido es el siguiente [48]:

1. Las trayectorias, al ser cadticas, son necesariamente ergddicas, y, por
lo tanto, tienen la propiedad de mezcla.

2. De la propiedad de mezcla y de (3.16) se sigue f = 1.

3. Siendo f =1, tenemos P = |¢|?, situacién que se mantiene indefinida-
mente gracias a la propiedad de equivariancia de |12

Creemos que todos los puntos del argumento son discutibles. El primero
es, quiz4, el menos grave, ya que, aunque la condicién ergodicidad no implica
la. de mezcla, no deja de ser un supuesto plausible. Pero el segundo punto
estarfa invalidado por motivos similares a los expuestos en la seccién ante-
rior, asf como el tercero. Volvemos a resaltar que |¢|? sdlo es estrictamente
equivariante en un campo de velocidades bohmiano lo cual, claramente, no
es aqui el caso.

3.4. El Teorema H de Valentini

El tratamiento propuesto por Valentini [94], [96], [95] para explicar la
transicién P — || es muy similar al seguido en mecénica estadistica.
Cléasicamente, puede definirse la funcién H:

Hy = / p(@7) I (p(7,5)) d, (3.20)

donde p(Z, §) y dS2 son la densidad de probabilidad y el elemento de volumen
en el espacio de las fases respectivamente. A pesar de que H, es constante
en el tiempo (ya que, segiin el teorema de Liouville, dp/dt = 0 a lo largo de
las trayectorias), puede demostrarse que el valor H,; definido a partir de la
densidad p(Z, p) promediada sobre pequenos elementos de volumen

Ha = [ 5(7,5) 1n(6(,7) 2, (3:21)
decrece con el tiempo, lo cual constituye el teorema H cldsico:
dH,
— 0. 3.22
% (3.22)

Este comportamiento caracteriza la evolucién del sistema hacia el macroes-
tado (caracterizado aqui por el valor promediado p) de mayor entropfa.
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Del mismo modo, Valentini introduce la funcién H cudntica con la inten-
cién de probar un teorema H subcudntico (segin la terminologia del autor)
que caracterice la evolucién hacia el equilibrio de la densidad de probabilidad
en el contexto de la mecdnica Bohmiana. La funcién propuesta es:

H= /dz: [¥|? fIn £, (3.23)

donde d¥ es el elemento de volumen en el espacio de configuracién, ¢ la fun-
ci6én de onda del sistema y f la funcién definida por (3.15). Para seguir con
la analogfa, podemos definir la cantidad H aplicando la expresién anterior a
las cantidades promediadas sobre un pequeio elemento de volumen ¢V del
espacio de configuracién:

Hz/d2|—|7flnf, (3.24)
con: 1
P=—|[ dzP 3.25
v ), &P (3.25)
— 1
2. 3 |2 3.26
P =55 [ asior, (3.26)

y f = P/|1|2. Admitiendo la ausencia de estructura fina de las distribuciones
iniciales (en el tiempo t = 0):

[¥2(0) = |[¥[>(0) ;  P(0) = P(0), (3.27)

t

el autor obtiene el siguiente resultado:
H(0) - H <0, (3.28)

que establece que la funcién H alcanza su méximo en el instante iniciall®. Al
igual que en el caso clédsico, puede mostrarse que H es una cantidad positiva,
por lo que nunca podrd disminuir por debajo de su valor minimo H = 0.

Puede comprobarse ficilmente que este valor se alcanza si y sélosi f =1,
P — T2
P =1y

En cuanto a la aplicabilidad del teorema a un sistema genérico, nos
parece relevante mencionar los siguientes puntos:

1. No es demasiado complicado hallar ejemplos concretos cuyos campos
de velocidades no conducen al estado de equilibrio. El caso monodi-
mensional, por ejemplo, estd descartado (al menos para una super-
posicién finita de autoestados del hamiltoniano). Uno de los motivos

1%n el articulo original, Valentini afirmaba que dH/dt < 0, sin que comprendamos muy

bien por qué. Sin embargo, en versiones posteriores de su teorema, se limita a proponer

(3.28)
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es que las posiciones de las particulas tienen la misma periodicidad que
la distribucién cuéntica, con lo cual la distribucién inicial se reproduce
periédicamente ([88], [33]). Otro ejemplo lo constituye cualquier fun-
cién de onda con simetria bien definida (como ¥(z,y,t) = Y(—=z,y,1),
siendo z e y las coordenadas cartesianas habituales), ya que da lugar a
un campo de velocidades simétrico que impide el paso de trayectorias
entre dos zonas bien delimitadas (en el ejemplo anterior, v (x,y,t) =
—vg(—z,y,t) — vz(0,y,t) = 0, lo cual impide que las particulas cru-
cen la linea x = 0). En este dltimo caso, una distribucién cuyo soporte
esté contenido en una de las zonas nunca se desarrollard en la otra
zona, ni siquiera en un sentido promediado. También conocemos ya el
ejemplo de la particula neutra en un campo magnético inhomogéneo,
mencionado al principio de este capitulo y estudiado en detalle en
el capitulo anterior. mencionamos al principio de este capitulo, otro
ejerplo o

En definitiva, la cuestién de la evolucién de H hacia su valor de equilib-
rio H = 0 es totalmente equivalente a la de determinar si la dindmica
del sistema tiene la propiedad de mezcla. Esto queda especialmente
claro si tenemos en cuenta que la condicién necesaria y suficiente para
que H alcance su valor de equilibrio es f — 1, que no es més que una
expresién concreta de esta propiedad. Como ya hemos mencionado,
esta pregunta es muy dificil de contestar para un caso general, aunque
acabamos de mencionar ejemplos particulares en los que la respuesta
es, claramente, no. Por otro lado, Valentini y Westman [111] propo-
nen un ejemplo donde si parece observarse P — |1|?, concretamente
la superposicién de los 16 primeros modos de vibracién de un pozo
cuadrado bidimensional.

Por lo tanto, el resultado (3.28) nos parece demasiado débil, en cualquier

caso, para considerarlo una explicacién general de la evolucién hacia el equi-
librio, ya que a partir de él no puede deducirse que H alcance alguna vez
su valor minimo. En realidad, ni siquiera impide que H aumente eventual-
mente, aunque siempre por debajo de su valor maximo inicial. Esta opinién
también ha sido expresada por el propio Valentini, consciente de estas limita-
ciones, que, sin embargo, considera que la evolucién de H puede servir para
caracterizar 1a evolucién del sistema, hacia la situacién de equilibrio P = |3|?
en un caso mds general. En este punto estamos plenamente de acuerdo con
el autor, a pesar de que, como veremos mds adelante, hayamos utilizado
una funcién diferente para cuantificar la diferencia entre la distribucion del
sistema y la cuédntica.
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3.5. Ladistribucién cuantica como distribucion asintética
de equilibrio

Hemos intentado, en los capitulos anteriores, identificar las caracteristi-
cas de la mecénica Bohmiana relevantes en lo que concierne la evolucién
hacia el equilibrio de una distribucién arbitraria de probabilidades. Como
parece dejarlo especialmente claro el trabajo de Valentini [96] [94] [95] , la
clave parece ser la propiedad de mezcla de las trayectorias. Por otro lado,
como queda patente en los trabajos de Frisk [33] y Goldstein [88], este tipo
de comportamiento est4 excluido en el caso de sistemas monodimensionales.
En sistemas de dimensién D > 2, es posible, en principio, que las trayecto-
rias recorran todo el espacio de configuracién permitiendo la relajacién hacia
el equilibrio, como ha sido mostrado explicitamente en un ejemplo concreto.
Sin embargo, esto no es asf en general: como hemos visto, algunas simetrias
en la funcién de onda restringen drasticamente la regién susceptible de ser
“visitada” por una trayectoria.

Muy recientemente, Colijn y Vrscay [103] han calculado explicitamente
las trayectorias tridimensionales correspondientes a una combinacién de au-
toestados del dtomo de hidrégeno, y han encontrado que su movimiento
estd contenido en una serie de superficies invariantes. Esto hace imposible
la relajacién hacia el equilibrio de estos sistemas, incluso en casos distintos
del ejemplo trivial (por ser la velocidad de Bohm nula) de los estados esta-
cionarios. Precisamente, los estados estacionarios constituyen ejemplos para
los cuales la relajacién hacia el equilibrio segtin el esquema de Valentini [94]
(es decir, para una distribucién promediada y sin considerar ningin tipo de
modificacién de la dindmica de mecdnica Bohmiana) es imposible sea cual
sea la dimensién del espacio de configuracién.

Parece, pues, imprescindible modificar de algiin modo la dindmica si
pretendemos describir la evolucién hacia el equilibrio de una distribucién
arbitraria de posiciones iniciales para cualguier sistema, fisico. Esta modifi-
cacién puede llevarse a cabo mediante la propuesta de una teoria de onda
piloto distinta a la mecdnica Bohmiana, postulando, por ejemplo, un medio
subcuédntico en el seno del cual las particulas del sistema experimentan un
proceso de difusién. También ha habido intentos de integrar estas modifica-
ciones en el contexto de la mecédnica Bohmiana, considerando el efecto de
perturbaciones aleatorias ejercidas sobre el sistema.

Ya hemos descrito los problemas que creemos que plantea la consid-
eracién de un ruido aleatorio de intensidad arbitrariamente grande para
describir la evolucién hacia el equilibrio. Por otro lado, también hemos men-
cionado como, en el contexto de la preparacién de un estado cuéntico, éste se
ve inevitablemente afectado por un término espurio, que puede describirse
por una combinacién aleatoria de los demés niveles del sistema. Esta pertur-
bacidn serd, en principio, pequena, en la medida en que queramos preparar
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el sistema en un estado lo més puro posible.

A continuacién presentamos los resultados del estudio de la evolucién
de la densidad de probabilidad en el espacio de configuracién, aplicando
las ideas expuestas en el parrafo anterior. Consideraremos, por lo tanto, la
influencia de un ruido aleatorio de intensidad arbitrariamente pequeia en las
trayectorias de las particulas, y mostraremos cémo, para algunos sencillos
sistemas monodimensionales, se observa una clara relajacién hacia |¢|? de
la distribucién de probabilidad [99).

Ya hemos visto que el mero hecho de poder asignar una funcién de onda
a un sistema cudntico supone tener que considerar perturbaciones aleatorias
en la funcién de onda, que, légicamente, repercutirdn en el campo de ve-
locidades. Sin embargo, el ruido aleatorio puede tener distintos origenes, a
pesar de lo cual mantenemos la tesis de que casi siempre puede ser descrito
fenomenolégicamente de manera similar.

Para ilustrar este aspecto, consideramos a continuacién el efecto de coli-
siones aleatorias sobre los electrones de una serie de moléculas, en el espiritu
del articulo original de Bohm. Veremos que la funcién de onda electrénica
resultante puede ser descrita por un desarrollo formalmente idéntico al cor-
respondiente a la expresién (3.14).

Supongamos que los electrones de un determinado colectivo estadistico
de moléculas se encuentran inicialmente descritos por la funcién de onda del
estado fundamental, 1, (z1,t), y por una distribucién inicial de particulas, no
necesariamente igual a |¢|2. Supongamos ademés que, durante algiin tiempo,
estas moléculas interaccionan con otro conjunto incontrolado de moléculas,
descritas por la funcién de onda ¢p(z2,t).

Inicialmente (t — —oo), la funcién de onda de las dos moléculas que
colisionan es

Uo(z1, T2, T12; ) = Yalz1;t)Pp(x2; t)do(r12; ), (3.29)

mientras que durante la colisién la funcién de onda debe escribirse como una
combinacién lineal més general:

U(x1,22,r12;t) = Z Ca gy ¥a,p(T1; {72, T12;1}), (3.30)
.8,y
con
o0, (21, 22, T12; 1) = o (21; 1) da(w2;t)dy (r12; ), (3.31)

donde 9, (x1; t) representa un estado estacionario de la molécula-1, ¢g(x2;t)
representa un estado estacionario de la molécula-2, y d.,(r12;t) representa un
estado del movimiento relativo del centro de masa de las moléculas que coli-
sionan (tipicamente un paquete de onda). La evolucién lineal de Schrédinger
determinar4, a partir del estado inicial concreto Wo(x1, z2,r12;t), las ampli-
tudes Cq g del desarrollo completo (3.30).
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Para calcular la velocidad del electrén-1, es interesante escribir la funcién
de onda (3.30) como una combinacién lineal de estados estacionarios de la
molécula-1:

T(21,8) = Y Xa (22(t), r12(t);1) Yalz1;1), (3.32)

donde los coeficientes xq (z2(¢), r12(t); t) contienen la toda la dependencia en
Z2 ¥ Tri2, asi como la suma sobre los indices 8 y . El campo de velocidades
correspondiente al electrén-1 se obtiene a través de esta funcién de onda
aplicando (1.51), por lo que serd sensible a todas las posiciones iniciales,
incluyendo las de la molécula-2 y la que caracteriza el movimiento relativo.
Desde luego, podriamos derivar expresiones similares para las velocidades
asociadas a x4 y rig si estuviéramos interesados. Resaltamos la similitud de
este desarrollo con (??), obtenido en el contexto de la preparacién de un
estado cuantico.

Después de la colisién (para t — o), el desarrollo (3.30) podré simplifi-
carse considerando, por ejemplo, que el choque ha sido eldstico, en cuyo caso
la molécula-1 permanecerd en el estado estacionario inicial (« = 8 = a). A
pesar de ello, es de esperar que la colisién haya perturbado la distribucién
inicial de particulas, intentaremos por lo tanto a continuacién determinar la
naturaleza de estas modificaciones.

Estudiaremos pues la evolucién de la distribucién de posiciones de la
particula-1, sustituyendo la descripcién detallada de las demds coordenadas
durante la colisién por la accién de un ruido aleatorio. Podremos pues con-
siderar esta perturbacién estocdstica como la consecuencia de la desviaciéon
de los grados de libertad incontrolados (en este caso, 2 y ri2) de sus valores
medios.

Nuestro tratamiento del problema consistird en resolver numéricamente
las ecuaciones de movimiento, estudiando las distribuciones de particulas
resultantes. Tendremos como objetivo mostrar explicitamente cé6mo una
distribucién inicial arbitraria tiende a la distribucién cudntica |¢|?, esta-
bilizdndose alrededor de este valor.

Empezaremos por estudiar algunas propiedades de la evolucién temporal
de una distribucién de particulas gobernada por la mecdnica Bohmiana, en
relacién con su respuesta a perturbacién estocastica. Concretamente, con-
sideraremos los efectos de un ruido aleatorio sobre una combinacién lin-
eal de estados estacionarios en sistemas monodimensionales no degenerados
(recordemos que las propiedades dindmicas de las trayectorias de Bohm en
sistemas monodimensionales son especialmente poco propicias para mostrar
una relajacién hacia la distribucién de equilibrio). Partiendo de distribu-
ciones iniciales arbitrarias, mostraremos que tienden a la distribucién cuanti-
ca.

En un céalculo realista, la intensidad del ruido deberfa estar determinada
por los coeficientes de la combinacién lineal (3.32) o (??), y deberfa, por lo
tanto, depender del tiempo. Serfa de esperar que, durante la colisién, el ruido
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alcanzara un valor méximo coincidiendo con el momento en que rys alcanzara
su valor minimo, para después tender a cero a medida que £ — £oco. Nosotros
nos limitaremos a considerar una descripcién muy simplificada, de forma que
las ecuaciones del movimiento que tendremos que resolver seran:

iizw+cm, i=1,2,...,N, (3.33)

donde el indice ¢ se refiere a cada uno de los N sistemas monoparticulares
que conforman el colectivo estadistico, distribuidos inicialmente de acuerdo
con una distribucién dada po(x) = p(z,t = 0), y sujetos a la accién de un
ruido blanco 7;(t), cuya intensidad estd controlada por el pardmetro C (de
aqui en adelante, C' se expresard en centésimas de la velocidad de la luz,
lo cual constituye una escala natural para los sistemas estudiados). Para
evitar una completa difusién en todo el espacio (como consecuencia de que,
en nuestro modelo, el ruido es independiente de z), confinaremos nuestro
sistema en un pozo de paredes infinitas perfectamente reflectantes.
Estudiaremos numéricamente el caso de un colectivo estadistico de N =
5000 sistemas monodimensionales, representando cada uno de ellos a un
electrén confinado en una caja de longitud L = 2 Ay con la funcién de onda

U(z,t) = a1y (z)e™ M 4 aggy(w)e ™ P2H/P, (3.34)

donde ¢1 y ¢o son los dos primeros estados estacionarios del pozo. La con-
tribucién de cada uno de ellos estd determinada por las amplitudes a1 y
a9, que, en un caso més general, representan los valores tipicos durante el
proceso de colisién (ver (3.32)). Por simplicidad, tomaremos los valores con-
stantes a; = ap = 1/+/2. La ecuacién diferencial estocdstica (3.33) ha sido
resuelta utilizando el algoritmo de Heun [93] de integracién numérica.

Compararemos los resultados obtenidos con dos distribuciones iniciales
distintas, la distribucién uniforme po(z) = pun = 1/L, y la que coincide,
en ¢ = 0, con la distribucién cudntica habitual po(z) = p; = |¥(z,0)%.
Mostramos en la Figura (3.1) la evolucién temporal de po(z,t) partiendo de
pun(z) para el caso C = 0.1, lo cual constituye una intensidad del ruido més
bien grande (del orden del 2% de la velocidad media del electrén). Vemos
que el acercamiento a |¥(z,t)|? ya es significativo tras una sola oscilacién
de la distribucién.

Como ya hemos comentado, la funcién H de Valentini es una medida
de la diferencia entre una distribucién arbitraria y la distribucién cudntica,
pero nosotros usaremos aquf la siguiente definicién alternativa de la distancia
entre estas dos distribuciones:

() = / oz, 1) — |2 (z, )| dz. (3.35)

En la Figura (3.2) presentamos los resultados para tres valores distintos
de C, mostrando la evolucién temporal de x? para cada uno de ellos. Las
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dos distribuciones iniciales consideradas (pyun () y pq(z)) evolucionan bajo la
influencia del ruido aleatorio, motivo por el cual, incluso partiendo de pq(z),
x? es, en general, distinta de cero. Se han obtenido resultados similares con
diferentes medidas de la diferencia entre distribuciones, en particular con la
entropia relativa H definida por Valentini ([96], [94], [95]).

Puede verse que Xﬁun decrece hasta alcanzar un valor minimo, alrededor
del cual se estabiliza. Este valor coincide (salvo fluctuaciones estadisticas
originadas por el nimero finito de particulas en el colectivo) con el alcanza-
do por X%q. Este comportamiento se manifiesta en cada uno de los tres casos
presentados, aunque el tiempo necesario para la estabilizacién de x? es tanto
més largo (7 = 60, 600 y 6000 periodos) cuanto menor es el valor de C (C =
0.01, 0.001, 0.00001). También es importante observar que el valor asintético
de x? disminuye a medida que lo hace el valor de C, lo cual indica que la
distribucién final de particulas se aproxima tanto mds a |¥(z,%)? cuanto
menor es C. Este hecho se ilustra con las distribuciones mostradas en la
parte derecha de la Fig.2. Puede verse que, al disminuir el ruido, x? tiende
a un valor asintético distinto de cero, lo cual es principalmente (en un 90 %)
debido al caricter finito del muestreo (5000 sistemas distribuidos en 200
subintervalos de la posicién z), y, en mucha menor medida, a inevitables er-
rores numéricos en la integracién numérica de las ecuaciones de movimiento
(realizada con un paso de tiempo At = 1/500 de periodo). De hecho, hemos
verificado que para C igual cero el valor asintético es igual a 0.20, muy
préximo al valor obtenido para C = 0.0001. Procuraremos a continuacién
indagar en los motivos por los que observamos este tipo de comportamiento,
para lo cual reescribimos la ecuacién Bohmiana de movimiento como una
ecuacién Newtoniana de segundo orden para la aceleracién [23]:

mi; = —VUg — VU, (3.36)
donde U, es el potencial cldsico y

m? V2R
U = —5-"R

(3.37)
el potencial cudntico, definido del mismo modo que lo hi¢cimos anteriormente.

En el caso de una particula en un pozo de potencial, Uy = 0, por lo que,
aparte de por el ruido estocdstico, el movimiento de las particulas estd de-
terminado por Uy,. Este potencial depende explicitamente del tiempo y
diverge en los puntos nodales (R = 0), mientras que, en los puntos donde R
es méxima, es practicamente plano. En la ausencia de ruido, las trayectorias
Bohmianas son las de una particula cldsica sometida al potencial depen-
diente del tiempo Ug,, con la condicién adicional de que las velocidades
iniciales (necesarias para la integracién de (3.36)), sean las que determine la
funcién de onda a través de (3.5).
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Figura 3.1: Evolucién de la distribucién de particulas durante la primera
oscilacién, para una distribucién inicial uniforme sujeta a un ruido de inten-
sidad C = 0,1 (linea continua ) y la |¢(x)|? correspondiente (linea discontin-
ua). En la parte superior de cada recuadro se indica la fraccién de periodo
representada
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Figura 3.2: A la izquierda de esta figura, mostramos la evolucién de xp,, ()2
(linea continua) y de X, (t)? (linea discontinua) para tres valores de C (0.01,
0.001, 0.0001). A la derecha, la distribucién p(z,7) habiendo partido de
pun (linea continua) para los tres valores de C en un instante determinado

(t = 60, 600, y 6000 respectivamente) es comparada con |¢(x,7)|? (linea
discontinua).
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Figura 3.3: Mostramos el potencial periédico dependiente del tiempo
Ugu(z,t) (en eV) representado en funcién de z (en A). Obsérvense los picos
en los nodos de la distribucién cudntica.

Figura 3.4: a): trayectorias de un conjunto de particulas inicialmente dis-
tribuidas segtn |¥(z,t = 0)|?, sin la accién de ruido. b): trayectorias de un
conjunto de particulas inicialmente uniformemente distribuidas pg = pun =
1/L, sin la accién de ruido. c¢): igual que en el caso anterior pero con la
accién de un ruido estocéstico (en este caso, C' = 1).
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En nuestro caso, en el que la combinacién lineal que define ¥ contiene
sélo dos autoestados (ver (3.34)), la densidad oscila en el tiempo con el pe-
riodo de Bohr T' = 2rwh/(E; — E1), por lo que tanto el potencial Ugy(z,t)
como las trayectorias son también periédicas (ver la figura (3.3) y la figura
(3.4). En cuanto al comportamiento general de las trayectorias en sistemas
monodimensionales, véase ([88], [33])). Las trayectorias que se encuentran
préximas a un nodo son comprimidas y expandidas periédicamente por la
rapida variacién del potencial cudntico en estos puntos. Sin embargo, este
fenémeno de compresién—expansién es muy suave para las trayectorias cer-
canas al miximo de R debido a que R aparece en el denominador de (3.37).

El efecto del ruido estocéstico es el de romper el patrén periédico de
las trayectorias (ver figura (3.4)) de forma muy efectiva, ya que cualquier
pequena perturbacién en la coordenada durante la fase de compresién origina
un cambio dramético en la posicién en la fase sucesiva de expansién. El
efecto neto de todos estos cambios en la trayectoria es un mayor tiempo
de residencia alrededor de los mdximos de R, produciendo una distribucién
de particulas parecida a |¥|? fuera cual fuese la distribucién inicial. Vemos
pues por qué la distribucién |¥|? exhibe la estabilidad ante perturbaciones
aleatorias que acabamos de mostrar (véase la Figura (3.2)).

Hemos comprobado que nuestros resultados no obedecen a una eleccién
determinada del potencial o de la funcién de onda del sistema. Para ello,
hemos efectuando los célculos con distintos potenciales entre las paredes
del pozo y con distintas combinaciones de autoestados, obteniendo siempre
un comportamiento similar de la distribucién de densidad. En el caso de
un potencial parabélico, hemos analizado también la regién clidsicamente
prohibida, es decir, la zona en la que el potencial cldsico es mayor que la
energia cinética media de la funcién de onda considerada, encontrando de
nuevo que la distribucién de densidad se aproxima a |¥|? a medida que
disminuye la intensidad del ruido.

Se ha mostrado explicitamente la evolucién hacia la distribucién cudntica
[¥|?2 de un sistema con una distribucién inicial arbitraria, en el contexto
de la mecédnica Bohmiana. Se argumenté que este resultado no podia en
general obtenerse a partir de la estricta aplicacién del campo de velocidades
Bohmiano, por lo que se ha recurrido a la inclusién de un término de ruido
aleatorio en la expresién de la velocidad.

Por otro lado, hemos pretendido justificar que la consideracién misma
de la funcién de onda de un sistema supone la aparicién ineludible de un
ruido aleatorio, aparecido, cuando menos, en el proceso de la preparacién del
estado (3.2). Creemos pues que este ruido puede jugar el papel de mecan-
ismo universal responsable de la evolucién hacia |¥|? de cualquier sistema
fisico. Un control cuidadoso de las condiciones experimentales, destinado a
determinar con precisién el estado del sistema, tan sélo podria contribuir a
hacer pequetio el ruido, lo cual, como hemos visto, mejora la convergencia
hacia la distribucién de equilibrio.
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Ademss, se ha establecido la estabilidad de |¥|? ante la aplicacién del
ruido, lo que parece en cualquier caso esencial para mantener la compat-
ibilidad con la MCO si nos permitimos relajar, aunque sea minimamente,
la condicién pg = |¥|? (por ejemplo, en el esquema de Valentini [111]). Sin
embargo, queda también claro que la aplicacién de un ruido de intensidad
arbitrariamente grande no sélo no promueve la evolucién de p hacia |¥|?
sino que desvia de esta distribucién a un sistema inicialmente distribuido
segiin |¥o|?. Esto 1ltimo parece contradecir el resultado obtenido por Bohm
en su demostracién, en la que recordamos que la convergencia se establecia
para cualquier intensidad de la perturbacién sobre el sistema.

Es cierto que los resultados presentados aqui se han establecido para un
sistema muy concreto (una partfcula monodimensional en un pozo). Desde
luego, no es trivial generalizar estos resultados a sistemas mds complejos,
a pesar de que, como se menciona m4s arriba, se han comprobado también
explicitamente para otros potenciales. Sin embargo, recordamos que el sis-
tema elegido para establecer la convergencia hacia |¥|? no es precisamente
el més favorable: como establecen los trabajos de Frisk [33] y Goldstein [88],
esta convergencia es imposible para un sistema monodimensional sometido
al campo de velocidades Bohmiano. De hecho, ya se mencion6 que Valenti-
ni y Westman [111] pudieron establecer una relajacién hacia la distribucién
cuéntica de equilibrio, bajo la estricta guia del campo de velocidades Bohmi-
ano, de un sistema bidimensional relativamente sencillo.

En definitiva, nos parece plausible que la distribucién de probabilidad
de un sistema cuédntico genérico sometido al campo de velocidades Bohmi-
ano modificado por un débil ruido estocdstico derive hacia la distribucién
cudntica |¥[? independientemente de su configuracién inicial. Este hecho,
unido a la ubicuidad del ruido estocéstico, permitirfa abandonar el postu-
lado de las condiciones iniciales en la mecdnica Bohmiana. En el contexto
general de la teorfa cudntica, podriamos afirmar que la mecdnica Bohmiana
permite derivar la regla de Born (la interpretacién probabilistica del médu-
lo de la funcién de onda), en lugar de postularla, como ocurre con otras
interpretaciones.

En cualquier caso, resaltamos que hay que considerar esta hipétesis con
la debida reserva, y que seria interesante establecer un resultado més general.
En esta linea, puede investigarse la cuestién genérica de las soluciones no
triviales de la ecuacién de Fokker-Planck sin velocidad de arrastre:

% +V (58P 1) = ngP(f, ), (3.38)
donde ¥p es el campo de velocidades de Bohm y D es un coeficiente de
difusioén arbitrario (aunque pequefio). Estas soluciones establecerian el com-
portamiento de distribuciones genéricas de probabilidad en un campo de
velocidades Bohmiano con un ruido estocdstico arbitrario, sin recurrir a una
forma predeterminada de la velocidad de arrastre y del coeficiente de di-
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fusién. De hecho, el resultado presentado en la seccién anterior puede inter-
pretarse precisamente como una integracién numérica de la ecuacién (3.38)
para un caso particular.
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Capitulo 4

Resumen y conclusiones

» Se ha abordado en esta tesis el proceso de medida de un sistema
cudntico, centrdndonos en dos aspectos bien diferenciados: (i) el es-
tablecimiento de la correlacién necesaria entre el sistema medido y el
aparato de medida, y (ii) la singularizacién de un tnico resultado. Co-
mo caso paradigmatico, se ha emprendido el estudio del movimiento
de una particula neutra en un campo magnético inhomogéneo (exper-
imento de Stern-Gerlach). En este contexto, el “sistema cudntico” §
medido lo constituye el espin de la particula, mientras que su posicién
A hace las veces de “puntero del aparato de medida”, de acuerdo con
las anteriores consideraciones. El dispositivo experimental que even-
tualmente permitird establecer una correlacién entre estos sistemas lo
constituye el campo magnético B.

= Se ha integrado numéricamente la ecuacién de Schrodinger exacta
con un campo magnético realista, y se han descrito de esta forma
fenémenos ausentes de la descripcién que de este proceso se da en los
libros de texto, tales como la focalizacién y el spin—flip. Estos efectos se
han analizado desarrollando varias aproximaciones analiticas a la fun-
cién de onda, haciendo uso del concepto de estados coherentes internos
(CIS) [39], [40]. La bondad de cada una de estas aproximaciones ha si-
do explicitamente estudiada, compardndolas con el resultado numérico
exacto.

= A partir del formalismo de la matriz M y de los CIS se ha descrito de
forma compacta y continua el proceso dindmico de correlacién entre
los CIS (proyecciones del espin en la direccién local del campo) y la
posicién en el contexto de la MCO. Se ha mostrado que esta correlacién
se establece de forma paulatina, a partir de un estado inicial para el
que, desde el punto de vista de la MCO, no existe relacién alguna entre
espin y posicién. Se ha propuesto a partir de estas consideraciones un
esquema de tomografia de espin que permite determinar, con una sola
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orientacién del campo magnético, la polarizacién del haz de particu-
las. Se muestra también c6mo un haz de polarizacién conocida puede
utilizarse para determinar la estructura de un campo magnético.

Se han obtenido las trayectorias de Bohm correspondientes al prob-
lema de la particula en el campo magnético, compardndolas con las
trayectorias semicldsicas. Se muestra que estas trayectorias no presen-
tan rasgos de comportamiento cadtico, pudiéndosele asignar de forma
consistente un espin a cada particula segin su posicién inicial.

Se ha investigado la convergencia a la distribucién cudntica |¥|? de
una distribucién arbitraria de probabilidad en el marco de la Mecénica
Bohmiana. Se argumenta que la propiedad de mezcla es esencial para
conseguir dicha convergencia, mostrando algunas deficiencias de inten-
tos anteriores en este sentido.

Se ha propuesto un mecanismo universal de introduccién de ruido es-
tocéstico en la expresién de las velocidades de Bohm. Se ha mostrado
explicitamente cémo de esta forma se obtiene la convergencia de una
distribucién uniforme de particulas a la distribucién cudntica |¥|? en
un sistema. sencillo pero especialmente conflictivo.
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Apéndice A

Efectos de borde

La relevancia de los efectos de borde en el experimento de Stern—-Gerlach
ha sido estudiada por Bohm en [14], donde considera que estos efectos supo-
nen tener en cuenta que el hamiltoniano varia a medida que el haz va pen-
etrando (o saliendo) del imdn, por lo cual el problema planteado es el de
resolver la ecuacién de Schrodinger para un hamiltoniano dependiente del
tiempo [14]:

2

H(t) = 2% FV(F L), (A1)

La dependencia de V con el tiempo describe el paso del haz de la zona donde
el campo magnético es nulo (fuera del imén) al interior del iman, donde el
campo se ha estabilizado hasta alcanzar su estructura definitiva.

Podemos definir los autoestados instantdneos del hamiltoniano para un
tiempo t' determinado:

H(t"¢n(7,t') = En(t')pu(m, 1), (A.2)
y expresar la funcién de onda en términos de esta base:

U t) = 3 Cnlt)n(7, 8) e Jo En®it (A.3)

La ecuacién de Schrodinger para W(7,t) es:

3 i o En(0dt (Cnd)n + Cnn — %Encncﬁn) =3 EnCugne Flo Fr)dt
" " (A.4)

Si proyectamos sobre la base de los ¢, obtenemos la ecuacién diferencial
para la variacién de los coeficientes C,, [14}:

Cn =3 Culdildn) e i Jo BnO-Bu@)dt (A.5)
k
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Ahora bien, derivando la ecuacién (A.2), obtenemos:

OH . OFE,, .
Elqﬁn) + H|¢n> = ‘aqusn) + En|¢n>7 (AG)
y, proyectando sobre |¢g):
1 600 + (el Hldm) = O 8+ Bulildn). (AT)
En definitiva, para n # k:
(et = ol arl0n) (A8)

Si suponemos las condiciones iniciales Cx(0) = dpx y que la variacién tempo-
ral del hamiltoniano es pequefia (esto se justificard m4ds adelante), podemos
estimar a partir de (A.5) el orden de magnitud de la amplitud correspondi-
ente a un autoestado k # n [14]:

(@6| S |én)

Cp = —ih———
k (E'n Ek)

(A.9)

Por lo tanto, si h(¢k|%{|¢n> < (E, — E})?, los autoestados instantdneos
del hamiltoniano no se mezclan, y la consideracién del efecto de borde supone
simplemente tener en cuenta la fase “acumulada” exp(—% g E,(t)dt) du-
rante el paso por los extremos del imén. Esta relacién supone que el tiempo
caracterfstico de variacién del hamiltoniano sea mucho mayor que el periodo
h/(E, — Ey) de la transicién entre los estados n y k .Veamos que, efecti-
vamente, se cumple esta condicién . Estimamos primero la magnitud del
término (gbk[%}tl—wn) como la relacién entre la magnitud de la energia poten-
cial una vez estabilizado el campo y el tiempo que tarda el haz en cruzar
la zona en la que el efecto de borde es apreciable. Para ello es necesario
introducir la velocidad v, del movimiento del haz en la direccién del eje
del iman, que hasta ahora no habia jugado ningin papel en la descripcién
del experimento. En cuanto a la dimensién Ay del “borde” del imén, puede
tomarse del orden de la longitud caracteristica de la inhomogeneidad del
campo magnético: Ay ~ By / Bj. Asf pues:

hyloBo’Uy

~ h,u,()Bl’Uy. (AlO)
En el caso que nos ocupa, la diferencia de energia (E, — Ej) entre los dos
estados de espin es del orden de poBy, por lo que la condicién de validez de
nuestro andlisis sera:

(u|FEon) BB, _

R ~
(En Ek)2 NOBQ

(A.11)
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Si consideramos las condiciones experimentales descritas en [59], obtenemos:

Y~ 1074 (A.12)

A la vista de este resultado, parece justificado despreciar los efectos de borde.
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Apéndice B
Evolucion libre

En general, estaremos interesados en el estado de las particulas del haz
después de un tiempo de deriva t4. Veremos pues en esta seccién cémo re-
solver analiticamente la evolucién libre de una funcién de onda expresada en
términos de las autofunciones del oscilador arménico. Consideremos primero
el caso monodimensional, por lo que partimos de una funcién de onda inicial:

To(z) = 3 andu(@),

siendo ¢, () la autofuncién del orden n del oscilador arménico. Pasamos
ahora a la representacién de momentos, para lo cual tenemos en cuenta le
sencilla relacién existente entre las autofunciones del oscilador arménico en
las representaciones de posicién y momentos:

n(p) = (")¢n(p), (B.1)

de manera que:

To(p) = ) _ an(i"™)pn(p)-

En esta representacién, el operador de evolucién libre es simplemente:

A2
Up = exp (—i gt>,

con lo cual, tras un tiempo %, la funcién de onda es:

F(p.t) = 3 an(")onp) exp 20 ) (B2)

Necesitamos ahora volver al espacio de posiciones. Para ello, reescribimos la
funcién de onda a partir de la expresién de ¢, (p) en funcién de los polinomios
de Hermite H,(p):

¢n(p) = Knexp (—p*/2) Hn(p), (B.3)
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con

[ 1
K, = W (B.4)

A partir de (B.3), la funcién de onda (B.2) queda:

U0 = 3 o), (n) emo (-&). (B.5)

donde hemos definido una anchura en momentos dependiente del tiempo:

2 _ 1
1+iAt

n

Para expresar (B.5) como una combinacién de funciones de oscilador, queda
conocer la expresién de Hy, (% 'r]) en funcién de los Hy(p/n) o, de forma més

general, cémo se reescalan los polinomios de Hermite Hy(Az) en funcién de
los Hy(z). Para ello, partimos de la funcién generatriz de los polinomios de
Hermite:

sm
exp(—s? + 2sz) = Z mHm(x) (B.6)
m
Efectuando en la expresién anterior las sustituciones:
s—s/\ |, x— Az,

obtenemos:

exp (-i—z + 233:) =>> (S{L A!)" H,(\z). (B.7)

n

Dividiendo (B.7) entre (B.6) :

exp (s° (1-1/2%)) Z %Hm(a:) = Z (s{n/})" H,(\z).

n

Desarrollamos la exponencial en serie de potencias de Taylor:

g2k _ 20k §m s n
Zik'iuz% m(@) = Z( /)!‘) H,(\x). (B.8)

: n
k m n

El resultado deseado se obtiene igualando, en la expresién anterior, los coe-
ficientes de las distintas potencias de s :

[n/2]
HaO) = X0 3 — e (12 1/0) " Hyam(a),  (B)

(n —
= ml(n — 2m)
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donde la expresién [n/2] designa la parte entera de n/2. En nuestro caso,
A =nyax = B Sisustituimos (B.9) en (B.5), obtenemos el desarrollo
buscado de la funcién de onda en el espacio de momentos:

\I/(p, t) = Zan K,n"

. . 2
Y gy (1) Hoam /e (-2)
- Za"(in)Knnn
732
Z K, Qmm' n — 2m) (1 - ) Gn— 2m(p/17) (BlO)

A partir de (B.1), podemos escribir (B.10) en el espacio de posicién:
U(x,t) = Z anKpn™

[n/2]
Z Kn 2mm'('n —2m)! (1 =n7")" nam(an). (B.11)

Fl caso bidimensional se trata de forma totalmente andloga teniendo en
cuenta que, segin (2.17), hemos de considerar un producto de funciones
de oscilador monodimensionales. Presentamos el resultado a continuacién,
donde se han sustituido las constantes de normalizacién K,, por sus valores
dados en (B.4) y hemos definido la anchura dependiente del tiempo:

- 1 .
&2 = e 1+ iAt. (B.12)

En definitiva, la expresion final del desarrollo en autofunciones de oscilador
de la funcién de onda libre es:

U(zx,z,t) E anmVnlm! & m1

[n/2]
/ 1 1—-0
pzo i 220 (n, — 2p)! ( ! ) bn—ap(2/5)

[niz 2g 1 (1 —5%)¢
224(m — 2q)!

De este modo, dados los coeficientes anm(t), bnm(t) del desarrollo del
espinor a la salida del imdn (ya sea como resultado de haber aplicado el

q! Pm—2q(2/5). (B.13)
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algoritmo numérico de cdlculo o de haber descompuesto alguna de las ex-
presiones analiticas aproximadas en términos de la base de oscilador); la
expresién (B.13) representa el espinor después de haber derivado un tiempo
cualquiera en la zona libre de campo.
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Apéndice C
Conservacion de Ip

El tratamiento cldsico del experimento de Stern—Gerlach en los libros
de texto se basa esencialmente en considerar que la proyeccién del espin a
lo largo del eje z fijo es una constante del movimiento. Para justificar este
hecho, algunos textos consideran simplemente que el campo magnético tiene
precisamente esa direccién, lo cual es incompatible con la existencia de una
inhomogeneidad a lo largo de ese mismo eje. Otros textos argumentan que el
efecto de una pequena componente ¢ transversal inhomogénea en el campo
magnético serd hacer que el espin preceda alrededor del eje z dominante, de
manera que la proyeccién a lo largo del eje x se anulard al promediar sobre
muchas oscilaciones.

Nosotros hemos presentado aquf un argumento similar para justificar la
conservacién del espin en la direccién de B. De acuerdo con esta hipétesis,
si A< 1y S > 1 despreciamos los operadores de traza nula que no con-
mutaran con Ip en las expresiones aproximadas del operador de evolucién.
Nos proponemos ahora justificar esta prictica de forma mas rigurosa.

Seguiremos la estrategia de incluir la accién de los términos del operador
de evolucién que no conmuten con Ig en la forma de una integral a lo largo
del tiempo de interaccién. A continuacién comprobaremos que estos términos
producen contribuciones rdpidamente oscilantes del integrando, de manera
que podran despreciarse en las condiciones consideradas.

Empezaremos por demostrar la siguiente relacién genérica vilida para
dos operadores A y B que no conmutan:

1
oA+B _ B U g(z) e~ Bz /A8 B g | oA (1)
0
0, equivalentemente:

1
e BeAtBe A » / g(x)e B /A Bl B2 g (C.2)
0

siendo g(x) una funcién por determinar y [A, B] el conmutador de los dos
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operadores. Tanto en la expresién anterior como en el resto de este apéndice,
el signo = significard estrictamente “igual hasta el primer orden en A”.

C.1. Desarrollo de las exponenciales

Desarrollamos en serie de potencias la parte izquierda de (C.2):

AB Z(A+B) ~

I
paard k!
i<3k+ 1 Zk:B’““mABm)
Y ]
— k! (k+1).m:0
B A+ . N (- BtE
¢ ¢ anog)n!<k!+
. k
ZBn—i—k—mABm)
(k+1)'m:0
B AB A . o= (-1)" B"+k(1—A)
ce e = ;}; ! ( Kl
1 k
] ZB"*’“ mAB'”) (C.3)

La 1ltima expresién puede simplificarse considerando la relacién sigu-
iente, vélida para cualquier funcién f(n + k):

o0 o o] ! n .
g; n!kl fln+k) = Z o anp n)v( 1)1,

p=0 n=0

donde hemos tomado p = n + k. El dltimo sumatorio es el desarrollo del
binomio de Newton para (1 — 1)? = §(p), con lo cual:

33 ,k,f n+k) = Zf £(0). (C.4)
n=0 k=0 p=0 p!

Este resultado nos permite reescribir el primer término de (C.3), de forma
que nos queda:

k

~B JA+B ,—A (=™ -

e Be 1—A+§Ok§ STCES EOB" AB™.  (C.5)
n= 0 =

Nos serd itil relacionar los desarrollos en potencias de operadores con
desarrollos en potencias de conmutadores, para lo cual disponemos de la
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relacién:
[By, A Z( 1Y ( )B”ABN n (C.6)

donde hemos introducido la 51gu1ente notacién para los conmutadores multi-
ples:

[Bn,A]=[B,[B---,[B,A]--]. (C.7)
| . R
N
Con el objetivo de obtener la relacién con los conmutadores miltiples, ree-
scribimos la suma en (C.5) tomando N = n + k:
e_B A+B —A
oo N N-m

A+ 3N S o AR ()

N=0m=0 n=0

Necesitamos a continuacién realizar la suma en n, para lo cual demostraremos
a continuacién que

e 1 (N
S - . (C.9)
— nl(N-n+1)! N+1 m!(N—m)l

Veamos primero que Py = Qy:

(—1)V

N+ 1)

N

_ = _

Po= D oy

NS (Dn (-)N+!

;n!(N—n+1)1‘(N+1)!'

Qo =

Ahora bien:

N+1

_1)» 1
nz:;) n!(N(-—7)L+ 1)! - (N + 1)!(1 -V =0, (C.10)

de manera que, finalmente:

()M Y

D= o -+

= Qo. (C.11)

La demostracién de (C.9) se completa mostrando que la regla inductiva que
genera los Py, v los @, es idéntica, es decir,

Pm-i—l_Pm:Qm—{—l_Qm; Vm.
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En efecto, un célculo sencillo muestra que

(_1)N—m—1
(m+1)Y{(N —m)!

Con lo que queda demostrado el resultado (C.9), y podemos reescribir (C.8):

Pm+1‘Pm= ZQm—{—l_Qm:

1—A+§:§: 1 ()™ BN-mA B™ =
fom N+1 mli(N —m)!

0 m=0
oo N
(__1)N——m N N—
_ RSt AN m m, 12
1 A+J§)mzo IO \m BN-mAB (C.12)

Comparando con (C.6), tenemos finalmente:

B _A+B —A — (1N
e BettBem z1+2———
N:l(

NP A (C.13)

C.2. Desarrollo del integrando

A continuacién desarrollaremos el integrando de (C.2) para compara-
rlo con la expresién (C.13) que acabamos de obtener, demostrando asi la
igualdad (C.2) obteniendo explicitamente la funcién g(z).

Como hasta ahora, seguimos considerando las expresiones hasta el primer
orden en A, de manera que las exponenciales del integrando quedan:

e~ Bz e1/2[A,B] BT ~

= (—=1)"B" 1 B¢

%%— (1 + '2-[A,B]) 2 T th—

ZZ (B"+k + 5 B[4, B]Bk> th, (C.14)
n=0 k=0

El resultado (C.4) puede utilizarse para simplificar el primer término, mien-
tras que el segundo término puede reescribirse en funcién de N = n + k:

e~ Bz J1/2(A,B]

o
~

142 Z NZN,( )( 1)"B"[A,B|BY™".  (C.15)

Teniendo en cuenta (C.6), podemos relacionar esta expresién con el conmu-
tador multiple [Bn,[A, B]] = —[Bn+1, 4], obteniendo al fin:

e-—Bw 61/2[A,B] eB:I: ~

1+ % i(—l)N[BN,A]a:N—l. (C.16)
N=1
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S6lo queda determinar la funcién g(z), comparando (C.16) con (C.13) a
través de (C.2) e igualando los coeficientes de los conmutadores [By, A]. No
es dificil comprobar que

g(z) = 2(1 - =),

y el resultado definitivo es:
1
eAMB 2B [/ (1 —x) e Bz l/2ABl B2 g | o4, (C.17)
0

Esta expresién es vdlida hasta primer orden en A y a todos los 6rdenes en
B. Ademis, es exacta si A y B conmutan.

C.3. Aplicacién al Stern—Gerlach

Nos interesaremos aqui por el caso concreto en el cual los operadores A 'y
B de la expresién (C.17) sean el término cinético y potencial respectivamente
del hamiltoniano del problema del Stern—Gerlach, es decir, A = —ihg y
B = —iv. En definitiva, podemos aproximar el operador de evolucién de
nuestro problema hasta el primer orden en la energia cinética (es decir, en
el primer orden en el pardmetro adiabdtico A) por la expresidn:

1 .
g ihotv) oy o=t [1 + / (1 —t) e [ho,v] e~ dt | e~tho, (C.18)
0

Sabemos que el conmutador [hg, v] puede separarse en un término que
conmuta con I y, por lo tanto, conserva el espin en la direccién de B', y
otro término que intercambia los espines en la direccién del campo (véase
(2.35)). A partir de su expresion explicita y tras un poco de célculo, podemos
escribir:

—1 v —i AS AS2
eTihotY) W (1 +’&"§—ppIB +’L2—4—
1
;A5 (1 —t)e™t Ce—'“’tdt) e tho, (C.19)
2p Jo

donde hemos llamado C al anticonmutador {pg, IT}, que constituye el térmi-
no de intercambio de espines al que hemos hecho mencién. De hecho, puede
comprobarse facilmente el efecto de la accién de este operador sobre una
funcién de onda ¢(p,3)|mp) con una proyeccién definida del espin en la
direccién de B:

_ 99(p, 6),

= =5

No es dificil reconocer en (C.19), desarrollados hasta el primer orden en
el pardmetro A, los términos correspondientes a los desarrollos analiticos del

Co(p, B)lmp) —mg). (C.20)
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operador de evolucién que hemos presentado en esta trabajo. Encontramos
el término proporcional a p, asociado al desplazamiento de la funcién de
onda, asi como la misma fase global constante. Sin embargo, el término
que incluye el operador C no se encuentra en aquellos desarrollos, ya que
representa precisamente la contribucién que despreciamos explicitamente
(véase (2.2.1)). Queremos por lo tanto comprobar las condiciones en las que
esta contribucién es pequenia.

Para ello basta recordar que el operador e~**! actuando sobre un estado
con proyeccién mp del espin en la direccién de B supone la multiplicacién
por un factor de fase e™BPSt, Por lo tanto si, tras la accién de este operador,
actuamos sucesivamente con el operador C tal como se indica en (C.20) y de
nuevo con €, el integrando contars con el factor oscilante e85, Si estas
oscilaciones son muy rapidas, el integrando se har4 despreciable y podremos
prescindir de él, justificando asi el tratamiento hecho en (2.2.1).

A la vista de estos resultados, parece estar justificado prescindir en el
operador de evolucién de los términos que no conservan el espin en la di-
reccién del campo en las situaciones siguientes (y siempre que el pardmetro
A sea pequeno): (i) Cuando el pardmetro S es grande, es decir, cuando el
impulso ejercido por el campo magnético es mucho mayor que la anchura
inicial en momentos de la funcién de onda (recordemos que esta condicién
es necesaria si queremos que las distintas proyecciones del espin se separen
espacialmente). (ii) Si la funcién de onda se encuentra inicialmente muy ale-
jada del punto (0,0, z9) en el que se anula el campo. En este caso, la variable
p seré tipicamente grande, y también lo ser3 la fase del integrando de (C.19).
En este limite, la situacién se acerca a la imagen simplificada en la que el
campo magnético es paralelo a una direccién fija en la regién del espacio
subtendida por la funcién de onda.
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