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Resumen

En este trabajo vamos a hacer un estudio de las ondas gravitacionales, dentro del marco
de la Relatividad General. Esta teoria es la generalizaciéon del Principio de la Relatividad
aplicado a los campos gravitacionales. La teoria formulada estd basada en el principio de
equivalencia, que postula que un observador no inercial no puede realizar ningin experimento
que le permita discernir si estd en el seno de un campo gravitacional o si su sistema esta
acelerado respecto a un marco externo inercial. En este contexto, Finstein postula que la
gravitacion no es una fuerza, sino que es un efecto puramante geométrico: es la consecuencia
de la curvatura del espacio-tiempo provocada por la presencia de un cuerpo masivo. Se ha
hecho una divisiéon en cuatro capitulos, yendo desde la presentacién de las herramientas
matematicas necesarias a una aplicacion de estas para estudiar el espacio-tiempo.

En el primer capitulo nos centraremos en definir los elementos bésicos como los vectores,
los tensores y las variedades, asi como la notaciéon caracteristica para representarlos y sus
propiedades. Empezaremos hablando del espacio euclideo, que es plano, y al final acabaremos
particularizando algunas de sus propiedades para espacios no euclideos y pseudoriemannianos,
yva que, debido a las contracciones que se producen en el espacio y en el tiempo cuando
viajamos a velocidades cercanas a las de la luz, estos se curvan, y tendremos que tratar con
sistemas asi para poder estudiar la Relatividad General.

En el segundo capitulo hablaremos de algunos conceptos importantes de espacios curvados
como son las geodésicas, ya que nos ayudaran a entender la manera de la que se desplaza la luz
por el Universo. Esto llevara a la definicion del transporte paralelo y de dos formas diferentes
de derivar en espacios curvados como son la derivada absoluta y la covariante, que sustituiran
a la derivada a lo largo de curvas y a la derivada parcial respectivamente. Después veremos
como podemos definir sistemas de coordenadas cartesianos en regiones locales y pequenas.
Con todo esto ya podremos hacer un primer acercamiento al espacio-tiempo en la Relatividad
General, siendo asi capaces de dar una aproximacion del valor del potencial gravitatorio para
velocidades mucho mas pequenas que la de la luz.

En el tercer capitulo obtendremos las ecuaciones de campo de Kinstein, aunque para
ello primero tendremos que definir un par de tensores importantes. También veremos cémo
podemos obtener la ecuaciéon de Poisson a partir de las de Einstein como una aproximacién
en el limite newtoniano cuando las velocidades no son muy altas. Terminaremos el tema
obteniendo la solucién que propuso Schwarzschild de estas ecuaciones con las hipdtesis en las
que se baso.

Finalmente, en el cuarto capitulo haremos una aproximacién de primer orden de estas
ecuaciones de campo para linealizarlas y obtener asi una ecuacion de ondas, a partir de la
cual podemos deducir la existencia de las ondas de gravitacion. Se hablara de las simplifica-



ciones a efectuar y de las ondas planas que se obtienen como soluciéon, dando una expresion
aproximada. También hablaremos del experimento en el que se descubrieron y los avances
que se espera poder hacer con estos experimentos y su estudio.

Abstract

In this report we are going to study a classical topic of the General Relativity: the existen-
ce of gravitational waves. To this purpose, first of all we will introduce all the mathemathical
tools needed: vectors, tensors and manifolds, and non-Euclidean spaces will be defined also.
Secondly, geodesics will be defined as well as two types of derivation in curved spaces: the
absolute derivative and the covariant derivative. Once these mathematical tools are well esta-
blished, we will be able to give an approximation to the value of the gravitatory potential in
the context of weak gravitational fields. Einstein field equations will be postulated as made in
the original publication, and the solution proposed by Schwarzschild will be derived. Finally,
assuming some reasonable approximations, the field equations will be linearized to obtain a
wave equation, a theoretical demand of the existence of gravitational waves. The report will
conclude with some ideas about the experimental observation and the consequences of this
fact.



Capitulo 1

Campos vectoriales y tensoriales

En este primer capitulo nos vamos a concentrar en el &lgebra de campos vectoriales y
tensoriales, conceptos que nos seran de utilidad en el calculo de campos que veremos en
el capitulo 3. Empezaremos considerando los campos vectoriales como un espacio vectorial
euclideo (real, plano, tridimensional y con el producto escalar habitual) y estudiaremos como
manejarlos con sistemas de coordenadas curvilineos arbitrarios. La generalizacion de esta idea
se hara de dos formas: con campos tensoriales y permitiendo que la dimension sea aleatoria
y su geometria no euclidea. Con esto podremos particularizar para el caso de la Relatividad
General, en la que el espacio es tetradimensional y no es plano, estd curvado debido a la
presencia de objetos masivos. Necesitaremos asi una geometria no euclidea para estudiarla, y
es aqui donde apareceran las variedades pseudoriemannianas. Introduciremos a continuacién
diversos entes matematicos que seran de utildad en el futuro y se asociaran con la fisica de
la gravitacion.

1.1. Sistemas de coordenadas en espacios euclideos

Empezaremos trabajando en un espacio euclideo tridimensional con un sistema cartesiano
de coordenadas (x,y,z) con su sistema de vectores unitarios asociados {i,j, k}, cada uno
apuntando en la direccion de su eje de coordenadas correspondiente. Serd un elemento que
fijaremos, ya que nos servira como un sistema de referencia basico para describir otros sistemas
de coordenadas, que generalmente no serdn cartesianos.

Supongamos que tenemos un sistema de coordenadas alternativo (u, v, w) que no es
cartesiano (como, por ejemplo, las coordenadas esféricas (r, 0, ®)). Podemos expresar las
coordenadas cartesianas x, y, z en funcion de u, v, w de la siguiente forma:

r=z (u,v,w), y=1y (u,v,w), z=2z (u,v,w) (1.1)

Estas relaciones podrian, en un principio, invertirse para obtener u, v, w en funcién de
x, y, z. A lo largo de cualquier punto P de coordenadas (ug, v, wp) pasan tres superficies
coordenadas o paramétricas, cuyas expresiones son u = ug, v = Vg y W = Wy, que se cortan
en las llamadas curvas coordenadas o paramétricas.

Podemos combinar las tres ecuaciones (1.1) para crear una unica ecuacion vectorial que
nos dé la posicién del vector r en funcién de las coordenadas u, v, w:



r=z(u,v,w)i+y(u,v,w)j+z(u,v,w)k (1.2)

Si en esta ecuacion (1.2) fijasemos una de las tres coordenadas y varidsemos las otras
dos, tendriamos superficies coordenadas, mientras que, fijando dos de ellas, obtendriamos
curvas coordenadas. Si ahora toméasemos derivadas parciales respecto de cada una de dichas
coordenadas obtendriamos el vector tangente a las otras dos superficies coordenadas. Al
evaluar dichos vectores en el punto (ug, v, wp) , obtendriamos los vectores tangentes a las
tres curvas coordenadas que pasan por el punto P:

or or or
— 7 > ev:%a ew:% (13)
Normalmente, los tres vectores que forman el sistema de coordenadas suelen ser ortogona-
les, lo cual significa que las superficies coordenadas se cortan ortogonalmente, deduciéndose
asi que los tres vectores (1.3) son ortogonales. Para que sean unitarios se normalizan divi-

diéndolos entre su modulo, de tal forma que, si

hy = leu], ha = e,|, hs = |e,|
entonces los vectores unitarios se pueden definir como;

. 1 . 1 . 1
€, =-—e€, € =—e¢e,, €,= —
’ hy hs

hy

Podemos usar asi el conjunto de vectores {é,, &,, &,}como una base de vectores en P,
escribiendo cualquier vector A de la forma:

Cw

A= aé, + pé, + vé, (1.4)

El triplete (o, 8, 7) es lo que se conoce como coordenadas de A respecto de la base
{éy, &y, €4}

Existe otra forma de construir una base en el punto P a partir del sistema de coordenadas
(u, vw), y es usando los vectores normales a las superficies coordenadas en lugar de los
tangentes. El primer paso seré invertir las ecuaciones (1.1) para obtener u, v, w en funcién
de z, y, 2

u=u(r,y,2), v=v(z,yz2), w=w(rvy,2) (1.5)

Con esto podemos considerar cada coordenada un campo escalar y calcular sus gradientes:

Vu:?l—k?_]—kgk, Vo :?1+?J—I—g k, Vw:g—wl%—g—w_]%—aa@;k (1.6)

Estos vectores gradiente son normales a las correspondientes superficies de nivel que pasan
por P, que son las superficies coordenadas u = ug, v = vy y w = wy. Se obtiene asi la base
dual a la obtenida con los vectores tangentes a las curvas coordenadas: {Vu, Vv, Vw}. Para
distinguir esta base de la anterior, escribiremos los vectores de la base con superindices en
lugar de con subindices:



e"=Vu, e' =Vy, e” =Vuw (1.7)

De igual manera, podemos escribir cualquier vector A en funcién de la base dual:

A= e"+ e’ + \,ev (1.8)

Si el sistema de coordenadas es ortogonal, entonces los vectores tangentes a las curvas coor-
denadas coincidiran con los normales a las superficies coordenadas, coincidiendo asi ambas
bases. Sin embargo, los médulos no tendrian por qué ser iguales, distincion que desapareceria
al normalizarlos.

1.2. La notacién con sufijos

La notacién con sufijos nos proporciona una forma de tratar con conjuntos de cantidades
relacionadas que, de otra forma, serian dificil de estudiar. Se basa en representar los miembros
de un conjunto (por ejemplo, las coordenadas de un punto) a través de una letra central a la
que van unidos uno o varios sufijos que representan nimeros, a partir de los cuales podemos
etiquetar las diferentes cantidades contenidas en él. Este sufijo puede ser un superindice o
un subindice. Cuando utilizamos el convenio de suma de Einstein, esta notacién nos da una
forma elegante y compacta de trabajar con coordenadas, vectores y otras entidades similares.
Veamos como cambiarian las bases con esto:

En lugar de (u, v, w) nos bastarfa con usar u’ (con i = 1, 2, 3) para las coordenadas, y
{e;} en lugar de {e,, €,, e, } para la base natural, mientras que la base dual las componentes
serfan u; y la base quedaria como {e'}. Para un vector cualquiera A, podemos reescribir las
ecuaciones (1.4) y (1.8) como:

3
A=Mep+ Mey+ Ney =) Ne; =Ne; (1.9)
=1
3
A= \el + he? + \ged = Z el = \e (1.10)
=1

donde se ha abreviado la notacién suponiendo que los subindices y los superindices reco-
rren siempre los valores 1, 2 y 3 y que, por el convenio de suma, si un sufijo aparece tanto
como superindice como subindice dichas cantidades se sumaréan, permitiéndonos asi escribir
estas dos ecuaciones de una forma muchisimo méas compacta. Las componentes A\’ se conocen
como componentes contravariantes, mientras que las \; se conocen como componentes cova-
riantes. Veamos qué pasaria si multiplicAsemos un vector perteneciente a cada una de estas
dos bases:
or  Ou' 0xr Ou' dy  Ou' Dz Ou

ow Orow | oyow  0:0uw  ow

Teniendo en cuenta que % =1sii=jyque 2% =0sii#j, podemos reescribir este

oud
producto como:

e'-e; =Vu



e-e =0 (1.11)
donde &’ es la delta de Kronecker:
, 1, sii=j
=9 T (112)
0, si1#]
Con esto podemos afirmar que:
X-ef = Ne;-el = \ig) =V (1.13)
La ecuacion (1.13) nos muestra que podemos obtener las componentes de un vector X\ en
funcion de una base (la natural o la dual) a partir de multiplicar dicho vector por los de la
otra base. Usando asi las componentes contravariantes, podemos escribir el producto escalar
de dos vectores A y p como:
Ap=Ne;- Mjej = gij)\i,uj
donde

gij = €;-€; (1.14)

Igualmente, tomando componentes covariantes, obtendriamos operando de manera anélo-
ga que:

g7 =¢-¢ (1.15)
Mezclando ambos tipos de componentes, el resultado que obtendriamos seria:
)\'[L = )\iei-ujej = >\i ‘](Sj = )\i,uj
Tenemos asi cuatro formas de expresar este producto escalar:
A= g\ = gy = X = Np (1.16)
Esto nos permite ver que, como ¢"ju; = ' y gijpt = p1;, podemos usar g” para elevar los
sufijos y obtener las componentes contravariantes de g a partir de las covariantes, cumplién-

dose también que podemos obtener las componentes covariantes a partir de las contravariantes
multiplicando por g;;. Combinando ambas expresiones, podemos obtener que:

p=g"p; = g gu”
i = gij it = 919"

Como esto se cumple para cualquier componente arbitraria p!, podemos deducir que:
9”7 gk = 0}, (1.17)

99" = OF (1.18)



Estos coeficientes también satisfacen propiedades de simetria, ya que estan definidos a
partir del producto escalar de vectores de la base: g;; = gj;, g = ¢’*. Dichas propiedades
pueden expresarse de forma matricial, pero antes necesitamos hacer un pequeno paréntesis de
notacion. Se usara [\’] para denotar a un vector columna que tiene como coordenada i-ésima
X', caracterizando asf las filas del vector con el sufijo. [\;] se define de la misma forma. Si
queremos expresarlo en forma de vector fila, entonces debemos usar la notacion [)\i]T 0 [)\i}T
para denotar que el vector se esta trasponiendo. En el caso de querer trabajar con matrices,
[A;;] se usard para denotar a una matriz que tiene como entrada A;; en la fila i-ésima y la
columna j-ésima, usandose este mismo criterio para A%”. Ahora si que estamos en condiciones
de reescribir algunas de las ecuaciones que se han visto con esta notacion.

Sean G = [g;;] v G = [¢"]. Las propiedades de simetria se pueden definir ahora como:

G=GT,G=a" (1.19)

Esto nos dice que las matrices G y G son simétricas. Teniendo en cuenta que [5;] =1
(siendo I la matriz identidad de orden 3), podemos escribir las ecuaciones (1.17) y (1.18) de
la forma:

GG=1,GG=1 (1.20)

lo cual nos dice que G = G~'. Si usamos L = [\] y M = [i] para hablar de las
componentes contravariantes de Ay py L* = [\;] y M* = [u;] para las covariantes, podemos
reescribir g% pu; = p' y gijp/ = p; de la forma:

GM*=M, GM =M~ (1.21)
También podemos reescribir con esto la ecuacion (1.16) de la forma:
Ap=L"GM = (L)TGM* = (L) TM = L* M* (1.22)

En espacios tetradimensionales usaremos letras griegas como sufijos (u, v, ...) para indicar
que toman los valores 0, 1, 2 y 3.

1.3. Tangentes y gradientes

El punto de partida de esta seccion serd analizar el vector tangente a una curva en el
espacio. Supongamos que tenemos:

u=u(t), v=uo(t), w=wt) (1.23)

donde u(t), v(t) vy w(t) son funciones diferenciables que dependen de un parametro ¢
perteneciente a un intervalo I. Entonces los puntos dados por las ecuaciones (1.23) recaeran
sobre una curva 7y parametrizada justamente por dicho parametro ¢. El vector de posicion de
estos puntos quedaria entonces de la forma:

r(t) = @ (u(t), v(t), wt)) i+y (ult), v(t), w(t)) j+ 2 (u(t), v(t), w(t)) k



y, para cada t € I, la derivada de este vector ©(t) = % nos da el vector tangente a la

curva. Aplicando la regla de la cadena y la notacion con sufijos, nos quedara:

dr Ordu Ordv Ordw ;
—=—— 4+ ——+ —— = 1(t) = u(t)e, + 0(t)e, + w(t)e, = u'(t)e; 1.24
i dudt Tovar Towar )= et iltestite, = itler  (1.24)

Se tiene asi que la base {e;} sera la adecuada para tratar con vectores tangentes a curvas.
La longitud de la curva v se obtendra integrando |f| respecto de ¢ en el intervalo I. Usando
la ecuacion (1.14) podemos expresar este modulo en funcién de los términos g;;:

2

|i’| =71T = ulei . Qljej = glju’uj

Si ahora damos el intervalo I como a <t < b, la longitud de v vendra dada por:

b
L:/ (gijiti?) 2 dt (1.25)

Podemos también generalizar el concepto de diferencial de volumen clasico (definido como
ds®> = dx* + dy* + dz?) partiendo de la version infinitesimal de la ecuacion (1.24), que
serd dr = du'e;. Multiplicindolo por si mismo podemos hallar la expresiéon que nos dara la
distancia entre dos puntos cuyas coordenadas difieren un elemento du’:

ds® = dr-dr = du'e; - du’e; = g;; du'du’ (1.26)

Esta expresion también se puede ver como una generalizacion del Teorema de Pitagoras.
El término g;; du‘du’ recibe el nombre de elemento de linea, e integrandolo a lo largo de la
curva podemos obtener la longitud de ~.

Para tratar los gradientes partiremos de una funcion ¢ (u, v, w) a la cual le hallaremos
el gradiente respecto de z, y y z sustituyendo de la misma forma que utilizamos en (1.5).
Aplicando la regla de la cadena de forma analoga a la que se ha hecho con las tangentes y
abreviando con las expresiones (1.7) y la notacion con sufijos, llegaremos a:

donde se puede apreciar claramente que las derivadas parciales % son las componentes

de V¢ respecto de la base dual {e'}. Otra apreciacion importante es que podemos representar
la derivada parcial de dos formas diferentes que nos permitiran escribir esto de una forma
mas compacta. La primera serd sustituir gf por 0;¢, v la segunda consistird en denotar la
derivada como ¢, lo cual nos permite reescribir la expresion (1.27) como:

Vo =dipe =¢,e (1.28)

De aqui deducimos que la base dual {e’} serd apropiada cuando tengamos que trabajar
con gradientes de campos escalares.
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1.4. Transformacién de coordenadas en espacios euclideos

Supongamos que tenemos dos sistemas de coordenadas curvilineas en un espacio euclideo
a los que denotaremos por (u, v, w) y (v, v/, w’). Para hablar de ellos los denominaremos
coordenadas apostrofadas y sin apostrofar. Vamos a estudiar la forma como las componentes
de un vector respecto de una base definida por un sistema de coordenadas se transforma,
pasando asi de un sistema al otro. Las bases también se transforman en base a este criterio,
teniendo asi que {e;} seria la base natural en el sistema apostrofado y {ei'} la dual. Asi, si
tenemos un vector X, sus coordenadas contravariantes respecto de la base natural serfan \¥
v las covariantes respecto de la base dual serian \;. Esto nos permite escribir este vector de
la forma:

A=X\ey, A= \e’ (1.29)

En una region del espacio cubierta por ambos sistemas de coordenadas, tendremos ecua-
ciones de la forma v’ = ¥ (u?), dando las coordenadas apostrofadas en funcién de las no
apostrofadas, relaciéon que podemos invertir para obtener u' = u’ (uj/). Aplicandole la regla
de la cadena a la derivada del vector r, nos queda:

or or ou”
ol Out ui
que, teniendo en cuenta que hemos definido los vectores de las bases como e; = 5‘?:1- y
ey = %, nos permite reescribir la ecuacion anterior como:

e; =Uley (1.30)

./
;! . o1 - . 7 . 1 -
donde U es una forma abreviada de escribir la derivada %?7. Esto nos permite escribir el
. . v ., sz
vector A de la forma A = Me; = MUj ey, que, combinéndolo con la expresion (1.29), nos per-
mite obtener la siguiente relacion, que es la formula de transformacion para las componentes

contravariantes de un vector:

AN =UN (1.31)
Si repetimos lo mismo para las coordenadas covariantes y la base dual para un vector

p dado (teniendo en cuenta que los vectores de esta base son gradientes), nos saldran unos

. . ] 1. R . . J
términos U} utilizados para escribir de forma abreviada las derivadas g;‘i,
transformacion para las componentes covariantes siguiente:

y la formula de

e = Ul (1.32)

Para hallar las transformaciones inversas hay dos rutas. La primera de ellas pasa por
admitir que la cantidades apostrofadas y no apostrofadas estan en igualdad de condiciones,
lo que nos permite intercambiarlos libremente en los sufijos. Obtenemos asi las siguientes
relaciones para transformar los vectores de la base y para las componentes respectivamente:

ey =Ule;, e =Ule (1.33)

11



-/

N =UN", py=U/ py (1.34)

La segunda ruta pasa por observar que la regla de la cadena nos proporciona la siguiente
regla:

krri' _ sk
luego, aplicandolo a la ecuacion (1.31), nos queda:
USN' = USUIN = 8N = \F
que es la primera de las dos ecuaciones de (1.34). La segunda viene de aplicarle lo mismo
a la ecuacion (1.32):
Ui i = Uy Uiy = Gpty = i

Todo esto también puede tratarse de forma matricial. Las matrices jacobianas asociadas
al cambio de coordenadas son U = [Uﬂ yU = [U]’f,], que son ortogonales y verificaran

que U = U~'. Si llamamos a los vectores L = [\, I’ = [N'], M = ] y M’ = [uy], las
componentes contravariantes y las covariantes transformadas son, respectivamente:

LI'=UL,L=UL

M =UM,M=UM

Para los elementos de la forma g;;, sus transformados en el sistema de coordenadas apos-
trofado seran g;;; = ey - e;. Usando la ecuacion de transformacion para bases, tenemos que:

Girjr = €y -€jr = (Uﬁek) . (U]l-,el) = UZ!fU;,ek = UilfU]l-,gkl (1.36)

Esto nos permite definir la regla de transformacioén para los g;;, y haciendo algo similar
pero con 2 elementos de matriz jacobiana tenemos la de los ¢%:

g’ = U;'Ug’ g" (1.37)

Estos g;; reciben el nombre de tensor métrico, ya que nos da acceso a las propiedades
métricas como la longitud de los vectores.

1.5. Superficies en un espacio euclideo

Una superficie X en un espacio euclideo se obtiene paramétricamente expresando las
coordenadas cartesianas z, y y z como funciones de dos parametros v y v:

r=z (u,v) , y=y (u,v) , 2=z (u,v) (1.38)

En un principio, estos dos parametros se pueden eliminar para obtener una ecuacién para
Y delaforma f (z, y, z) = 0. Sin embargo, nos centraremos en el uso de dichos parametros y

12



Figura 1.1: Plano tangente a la superficie X en P.

en observar las similitudes (y diferencias) entre su uso para etiquetar puntos en una superficie
v en su utilizacion en las coordenadas curvilineas u, v y w para etiquetar puntos en el espacio
euclideo.

El vector de posicion r de los puntos de X' se puede dar como una funcién de los parametros
combinando las ecuaciones (1.38) en una tnica ecuacion vectorial:

r=z(u,v)i+y(u,v)j+ 2z (u,v)k

Al igual que con las curvas coordenadas, ahora tenemos dos curvas paramétricas en cada
punto de Y. La primera se obtiene manteniendo v constante y tomando u como variable, y la
segunda fijando u y variando v. Luego, en un punto P de coordenadas (ug, vg), las dos curvas
paramétricas vienen dadas por:

r=2x(u,v9)i+y(u,v)j+ 2z (u,v9) k

r:x<u07v)i+y(u07v)j+Z(u07v)k

Las derivadas parciales % g—; evaluadas en el punto (ug,vp) nos dan los vectores tan-

gentes a estas dos curvas en el punto P (e, y e,, respectivamente). Estos dos forman el plano
tangente a X' en el punto P, tal y como se puede ver en la imagen (ver Figura 1.1).

Un campo vectorial a una superficie ) es una asignaciéon de un vector A a cada punto de
tal forma que este es tangente a 3. Podemos apreciar que el vector en cada punto P de la
superficie esté en el plano tangente en P, por lo que podemos asociar A a la base {e,, e,}
dada por los vectores tangentes, que se llama base natural para los planos tangentes:

A= \e, + \e, (1.39)

También existe una base dual, pero esta no se define de una forma tan sencilla a partir
de los gradientes de las coordenadas. Cada parametro u, v proporciona un campo escalar en
XY,y son los gradientes de estos campos los que nos proporcionan la base dual {e*, e"}. Estos
gradientes son normales a las curvas de nivel que pasan por P y apuntan en la direccion
creciente de u y v, de donde se puede deducir que los vectores e* y e” son ortogonales a
los vectores de la base natural e, y e, respectivamente. Todo esto se puede apreciar en la
siguiente imagen:

13



Figura 1.2: Las bases natural y dual en un punto P de X

Esto nos permite observar que

e'-e, =0,¢e"-¢e,=0 (1.40)

Ahora fijamos las longitudes de los vectores imponiendo que tengan un modulo igual a la
unidad:

e-e,=1,¢€e"¢e,=1 (1.41)

Si ahora usamos la notacion de sufijos con A, B, ... tomando los valores 1 y 2, entonces
los parametros u y v se convierten en u”, la base natural en {e,} y la dual en {ez}. Podemos
combinar asi las ecuaciones (1.40) y (1.41) para dar lugar a:

e’ -ep =05 (1.42)

que es la ecuacion analoga para superficies de (1.11). Podemos introducir asi el tensor
métrico definido de la forma gap = e4 - ep, y a partir de él también podemos definir el tensor
g8 = e?-eP. Con estos dos tensores podemos reescribir muchas de las ecuaciones de la
seccion 2.2, y también tenemos:

ey = gABeB , e = gABeB (1.43)

Estas dos ecuaciones nos dan una forma rapida de obtener la base dual a partir de la
natural y viceversa. Si ahora escribimos estos dos parametros dependiendo de otro parametro
t € I, nos quedara que u? = u”(t), que seran diferenciables. Con esto podemos obtener una
curva v en la superficie X cuyo vector tangente tiene unas componentes u” respecto de la
base natural. Podemos asi definir la longitud L de dicha curva como:

b
L:/ (gapia®) " dt (1.44)

donde a <t < b nos da el intervalo I. Para puntos del entorno de Y, cuyos parametros
de diferencia son du?, la distancia que los separa ds viene dada por:

ds® = dr - dr = g,pdu®du® (1.45)
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que define el elemento de linea para Y. Podemos asi adaptar muchos de los conceptos que
se han visto con anterioridad a superficies, donde ahora los pardmetros u” juegan el papel de
las coordenadas. Sin embargo, hay una diferencia notable entre ambas cosas: la geometria de
los espacios euclideos es euclidea, mientras que la de una superficie no tiene por qué serlo (a no
ser que sea una superficie plana). Otra diferencia notable es que los campos vectoriales estan
contenidos dentro del propio espacio euclideo, mientras que en una superficie los vectores no
estan contenidos en ella, pero si que son tangentes.

1.6. Variedades

Una variedad es un ente matematico que generaliza los conceptos de curva y superficie a
cualquier dimensiéon. Trataremos con variedades N-dimensionales, que estan caracterizadas
por puntos que pueden ser etiquetados por un sistema de N coordenadas reales z', 22, ...,
2V, de tal forma que la correspondencia entre los puntos y las etiquetas es biyectiva. No
es necesario que toda la variedad M esté cubierta por un tnico sistema de coordenadas, al
igual que tampoco tratamos ningin sistema con méas preferencia sobre otros. Generalmente
tendremos un conjunto de sistemas de coordenadas recubriendo la variedad entre todos ellos,
y todos estardn en igualdad de condiciones. Si se produce un solapamiento de dos sistemas
de coordenadas en una region, entonces podremos obtener unas ecuaciones que nos den las
coordenadas de uno de los sistemas en funcién de las del otro. Por tanto, si las coordenadas
z* cubren una region U y las coordenadas z* cubren una region U’ (con interseccion no
nula), entonces las coordenadas de los puntos en la region de solapamiento vienen dadas por:

% = 2% (xl, 2, .., xN) (a=1, .., N) (1.46)

Estas relaciones se pueden invertir para obtener cada z® en funcién de las coordenadas
2

= x? (:1:1/, R xN/) (a=1, .., N) (1.47)

Podemos asumir que las funciones involucradas son diferenciables, de tal forma que las

derivadas parciales X = %x—;b, y Xy = % existan. Esto significa que M es una variedad

diferenciable. La matriz N x N [X,ﬂ es el jacobiano asociado a las ecuaciones (1.46), las
cuales nos permiten pasar de las coordenadas 2% a % . Como estas ecuaciones son invertibles,
entonces el jacobiano es invertible, por lo que su determinante serd no nulo en cualquier
punto de la region de solapamiento. La matriz [ X[ es asi el jacobiano de las transformaciones
inversas, verificindose que ambas matrices son la inversa de la otra. Por la regla de la cadena,
y teniendo en cuenta que podemos cambiar el papel de las coordenadas apostrofadas y las
no apostrofadas:

Xp XY =0 (1.48)

XP X5 = 5¢ (1.49)

- Y
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El hecho de que el determinante sea no nulo nos permite definir un nuevo sistema de
coordenadas a partir de unas ecuaciones como (1.46). Para ello, supongamos que queremos
introducir un nuevo sistema de coordenadas expresando z% como funciones diferenciables
de las antiguas coordenadas x® y que existe un punto P en el que el jacobiano det [Xg’}
es no nulo. El teorema de la funcion inversa nos dice entonces que P tiene un entorno U’
en el que la aplicacion entre las antiguas coordenadas y las nuevas sea biyectiva. Como la
correspondencia entre los puntos de la variedad y las coordenadas x® es biyectiva, entonces
la correspondencia en U’ entre los 2% y los puntos de la variedad es biyectiva, por lo que
actuan como coordenadas en U’.

A la hora de hablar de vectores y campos vectoriales en una variedad, lo que se hara
serd, definirlos como objetos con N coordenadas que, bajo un cambio de coordenadas, se
transformen de tal forma que generalicen las ecuaciones (1.31) y (1.32) para componentes
vectoriales en espacios euclideos. Se definen asi los vectores contravariantes en un punto
P como un objeto de N componentes A\* que, bajo un cambio de coordenadas en P, se
transforman de acuerdo con:

AT = XT N (1.50)

donde las derivadas parciales se evalian en P. De forma analoga, un vector covariante se
define a partir de sus componentes fi, como:

fta = X5 (1.51)

1.7. Campos tensoriales en variedades

Supongamos que, para cada sistema de coordenadas en un punto P de una variedad M,
existen N"% cantidades asociadas Tyl 5 que, bajo un cambio de coordenadas, se transforman
de acuerdo con:

T = XL XX X (152)
donde los jacobianos estéan evaluados en P. Entonces las cantidades 7,7 """ son las com-
ponentes de un tensor de tipo (r, s) en P. La suma (r + s) suele llamarse rango u orden del
tensor. En los casos en los que r = 0 0 s = 0, el tensor solo tendria subindices o superindices
respectivamente. Se dice asi que los tensores de tipo (r, 0) son tensores contravariantes de
rango r, mientras que los de tipo (0, s) son tensores covariantes de rango s. Si tanto r como s
son no nulos, decimos que el tensor es mixto. Los vectores contravariantes y covariantes estan
incluidos en la definicion de tensor, siendo asi tensores de tipo (1, 0) y (0, 1) respectivamente.
Los escalares son tensores de tipo (0, 0).

Si para cada region N-dimensional V' en M tenemos definido un tensor de tipo (r, s),
entonces tenemos un campo tensorial en V. Sus componentes se pueden ver como funciones
de las coordenadas que se usaron para etiquetar los puntos de V. Si estas funciones son
diferenciables, entonces podremos decir que el tensor serd diferenciable. Si tuviésemos los
tensores definidos a lo largo de una curva v pero no en todo M, entonces tendremos un
campo tensorial a lo largo de 7, pudiendo definir sus componentes como funciones de t, el
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parametro usado para etiquetar los puntos de 7. Para una superficie X' en M el razonamiento
es analogo, solo que aqui las componentes de los tensores dependeran de dos pardmetros u y
v en lugar de depender de uno.

Veamos ahora algunas operaciones con tensores. La primera es la aditividad: la suma de
dos componentes de dos tensores del mismo tipo da lugar a componentes de un tensor del
mismo tipo. La segunda es el producto por escalares: la multiplicacién de cada componente
del tensor por un escalar nos da un tensor del mismo tipo que el inicial. La tercera es la mul-
tiplicacion de dos tensores, que recibe el nombre de producto tensorial. Las componentes del
tensor resultante se obtienen multiplicando las componentes de los dos tensores involucrados,
formando asi todos los posibles productos.

La cuarta operacion es la contraccion. Se puede aplicar a cualquier ente con superindices
y subindices, pero su aplicacién mas caracteristica se obtiene al aplicarse a las componentes
de un tensor. Consiste en seguir el convenio de suma cuando hay un superindice y un sub-
indice iguales. Si hay r superindices y s subindices, entonces existen rs formas de hacer la
contraccién. La importancia que tiene esta operacién en tensores radica en que, si el tensor
inicial era de tipo (r, s), entonces tras contraerse sera un tensor de tipo (r — 1, s — 1). Puede
combinarse con el producto tensorial.

Otra propiedad interesante de los tensores es la simetria. En el caso de un tensor de
tipo (0, 2), este serd simétrico si sus componentes cumplen que 7,, = Tp,. Si verificase que
Tab = —Tpa, €Dtonces se dice que el tensor es antisimétrico.

Veamos ahora como se pueden asociar tensores de diferentes tipos contrayendo con el
tensor métrico contravariante o el covariante. Supongamos que la variedad tiene un tensor
métrico cuyas componentes son ¢.,. Este tensor es simétrico, verificando que gop = Gpa, ¥
ademés es regular, por lo que la matriz [g,] tiene una inversa [g“b] que también serd simétrica
y cuyas componentes verifican que:

9 gpe = 6° (1.53)

Supongamos ahora que a® y 5 son las componentes de dos vectores contravariantes, y
definamos ahora A\, y p, de la forma \, = gupa®, jta = gap/3°. Por la regularidad del tensor
métrico, A\, v i, son las componentes de dos vectores covariantes. Con estos vectores se
verificara que:

9" Natty = 9% Gac@® GpaB? = 83 gac Bt = gaca” B

que es un tensor de tipo (0, 0). Aplicamos a este resultado el llamado teorema del cociente,
que nos dice que el tipo de un tensor que ha perdido sufijos por contraccion es el del tensor
inicial, por lo que el tensor g%° es de tipo (2, 0).

Los tensores métricos suelen ser utilizados para subir o bajar los sufijos, y se dice que dos
tensores estan asociados si se pueden obtener subiendo o bajando los sufijos. Por ejemplo,
podemos transformar un tensor de tipo (1, 2) en uno de tipo (2, 1) utilizando el tensor métrico

contravariante, y ambos tensores estardn asociados: Tabc = gadebC.
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1.8. Propiedades métricas

El campo tensorial métrico g, nos proporciona un producto interno g, A\%u® para vectores
A%y u® en cada punto P de M. Al igual que en el espacio euclideo, hay cuatro formas de
escribir este producto interno:

G\ 1’ = g Napty = Naft® = N1 (1.54)

Este producto interno suele ser definido positivo, es decir, gpAA® > 0 para cualquier
vector \*, dandose la igualdad tnicamente si A*> = 0. Sin embargo, para estudiar el espacio-
tiempo en la Relatividad General debemos relajar esta hipotesis, y simplemente diremos que
el tensor métrico es regular, de tal forma que es invertible. Una variedad que posee un campo
tensorial definido positivo se dice que es riemanniana, mientras que si es indefinido se dice
que es pseudoriemanniana. Con esto ya estamos en condiciones de definir nuevos conceptos
que nos pemitirdn tratar con estas propiedades métricas extendiendo y generalizando las
propiedades vistas para espacios y superficies euclideos.

Definimos la longitud de un vector A\* como

1/2

|ga XX % = g A M| 2 = (AN [ (1.55)

Un vector unitario es aquel cuya longitud es uno. Sin embargo, si g, fuese indefinido,
podria darse que [A\,A\?| = 0 para A # 0, en cuyo caso decimos que A\® es un vector nulo. El
angulo 6 entre dos vectores no nulos \* y u* viene dado por:

B Gap A 1

|9ea N2 | gep e |2

que generaliza la formula que daba el angulo entre dos vectores Ay p en espacios euclideos.
Si el tensor métrico fuese indefinido, esta formula podria llevarnos a |cos @] > 1, dando asi
un valor no real de 6.

Dos vectores son ortogonales si su producto interno es cero. Esta definiciéon tiene sentido
incluso si uno de los dos vectores (o ambos) es el vector nulo.

En una variedad M, una curva « viene dada por x* = x%(t), con t € I, y definiamos el
vector tangente a cada punto como % = ddi:. Si el intervalo I viene dado por a <t < b,
entonces la longitud de v podemos definirla como:

cos 0 (1.56)

b
L:/ | g% dt (1.57)

Esta definicion de longitud no depende de las coordenadas, y ademés no depende de la
forma de la que la curva estd parametrizada. Si el tensor métrico es indefinido g.,4%4° podria
ser negativo, de ahi que se defina con el modulo. Si este factor fuese nulo en todos los puntos,
tendriamos una curva de longitud cero llamada curva nula.

Podemos definir la distancia ds entre puntos cercanos cuya diferencia de coordenadas sea
pequena. Esto puede verse como puntos en una curva cuya diferencia 0t es pequena y, como
en primer orden dz% = %dt, la definiciéon de distancia quedaria asi como ds% = |gab5x“5a:b‘.
La version infinitesimal de esto es:
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ds® = | gapdada’ (1.58)

Esto define el elemento de linea de la variedad M. La variedad que se utiliza en Relati-
vidad General es una variedad pseudoriemanniana cuyo tensor métrico es g,,, que tiene una
indefinicion caracterizada por (+ — ——). Esto quiere decir que, si adoptamos un sistema de
coordenadas que nos deje el tensor métrico en un punto P |g,, |, como una matriz diagonal,
entonces un elemento de la diagonal seria positivo y los otros tres negativos. Podemos asi
describir cualquier vector no nulo como:

temporal >0
nulo 51 g A'A” ¢ =0
espacial <0

Estos términos también se asocian a curvas, diciendo asi que una curva es temporal si su
vector tangente es temporal. Las curvas espaciales y nulas se definen de forma analoga.
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Capitulo 2

El espacio-tiempo en Relatividad
General y trayectorias de particulas

Einstein postuld que los efectos gravitatorios se podian explicar con la curvatura del
espacio-tiempo, y que, como consecuencia, la gravedad no debia ser considerada una fuerza.
Empezaremos el tema introduciendo las geodésicas, que nos permitirin entender cuél es
el camino mas corto entre dos puntos en un espacio curvado. Veremos que, localmente, el
espacio-tiempo de la Relatividad General serd como el de la Especial, pero en escalas mas
grandes este se curvard, pudiendo calcular esta curvatura a partir de lo que se conoce como
desviacion geodésica.

Al pasar de la teoria de Einstein a la teoria de Newton como una aproximaciéon tendremos
que hacer dos cosas: pasar a una forma no relativista de ver las cosas y explicar los efectos
de la curvatura del espacio-tiempo con un sistema tridimensional de coordenadas espaciales
y una dimension temporal. Es aqui donde surgiran dos conceptos importantes como son la
derivada absoluta y la covariante. Por iltimo, obtendremos una aproximacion del potencial
gravitatorio para velocidades pequenas en comparacion con la de la luz.

2.1. Geodésicas

Una geodésica en un espacio euclideo es simplemente una linea recta que puede carac-
terizarse como la curva maés corta entre dos puntos. Esta caracterizacion se puede extender
a una variedad, donde el campo del tensor métrico nos da la longitud de la curva utilizan-
do la integral (1.57). Sin embargo, cuando el campo del tensor métrico es indefinido esto
presenta algunos problemas, ya que podemos tener curvas con longitud nula. Surge asi un
nuevo concepto que usaremos para definir la curvatura de las geodésicas en una variedad: la
rectitud.

Una linea es recta si todos sus vectores tangentes apuntan en la misma direccion. Si
usamos la longitud de arco s medida desde algin punto base de la linea como parametro,
entonces los vectores tangentes A = r(s) tienen una longitud constante (por ser vectores
unitarios), algo que se puede expresar de la forma

dx

=0 (2.1)
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Veamos la forma que adopta esta ecuacion cuando usamos como coordenadas arbitrarias
u' y como base natural asociada {e;}. Si ponemos A como XA = A\'e; y usamos los puntos para
aclarar que estamos derivando respecto del pardmetro s, nos queda:

0— @ _ d(\e;)
ds ds
Obtenemos de aqui el término &;, que podemos expresar de la forma &; = 9;e;47. Los
vectores 0;e; generalmente son no nulos, luego podemos asociarlos en cada punto del espacio
a la base {e;}, de tal forma que:

_ Tk
8jei = Fijek

Esto nos da lugar a 27 términos FZ’; definidos en cada punto del espacio. Teniendo en
cuenta todo esto, la ecuacion (2.2) queda:

(X‘ + F;'.kAfuk) =0 (2.3)

. s i i .
Como \' ="' = ‘ilis, tendremos que las componentes ‘Zis del vector tangente de la linea
recta satisfacen:

d?ut o du? duf

ds? *ds ds

Para que esta ecuacion tenga algin significado, tenemos que expresar F;k en funcion de
cantidades que conozcamos. Como

~0 (2.4)

_PPr Or
C Owout Quloud

Si ahora hacemos el producto escalar con €', obtendremos la siguiente propiedad de si-
metria:

_ k _ 7k
8]‘62‘ = 8iej = Bjek - ]jjiek

I _ 1l
r,=rl, (2.5)

Usamos ahora que g;; = e; - ; para obtener:

m m
Orgij = Ore;-e; +e;-Ore; = I}'e, e +e;- I e,

Usando el tensor métrico, esta expresion se nos reduce a:

Okij = I gmj + L'k gim (2.6)

Renombrando los sufijos, nos queda:
0igjk = L7 Gmr + L} Gjm (2.7)

0jgrki = Flg}gmi + CTgkm (2.8)

Sumando las ecuaciones (2.6) y (2.7), restandole la (2.8) y utilizando la simetria tanto en
I/} como en g;; nos queda:
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2177 Gmj = Okgij + 0tgji — O;Gni

Contrayendo con %glj obtenemos:

1 ,.
Flii = 59” (Okgij + 0igjx — Oj9ki) (2.9)

Esta ecuacion junto con la (2.4) recibe el nombre de ecuacion de las geodésicas en el
espacio euclideo. Si en vez de usar la longitud de arco utilizdsemos un parametro t para
parametrizar la linea recta, entonces esta ecuacion adopta una forma mas complicada. Sin
embargo, para parametros relacionados con la longitud de arco s por una ecuacion de la forma
t = As + B, donde A y B son constantes (A # 0), entonces la ecuacion de las geodésicas
adopta la misma forma que cuando usamos s:

d*u’ . du? du®

az g d

Estos parametros cuya ecuaciéon de las geodésicas tiene esta forma se llaman parametros
afines. Para un parametro afin, % es constante, por lo que recorre la geodésica a una velocidad
constante. Para obtener una soluciéon particular, necesitamos seis condiciones. Suelen tener la
forma de un punto y una direccién iniciales o un punto inicial y otro final para la geodésica.
Usando todo esto, podemos definir una geodésica afinmente parametrizada en una varie-
dad N-dimensional riemanniana o pseudoriemanniana como una curva dada por z%(u) que

verifica:

—0 (2.10)

d*z® da® dz*
—5 T lpe—m—=— =0 2.11
du? b du du (2.11)
donde los N3 coeficientes I, estan dados por:
a 1 ad
Iy = 59" (Ogac + OcGba — Dagee) (2.12)

2
Estas cantidades reciben el nombre de coeficientes de conexion y, al igual que sus contra-
partes euclideas tridimensionales, cumplen la relacién de simetria siguiente:

Iy =1y (2.13)

Se puede ver que, a medida que nos movemos por una geodésica afinmente parametrizada

? ?
. . a . 7 P

la longitud del vector tangente ¢ = dc'ziu permanece constante, v si ademaés la geodésica es
no nula entonces el parametro afin esta relacionado con el de la longitud de arco s por:

u=As+ DB (2.14)

donde A y B son constantes (A # 0). Las geodésicas nulas afinmente parametrizadas no
pueden ser parametrizadas con s porque sus vectores tangentes ¢ verifican gq2%a® = 0.

Para obtener las ecuaciones paramétricas x* = x%(u) de una geodésica afinmente para-
metrizada, debemos resolver el sistema de ecuaciones diferenciales (1.11). Estas ecuaciones
son de segundo orden, y requieren 2N condiciones para determinar una solucion tnica. Unas
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condiciones adecuadas consistirian en especificar las coordenadas z{ de un punto de la geo-
désica y las componentes z del vector tangente en ese punto. Para resolver estas ecuaciones
tan complejas a priori utilizaremos un procedimiento que también nos proporcionaré los I
de forma indirecta.

Consideremos el lagrangiano L (i€, 2¢) = g, (2¢) 2%, que podemos ver como una funcion
de 2N variables independientes x¢ y £¢. Las ecuaciones de Euler-Lagrange para un lagrangiano

s0on:
d (L 0L
du (8170) T owe Y (2.15)

Para el lagrangiano dado, estas ecuaciones se reducen a las ecuaciones de las geodésicas,
como veremos a continuacion:

oL 1 1
:_ada-b _a'a(sb:c-b
Gie  9Ja0cT T 59abT 00 = Jebl
oL 1
= _ac abT” i
dre 20t T
Las ecuaciones (2.15) quedan asi:
d(gat®) 1 . 1
(g—b) . cgabj;ajjb =0 = gcbj}b + aagcbmaj;b - _acgab*%aj;b =0
du 2 2

Pero 0,922 = % L Gepoa? + %&gcax'“x'b, con lo que nos queda que:

) 1 a-
gcbxb + 5 (aagcb + 8bgca - acQab) X xb =0

Nos queda asi que la ecuacion de Euler-Lagrange se reduce a:

9o + Dgpd®i® = 0 (2.16)

Subiendo el sufijo ¢ de I'.,, nos queda que:

i+ IS =0 (2.17)

Estas son las ecuaciones de las geodésicas afinmente parametrizadas. Estas ecuaciones nos
permiten obtener un resultado de bastante utilidad. Si g4 no depende de una coordenada
particular ¢, entonces la ecuacion (2.15) nos dice que:

a oy,
du \ 9z )
oL

lo cual quiere decir que 777 es constante a lo largo de una geodésica afinmente parame-
trizada. Pero % = gad®, lo que nos lleva a que p; = gad® es constante a lo largo de una
geodésica afinmente parametrizada. Al igual que en la mecéanica lagrangiana con los mo-
mentos generalizados, ahora podremos decir que una coordenada que no tiene gq es ciclica.
Poder afirmar que p; = constante cuando x¢ es ciclica nos da integrales inmediatas de las
ecuaciones de las geodésicas, ayudando bastante a la resoluciéon del problema.
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Figura 2.1: Campo de vectores paralelos generado por transporte paralelo

2.2. Vectores paralelos a lo largo de una curva

La forma de caracterizar tanto una linea recta en un espacio euclideo como una geodésica
en una variedad estd relacionada con el transporte paralelo de un vector a lo largo de una
curva. Sea « una curva tridimensional en el espacio euclideo definida paramétricamente como
u'(t) y sea Py con un valor del parametro ¢, un punto inicial de v donde tendremos un vector
Xo- La idea del transporte se basa en mover este vector Ay a lo largo de la curva sin modificar
ni su modulo ni su direccion, obteniendo asi un vector paralelo A(t) en cada punto de A,
como se aprecia en la Figura 2.1. Se obtendra asi un campo de vectores paralelos a lo largo
de v generado por el transporte paralelo de Ay a lo largo de la curva.

Como el modulo y la direccion de A(t) no cambian a lo largo de v, se cumplira que:

dA

T

La condicion inicial de dicha ecuacion seria A(tg) = Ag. Si hacemos con esta ecuacion lo

mismo que hicimos con la ecuacion (2.1), llegaremos a algo como (2.3), que nos dice que las
componentes \" del vector transportado satisfacen:

0 (2.18)

N+ TN =0 2.19
jk

con los coeficientes de conexion dados por (2.9). Esta es la ecuacion para componentes
de la ecuaciéon de transporte paralelo de un vector a lo largo de una curva en un espacio
euclideo. Su generalizacion para un vector contravariante A* a lo largo de una curva v en una
variedad N-dimensional con un campo tensorial métrico g,; esta dado por:

A4 TN =0 (2.20)

donde los coeficientes de conexion estarian dados por (2.12) y ©* es el vector tangente
resultante de la parametrizacion de z%(u) en . La definicion de geodésica afinmente para-
metrizada de la seccidén anterior nos permite afirmar que esta es una curva caracterizada por
que sus vectores tangentes * forman un campo de vectores paralelos a lo largo de si misma.

En las variedades curvadas, el transporte paralelo es muy diferente al de los espacios
euclideos, ya que dependera del camino seguido: el vector obtenido al transportar un vector
dado desde un punto P hasta un punto () depende del camino tomado entre dichos puntos.
También se puede observar que, si la curva a lo largo de la cual el vector se transporta es
una geodésica, entonces el angulo entre dicho vector y el tangente a la geodésica permanece
constante, como se vera mas adelante.
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Otro aspecto a tener en cuenta radica en lo que pasaria al transportar paralelamente
un vector a lo largo de una curva cerrada de longitud pequefia. Localmente, la superficie se
comporta como si fuera plana, y es el estudio sobre regiones més amplias del espacio la que
nos proporciona una forma de medir la curvatura.

Los coeficientes de conexion I} nos definen una conexion entre los espacios tangentes en
diferentes puntos de la variedad (de ahi su nombre), permitiéndonos asi asociar un vector en
el espacio tangente con un vector paralelo a este en otro punto. Para puntos muy separados
esta asociacion dependeria del camino seguido, pero para puntos de un entorno cercano la
asociaciéon serd tnica, como veremos a continuacion.

Supongamos que P (con coordenadas z%) y @ (con coordenadas z* + 0x®) son dos puntos
cercanos. Sea 7y una curva cualquiera parametrizada entre P y (), donde P tendra asociado
un parametro v y @ un pardmetro u + du, y sea \* = A% 4+ 6% el vector en ) paralelo al
vector inicial A en P. Como el vector en () procede del transporte paralelo de A> en P a lo
largo de la pequena curva que los une, tenemos que:

d\*
N =~ )
du “
De la ecuacion (2.20) obtenemos despejando que % = —Flfc)\b%, que sustituido en la
expresion anterior de A\* nos da:
Ya a a bdl.C a a\bs,.c
A\ _Fbc/\d oum AN — I Nz (2.21)
U

Tenemos asi para primer orden en dx® una aplicaciéon lineal entre el espacio tangente Tp
y el espacio tangente T¢ que nos lleva el vector tangente en P de componentes A* al vector
paralelo en () cuyas componentes son A% = A%\’ donde:

A2 = 60 — [52° (2.22)

Esta aplicacion sera utilizada a la hora de definir las derivadas absoluta y covariante.

Al tomar la ecuacion (2.20) como la ecuacion que define el transporte paralelo de un vector
contravariante a lo largo de una curva en una variedad no se ha tenido en cuenta la inde-
pendencia de coordenadas. Si usamos un sistema de coordenadas apostrofado, el transporte
paralelo de un vector \* verificara:

/

A+ T A =0 (2.23)
donde

’ 1 ..
ZJC}C/ = §ga d (ab/gdlcl + 8C/gb/d/ — 8d’gb/c/) (224)

Para ver si esto cambia el campo de vectores paralelos, veremos que, en primer orden y
con diferencias entre coordenadas pequenas, la aplicacion entre Tp y Ty dada por la ecuacién
(2.21) no depende del sistema de coordenadas usado. Para ello, tendremos que ver que, si

!

A=\ — T A 6

entonces
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X (X5), = X
donde (X7), es la derivada parcial Oa”
podemos decir que, en primer orden:

<L evaluada en @). En funcién de los valores en P,

(XS/) - XS/ _'_Xg/a/axd/

donde X, = %, con lo que nos queda ver que:

(Aa’ . r;;,xb/axd) <X§/ + Xg/a/éxd/> — \° =T, M50
Pero \¥ X ¢ = A% lo que nos permite simplificar la ecuaciéon anterior en primer orden a:
XGu X" 02" =I5, XEN 627 = —T§ N 629
que es equivalente a:
(F;;, — I XY XIXS - X4, X ) XN §2¢ = 0 (2.25)

con X)X = Ay (en primer orden) X%z = dz9. Usando ahora las ecuaciones (2.12) y
(2.24), podemos ver que los coeficientes de conexion se transforman de acuerdo a:
b =i X3 X)X+ X5, X5 (2.26)

Luego la condicion (2.25) se satisface, lo cual nos establece la condicion de independen-
cia de las coordenadas en un transporte paralelo. Como podemos expresar la definiciéon de
la geodésica en funcion del transporte paralelo, deducimos que esta definicion también es
independiente de las coordenadas.

Veamos a continuacion una formula que nos relacionara los coeficientes de conexion I3
con las cantidades [, definidas como

1
Fabc = 5 (abgac + acgbzz - aagbc) (227)

Los nombres tradicionales de I, y I son simbolos de Christoffel de primer y segundo
tipo respectivamente. De la ecuacion (2.12) podemos ver que:

Fl:: = gaddec (228)

Con un pequeno calculo, obtenemos también que:

Fabc = gadrbdc (229)

Sumando [ ype v e llegamos a:

acgab = Fabc + Fbac (230)

Esta ecuacion nos permite expresar las derivadas de las componentes del tensor métrico
en funcion de los coeficientes de conexion.
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2.3. Diferenciacion absoluta y covariante

En esta seccion estudiaremos qué es lo que pasa cuando diferenciamos un campo tenso-
rial en una variedad M. Podemos ver las componentes del campo como unas funciones que
dependen del pardmetro v usado para etiquetar los puntos de la curva, y podemos considerar
sus derivadas respecto de u. Sin embargo, estas derivadas no son las componentes de un
tensor. Para poder derivar respecto del caracter tensorial de los campos este tiene que ser
modificado, lo que, aplicado a lo largo de curvas, nos lleva a la idea de la derivada absoluta.
Tras esto, consideraremos campos tensoriales definidos en una regién cubierta por un siste-
ma de coordenadas, donde podemos ver las componentes como funciones de las coordenadas.
Aqui se modifican las derivadas parciales para respetar el caracter tensorial, dando lugar asi a
las derivadas covariantes. Ambos tipos de derivadas dependerén del concepto de paralelismo
previamente estudiado.

Supongamos que tenemos un campo vectorial \*(u) definido a lo largo de una curva v dada
paramétricamente por z%(u). Las N cantidades CZ\—: no son las componentes de un vector. Para

verlo, usaremos un sistema de coordenadas apostrofadas y nos fijaremos en las cantidades
/
dA(l

5— para ver cOmo se relacionan con las %. Estas cantidades apostrofadas vendran dadas
por:
A\ d(XEN) s (AN ;[ dxt
= =XP )+ X2 =)\ 2.31
du du b\ du + e du ( )
82$a/

”, . . / . . a
El término que contiene a Xj, = 755~ desapareceria si los % fueran las componentes

de un vector. La razoén por la que este término aparece es que en la ecuacion
d\® A% (u+ o0u) — A%(u)
= lim 2.32
du — su—0 ou ( )
tomamos la diferencia de las componentes en distintos puntos de v. Como los coeficien-
tes de la transformacion generalmente dependen de la posicion, tendremos que (X,‘f’)u =+

(Xg/)u Low due significa que estas diferencias de coordenadas no son las componentes de un
vector (en ningtin punto). En el limite, la diferencia entre (X,‘f’)u y (Xg’)um aparece como

X ;]c/ Para poder obtener un vector, lo que debemos hacer es tomar diferencias de componentes
en el mismo punto de v, algo que podremos hacer utilizando el concepto de paralelismo.
Sea P un punto de v con parametro u y () otro punto de su entorno con parametro u+ du.
Entonces A% (u 4 du) es un vector en @, al igual que el vector A\* obtenido por el transporte
paralelo de A\%(u) de P a Q. La resta A\* (u + du) — A\* es ahora un vector en @, y también

lo sera el cociente 22" T] Iimite de este cociente cuando du — 0 es 1o que nos da la

derivada absoluta 22 de A(u) alo largo de 7. Sabemos que:

dA®

)
duu

A% (u+ ou) = X (u) +

Por la ecuacion (2.21):

& A (u) — TN (u)dae
Luego:
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A (u+du) — A d)\e b, A\ 0TC
~ I
ou du + 15X (w) ou

Cuando du — 0, el punto @) tiende a P, y el limite del cociente es:

DX _ d\ Lo yo e dx©
du du du
Todas las cantidades que aparecen en esta formula estan evaluadas en el mismo punto
P de 7. Esta es la definicion de la derivada absoluta de un campo vectorial A* a lo largo
de una curva 7, que también serd un campo Vectorial a lo largo de esta. Involucra tanto a
los coeficientes de conexion I} como a las derivadas & d , donde estas tltimas no forman un
campo vectorial a lo largo de .
La afirmaciéon que hemos hecho de que la derivada absoluta es un campo vectorial a lo largo
de ~ se justifica por la forma de la que esta definido. Tambien podria hacerse comprobando
que:

(2.33)

dx® s dze© , (dN\? dz!
+ Iy N = X{§ + TN — 2.34
< du YT du ) d ( du du ) (2:34)

Esta ecuacion sale de utilizar la ecuaciéon (2.31) y que I3, = Fedej/X,f,Xj - Xf,ngX(‘j}
para % y L.

Veamos ahora que la ecuacion (2.20) para el transporte paralelo de un vector contra-
variante a lo largo de una curva puede escribirse como % = 0, y estos A\’(u) forman un
campo paralelo de vectores a lo largo de 7y si y solo si [Zl)‘ = (. Podemos extender el concepto
de la derivada absoluta a campos tensoriales generales 7, ;' (u), llegando asi también al

-
transporte paralelo a lo largo de v requiriendo que DTZ’EZ#E’S = 0.

Para definir la derivada absoluta de campos tensoriales generales a lo largo de una curva
tendremos que hacer dos aproximaciones. La primera de ellas consiste en extender la nocién
de paralelismo entre espacios tangentes vecinos Tp y Ty a una entre espacios con tensores de
tipo (7, s) en P y tensores de tipo (r, s) en (). La segunda se basa en pedirle a la derivada
absoluta que satisfaga ciertas condiciones razonables que nos permitan extender el concepto
sin problemas. Las condiciones que le impondremos al operador % para aplicarlo a campos
tensoriales generales a lo largo de una curva parametrizada por u son las siguientes:

(a) Al aplicarle % a un campo tensorial, este nos dard un campo tensorial del mismo

tipo.
S _ D(ogb+7gb ab ab

(b) % es una operacion lineal, lo cual significa que G duT ) = Dg; + Dd:j y que
D(Z#J _ D

(c) % obedece la regla de Leibniz respecto del producto tensorial, lo que nos permite

D(O’?TCd) o Do d DTcd

hacer ——— = < dub)TC + oy ( T )

(d) Para cualquier campo escalar ¢, se cumplird que 3 D¢ = gi’

Veamos ahora que, usando estas cuatro condiciones y la ecuacion (2.33), podemos obtener
expresiones para las derivadas absolutas de campos vectoriales de cualquier tipo.
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La derivada absoluta de un campo escalar

Resulta inmediato a partir de la condicion (d) del apartado anterior:

D¢ _ d¢
= (2.35)

La derivada absoluta de un campo vectorial contravariante

Con la notacion del punto para las derivadas, la ecuacion (2.33) queda de la forma:

D)\

— = A4 Tpbge (2.36)

La derivada absoluta de un campo vectorial covariante

Si pe es un vector covariante y A* es un vector contravariante, ambos definidos a lo largo
de una curva 7, entonces A%y, es un campo escalar, por lo que usando la ecuacion (2.35):

d(\p) _ D (\pa)

du du
Usando ahora la condicion (¢) sobre el producto tensorial contraido, nos queda:

d\* dug,  DA* Dy, d\® pdaxt Dy,
—_— Y = AN—— = I A ——
du ' * du du M - du M ( du T b du ) N du
Esto implica que:
Dy, ditq pda’ . i
Y =N = TN — g = A (1o — I ¢
du du be du % (:u ackd )

Como esto se cumple para cualquier campo vectorial arbitrario, concluimos que:

Dy,

=l — I pgie (2.37)

ac

La derivada absoluta para un campo tensorial de tipo (2, 0)

Consideraremos el caso particular en el que 7%° = \°ub, donde \* y u® son campos
vectoriales contravariantes a lo largo de la curva. Usando ahora la condicion (c), llegamos a
que:

D ab D ()@ b D\® D b
T _ ( H ) — 'ub + )\a _ﬂ
du du du du

. . a b .
Sustituyendo las expresiones adecuadas de % y %—’Z y teniendo en cuenta que 7% = \%ub,
obtenemos que:

Drab
du

= 7% 4 rorp? 4 rhreegt (2.38)
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La derivada absoluta para un campo tensorial de tipo (0, 2)

El procedimiento es andlogo al del apartado anterior, solo que esta vez consideraremos el
caso particular en el que 7., = Aqtp, resultando asi la expresion:

D’Tab
du

= 7.-ab - F;chijd - FdeTaci;d (239)

La derivada absoluta para un campo tensorial de tipo (1, 1)

Aqui consideraremos el caso 7' = A\®, obteniendo:

D¢
du

Con todo esto, ya podemos deducir que, en el caso de tener un campo tensorial de tipo
(r, 8) 7' alo largo de una curva 1, la derivada absoluta vendra dada por la suma de la
derivada total 7, ;" de sus componentes, r términos de la forma Ier-c-pdy s términos de

=7 + I'4reat — IEreat (2.40)

C

la forma —1I7 A

Como dijimos, el concepto de transporte paralelo lo podemos extender a un tensor de
cualquier tipo, simplemente tenemos que imponer que su derivada absoluta a lo largo de la
curva sea nula. Esta definicién dependera del camino seguido. La unica excepcion a esta regla
son los campos escalares, ya que sus derivadas absoluta y total son iguales, teniendo que son
constantes a lo largo de toda la curva si estas se igualan a cero.

Ahora ya podemos introducir el concepto de derivada covariante de un campo tensorial,
que esta bastante relacionado con el de la derivada absoluta. Para ello, necesitamos que el
campo tensorial esté definido en todo M (o en toda una region de M). Supongamos que
tenemos un campo vectorial contravariante A* definido en una regiéon U. Si 7y es una curva en

U, podemos restringir A* a -y, definiendo as{ su derivada absoluta como en la ecuacion (2.36).

. a
Pero \* = g;c x¢, por lo que podemos sustituir en la ecuacion para obtener:

D)\ ON”
— + Fa,/\b i€

du (6:170 be
La expresion entre paréntesis no depende de +, pero si que depende de las componentes
A® y de sus derivadas en un punto, siendo la ecuacion valida para vectores tangentes ¢ en
dicho punto. Por el teorema del cociente, deducimos que % + I'2 AP son las componentes de

un campo tensorial de tipo (1,1). Esta es la derivada covariante, y la denotaremos como A%,.

Reescribiendo la derivada parcial como ‘ggz = A\, la expresion para la derivada covariante
de \* viene dada por:
M= 0N+ TEN = N+ TN (2.41)

Podemos aplicar el mismo razonamiento de antes para definir la derivada covariante de
un campo tensorial de tipo (r, s), dando lugar a un campo tensorial de tipo (r, s + 1). Estas
derivadas satisfaran las mismas cuatro condiciones que las derivadas absolutas, obteniendo
asi las siguientes expresiones para las derivadas covariantes para campos tensoriales de orden
bajo.
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Derivadas covariantes de campos tensoriales de orden bajo

Para campos escalares ¢, la derivada covariante es simplemente una derivada parcial:

Goa = Duh (2.42)
Para campos vectoriales contravariantes A\, tenemos:
Ay = A + TGN (2.43)

Para campos vectoriales covariantes p,, tenemos:

Hase = Ocpa — chﬂb (2.44)

Para campos tensoriales de tipo (2, 0) 7%, tenemos:

T“b;C = 0.7% + FC‘;CTdb + Fé’cTad (2.45)

Para campos tensoriales de tipo (0, 2), tenemos:

Tabe = a(:7—(111 - ch/rdb - decTad (246)

Para campos tensoriales de tipo (1, 1), tenemos:

The = 0Ty + Fc‘llch - F,fijg (2.47)

La propiedad esencial que tienen en comin tanto la derivada absoluta como la covariante
es que producen un campo tensorial cuando son aplicadas sobre un campo tensorial, algo
que no ocurre con las derivadas total y parcial. Otra diferencia entre la derivada covariante
y la parcial es que en la primera el orden importa al hacer derivadas sucesivas (o sea, que en
general A% ;. # A%). Veamos ahora las derivadas del campo tensorial métrico y sus campos
asociados, pudiendo asi obtener una propiedad especial que poseen. Usando la ecuacion (2.29)
y que I2 = I'%, podemos reescribir la ecuacion (2.30) como:

Oclar — T gap — 3 Gaqg = 0

que nos dice que gu.. = 0. O sea, hemos obtenido asi que la derivada covariante del
campo tensorial métrico es cero. El campo tensorial de Kronecker cuyas componentes son d;
y el campo tensorial métrico contravariante con componentes ¢g® también tendran derivadas
covariantes nulas. Veamos en primer lugar que el campo tensorial de Kronecker cumple esto:

,‘;02805§+F5055—F,igz()—i-F,fc—Fl,“C:O

Para el campo tensorial métrico contravariante usaremos este resultado para deducir que:

0 =10y, = (gadgdb);c = 9" gab + 9" Gave = 9"

Si contraemos multiplicando por ¢, nos quedaré:

0= gad;05§ = gae;c
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Si tenemos una curva v podemos expresar las componentes g,, como funciones del para-
metro u, teniéndose asi que Djib = Gab,cx® = 0, cumpliéndose asi que la derivada absoluta del
campo tensorial métrico es nula a lo largo de . Por el mismo razonamiento, las derivadas
absolutas del campo tensorial de Kronecker y del métrico contravariante son cero a lo largo
de cualquier curva. Agrupando los resultados obtenidos para estos tres campos tensoriales

para derivadas covariantes y absolutas respectivamente, tenemos que:

Gabe = 0 ) 5(?;6 =0 ) gab;c =0 (248)
Dgab D(Sg Dgab
= = — = 2.4
du 0, du 0, du 0 (2.49)

Estas propiedades de los campos tensoriales métricos y sus asociados nos permiten concluir
que los productos internos se conservan bajo transporte paralelo. O sea, que si transportamos
paralelamente dos campos vectoriales A* y u® a lo largo de una curva v, entonces el producto
interno g.,A\u’ es constante a lo largo de ~. Probémoslo:

d (gap\*1® D (gapA®ub Dg, D)@ Dub
(9e02") _ D (9X'0") _ (D9 o gt (PR Z
du du du du du

donde % = Dd—‘f = 0 porque los vectores estan siendo transportados paralelamente. De
aqui también podemos deducir que el moédulo de un vector transportado paralelamente es
constante, al igual que el angulo formado entre dos de ellos. De esto tltimo se puede concluir
que, si un vector se transporta paralelamente a lo largo de una geodésica, entonces el angulo
entre este vector y el tangente a la geodésica seré constante, ya que este tltimo se transporta
paralelamente a lo largo de una geodésica afinmente parametrizada.

A partir de la derivada covariante podemos definir la divergencia. Para un campo vectorial
contravariante A%, definimos su divergencia como el campo escalar A*,,. La divergencia de un
campo vectorial covariante p, se define como la asociada al campo vectorial contravariante
p® = g% u,. Para un campo tensorial de tipo (7, s), tendremos que definir (r + s) divergencias

ai...C...Qp ai...ar

de las formas 7/t """ .y (Tbl...c...bs);c’ aunque estos no serian distintos si el campo tensorial
tuviera simetria.

2.4. Coordenadas geodésicas

En la ecuacion (2.12) podemos ver que, si pudiésemos conseguir un sistema de coordenadas
en el que las componentes del tensor métrico fuesen constantes, entonces los coeficientes de
conexién serian nulos, algo que simplificaria enormemente las expresiones de las derivadas
absoluta y covariante y del transporte paralelo. Esto es posible hacerlo en un espacio euclideo,
pero no se puede hacer generalmente en una variedad curvada. Sin embargo, si que se puede
introducir un sistema de coordenadas en el que I}, = 0 en un punto O, algo muy interesante
a la hora de simplificar calculos con los coeficientes de conexion. Estas son las coordenadas
geodésicas con origen en O.
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Supongamos que tenemos un sistema de coordenadas inicial en el que O tiene como
coordenadas x¢,. Definamos ahora un nuevo sistema de coordenadas apostrofadas a partir de
la ecuacion:

/ 1
¥ =2 —ad + 3 (I)o (2° — 22) (2° — xf) (2.50)

donde los (13), son los coeficientes de conexién en O, dados por el sistema de coordenadas
inicial. Derivando respecto de 2% obtenemos:

a’ a 1 a c c 1 a c a a c c
Xg =0q+ 5 (I3) o 05 (¢ — x3) + B (Ii)o (2 — x)) 65 = 05 + (I'g) o (2 — x5)

Luego (Xg’)o = 04, que implica que det [Xj/]o # 0. Esto nos dice que la ecuacion (2.50)
nos define un nuevo sistema de coordenadas en un entorno U’ de O. Una segunda derivacion
nos lleva a que:

gc/l = (Fc(llc)O 62 = (Fge)O

Usando ahora que I, = Fngng,f,Xj—Xg,Xf,Xg} y teniendo en cuenta que (Xg/)o =04,
obtenemos que:

(re.), = (1), 5658t — 655! (T3) = (Tio — (T)o =0

Lo que nos demuestra que los coeficientes de conexiéon en O para este sistema de coor-
denadas apostrofado son nulos, habiendo obtenido asi un sistema de coordenadas geodésicas
con origen en O.

En una region muy pequena de la variedad en la que su curvatura sea despreciable,
podemos construir un sistema de coordenadas cartesianas locales en torno al punto O. Para
obtenerlo, utilizaremos una segunda transformaciéon de coordenadas que nos transforme el
tensor métrico en O en una forma diagonal y que nos mantenga los coeficientes de conexion
nulos. Introducimos asi un sistema de coordenadas doblemente apostrofado centrado en O
definido como:

a2 = pea® (2.51)
donde los p§ son constantes y forman una matriz regular P = [p{]. Derivando esta ecua-
cion, obtenemos que:

X4 = ppst = pe

C C

/

Con esto podemos obtener la version matricial de (goy)o = (gear) o (Xju)o (Xl‘f,/,)o, que
sera:

G'o=P'GoP

. ., . . 1"
Es decir, que con una transformaciéon usando la matriz P podemos obtener la matriz G
. / , .. . L, . . .
a partir de GG . La teoria matricial nos dice ademés que la matriz P existe y nos permite
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llevar a G o a una forma diagonal en las que sus entradas son +1 6 —1 por ser indefinida.
Si fuese definida positiva, entonces todas las entradas serian +1. Al elegir la matriz P, lo
haremos de tal forma que nos ponga primero los valores positivos y después los negativos:

[ga”b”]o = G”O = dzag (17 ceey 17 —17 ceny —].)

Esta segunda transformacion cumple que XC‘;,/;, = 0, y se cumple que, si (Fb"f;,)o =0,
entonces (F ,ﬁf’c/,) o = 0, que es lo que requerimos para esto. También podemos ver que el
punto O actida como el origen del sistema doblemente apostrofado, ya que de la ecuacién
(2.50) podemos obtener que z& = 0, luego 2% = 0. Quitando los apostrofes, podemos

concluir que hemos construido en torno al punto O un sistema en el que:

rH =0, (I)o =0, [gw) = diag (1,...1,-1,...,—1)

que, en un entorno de O, verificara que:

(I2) =0, [gw) ~ diag (1,...1,—1,...,—1)

Estas son las coordenadas cartesianas locales, y su region de validez de estas dos aproxi-
maciones dependera de la curvatura de la variedad en el entorno de O. La relacion entre esto
y la Relatividad General es que a cada punto del espacio le podemos asignar un sistema de
coordenadas en el que:

ll/ ~ ~
FL/UNO7 g,ul/"“nlw

donde 7, = diag(1,—1,—1,—1), lo que nos permite ver que el espacio-tiempo de la
Relatividad General es localmente como el de la Relatividad Especial.

2.5. El espacio-tiempo de la Relatividad General

Como ya hemos ido introduciendo, el espacio-tiempo en la Relatividad General es una
variedad tetradimensional y pseudoriemanniana en la que siempre existe un sistema de coor-
denadas local (cartesiano) en el cual el tensor métrico adopta la forma:

1 0 0 0
o -1 0 0
M=o 0 -1 o
0 0 0 -1

Llamaremos a los puntos en el espacio-tiempo eventos. Las coordenadas cartesianas y las
las que se usan en la Relatividad Especial se relacionan de la forma 2° = ct, 2! = z, 2° = v,
2% = z, donde c es la velocidad de la luz. En la Relatividad Especial tendremos que ¢,,, = .,
va que tendremos un sistema cartesiano de coordenadas en todo el espacio. Localmente, el
espacio-tiempo de la Relatividad General es similar al de la Especial, teniendo la propiedad
de que en cada punto existe un sistema de coordenadas locales en las cuales el tensor g, es

aproximadamente 7),,,.

34



Como ya sabemos, en cada punto P podemos construir un sistema de coordenadas en el
que (I'%)p =0y (z*)p = (0,0, 0, 0), lo que significa que (9,9,.,)p, = 0. Con todo esto, en
puntos cercanos a P en los que los z* sean pequenos, el teorema de Taylor nos da:

1 a
uv = N + 5 (aaaﬁg;w)px lﬁ (252)

De aqui se puede ver que solo podremos decir que g,, = 7, aproximadamente si estamos
lo suficientemente cerca de P como para poder despreciar el segundo término, y que este
ultimo serd el que determinara el limite de validez de dicha aproximacion. Aqui se puede
apreciar una diferencia entre la Relatividad Especial y la General. En la primera siempre
se tendra la igualdad entre los tensores métricos por tener coordenadas cartesianas globales,
mientras que en la General solo podemos hablar de que son aproximadamente iguales y estas
coordenadas cartesianas solo son validas localmente. Se tiene asi que el espacio-tiempo de la
Relatividad Especial es plano, mientras que el de la Relatividad General esta curvado.

A pesar de todo, las coordenadas cartesianas locales implican hacer aproximaciones que
nos harian despreciar los efectos de la gravedad, por lo que usaremos coordenadas generales
para formular todo de forma que sea vélido en cualquier sistema de coordenadas. Si que
nos serviran, sin embargo, para generalizar ecuaciones que son validas para la Relatividad
Especial. Los cambios que habra que hacer al generalizar dichas ecuaciones seran reemplazar
las derivadas parciales por derivadas covariantes, las derivadas a lo largo de una curva por
derivadas absolutas y 7,, por g,..

Con estos cambios, podemos definir la velocidad de universo como u*
tiempo propio 7 y la ecuacién de movimiento se definen como:

"
= ddiT, donde el

cdr?* = g, dz"dz” (2.53)

Dp*
dr
donde p* = mu*, siendo m la masa propia de la particula, y f* el cuadrivector fuerza que

actua sobre ella. En el caso de una particula libre para la que f* = 0, la ecuacion (2.54) se
D(dz* /dT)
dr

Iz (2.54)

reduce a =0, o lo que es lo mismo:

d?at , da? dx”
g2 P e =0 (2.55)

Esta ecuacion refuerza la hipotesis de que la trayectoria de una particula es una geodésica
en el espacio-tiempo, y nos muestra que el tiempo propio es un parametro afin a lo largo de
esta. Normalmente esto se asume como postulado de la Relatividad General, pero aqui nos
aparece como una consecuencia de generalizar los conceptos de la Relatividad Especial.

Si tuviésemos un foton (o cualquier otra particula sin masa en reposo), su trayectoria
también se generalizaria a una geodésica. Sin embargo, para él no se produce ningun cambio
en el tiempo propio 7, por lo que no lo podemos usar como parametro. Pero usando otro
parametro afin u, su ecuaciéon de movimiento quedaria:

d?zH dz® dx¥
Iz =0 2.96
du? Y9 du du ( )
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Como su velocidad es ¢, esto nos permite deducir que:

dx* dz”
l/__ p— 2~

2.6. El potencial gravitatorio y las geodésicas

Supongamos que tenemos un sistema de coordenadas en el que el campo tensorial métrico
viene dado por:

Guv = N + Py (2.58)

donde los h,, son pequenos, pero no lo suficiente como para ser despreciados. En esta
seccion intentaremos obtener una aproximacion newtoniana de la ecuacion de las geodésicas
que nos da el campo tensorial métrico (2.58), vélida para particulas cuyas componentes

. % ~ ., .
de la velocidad ddit sean pequenas en comparacién con c. Debemos asumir que el campo
—10huw

gravitatorio, expresado como h,,, es cuasiestatico en el sentido de que dph,, = ¢ =}

despreciable en comparacion con 0;h,.
Si en lugar de usar el tiempo propio como pardmetro usamos el tiempo coordenado ¢, la
ecuacion de la geodésica que nos da la trayectoria de la particula libre adopta la forma:

es

d?zt dz” dx° dz*
[ = h(t 2.59
iz e M (2:59)
donde
Pt (AP &P (dr\ T
hit)= ——= | — =— | = 2.
*) dr? (d7'> dt? (dt) (2.60)
Dividiendo entre ¢?, la parte espacial de la ecuacion (2.59) puede escribirse como:
1 d*z° ’ v - (1da? 1 da® 1 1dx’
—— + 15+ 215 | ——— I'n{-——|(-———|)=-h()| - 2.61
cht2+00+ Oj(cdt)+Jk(cdt><cdt> c()(cdt> (2:61)

y el altimo término del miembro izquierdo de la ecuacion es claramente despreciable. Si
ponemos h*" = n#°n"?h,,, entonces tenemos que, en primer orden para h,, y """, obtenemos:

14 14 14 1
g =" =y Tl = o0 (Ohep + Oshup = Oyhuo) (2.62)

Luego en primer orden y despreciando las derivadas temporales sobre las espaciales, nos
queda:

1 1 1.
F&O = QUW (80h0p + aOhOp - 8phOO) = —§Uljajhoo = 55;8jh00

. 1 . 1.
Iy = 5" (Qohjp + Ojhop = Dyho;) = =50 (9o — Dhoy)
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Trabajando de la misma forma y despreciando los cuadrados de productos de ¢l

dt
partiendo de
dr\* 1 da*da”
dt) ~ @M at at
llegamos a:

dr 1
- (1+hoo)* =1+ §h00 (2.63)
Derivando respecto del tiempo otra vez, obtenemos que 55727 = %choo’o, y podemos reescribir

con esto la ecuacion (2.60) como:

1 1 1 1
Eh(t) = §h00,0 (1 - §hoo) = §hoo,o

De aqui deducimos que el miembro derecho de la ecuacion (2.61) es despreciable, y apro-
ximando con todo esto la ecuaciéon se nos transforma en:
1 d?z8 1. y 1da?
— —0Y0;hoo — 0% (O;hor — Oxho;) ——— =0
cht2+2 970 (Djho ko])cdt
Introduciendo la masa m de la particula y reordenando, obtenemos:

2o - 1 , dx?
meg = —mé¥ d; <502h00) + med™ (Ojhox — Oxhay) s (2.64)

Si a continuacion llamamos a un sistema de coordenadas sin rotacion a aquel en el que el
término 0;hor, — Oixho; es cero, tenemos para una particula que se mueve lentamente por un
sistema de coordenadas casi inercial y sin rotacion con la condicién cuasiestatica la aproxi-
macion

d*xt
dt?
donde V' es un potencial que viene dado por:

=60,V (2.65)

1
= §C2h00 + cte (2.66)

Esta es la ecuacién newtoniana de movimiento para una particula que se mueve en un
campo gravitatorio con un potencial V' dado por (2.66). De aqui podemos obtener que

2V
Jgoo = —5 + cte
C

Si imponemos que la constante valga 1, entonces el coeficiente gy se reduce a su valor en
el espacio-tiempo plano cuando V' = 0. Obtenemos asi que

2V
Joo =1+ = (2.67)
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Capitulo 3

Ecuaciones de campo y curvatura

En este tema vamos a obtener las ecuaciones de campo de la Relatividad General, que nos
asocian el campo gravitatorio (contenido en la curvatura del espacio-tiempo) con sus fuentes.
Empezaremos hallando un tensor que nos describa adecuadamente las fuentes, y después
haremos lo mismo con la curvatura. Las ecuaciones de campo deberan unir ambos tensores
en una unica expresion.

La ecuacion de campo de la teoria de Newton es la ecuacion de Poisson. Veremos cémo
las ecuaciones de Einstein derivan en la ecuaciéon de Poisson como una aproximacion a veloci-
dades bajas, y ademas serén validas en el espacio-tiempo curvado de la Relatividad General.
También veremos la solucién exacta de estas ecuaciones para el campo gravitatorio creado
por un cuerpo masivo con simetria esférica.

3.1. El tensor de energia-momento y el movimiento en
fluidos

Trataremos un espacio-tiempo plano en esta secciéon, y usaremos ademads un sistema de
coordenadas inercial. Trataremos con cuadrivectores y vectores tridimensionales, represen-
tando estos tltimos en negrita para distinguirlos. Un vector podra asi ser representado como:

M= (A0 AL A2 08 = (M0, A)

Comenzaremos describiendo una particula, y utilizaremos las siguientes cantidades para
tratar esto:

m= masa propia en reposo de una particula.

t = tiempo coordenado.

T = tiempo propio.
—dt _ 1

T=a T e

E = ymc? = energia de la particula.

donde v es la velocidad de la particula.

“ . .
ut = ji% = velocidad de universo.
(1 I .
P = % = “7 = velocidad coordenada.

p* = mu* = cuadrimomento de la particula.
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Luego, en nuestra notacion, v* = (¢, v), donde v es la velocidad tridimensional de la
particula, luego esa v que aparece en la formula de v es |v|. También cabe destacar que solo
m y T son escalares, y solo u* y p* son vectores.

Los cuadrivectores velocidad y momento para una particula ubicada en el punto con
vector de posicién x, son:

P =m(c,0)

La componente cero-ésima de p* es lo que se conoce como energia de la particula en reposo
si lo multiplicamos por un factor c¢. Para una particula en movimiento, tendremos:

E
P = mut = ymot = (yme,ymv) = (z, p) (3.1)

Aqui se puede apreciar que la energia y el momento son la parte temporal y espacial de
un dnico cuadrivector p*.

Pasemos ahora a distribuciones continuas de materia, que consideraremos por simplicidad
un fluido ideal, caracterizado por dos campos escalares (su densidad p y su presion p) y uno
vectorial (su velocidad de universo u*). Por ser un campo escalar, p se definird como la
densidad propia, o sea, la masa en reposo por unidad en reposo de volumen. En lugar del
cuadrimomento, ahora tendremos un cuadrivector de densidad de momento pu*.

Lo que buscamos es un tensor que represente de alguna forma toda la energia contenida en
el fluido y que, cuando se lleve a un espacio-tiempo curvado, pueda actuar como la fuente del
campo gravitatorio. Como en relatividad se pierde la distincién entre masa y energia, se espera
que toda forma de energia sea capaz de producir un campo gravitatorio. Como ademas la
energia es la componente cero-ésima del cuadrimomento, esperamos que esta fuente contenga
la densidad del cuadrivector de densidad de momento del fluido. Este tensor recibe el nombre
de tensor de energia-momento, y para un fluido ideal se define como:

™ = <p + %) ut'u” — pnt” (3.2)

TH es un tensor simétrico, y depende de los campos escalares y vectoriales que caracte-
rizan al fluido. Otra propiedad destacable es que:

THu, = <p + %) ut — put = put
c

Se obtiene asi que T* u, es el cuadrivector de densidad de momento del fluido multiplicado
por ¢. Si igualamos su divergencia T* , a cero, obtendremos dos ecuaciones importantes: la
ecuacion de continuidad y la ecuacién de movimiento. Obtengamoslas hallando las derivadas.
Si igualamos la divergencia 7" , a cero, obtendremos:

v 14 p 14 p 14 — v 14
(pu) ,u” + pulu” (?) ufu’” + (?) w4 e putu” —p ™ =0 (3.3)
La velocidad de universo u” verifica que u”u, = c?, y su derivada nos da:
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uw” g, + v, =0 = u” u, =0 (3.4)

Luego contrayendo la ecuacion (3.3) con v, y dividiendo entre ¢?, obtenemos:

” p
(pu) , + <§> ut =0 (3.5)

Por otro lado, si en lugar de contraer simplificamos, obtenemos:
p v no__ iz -2, W, v
pt g )uluut = (" — ¢ u'u”) p, (3.6)

La ecuacion (3.5) es la ecuacion de continuidad del fluido, y la ecuacion (3.6) es su
ecuacion de movimiento. Podemos comprobarlo si consideramos que los fluidos se mueven
a una velocidad pequena (y = 1) y a presiones bajas (% despreciable frente a p), ya que
se obtendrian asi las ecuaciones clasicas. También podemos observar que la ecuaciéon de
continuidad depende de la presiéon, ya que lo que se conserva es la energia, no la masa,
y, cuando el fluido se encuentra bajo presion, esta hace una contribuciéon a la energia. La
ecuacion de movimiento se podria escribir también de la siguiente forma:

p d2l,u _ " -2 p, v
(o 2) 52 = (= i),
yva que
v 0 dz¥\ dxt  d*a”
u u = =
H Oxt dr ) dr dr?
De esta forma se parece mas a una ecuacion de movimiento, ya que se ve que las particulas

del fluido se desvian de las geodésicas (d;f; = O) por la accién de un gradiente de presion

Du-

En la Relatividad General, los cambios que habré que hacer serdn reemplazar 7,, por g,
y las derivadas parciales por derivadas covariantes, llegando asi a que la definicion del tensor
de energia-momento para un fluido ideal se convierte en:

v — p v 17
™ = (p + c_2> utu” — pgt (3.7)
y con la divergencia su ecuacién seria:

., =0 (3.8)

Esta tdltima ecuacién puede extenderse para todos los fluidos y no solo los ideales con
las definiciones adecuadas. Este tensor se toma como la fuente del campo gravitatorio, y la
ecuacion (3.8) jugara un papel importante a la hora de formular las ecuaciones de campo.

3.2. El tensor de curvatura y tensores relacionados

Los resultados de esta seccién son aplicables a cualquier variedad N-dimensional, por lo
que usaremos como sufijos letras latinas en lugar de griegas. El primer aspecto a tener en
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cuenta serd observar como el orden en el que se deriva en las derivadas covariantes influye,
variando normalmente el resultado al cambiar el orden de derivacion. La derivada covariante
de un campo vectorial A\, es:

Aab = OpAg — TNy

a

Derivando una segunda vez, obtenemos:

Aaspe = Oc (Aap) —Lehen— A ae = 0:06Aa— (0:L%) Ma—L 50 Ma—T%, (OpAe — ToAa) — T (Oeda — Tt Na)

Intercambiando el orden de b y ¢ y restando, obtenemos:

/\a;bc - >\a;cb = R((izbc)\d (39)
donde:

R, =0, — 0. 0% +Iers —I5re (3.10)

abc

Aplicando el teorema del cociente a (3.9) podemos deducir que R%,  es un tensor de tipo

(1, 3), que recibiré el nombre de tensor de curvatura. La ecuacion (3.10) nos dice ademés que
este tensor estd definido en funcion del tensor métrico y sus derivadas.

Tenemos asi que la condicién necesaria y suficiente para que el orden de las derivadas
covariantes de cualquier campo tensorial (0, 1) puedan intercambiarse es que R, = 0. A
partir de aqui podemos decir que una variedad es plana si se cumple en cada punto que

%a = 0. En caso contrario, se dird que estd curvada. Esto también nos permite hablar de
regiones planas de una variedad. En este tipo de regiones sera posible introducir un sistema de
coordenadas en el que las componentes g,;, sean constantes, luego seria un sistema cartesiano.
En Relatividad Especial se tiene que existen sistemas de coordenadas en los que g,, = 1.,
lo que implica que, en estos sistemas, I'* = 0. En consecuencia, su tensor de curvatura es
idénticamente cero, de lo que se deduce que es una variedad plana.

El tensor de curvatura cumple lo que se conoce como identidad ciclica:

bed T Reay + Bpe =0 (3.11)

Esto nos dice que posee simetrias, algo que nos reduce el niimero de componentes inde-
pendientes considerablemente. Estas simetrias se pueden expresar mejor en funciéon del tensor
asociado de tipo (4, 0):

_ e
Rabcd = Gaellpy

Utilizando las ecuaciones (2.27), (2.29) y (2.30) y simplificando, esto se nos reduce a:
1
Rabcd = 5 (adaagbc - 8dabgac + acabgad - acaagbd) - gef (Feacpfbd - Feadebc) (312)

De esta forma, es inmediato comprobar que:

Rabcd = _Rbacd (313)
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Rabcd = _Rabdc (314)

Raped = Redan <315)
De la ecuacion (3.13), se sigue que:

Las derivadas covariantes del tensor de curvatura también satisfacen otra identidad, lla-
mada identidad de Bianchi:
%cd;e + R%de;c + R%ec;d =0 (317)

Para demostrarla, construiremos en un punto cualquiera P un sistema de coordenadas en
el que (I})p = 0. Derivando la ecuacion (3.10) y evaludndola en P nos da, en este sistema
de coordenadas:

( %cd;e)p = (8680]—;1 - aeaCl[’bac)P

Permutando ciclicamente ¢, d y e y sumando obtenemos que la férmula es correcta en el
punto P. Como este punto es arbitrario, este resultado se cumple en todos lados.

La ecuacion (3.16) nos dice que R?,, es cero. Sin embargo, la contraccion RY,, no es cero,
y esto nos lleva a definir un nuevo tensor: el tensor de Ricci. Sus componentes se denotan
como:

R(lb = Cabc (3.18)

Este tensor es simétrico, como puede comprobarse aplicandole la identidad ciclica. Como
R,y es simétrico, entonces R} = R}, pudiendo denotar ambos como Rj. Contrayéndolo una
vez mas obtenemos la curvatura escalar:

R=g¢"Ry = R (3.19)
Otro tensor que serd importante mas adelante es el tensor de Einstein, definido como:
1
Gap = Rap — §R9ab (3.20)

También es simétrico, y posee asi una tnica divergencia G*,,. Este tensor es importante
porque su divergencia es cero, como veremos a continuacioén. Si contraemos a con d en la
identidad de Bianchi, nos queda:
+R%..,=0

bec;a

Rbc;e + R

a
bae;c

Usando la ecuacion (3.14):

Rbc;e - Rbe;c + R

Subiendo b y contrayendo con d, obtenemos:

0

a —
bec;a —

R, — R+ R =0
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Figura 3.1: Un bucle pequeno cerca de un punto P

Sin embargo, aplicando la ecuacion (3.15):

ab __ pba __ pa __ pb
R =R - Rc;a - Rc;b

be;a cb;a

Ahora podemos reducir la ecuaciéon a:

2R}, — R =0

1
(ng — —Ré’;) =0
2 N

)

lo que nos da:

Esto nos da que Gﬁ;b =0, lo cual implica que G%*; = 0.

3.3. Curvatura y transporte paralelo

Como ya hemos visto, el transporte paralelo en una variedad curva depende del camino

d\* dz©
— _Jo )\b
dt et
de donde podemos ver que \ satisface la ecuacion integral:

A=\ — / I dae

seguido. El tensor de curvatura es el que nos dice si una variedad es plana o estid curvada,
por lo que se deduce que debe haber una relacién entre ambos conceptos. Supongamos que
transportamos paralelamente un vector \* a lo largo de una curva ~ partiendo de un punto
inicial O donde este vale \$,. Si parametrizamos 7y con ¢, entonces A verificara la ecuacion
diferencial:

(3.21)

(3.22)

La integral se evalia a lo largo de v, partiendo de un punto inicial O. A partir de aqui

2 =+ "
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podemos calcular la variacion AA* en A mientras es transportado a lo largo de un bucle
pequeno cercano a un punto P. Si P tiene coordenadas z%, entonces los puntos del bucle
tienen coordenadas x* dadas por:



donde los £* son pequenos. Estos coeficientes se pueden ver como un vector que va de P
a un punto cualquiera de 7, como se puede ver en la Figura 3.1. Como los x% son constantes,
la ecuacion (3.22) se puede escribir como:

A= \E — / IeAbdee (3.23)

La integral también contiene al vector transportado, por lo que no podemos obtener A* en
funcion de A¢, de manera directa. Lo que haremos sera aplicar el método de las aproximaciones
sucesivas, ya que sus valores no difieren mucho al ser este bucle v pequeno. Como primera
aproximacion, pondremos que A’ = \% en la integral, obteniendo asi como resultado:

Xt = NG — / RGeS = MG — A / Iydee

Repitiendo este mismo procedimiento en el lado derecho, obtenemos:

A= 28— / re (A% Y / Fé@d&e) dge —

=23 -\ / Edee + 2 / e ( / F5€d§e> dee (3.24)

Este procedimiento se puede repetir indefinidamente, pero con esta aproximacion sera
suficiente, ya que implica trabajar en segundo orden en £. En la primera integral de la
derecha, podemos usar la aproximacion de primer orden siguiente:

Ty = (Iye)p + (0aly) p €

Esta aproximacion nos da una precision de segundo orden al integrar respecto de £°. En
la segunda integral, podemos aproximar Iy, por (I})p, ya que integrar dos veces nos dara
esa precision de segundo orden. Con todas estas aproximaciones, la integral a lo largo de ~
comenzando y terminando en el punto O nos da, teniendo en cuenta que 56 d&c = 0:

b ridee = (1), e+ @I f 't = (@urg) f el

pra(f Fé’edfe> "= (1), ( / dse) i = (1) p f e

Luego, a partir de la ecuacion (3.24), la variacion en A\* al transportarlo a lo largo de
es:

B = =X Qult)p b €de"+ N (1) p b e
que se reduce a:
BN = =Ny (0. ~ Tl b ! (3.25)
Como ¢ d (£°¢€?) = 0, podemos definir ahora:
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Fi = b ecagt = 5  (eoagt - elae) (3.20)

que es antisimétrico en sus sufijos. Como la integral de la derecha en la ecuaciéon (3.25)
puede antisimetrizarse en ¢ y d, podemos obtener lo siguiente:

1
AN = —5 (8cFljfi—8nglc+F§F§d— :deec)P/\l())de

C

Es decir, llegamos a que:

a ]' a, C
AN = _5( bed) p )‘bof ! (3.27)

Esta ecuacion nos da la relacion basica entre el tensor de curvatura en un punto Py
el transporte paralelo alrededor de un pequeno bucle cercano a P. Cambiando la forma de
~v podremos utilizar esta relaciéon para investigar como son las componentes del tensor de
curvatura en el punto P. Supongamos asi que nos restringimos a puntos cercanos a P de
coordenadas:

" =P + xi" +yg°

donde {i%, j*} es un par de vectores unitarios ortogonales en Py z e y son pequenos.
Estos puntos estan contenidos en una superficie X dentro de la variedad, y el par (z, y) actia
localmente como coordenadas cartesianas en X', donde P seria el origen y los "ejes” estarian
dados por los vectores unitarios ¢* y 7. Si suponemos que el bucle v esti contenido en X'y
rodeando a P, entonces % podria expresarse de la forma £* = xi® 4+ y7¢, llegando asi a que:

1

fed = 3 yﬁ (zdy — ydz) (5 — i) (3.28)

Como (z, y) son coordenadas cartesianas locales, podemos deducir que 1 ¢ (zdy — y dz)
es practicamente el drea A encerrada en . Por tanto, llegamos asi a que:
AVL |

= 5 (Bha)p Ao (157 = i) = = (R p A0i“s" (3.29)

Esto nos permite hallar los valores del tensor de curvatura en P eligiendo adecuadamente
&, 1y j% Cabe destacar que esto es una aproximacioén, y el valor exacto se obtendria
imponiendo que A — 0, es decir, haciendo que y se encoja para contener solo al punto P.

3.4. La desviacion geodésica

Supongamos que tenemos dos geodésicas cercanas v y 4, dadas por x%(u) y 2%(u) res-
pectivamente, ambas afinmente parametrizadas, y sea £%(u) el pequeno ”vector” que conecta
puntos con el mismo valor del parametro, es decir, £%(u) = 2% (u) — 2%(u) (ver Figura 3.2). Si
ninguna de las dos geodésicas es nula, entonces se puede usar la longitud de arco s. Pondremos
el valor cero de s en 7. Como tanto 7 como 7 son geodésicas, tenemos que, respectivamente:
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— X (1)

Figura 3.2: Desviaciéon geodésica.

d?7e - dzbdze
—_— 4 = 3.30
du? b du du ( )
Az dxb dze
—_ [ —— =0 3.31
du? * b du du ( )

En primer orden en £

Iy, = Iy + It g&*
Restandole ahora (3.31) a (3.30), obtenemos:
£ 4 I @067 + TRa®€ + [0 = 0
Esto podemos reescribirlo como:
a(ée+ rugtic)
du

Sustituyendo ¢ de la ecuacion (3.31) y reordenando los términos, obtenemos:

Fbcdgb ¢if Fbcfbxc“‘rbcdl'bxcf + I xbf =0

D2§a

du?

Esta ecuacion puede escribirse de una forma mas compacta para obtener la ecuacion de
desviacion geodésica:

+(cdb Lo g+ Tpe g — dfbc)ﬁ =0

D2£a

du?
En una variedad plana R}, = 0, y en coordenadas cartesianas la derivada total y la
absoluta coinciden, reduciéndose la ecuacion a 25& = 0, cuya solucion es £%(u) = A*u+B* (A®
y B® constantes). Por tanto, en una variedad plana el vector de separacion crece linealmente

con u y, por tanto, con s. En Relatividad General, sin embargo, el tensor de curvatura no es
cero, luego la relacion no sera lineal.
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3.5. Las ecuaciones de campo de Einstein

Einstein se dio cuenta de que el tensor métrico g, que describia la geometria del espacio-
tiempo parecia depender de la cantidad de materia gravitante que hubiese en la regién en
concreto. El tensor métrico contiene dos partes diferenciadas:

(1) La informacién relativamente poco importante relacionada con el sistema de coor-
denadas especifico utilizado.

(2) La informacion importante relativa a la existencia de algtin potencial gravitatorio.

La componente goy vimos que era esencialmente el potencial newtoniano. En un sistema
de coordenadas mas general, este potencial newtoniano estaria disperso por todo el tensor,
motivo por el cual toda las componentes de g, se pueden ver como potenciales gravitatorios.
Como el contenido de materia en el espacio-tiempo estd recogido en el tensor de energia-
momento 7", por lo que, en un principio, si la materia provoca la geometria, podriamos
pensar que:

g = kT (3.33)

donde k es una constante de acoplamiento. Ambos tensores son simétricos y tienen di-
vergencia nula, por lo que podria parecer una propuesta viable. Sin embargo, en el limite
newtoniano, esta ecuacion no se reduce a la ecuacion de Poisson (V2V = 47Gp), por lo que
no es posible. Pero, como los g,, son los potenciales gravitatorios, podemos concluir que lo
que necesitamos en lugar de los g" en la ecuacion (3.33) es un tensor simétrico que contenga
a las segundas derivadas de g"”.

Tras unos anos buscando la relacidon presupuesta entre el tensor métrico y la materia,
Einstein publico su ecuacion de campo tras descartar R* = k1" al no tener el tensor de
Ricci contravariante divergencia nula:

1
RM — §Rg‘“’ = rTH (3.34)

El miembro izquierdo de la ecuacion es el tensor de Einstein G*, que cumple la condicion
de tener divergencia nula. Por tanto, esta ecuacion parece satisfactoria, y ademés se obtiene
la ecuaciéon de Poisson como una aproximaciéon. Es méas, dicha aproximaciéon nos permite
darle a la constante de acoplamiento x el valor _i—ZG. Una forma alternativa de la ecuacion
de campo (3.34) es:

2

Como T" contiene todas las formas de energia y momento, aquella region del espacio
en la que T" = 0 se llama vacia. Como su propio nombre indica, esta region estard vacia
de materia, pero también lo estara de energia radiante y de momento. De la ecuacion (3.35)
podemos deducir que las ecuaciones de campo del espacio-tiempo vacio se pueden expresar
también como:

1
R™ =k (T“” - —Tg‘”’) (3.35)

R =0 (3.36)
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3.6. Las ecuaciones de Einstein comparadas con la ecua-
ciéon de Poisson

La ecuacion de Poisson reaparece en la ecuacion de Einstein considerando su componente
00 en la aproximacion de campo débil. Usaremos la version covariante de (3.35), y estaremos
interesados en el término:

2

Al igual que en la seccién 2.6, usaremos un sistema de coordenadas casi cartesiano en
el que g, = N + hu, donde los productos de los h,, se pueden despreciar. Asumiremos
tambien que la condicién cuasiestatica de dicha seccion se mantiene.

Supongamos que nuestro campo gravitatorio débil viene de un campo perfecto cuyas
particulas tienen velocidades v pequenas en comparacién con ¢, con lo que podemos considerar

_ 1 ~ R . "
v = \/TW ~ 1. Para la mayor parte de las distribuciones clésicas, L < p, por lo que

podemos medir el tensor de energfa-momento como:

1
Ry =k (Too - —Tgoo) (337)

Ty = puyu, =T = pc?

Con esto, la ecuacion (3.37) se convierte en:

1
Ry = kp (Uouo - 502900)

Pero como uy =~ ¢y goo ~ 1, nos queda:
L s
ROO ~ §/£pc (338)
De la ecuacion (3.10) obtenemos que:

Roo = 0oL, — 0ulo0 + Lo, L0 — Tool ), (3.39)

En nuestro sistema de coordenadas casi cartesiano los ' son pequenos, por lo que pode-
mos despreciar los dos iltimos términos de esta ecuacion. Si ademas utilizamos la condicion
cuasiestatica podemos despreciar el primer término también, quedandonos asi que:

ROO ~ —Glféo

Pero en la seccién 2.6 obtuvimos que en esta aproximacion I, = 15ij8jh00, por lo que la

2
ecuacion (3.38) se nos reduce a:

1 1
—§5J8i8jh00 ~ §Iip02

Pero 679;0; = V2, y de la ecuacion (2.67) hoy = 25, donde V es el potencial gravitatorio,
y de aqui sale que:

1
V3V ~ —§/<apc4 (3.40)
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que, tomando el valor de x previamente mencionado, se corresponde satisfactoriamente
con la ecuacion de Poisson. La ecuacion (3.40) se transforma asi en:

V2V ~ 47Gp (3.41)

3.7. La soluciéon de Schwarzschild

Schwarzschild fue el primero en encontrar una solucion exacta a las ecuaciones de Einstein.
Lo que hizo fue buscar que el campo tensorial métrico que representaba el campo gravitatorio
fuera estatico y esféricamente simétrico alrededor de un objeto masivo y esférico como una
estrella. Hizo una serie de suposiciones, ya que las ecuaciones no son lineales:

a) El campo era estatico.
b) El campo era esféricamente simétrico.

c) El espacio-tiempo estaba vacio.

(
(
(
(d) El espacio-tiempo era asintoticamente plano.

También asumio6 que se le podian asociar al espacio-tiempo las coordenadas (¢, r, 6, ¢), donde
t era una coordenada temporal, r una radial y 8 y ¢ dngulos polares. El elemento de linea
que postul6 fue el siguiente:

cdr = A(r)dt* — B(r)dr* — r*d6* — r*sen*0d¢ (3.42)

donde A(r) y B(r) eran dos funciones de r desconocidas que se obtendrian resolviendo la
ecuacion.

El hecho de que ninguno de los g, dependiese de ¢ justificaba su suposicion (a), y de que
el elemento de linea de las superficies dadas por r y t constantes tenga la geometria de una
esfera

ds* = r* (9> + sen*0d¢?) (3.43)

se puede deducir su suposicion (b). La suposicion (¢) implica que A(r) y B(r) tienen que
hallarse utilizando las ecuaciones de campo del espacio-tiempo en el vacio R, = 0, mientras
que la (d) nos da una condicién de contorno para Ay B:

A(r) — Y B(r) =1 cuando T — 00 (3.44)

Como B(r) no es necesariamente 1, no podemos asumir que sea la distancia radial.

Con todo esto, ya estamos en condiciones de reformular la soluciéon de las ecuaciones de
campo de Schwarzschild. La idea consiste en utilizar los g,,, obtenidos a partir del elemento
de linea (3.42), como una solucion de prueba para las ecuaciones de campo del espacio-tiempo
vacio. De la ecuacion (3.10) , tenemos que:

Ru,=0,1;, -0, +1015, —1I017

po = pv pv= po
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Utilizando la ecuaciéon de Euler-Lagrange con el elemento de linea y comparando las
ecuaciones resultantes con la ecuacion de las geodésicas, obtenemos que los coeficientes de
conexién no nulos son:

F(?l = A//QA’ F()lo = A//2B, Flll _ B//QB,
Iy, = —r/B, I}y = —(rsen®d) /B, I =1/r,
'L = —senf cosb, s =1/r, I3, = coth,

Donde el apostrofe indica derivacion respecto de r. Tras sustituir en R, y simplificar,
obtenemos que:

A// A/ A/ B/ A/
ROO:_§+E(Z+E)_E:O (3:45)
A// A/ A/ B/ B/
AT A A BN B 4
=57 4A(A+B> 5! (3:46)
1 r (A B
RQQ_E—Hﬁ(Z—E)_o (3.47)
R33 = R22$€n29 =0 (348)

Si pu # v, la ecuacion R, = 0 se seguird verificando. La tltima ecuacién no es util, asf
que nos quedaremos con las otras tres. Si a la ecuacion (3.46) le sumamos % veces la ecuacion
(3.45), la ecuacion se reduce a:

AB+AB =0= (AB)' =0
Esto implica que AB =constante. Por la condicion de contorno (3.44) podemos identificar
esta constante como c2, luego
AB=c"= B=c"/A
Sustituyendo esto en la ecuacion (3.47) nos da A +rA’ = ¢, que es el equivalente a
d(rA)
dr
Integrando esta ecuacion, obtenemos que:

rA=c(r+k)

donde k es una constante, luego:

Ary=c (A +k/fr) y  Blr)=Q1+k/r)"

Con esto ya hemos resuelto las ecuaciones de campo, obteniendo asi la solucion de Karl
Schwarzschild, que es de la forma:

Cdr = (L k/r)dt = (1+ k/r)"" dr® — 1%d6® — r*sen®0dg?

20



Calculemos el valor de la constante k. Es logico pensar que debe representar la masa
del objeto que produce el campo gravitatorio. En la regiéon del espacio-tiempo en la que %
es pequeno (es decir, en la region asintotica), el elemento de linea se acerca bastante al del
espacio-tiempo plano en coordenadas esféricas, habiendo una pequena diferencia entre ambos.
Podemos suponer asi que r es aproximadamente la distancia radial, haciéndose mas parecida
a medida que r — o0o. Tomando como coordenadas

2 =ct, ' =rsenbcosp, z*=rsenfsenp, x> =rcosd (3.49)

obtenemos un tensor métrico de la forma g,, = 7,, + h,,. En la zona asintotica los hy,
son pequenos, y hgy = % También en esta region se cumple que el potencial newtoniano
correspondiente es V' = _CjM, donde M es la masa del cuerpo produciendo el campo y G es
la constante de gravitacion. Como hgg = 2(:_‘2/7 concluimos que k£ = _QSM, teniéndose asi que la
solucion de Schwarzschild para el espacio-tiempo vacio fuera de un cuerpo esférico de masa

M es:

c2r cr

2GM 2GM\
Adr = & (1 — G ) dt® — <1 — G ) dr? — r2df* — r’*sen®9do? (3.50)

Con esto, el tensor métrico que obtenido es:

1—2GM/c*r 0 0 0

o] = 0 —(1—=2GM/r)"" 0 0

Il = 0 0 20
0 0 0 —r’send
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Capitulo 4

Radiacion gravitatoria

En este capitulo veremos cémo las ecuaciones de Einstein, bajo ciertas hipotesis, nos llevan
a la existencia de una ecuacion de onda que nos dice que las perturbaciones gravitatorias se
propagan a una velocidad caracteristica c. Para ello, tendremos que linealizar las ecuaciones,
ya que estas ecuaciones de campo no lo son y eso hace practicamente imposible su tratamiento.
Después propondremos una onda plana como solucién, y trataremos de obtener su expresion.
Finalmente, hablaremos de la verificacion experimental de estas ondas y de los experimentos
que hicieron que esto fuese posible.

4.1. ;Qué se mueve?

Antes de nada, conviene precisar qué se entiende por “onda gravitacional”. La presencia
de un objeto masivo en un punto del espacio-tiempo produce una curvatura local de éste, que
afectaria a una masa prueba situada en su seno. Supuesto que el objeto masivo evoluciona
en dicho espacio-tiempo, la curvatura de éste lo harfa de manera analoga, si bien estaria
desfasada de forma similar a lo que sucede si una piedra golpea la superficie de un estanque
en reposo. El espacio-tiempo es pues el medio en que evolucionan los objetos masivos, como
si éstos fueran particulas sumergidas en el estanque y se agitaran con las oscilaciones del
agua.

La manera de acercarse al tema de la radiacion gravitatoria sera linealizando las ecuaciones
de Einstein para un campo débil. Esto es logico, pues la propagacion de ondas es un fenémeno
lineal. Esto implicard que, en amplias regiones del espacio-tiempo, exista un sistema de
coordenadas casi-cartesiano en el que:

Guv = Ny + h;w (41)

donde los A, son pequenos en comparacion con la unidad. Las reglas que se utilizaran
para linealizar son las siguientes:

(1) Los h,,, junto con sus derivadas primeras h,,,, y superiores son pequeios, y todos
los productos entre ellos se despreciaran.

2 Los sufijos se subiran y se bajaran usando n** y n,, en lugar de ¢"* y g,..
n um M
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La situacion sera la misma que la de la seccion 3.6, pero en este caso no tendremos en cuenta
la condicion cuasiestatica (la variable tiempo es necesaria). También habra que tener en
cuenta que todas las aproximaciones hechas seran de primer orden. Con todas estas hipotesis,
tenemos que g* = n*¥ — h*¥| y teniendo en cuenta que 9" h,q 5 = hy*:

1 1
F#O’ = 577Nﬁ (hO'/B,V + huﬁ,o’ - hVO'”B) = 5 (hgﬂ/ + hllj,a - hVU”u) (42)

Teniendo en cuenta que h = hfj = 1*“hy,,, podemos calcular el tensor de Ricci como (ob-
sérvese como se prescinden de los términos no lineales, productos de simbolos de Christoffel:

le =, —-I . = 1 (hdw —hy e — 1t hlwvaa> (43)

poL,v J77NeY 2 v, [ w,vo

Renombrando los sufijos, podemos obtener la curvatura escalar en la forma siguiente:

R=g"R,, =n" R, =h,"—h*" 4 (4.4)

La forma covariante de las ecuaciones de campo (3.34) nos da:

h,,uu —h;, —h + hlw,aa — N (h,aa - haﬁ,aﬁ) = QKTMV

U, [ wvo

Esto se simplifica a:

Py + (M h® ap — WS o — B o) = 26T (4.5)
donde se ha adoptado la notacion siguiente:
- 1
hyw = hy — 5]177#,, (4.6)

Esto se puede simplificar mas si tenemos en cuenta que la simetria de las ecuaciones de
campo permite la existencia de una simetria gauge. En el marco de la Relatividad General,
una transformacion gauge es un cambio de coordenadas definido por:

o = a4 en () (4.7)

Los & son del mismo orden que los h,,,, es decir, son pequenos. En estas condiciones, po-
demos pasar de un sistema de coordenadas casi-cartesiano a otro del mismo tipo. El elemento

!
. ’ m .
de matriz X* = 22 viene dado por:
v ox

Xt =0+, (4.8)

Con un pequeno calculo, se puede ver que, bajo esta transformacion de coordenadas:

NI T ghY gVl (4.9)
W =h—2", (4.10)
}‘Lu’u’ — 71‘“” _ fﬂ’y _ gl/a# + n#”ga,a (4.11)
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Bn o _— Ozt
v v’

El elemento de matriz inverso X esta dado por:

X'u’zérlj_gﬂu

con lo que, utilizando la ecuacion (4.11) y simplificando:

R = R X = R 00 = R = e — €O (4.12)

La tranformacion gauge puramente dicha viene en este momento. Si ahora elegimos &*
como solucion de:

E o = h, (4.13)

s T u o . , .
Tenemos asi que h** ., = 0. En este nuevo sistema de coordenadas, cada término entre
paréntesis de la ecuacion (4.5) es cero y, quitando los apdstrofes, obtenemos que:

h VaaZQ’fTV 4.14
ma @

Notese que el tensor energia-impulso es idéntico ante ambas transformaciones de coorde-
nadas hasta primer orden. Esta simplificacion es valida siempre que h*" satisfaga la condicion
gauge:

R =0 (4.15)

Por las condiciones anteriormente citadas, siempre podremos asumir que se verifica esto.
De manera analoga, como nos muestra la ecuacion (4.12), una transformacion gauge como
(4.7) mantendra la condicion gauge (4.15) si y solo si:

ot =0 (4.16)

Introduzcamos ahora el D’Alembertiano [J?, que se define como:

2 = —1*%0,04 (4.17)
Luego, tomando como coordenadas 2° = ct, 2! = z, 22 = y y 23 = 2z, obtenemos su
version completa desarrollando:
0? 0? 0? 0? 0?
P =t —4+——c ==V 4.18
02 o T2 ¢ e ¢ op (4.18)

Para cualquier cantidad f, tendremos ahora que:

fa® =0 fapg=-0"f

Con esto, tendremos que, con la condicién gauge (4.15) vigente, las cantidades h*” =
h#* — %hn‘“’ verifican que: B
(PR = —2xTH (4.19)

La condicion de libertad gauge x# — 2 4 £* conserva la condicién gauge siempre y
cuando &* verifique que:

0%¢ =0 (4.20)
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La ecuacion (4.19) es una ecuacion de ondas cuyo término de fuentes vale —2xT" =
(“’;—ZG) T* . Por tanto, respondiendo a la pregunta del encabezado de la seccion, lo que se
mueve es h*, una cantidad relacionada con h,,,, ( el tensor de Einstein perturbado) que
representa una perturbacion del tensor métrico g, aparte del tensor métrico plano 7,,. En
un espacio-tiempo vacio, la ecuacion (4.19) se reduce a ?h** = 0, lo que nos permite ver
que la radiacion gravitatoria se propaga por el vacio a la velocidad de la luz.

4.2. Dos polarizaciones

La solucion més simple de la ecuacion de ondas (A" = 0 en el espacio-tiempo vacio es
la representada por una onda plana:

R = R[A™ exp (ikox®)] (4.21)

donde la R implica que tomamos la parte real, [A*] es la matriz de amplitudes, que
tiene coeficientes constantes, y k* = n*“k, es el cuadrivector de ondas en la direcciéon de
propagacion. Ademas, de la ecuacién de ondas se puede deducir al derivar que k* tiene que
ser de modulo cero (es un cuadrivector luz como en Relatividad Especial) , por lo que con la

condicion gauge (4.15) tenemos que:
Ak, =0 (4.22)

Como h** = h** nos quedara que la matriz de amplitudes tendra diez elementos dife-
rentes, pero la condicion (4.22) nos da cuatro condiciones, reduciendo su nimero a seis. Con
la libertad gauge x* — x* + &" podremos reducir todavia més el ntimero de elementos in-
dependientes, llegando finalmente a que solo habra dos entradas de la matriz independientes
a especificar. Esto da lugar a dos polarizaciones posibles para ondas gravitacionales planas.
Consideremos que tenemos una onda plana que se propaga en la direccion 3, por lo que

k= (k, 0,0, k) y k,=(k 0,0, —k) (4.23)

donde k > 0. Ademés, k = %, donde w es la frecuencia angular. La ecuacion (4.22) nos

permite obtener que A = AM3 lo que implica que podemos expresar todos los A" en
funcion de A%, A% A02 AN AlZ v A22

AOO AOI A02 AOO
5 AOI All A12 AOI
[AM ] | A02 g1z 422 402 (424)
00 A01 02 400
Consideremos ahora una transformacién gauge dada por:
¢t = —R[ic"exp (ikox))
donde los e son constantes. Esto satisface la condicion (4.20), y ademéas cumple que

£ = R [k exp (ikar™)] (4.25)

En el nuevo gauge, la matriz de amplitudes esta definida por:

35



Y =R [A“/”/exp (ika/xalﬂ

como exp (z’ka/a:‘”") difiere de exp (ik,x®) solo en un término de primer orden, al sustituir
en la ecuacion (4.11) usando (4.25) obtenemos:

APV = A B R ()

Basandonos en las ecuaciones (4.23) y (4.24) para k" y A" respectivamente, esta ecuacion
nos da lugar a:

AO’O’ — A00 _ k (80 4 €3> Al’l’ — Al _ k (80 o 83)
AV = 401 _ gl AV? = A2 (4.26)
A0 f02 2 A2 A2 L (80 B 53)

Si elegimos nuestras constantes e# para que sean

) = (2A% 4 AV + A%2) JAf &' = AY /K

£ = Ak €3 = (A — A A%) Jak
entonces obtendremos AY? = A% = A9? = 0y AV = —A?? Sj quitamos los apostro-
fes, tendremos que la matriz de amplitudes tendra asi cuatro entradas (A, A2 A2l A%2)
de las que solo necesitamos especificar dos, ya que A'' = —A?2 y A2 = A%l Este nuevo

gauge, que estara determinado por la propia onda, es conocido como el gauge sin traza trans-
versal (abreviado como TT gauge). En este gauge, h = h# = 0 (porque A = A% =0y
AM = — A% es decir, tiene traza nula), y de aqui se sigue que h = 0, por lo que no ha-
bra diferencia entre h,, y BW. El hecho de que hg, = Eou = 0 es lo que hace que se llame
transversal.

Introduzcamos ahora dos matrices de polarizacion lineales [¢]”] y [e5”], definidas por:

00 0 0 0 00O

v 01 0 0 v 0 010

=10 5ol @=]0" o0 (4.27)
00 00 0 00O

Podemos ver ahora que la matriz de amplitudes general es una combinaciéon lineal de
ambas:

AP = ael” 4 Peb” (4.28)

donde « y 3 son constantes complejas.

Podemos comprobar facilmente que, bajo el TT gauge, I}, = 0, lo cual implica que
la ecuacién geodésica (2.55) se satisface con i# = %= = c¢4ff. Por tanto, las curvas con
coordenadas espaciales constantes son geodésicas temporales, y se pueden tomar como las
lineas de universo de una nube de particulas de prueba. De aqui se sigue que el vector espacial
&= (0, & €2, €3), que es el que nos da la separacion espacial entre dos puntos cercanos de la
nube, es constante. Sin embargo, eso no significa que su separacion espacial d sea constante,

ya que esta esta dada por:
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& = Gy’
donde:

Gij = —Gij = 0ij — hyj
Los h;; no son constantes, por lo que la distancia espacial d tampoco serd constante. Si
ahora ponemos:

. . 1..
=+ 5%5’“ (4.29)
Entonces, para primer orden en h,:

03iC' ¢ = (0 — hyy) €67 = & (4.30)

Por tanto, estos (¢ se pueden ver como un vector de posicion que nos da la separacion
espacial correcta cuando contraemos con el tensor métrico euclideo d;;. Ademas, con el TT
gauge h? = 0, por lo que la ecuacion (4.29) nos da ¢* = &% = constante. Esto nos dice que, si
la separacion entre particulas de prueba recae sobre la direccion de propagacion de la onda,
entonces no son afectadas por la onda al pasar, mostrando que las ondas gravitacionales son
transversales.

Veamos a continuacion como las dos polarizaciones de una onda gravitacional plana afec-
tan al desplazamiento relativo de las particulas de prueba. Si seleccionamos una particula en
concreto como particula de referencia, entonces podemos definir el movimiento de las otras
respecto de ella en funcion de los ¢* usando la ecuacion (4.29). Si suponemos en primer lugar
que A® = ael”, con a una constante real y, por conveniencia, elegimos £ = (£, €2, 0), esta
ecuacion nos quedaréa:

<%4€£%®—%mwk@“w%@%%?® (4.31)

Si consideramos aquellas particulas que, cuando cosk (2° — 23) = 0, forman un circulo
(con la particula de referencia en el centro) contenido en el plano perpendicular a la direccion
de propagacion, entonces, cuando la onda pase, estas se mantendran coplanares, y en tiempos
diferentes sus posiciones seran las mostradas en la fila (a) del Cuadro 4.1.

Si ahora suponemos el caso en el que A" = aeb”, también imponiendo que « sea real y
positiva por conveniencia, entonces la ecuacion (4.29) nos quedara de la forma:

Ci = (51’ 527 0) a %QCOS]C (:I;O o :ES) (52’ 51’ 0> (4'32)

En lo referente a la deteccion, prestaremos atencién a lo que obtuvimos al hablar de la
polarizacion en la seccion 4,2, ya que vimos que el efecto que tenia una onda gravitacional
sobre una nube de particulas libres de prueba era una variaciéon en su separacién. Es como si
una fuerza de marea variante estuviese actuando sobre la nube. Si las particulas de prueba
formasen parte de un cuerpo eldstico en lugar de estar libres, entonces estas fuerzas de
marea darian lugar a vibraciones en el cuerpo, y aqui es donde aparecen los detectores de
ondas gravitacionales. Si la radiacion incidente fuese una onda plana de una frecuencia dada,

a7



Value of k(x* — x?) 2n+¥)n 2n+1)n (2n+32)n

Displacement  (a)

of particles Aw = aen
from
circular
configuration
¢ (b)
T @ O @ O
Cl

Cuadro 4.1: Efecto de una onda plana en un anillo transversal de particulas de prueba

entonces la sensibilidad del detector seria mejorada si su frecuencia de vibracién fundamental
fuese a coincidir con la de la onda.

Debido a la extremadamente baja potencia de los generadores de laboratorio y de las
distancias tan extremas de los generadores astrofisicos, durante mucho tiempo se pensé que
serfa imposible detectar la radiacion predicha. Sin embargo, con el paso del tiempo, se han
conseguido construir detectores, incluyendo algunos mecanicos basados en el principio de la
vibracion explicado en el parrafo anterior. Un ejemplo de estos detectores es el LIGO (Laser
Interferometer Gravitational-Wave Observatory).

El LIGO esta formado por dos detectores idénticos, uno en Louisiana y otro en Washing-
ton. Lo que estos hacen es dividir un haz de luz en dos, modificando la fase de uno de ellos,
y después los envia hacia dos brazos perpendiculares e iguales con forma de L. de cuatro
kilémetros de longitud cada uno. A través de espejos estos haces son reflejados, y vuelven al
detector. Cuando los rayos se recombinan al llegar se produce una interferencia destructiva
entre ambos, impidiendo asi detectar senal alguna en la salida. Sin embargo, si una onda gra-
vitacional atraviesa el interferémetro, esta cambiara la longitud de los dos brazos, haciendo
que los dos haces no se cancelen al recorrer una distancia que ahora seré diferente. En conse-
cuencia, se producird un pequeno desfase cuando uno de los haces llegue antes que el otro vy,
cuando estos se recombinen no se cancelaran del todo, dando lugar a una senal (ver Figura
4.2). Este efecto es muy pequeno, y una colision de dos estrellas de neutrones cambiaria la
longitud de los brazos en menos del didmetro de un protén. Debido al mindsculo tamano de
estas perturbaciones, las ondas gravitacionales han sido muy dificiles de detectar.

Para aumentar la precision en las medidas habria que construir brazos mas largos, y aqui
los detectores se verian afectados por interferencias externas debido a su alta sensibilidad y
también por la curvatura de la Tierra. Es por ello que se empez6 a desarrollar un sistema
de tres satélites que formarian un interferémetro triangular en el espacio con brazos de cinco
millones de kilometros, el LISA (Laser Interferometer Space Antenna). Este interferémetro
se espera que sea capaz de detectar las ondas gravitacionales emitidas por la union de aguje-
ros negros supermasivos que existieron hace muchos anos, cuando las primeras estrellas del
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Figura 4.1: Interferémetro LIGO y su funcionamiento

Universo empezaron a brillar cientos de millones de anos después del Big Bang.

Se espera que estos descubrimiento sean capaces de permitirnos observar sucesos que
ocurrieron miles de millones de anos atras, pudiendo asi crear un fondo de ondas gravitatorias
estocéstico, y que consigamos estimar la velocidad a la que se expande el Universo. También
podrian transportar informaciéon sobre lo que pasa en el interior del horizonte de sucesos de
los agujeros negros. Se espera que, gracias a esto, podamos estudiar con mayor nivel de detalle
la inflacion cosmica, permitiéndonos investigar épocas del Universo que el fondo césmico de
microondas (que data de 380,000 afios después de que ocurriese el Big Bang) no llega a
explicar, ya que son capaces de pasar barreras que la luz no puede. Todo esto supondra un
auge de la astronomia gravitatoria, que podria ganar bastante peso y competir contra la
astronomia Optica y a la radioastronomia.
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