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Resumen: Se desarrolla una aplicación del Método de los Elementos de Contorno para los 
problemas del flujo de calor estacionario en los sólidos anisótropos en contacto. Las 
conductividades térmicas en cada sólido se consideran constantes o con una variación 
exponencial en una dirección arbitraria pero fija. Los resultados numéricos presentados 
demuestran la utilidad del código computacional desarrollado para el estudio de las 
aplicaciones de los materiales graduados .fúnciona/menle (FCMs) como las barreras 
!érmicas de los álabes en los motores térmicos some!idos a afias temperaluras. 

Abstract.· A Boundary Element ana~)lsis of steady-state heat lransfer problems in 
anisotropic so/ids in contact is developed. Therma/ conductivities in each so/id are 
considered to be constan! or with an exponential variation in a .fixed but arbi/rQiy 
direction . Numerical results presented demonstrate use.fulness o/ !he computational code 
developed for an analysis o.f app!ications of Functiona/ly Graded Materials (FCMs) as 
thermal barrier coatings in high-lemperalure turbine engine app/icalions. 

1.- INTRODUCCIÓN 

La potencia que generan los motores térmicos (por ejemplo 1 as turbinas de gas o motores de 
aviones) depende fundamentalmente de la temperatura máxima del ciclo que describe el 
fluido que circula por el motor. Sin embargo, esta temperatura máx ima está limitada por el 
material que conforma los á labes de la turbina el e tal forma que cualquier descubrimiento o 
avance en la mejora de las propiedades de los materiales y su resistencia a altas 
temperaturas infl uye de manera importante en e l rend imiento de los motores térmicos. 
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Para proteger las partes metálicas de un calo r excesivo en las aplicaciones de a lta 
temperatura se han util izado los revestimientos convencionales homogéneos de materiales 
cerámicos. La dificultad en su utilización consiste en que, debido a las altas tens iones 
res iduales y tém1icas que aparecen en la interfase unidas a la baja resistencia a l despegue de 
la misma así como a la baja tenac idad del revestimiento, estos materiales son propicios al 
agrietamiento y desconchado, lo que conduce a una pérdida de la protección ténnica y 
finalmente al fa llo de l componente estructural ' . 

En los nuevos diseños ele los revestimientos térmicos se aplican las capas o las entre -capas 
con una composición graduada de l metal y de la cerámica de tal forma que las propiedades 
termomecánicas del revestimiento cerca del substr ato metálico y las del propio substrato 
metálico fueran similares. Estos nuevos materiales se pueden considerar como materiales 
compuestos no homogéneos de partículas en los cuales la fracc ión volumétrica de Jos 
consti tuyentes y posiblemente la micro -estructura del material varía a través del espesor. La 
aplicac ión de estos materiales, llamados materiales graduados func ionalmente (Functionally 
Graded Materials - FGMs)2

, permite reduc ir las tensiones residuales e incrementar la 
resistencia al despegue y además, debido al aumento de l contenido del meta l en el 
revestimiento, se aumenta su tenac idad 3

. Su proceso de fabricación se basa en un control 
exhausti vo de la porosidad, que se hará mayor cer ca de l substrato y menor en la superfic ie 
ele tal forma que al difundir una aleación metálica por el material se obtenga el efecto 
deseado . 

El presente trabajo está enmarcado dentro ele un trabajo más amplio que es e l desarro llo de 
una herramienta de cálculo para analizar problemas térm icos y termoelást icos planos q ue 
incluyen los FG Ms anisótropos, y en particular estudiar el efecto ele la presencia de grietas 
y contacto en los especimenes sometidos a un fluj o de calor. Debido a las bien conocidas 
ventajas de l Método de los Elementos de Contorno (MEC) para e l análisis de las grietas y 
e l contacto4 , sobre todo a su inherente precisión en la evaluación de los parámetros de los 
estados tensionales singula res, se ha optado por este método en e l desarrollo de dicho 
código. En este artículo se presenta la primera parte del trabajo descrito, que es el desarrollo 
de un código para el análisis de l flujo de calor estacionario en problemas con FGMs. 

El MEC es un mé todo numé rico aplicado a la solución de las Ecuaciones Integrales de 
Contorno (EIC) correspondientes a un problema determinado. La fornmlación gene ra l de 
las EIC para el problema de l fl ujo_ de calor estacionario en medios anisótropos homogéneos 
a trozos desarrollada previamente ' se ha implementado6 en un código del MEC más general 
ya existente en e l Grupo de Elastic idad y Resistenc ia de Materiales de la ESI de Sevilla. El 
énfas is de este artículo está en la formulación de la EIC , y su implementación en dicho 
código, para los FGM anisótropos con una variac ión exponencial de las conductividades 
térmicas. El enfoque aquí presentad o se podría fácilmente extender a otros ti pos de 
variación de las conductividades 7, como por ej emplo la cuadrática. Finalmente se presentan 
soluciones numéricas de dos problemas. El primero con una soluc ión ana lítica conocida, 
para demostrar un correcto fu nc ionamiento del código desarrollado. El segundo representa 
una simulación senci lla del problema de un sustrato homogéneo y un revestimiento de tipo 
FGM con un despegue asimi lable a grieta situada en la in terfase. 
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2.- EL PROBLEMA DEL FLUJO DE CALOR EN FGM EXPONENCIALES 

Se considera el flujo de calor estacionario en un sól ido bidimensional D e 91
2 

en el plano 
(x¡, x

2
) y con un contorno oD suave a trozos. El material del sólido se supone en general 

anisótropo con una variación de las conductividades de fom1a: 

ku(x)= Ku exp{2~ · x} x E D. i,J=1,2 , 

donde e l vector constante ~ = (/]1, /]2) representa la dirección y magnitud de la va1'iación. 

~ se considera real o complejo imaginario. La matriz K es simétrica y positiva definida. 

Para materia les isótropos K ij = K bij . El fl ujo de calor se calcula como 

h¡(x) =-ku (x)T_
1

(x) donde T( x) es la temperatura del sólido. El flujo normal asociado a 

un vector normal unitario n (x) se evalúa como q (x) = n¡(x)h¡(x). La Ley de Fourier 

h¡ ¡(x) = Q(x), donde Q(x) es la intensidad del flujo de calor, se puede escribir en 

términos de temperatura como: 

- (K ii ~¡¡ (x) + 2/]¡ K ¡¡ r,1 (x) )exp{2~ · x} = Q(x) . (1) 

En cada parte del contorno oD = oDr uoDq uoDR uoDcp u8Dci definimos un tipo de 

condiciones de contorno o de contacto térmico con otros sól idos. Así, tenemos: 

donde T y q son la temperatura y e l fluj o normal prescritos, To es la temperatura 

ambiental y Rr es el coefic iente de resistencia térmica (puede ser una variable de punto) . 

Adiciona lmente: 

A B A B A "D q + q =O, T - T = Rrq en o ci 

donde oDcp y oDci representan respectivamente las zonas de contacto perfecto e 

imperfecto entre el sólido aquí ana lizado, señalado como A, y el otro señalado como B. 

3.- DESARROLLO DEL MEC PARA LOS FGM EXPONENCiALES 

3.1.- Solución fundamental para los FGM exponenciales 
La soluc ión fundamental es la solución en temperatura en todo el plan o originada por una 

fuente de calor puntual4, Q(x) = 6 (x - y) , y E 912 
, donde 6(x - y) es la función delta. La 

solución fundamental de la ecuación ( 1) tiene la expresión 
8

: 
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K (KR)e-Jl·(X+~ ) 
G(x,y)=- 0 

2Tr det K 

donde y es el punto de la fuente de ca lor. x es el punto donde se evalúa la tempera tura, 

K= pTKp , R = r TK - 1r siendo r = x -y, Ko eslafuncióndc Bessel modifícadade 

orden cero. Para los materiales isótropos esta expresión coincide con la obtenida 
previamente9

. Se puede observar que C(x,y) = C(y, x). El fl ujo normal correspond iente a 

C(x, y) se calcula como su derivada cononnal K: 

donde n = n (x) y K
1 

es la función de Besscl modifícada de primer orden. 

3.2.- Ecuación Integral de Contorno pa ra los FGM exponenc iales 
Consideremos el estado real en el teorema de Grccn de reciprocidad para el sólido D como 
aquél defínido en el contorno iJD por la temperatura T(x) y el flujo normal q( x) asociado 

a la normal exterior a 8D , y con Q( x) = O. Entonces si e l estado auxi liar es el definido por 

C(x.y) y iJG( x,y) ovr para y E DuoD , se puede obtener con un procedimiento 

estándar4
·
5

·
6 la EIC de temperatura para los FGM exponenciales: 

• 

cK (y)T(y) + f (oC (x,y)T(x)-C(x,y)q(x)Jdsx = O, (2) 
avr 

(D . 
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o 

K 11 =5, K22= l. 
K12= K21 = O 
~ , =- 1.5, ~2=0 

q- 0 

-l 
11 

o 
o 

o 

. 
Fig. 1. Configuración de placa 

cuadrada de FG\11. 

colocación. Se ha utilizado un enfoque emianalítico 
para el cálculo de las integrales sobre los elementos 
que incluyen el punto de colocación. Los términos 
singulares obtenidos de los desarrollos asintóticos de 
las funciones de Bessel se han integrado analíticamente 
y los términos regulares restantes se han integrado 
numéricamente. 

4.- EJEMPLOS 

4.1.- Placa cuadrada de FGM anisótropo 
~e considera un problema para una placa se9.ún la 
f¡gura 1 en el cual se conoce la solución analí tica~ : 

T(x1.x2 ) = 100~ -e - 2P1x1 ~ - e-2P1 J1 

La solución en q es constante en toda la placa. El exponente fJ1=- l.5 corresponde a una 
reducción de las conductividades térmicas entre las caras x 1=0 y x 1=1 de valor 0.0498. El 
contorno se ha discretizado con 120 elementos uniformemente distribuido . 
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donde e K (y)= 1 si y E D, e K (y)= 0.5 si y es un punto en una parte suave de rD y Fig. 2. a) Evoluc ión de T. b) Error nonnalizado de T. 

c , (y)= 1 - 1 son{n(l)/\ n <2l ) arcco/ n <I). Kn <2)) 
1<. • 2 2Tr o ~ ~ .1<. .1\ ' 

si y es el vértice de una esquina de ( D con los vectores normales exteriores n (1) y n <2
> . 

Resolviendo EIC (2) para y E cD después de aplicar las condiciones de contorno (y en su 

caso las de contacto) se obtienen los valores de T y q en iJD desconocidos. Una vez 

conocidos T y q en todo iJD, se evalúa T en D ut ilizando (2) para y E D. 

3.3.- Implementación d el código d el MEC 
El algoritmo ele resoluc ión numérica de la EIC (2) se ha implementado 6 de acuerdo al 
procedimiento general del MEC de colocaciones descrito en París y Cañas 4 . El contorno del 
sólido y las variables se han discrctizaclo mediante elementos lineales continuos. La 
integrales se evalúan numéricamente sobre los elementos que no incluyen el punto de 

100.-------------------------~ 

50 
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o 0.2 0.4 ~ 0.6 0.8 1 
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~ 
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-o 
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o z l.E·04 

l
-o-Cara derecha J 

--Cara i7quierdaJ 

g l. E-05 +-----r----.---~----.---~ 
U.J 

o 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 

Fig. 3. a) Evolución de q en la cara derecha. b) Valor absoluto de l error normalizado de q . 

Se presenta una comparación de la solución analítica en T y en q con la obtenida por el 
MEC. En la figura 2a se observa una excelente coincidencia entre la solución numérica y la 
analítica en T. Para conocer la precisión de la solución obtenida se presentan en la figura 2b 
los errores de T normalizados al valor máximo de T en la placa. Aunque en la figura 3a 
tampoco es apreciable la diferencia entre la solución analít ica y numérica en q, los errores 
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Fig. 4. Configuración de sustrato 
con revestimiento. 
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en q son mayores que los de T. Se pueden 
observar pequeñas oscilaciones debido a la 
proximidad de las esquinas. La magnitud de estas 
oscilaciones es aproximadamente de un 1% del 
valor de q analítico, como se puede ver en la 

figura 3b. 

4.2.- Sustrato isótropo homogéneo con 
revestimiento FGM isótropo 
Se considera una configuración de sustrato con 
revestimiento sometida a una elevada Ten la cara 
superior del revest imi ento y con un despegue en la 
interfase modelado como una grieta, figur a 4. La 
conductividad térmica del revestimiento coincide 
con la del sustrato en la interfase. Las resistencias 
térmicas en las caras exteriores superior e infe rior 
son R-¡==5x L0'4W.1nlK y R-r== L0-

4
W.

1
m2K 

1500 

respectivamente. Aunque el código 
aplicado permita considerar una 
resistencia térmica fini ta y variable a lo 
largo de la grieta (que en un modelo más 
realista podría ser función de la presión 
ele contacto en los labios de la grieta o 
de la separación de los mismos), los 
resultados aquí presentados 
corresponden a una resistencia infinita, 
es decir la grieta actúa como un aislante 
perfecto. Para discretizar e l sustrato y 

Fig 5. Evolución de Ten las caras laterales. 

revestimiento se han uti lizado 77 y 93 
elementos de contorno respectivamente, 
discretizando la interfase con una malla 
conforme. 

1600 0- Cara in fcrí01 

1400 
--8- C1ra superi or 
---A- Interfase revestimiento 

1200 - *- l ntcrt:1sc~ustrato 7 -
1000 

- 800*---~---~---*--~~ 
"" X-x-x.x-x-~ 
¡= 600 

400 .... .., ... . .., .. .. -<)-----<)----..,-----<:>---- -<:>-- ---<:>----"' · -- -<> 

200 

0.004 O.OOR x,(m) 0.01 2 0.0 16 

Fig. 6. Evolución de T en las caras horizontales 

y en la interfase . 

Los resultados de T obtenidos en las 
caras laterales se presentan en la figura 
5. En la cara derecha la grieta provoca 
un salto en T con pendientes nulas en 
los labios de la grieta de acuerdo con la 
condición de contorno, un aislamiento 
perfecto. La evolución encontrada de T 
aproximadamente lineal en e l sustrato y 
exponencia l en el revestimiento en la 
cara izquierda está de acuerdo con las 
soluc iones mono-dimensionales en cada 
tipo de material y se corresponde con el 
hecho de que la perturbación de l flujo 
de calor debido a la grieta se haya 
amort iguado a esta distancia. 
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f ig. 7. Evoluc ión de q en las caras horizontales 
y en la interfase. 
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Fig. 8. Evaluación de l término singular de q. 

En la figura 6 se puede observar el 
efecto de la grieta, primero en un 
a umento considerable de la T, 
alrededor ele 260°C, en la cara 
superior del revesti miento encima de 
la grieta, y segundo en la evolución 
del salto de T a lo largo de la grieta ele 
acuerdo con el desarrollo asintótico 

10 

cuyo primer térm ino es proporcional a 
la fu nción raíz cuadrada de la 
distancia al vértice de la grieta. 

En la evoluc ión horizontal de q, figura 
7, la presencia de la gr ieta impl ica una 
disminución del flujo en la cara 
superior del revestimiento s ituada 
encima de la grieta, y en una 
singula ridad de q en la interfase e n el 
entorno del vértice de la grieta. Esta 
singularidad se analiza con más 
detalle en la figura 8, donde se puede 
ve r un acuerdo excelente del orden de 
singularidad calculado (mediante una 
regresión lineal de la evolución de q 
en función de la d istanc ia al vértice de 
la grieta en escala logarítmica) con el 
predicho analíticamente 

10 
(-0.5). 

La excelente concordancia de los resultados numéricos de l MEC con las característ icas ele 
la solución ana lítica conoc idas a-priori permite suponer que estos resultados numéricos 
aprox iman adecuadamente T y q del problema planteado. 

5.- CONCLUSIONES 

Se ha presentado la formu lac ión teórica (los núcleos integrales y la Ecuación Integral de 
Contomo correspondientes) y la implementac ión de un código del Método de los 
Elementos ele Contorno (MEC) con los elementos lineales continuos para los problemas de 
flujo de calor estacionario en varios sólidos an isótropos hom~g~neos o FGM expo~e?c1ales 
en contacto. Los resultados numéricos demuestran que este cod1go puede ser muy ut!l en el 
estudio de los revestimientos térmicos de tipo FG M, en part icular en presencia de fallos de 
tipo despeg ue - grieta, que orig inan un cambio brusco de resiste~ci a térmica en la interfase 
y por lo tanto una fuerte perturbación del flujo de ca lor. El trabaJO presentado representa la 
primera parte del desarrollo en curso de un código del MEC para los problemas 

termoelásticos en las con ~iguraciones descritas. 
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