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Resumen: Se desarrolla una aplicacion del Método de los Elementos de Contorno para los
problemas del flujo de calor estacionario en los solidos anisétropos en contacto. Las
condictividades érmicas en cada sélido se consideran constantes o con und variacion
exponencial en una direccion arbitraria pero fija. Los resultados numéricos presentados
demuestran la utilidad del c¢odigo computacional desarrollado para el estudio de las
aplicaciones de los materiales graduados funcionalmente (FGMs) como las barreras
termicas de los dlabes en los motores térmicos sometidos a altas temperaturas.

Abstract: A Boundary Element analvsis of steady-state heat transfer problems in
anisotropic solids in contact is developed. Thermal conductivities in each solid are
considered 1o be constant or with an exponential variation in a fixed but arbitrary
direction. Numerical results presented demonstrate usefulness of the computational code
developed for an analysis of applications of Functionally Graded Materials (FGMs) as
thermal barrier coatings in high-temperature turbine engine applications.

1.- INTRODUCCION

La potencia que generan los motores térmicos (por ejemplo las turbinas de gas o motores de
aviones) depende fundamentalmente de la temperatura maxima del ciclo que describe el
fluido que circula por el motor. Sin embargo, esta temperatura maxima esta limitada por el
material que conforma los dlabes de la turbina de tal forma que cualquier descubrimiento o
avance en la mejora de las propiedades de los materiales y su resistencia a altas
temperaturas influye de manera importante en el rendimiento de los motores térmicos.
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Para proteger las partes metdlicas de un calor excesivo en las aplicaciones de alta
temperatura se han utilizado los revestimientos convencionales homogénecos de materiales
ceramicos. La dificultad en su utilizacion consiste en que, debido a las altas tensiones
residuales y térmicas que aparecen en la interfase unidas a la baja resistencia al despegue de
J]a misma asi como a la baja tenacidad del revestimiento, estos materiales son propicios al
agrietamiento y desconchado, lo que conduce a una pérdida de la proteccion térmica y
finalmente al fallo del componente estructural .

En los nuevos disefios de los revestimientos térmicos se aplican las capas o las entre -capas
con una composicion graduada del metal y de la cerdmica de tal forma que las propiedades
termomecanicas del revestimiento cerca del substrato metalico y las del propio substrato
metalico fueran similares. Estos nuevos materiales se pueden considerar como materiales
compuestos no homogéneos de particulas en los cuales la fraccion volumétrica de los
constituyentes y posiblemente la micro-estructura del material varia a través del espesor. La
aplicacion de estos materiales, llamados materiales graduados funcionalmente (Functionally
Graded Materials - FGMs)?, permite reducir las tensiones residuales ¢ incrementar la
resistencia al despegue y ademds, debido al aumento del contenido del metal en el
revestimiento, se aumenta su tenacidad’. Su proceso de fabricacion se basa en un control
exhaustivo de la porosidad, que se hard mayor cerca del substrato y menor en la superficie
de tal forma que al difundir una aleacion metalica por el material se obtenga el cfecto
deseado.

El presente trabajo estd enmarcado dentro de un trabajo mas amplio que es el desarrollo de
una herramienta de calculo para analizar problemas térmicos y termoelasticos planos que
incluyen los FGMs anisotropos, y en particular estudiar el efecto de la presencia de grietas
y contacto en los especimenes sometidos a un flujo de calor. Debido a las bien conocidas
ventajas del Método de los Elementos de Contorno (MECY) para el analisis de las grietas y
el contacto®, sobre todo a su inherente precision en la evaluacion de los parametros de los
estados tensionales singulares, se ha optado por este método en el desarrollo de dicho
codigo. En este articulo se presenta la primera parte del trabajo descrito, que es el desarrollo
de un codigo para el analisis del flujo de calor estacionario en problemas con FGMs.

El MEC es un método numérico aplicado a la solucion de las Ecuaciones Integrales de
Contorno (EIC) correspondientes a un problema determinado. La formulacién general de
las EIC para el problema del flujo de calor estacionario en medios anisotropos homogéneos
a trozos desarrollada previamente” se ha implemcntado“ en un codigo del MEC mas general
ya existente en el Grupo de Elasticidad y Resistencia de Materiales de la ESI de Sevilla. El
énfasis de este articulo esta en la formulacion de la EIC, y su implementacion en dicho
codigo, para los FGM anisétropos con una variacion exponencial de las conductividades
térmicas. El enfoque aqui presentado se podria facilmente extender a otros tipos de
variacién de las conductividades’, como por ejemplo la cuadratica. Finalmente se presentan
soluciones numéricas de dos problemas. El primero con una solucion analitica conocida,
para demostrar un correcto funcionamiento del codigo desarrollado. El segundo representa
una simulacion sencilla del problema de un sustrato homogéneo y un revestimiento de tipo
FGM con un despegue asimilable a grieta situada en la interfase.
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3 - EL PROBLEMA DEL FLUJO DE CALOR EN FGM EXPONENCIALES

e considera el flujo de calor estacionario en un solido bidimensional D < %~ en el plano
(x},X2) ¥y con un contorno oD suave a trozos. El material del solido se supone en gene ral

anisétropo con una variacion de las conductividades de forma:

ki (x) = K ; exp{2p- a kel Li=12,

donde el vector constante B = (/3. /3,) representa la direccion y magnitud de la variacion.
B se considera real o complejo imaginario. La matriz K es simétrica y positiva definida.
Para materiales isotropos K =K. El flujo de calor se calcula como
i (x) = fk{j(x)fj(x) donde 7T(x) es la temperatura del sélido. El flujo normal asociado a
un vector normal unitario n(x) se evalia como q(x) = n;(x);(x). La Ley de Fourier
B /(x)=Q(x), donde O(x) es la intensidad del flujo de calor, se puede escribir en

términos de temperatura como:
(KT (0 + 28K, T () exp{2h-x} = 00 (1)

En cada parte del contorno 0D =Dy \WaD, W DR \WED,, waD,; definimos un tipo de

condiciones de contorno o de contacto térmico con otros solidos. Asi, tenemos:

T=TendDy, g=qendD,, T-Ty=Rrqen éDp,

donde T y ¢ son la temperatura y el flujo normal prescritos. T es la temperatura
ambiental y Ry es el coeficiente de resistencia térmica (puede ser una variable de punto).

Adicionalmente:

gt rqf=014-18=0 emop, g¢'+q"=0T" -8 =Ryq? endD,

donde éD,, y @D, representan respectivamente las zonas de contacto perfecto ¢

imperfecto entre el s6lido aqui analizado, sefialado como 4, y el otro sefialado como B.

3.- DESARROLLO DEL MEC PARA LOS FGM EXPONENCIALES

3.1.- Solucién fundamental para los FGM exponenciales
La solucion fundamental es la solucion en temperatura en todo el plano originada por una

fuente de calor puntual®, Q(x)=d(x—y), ¥ € %2 . donde S(x—y) es la funcion delta. La

I ~ T i v g B
solucion fundamental de la ecuacion (1) tiene la expresion
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Ky (xR ye PEHY)

Gy)=- 27 detK

donde v es el punto de la fuente de calor, x es el punto donde se evalia la temperatura,

K= BTKﬂ . R= r'K7'r siendo r=x-y, Ky es la funcion de Bessel modificada de
orden cero. Para los materiales isotropos esta expresion coincide con la obtenida
previamente’. Se puede observar que G(x.y) = G(y,x). El flujo normal correspondiente a
G(x,y)se calcula como su derivada conormal®;
OG(x, ) _ apx CG(X,Y) P
( —1;(x)K e P . ==

K T 5
(n-r)K, («kR)+(n" Kp)K (h‘R)),
ov, B 27 detK \ R ] P)Ko

donde n=n(x) y K, es la funcion de Bessel modificada de primer orden.

3.2.- Ecuacion Integral de Contorno para los FGM exponenciales

Consideremos ¢l estado real en ¢l teorema de Green de reciprocidad para el sélido D como
aquél definido en el contorno @D por la temperatura 7(x) y el flujo normal g(x) asociado
a la normal exterior a éD, y con Q(x)= 0. Entonces si el estado auxiliar es el definido por
G(x.y) v @G(x,y) dv, para yeDuwaD, se puede obtener con un procedimiento

estandar™" la EIC de temperatura para los FGM exponenciales:
.

cx(NT(y)+ j (:LG (x.y)T(x)—G(x.y)q(x)]dSv\. =0, (2)

ch

donde ¢ (y)=1si yeD. cg(y)=0.5 si y esun punto en una parte suave de @D y

L1 M, (2) a1 () n'?
cxly)=_— sgnin’”’ An"~’ Jarccosin Kn n, =
2 2z i n'@ . Kn®

si y es el vértice de una esquina de @D con los vectores normales exteriores n" y n®.
Resolviendo EIC (2) para y € @D después de aplicar las condiciones de contorno (y en su
caso las de contacto) se obtienen los valores de 77 y g en 8D desconocidos. Una vez
conocidos 7y g entodo &0, seevalua T en D utilizando (2) para ye D .

3.3.- Implementacion del codigo del MEC

El 1|s,0r1tmn de resolucion numérica de la EIC (2) se ha mplcmentddﬂ de acuerdo al
procedimiento general del MEC de colocaciones descrito en Paris y Caiias *. El contorno del
solido y las variables se han discretizado mediante elementos lineales continuos. Las
integrales se evaliian numéricamente sobre los elementos que no incluyen el punto de

MATERIALES COMPUESTOS 01

=3
Lh
(997

* colocacion. Se ha utilizado un enfoque semianalitico
X, q=0 para el calculo de las integrales sobre los elementos
que incluyen el punto de colocacion. Los términos
singulares obtenidos de los desarrollos asintoticos de
las funciones de Bessel se¢ han integrado analiticamente
y los términos regulares restantes se han integrado

Kb, e,

. =
E K;»=K;=0 A numéricamente.
B=15B=0 |3
4.- EJEMPLOS
0 q=0 ] x|>

4.1.- Placa cuadrada de FGM anisétropo
Fig. 1. Configuracion de placa Se considera un problema para una placa segun la
cuadrada de FGM. figura 1 en el cual se conoce la solucion analitica :

T(x1.x2) = 100{1 - 2P 2 )

La solucién en ¢ es constante en toda la placa. El exponente f=-1.5 corresponde a una
reduccién de las conductividades térmicas entre las caras x;=0 v x,=/ de valor 0.0498. El
contorno se ha discretizado con 120 elementos uniformemente distribuidos.

il
100 o 0.EH00 2 e
=l
75 —— Analitica é -3.E05
- . 2
50 —S—MEC T -0E05
=
25 2 9F-05
0 o E -LE044 . : ;
0 05« 1 0 02 04 06 08 1

Xy

Fig. 2. a) Evolucion de 7. b) Error normalizado de 7.

100 f 1.E+00
.5 SROOD0AOAODCDADDDDODADADRD0RAL = LEOI —O— Cara derecha
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25 4 — MEC i 1.E-04 L
£ LE05 T T o T
=
0 T T T - 0 0.1 0.2 ” 0.3 0.4 0.5
0 02 04 % 0.6 0.8 |

Fig. 3. a) Evolucion de ¢ en la cara derecha. b) Valor absoluto del error normalizado de ¢.

Se presenta una comparacion de la solucion analitica en 7'y en ¢ con la obtenida por ¢l
MEC. En la figura 2a sc obscrva una excelente coincidencia entre la solucion numérica vy la
analitica en 7. Para conocer la precision de la solucion obtenida se presentan en la figura 2b
los errores de 7 normalizados al valor maximo de 7 en la placa. Aunque en la figura 3a
tampoco es apreciable la diferencia entre la solucion analitica y numérica en g, los errores
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| - o e r - =
‘ a=4dmm K=2 09Wm-2K"! en g son mayores que los de 7. Se pueden sl i El"l la figura 6 se pucdﬁ_a observar el
e 2 o = T : LEH06 o 4 efecto de la gricta, primero en un
[l ) / observar pequeias oscilaciones debido a la : = Cara superior ] _ i
T,=1650K  pr proximidad de las esquinas. La magnitud de estas T T S — aumento considerable de la T,
=l =0, B . oscilaciones es aproximadamente de un 1% del B | SR alrededor de 260°C, en la cara
— Ll r ) l'p' ) d ) T LEHG et e superior del revestimiento encima de
| - ;ia or 3(133 ¢ analitico, como se pucde ver en la é_m--no‘ m«—ﬁ;ﬁgﬂsy_& la grieta. y segundo en la evolucion
=i = J - i - i T T R — .
, £ i 1gura 5Db. L EH6 S - BB S B B B del salto de T a lo largo de la grieta de
) i % | ST
| £ L T 43S . h i e L acuerdo con el desarrollo asintotico
' m 5 = et e e “ cuyo primer término es proporcional a
E‘ o K=25.51Wm~K"! revestimiento FGM isotropo 4E-06 ¥ la funcion raiz cuadrada de la
Se considera una configuracion de sustrato con -5E+06 — - . r s .
I i tidda 5 N i — 0008 xm) 0.012 P distancia al vértice de la grieta.
| . revestimiento sometida a una elevada T en la cara
| e T,=295K X, superior del revestimiento y con un despegue en la Fig. 7. i:volumpn de g en las caras horizontales En la evolucién horizontal de g, figura
,—1.0mm facdi interfase modelado como una grieta, figura 4. La y en la interfase. 7, 1a presencia de la grieta implica una
| =l6mm | i .
. ‘ — | condlucct]lvlidaclt tcttmlcal df:ltle;csmtmnto _cczmc;dt . dsminucion del flujo en la cara
. - 3 con la del sustrato en la interfase. Las resistencias ) : ; 8 e
Fig. 4. Configuracion de sustrato termicas en las caras exteriores superior & inferior | _ superior del revestimiento  situada
5 - = < -o—q b 3 5
con revestimiento. Wil Peinl0W MK B —10"W'mK £ , encima de la grieta, y en una
‘ ) s ; Y T - s | e S Recta de singularidad de ¢ en la interfase en el
| i 5 respectivamente.  Aunque. el cadigo \ SR entorno del vértice de la grieta. Esta
0.0116 5 oo - ~ - ~ 1 derar P 5 i . A
| o aplicado  permita ~ considerar —una | E408 | % singularidad se analiza con mds
| %_f resistencia térmica finita y variable a lo pp— S detalle en la figura 8, donde se puede
‘ . i ; - g
0.0087 i g Eargp de la grieta (que en un modelo mas | =y ver un acuerdo excelente del orden de
£ P g realista podria ser func_;on Gt presion e singularidad calculado (mediante una
? e de contacto en_rlos labios de la grieta o regresion lineal de la evolucion de g
- Cara izquicda de la separacion dc' los mismos), los T — — | en funcion de la distancia al vértice de
th - Cara derecha resultados aqui presentados LL-0S 1E-07 oy B0 LE-05 la erieta en escala logaritmica) con el
: o (B . & &
0.0029 1 G cotresponden a una resistencia infinita, . . predicho analiticamente "’ (-0.5).
: es decir la grieta actia como un aislante Fig. 8. Evaluacion del término singular de g.
— pEIER, S d]SCl’etlZElT el. susirato y La excelente concordancia de los resultados numéricos del MEC con las caracteristicas de
0 500 gy 1000 1500 r?wstlmmmo se han uti lZﬁdO‘ 77y 93 la solucion analitica conocidas a-priori permite suponer que €stos resultados numéricos
. . elementos iy eanfarnn IESPeANVAIEHIC, aproximan adecuadamente 7'y ¢ del problema planteado.
Fig 5. Evolucion de 7 en las caras laterales. discretizando la interfase con una malla
conforme.
o . 5.- CONCLUSIONES
g <e-Caainietior Los resultados de T obtenidos en las
) —=- Cara superior e - - ~ ) ) ) .
BB pmeeit s caras laterales se presentan en la figura Sc ha presentado la formulacién tedrica (los niicleos integrales y la Ecuacion Integral de
o e T B F,nlla cara derecha l(ai'gueta pr;)voca Contorno correspondientes) y la implementacion de un codigo del Meétodo de los
1000 ) Iun Satto R0 1 GOl PenCichics dnu a8 =4 Elementos de Contorno (MEC) con los elementos lineales continuos para los problemas de
R AW R A - ]ﬁb.l(,)s dde ki griets e AUErCs oun ks flujo de calor estacionario en varios solidos anisotropos homogéneos o FGM exponenciales
= , et S condicion de contorno, un aislamiento en contacto. Los resultados numéricos demuestran que este codigo puede ser muy atil en el
H00 ~ > ~ . P f 5 ’ B - ~ .
‘ purfeqto. La evoluqon encontrada de 7 estudio de los revestimientos térmicos de tipo FGM, en particular en presencia de fallos de
R e S G A i S aproxlmac_]amente lineal a2t C.l Susirato y tipo despegue — grieta, que originan un cambio brusco de resistencia térmica en la interfase
200 4 expoqenqal n Ql, revestnmznto en la y por lo tanto una fuerte perturbacion del flujo de calor. El trabajo presentado representa la
I — PURE - : . Laia !zqmerdd ('St;. de af:utrl o o lgs primera parte del desarrollo en curso de un codigo del MEC para los problemas
0 0.004 0008 . 0.012 0ot sl ) ermoelasticos en las configuraciones descritas.
e soluciones mono-dimensionales en cada ; last | fig . —
: tipo de material y se corresponde con el
Fig. 6. Evolucion de 7 en las caras horizontales i&echolde fli“e_éa pert[urbac‘lon del ?“JO
v en la interfase. e calor ebido a la grieta se haya
amortiguado a esta distancia.
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