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Planteamos el problema de Weber con restricciones aproximando el conjunto de restricciones
por poligonos convexos y consideramos que los puntos de demanda se pueden mover dentro de
regiones circulares. Obtenemos el conjunto solucién de forma analitica.

1.~INTRODUCCION

En multiples ocasiones, necesitamos encontrar un punto que diste lo menos posible de un
conjunto finito de puntos de demanda. Tal puede ser la ubicacién de un hipermercado, un almacén,
un parque de bomberos y en general puntos de servicio publico con una gran demanda. Esto lo
resuelve el algoritmo de Weiszfeld dado en 1.973 (1). Un programa de este algoritmo se puede
encontrar en (5), (6). No obstante, no siempre podemos situar nuestro centro en el punto obtenido,
ya que probablemente ese lugar no esté libre. Tenemos por tanto que elegir nuestro punto solucion
dentro de un conjunto de regiones posibles en los que si podamos situarlos. Luego nuestro problema
de Weber lo planteamos sujeto a un conjunto de restricciones.

Hansen - Peeters and Thisse (2), resuelven este problema donde las regiones posibles son
poligonos convexos.

También podemos suponer que los puntos de demanda se pueden ‘mover dentro de unos
pequefios circulos, con lo que obtenemos un conjunto solucién D. Drezner ( 3 ), ( 4 ) obtiene D
siguiendo una direccién a partir del punto solucién P * obtenido por el algoritmo de Weiszfeld y
encontrando la longitud maxima siguiendo esa direccién. Para ello plantea en ( 3 ) un sistema de
ecuaciones diferenciales, y en (4) obtiene una aproximacién AD, con célculos mas sencillos ya que
demuestra que AD es un simplex, calculando AD ( ¢ ) para cada direccién ( ¢ ) con un algoritmo de
orden o (n), como asimismo la distancia maxima R , de P " a D.

Nosotros planteamos el problema de Weber con restricciones, pero no respecto a un poligono
convexo sino a un conjunto convexo con frontera continua y diferenciable.

A continuacién discutimos el andlisis de la sensibilidad para el problema de Weber con
restricciones, para poligonos convexos, obteniendo un conjunto solucién que representamos por D, .

2~-PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA

Sea la funcion
1/ 2

f(X,y>=2Wi ((X'Xi)g'*'(y‘y;)z)

El problema de Weber consiste en Min f ( x, y ) en el que los puntos P ( x,, y ) son los puntos
de demanda y P es el punto que hemos de encontrar de forma que minimice la funcion f ( X, y ).
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Sin embarge el problema de Weber con restricciones es:
Minf(x,y)
sujeto a un conjunto de restricciones que en nuestro caso, supondremos que vienen dado por
un conjunto convexo, que llamaremos K y donde supondremos que F r ( K ) es continua.
Definicion: Un punto x | e S se dice visible desde un punto x , ¢ S si el segmento de linea recta

gue conecta los dos puntos no contiene puntos de S a excepcion de’ x . Unpunto x . € S se dice visible
desde el conjunto C donde S A C = 6 si x , es visible desde el aigun punto de c.

Sea V (x")=(xeK| xes visible desde P *)

donde P * es el punto solucion para el problema de Weber sin restricciones.

Teorema 2.1.: Sea s ™ una solucién para el problema de Weber sin restricciones. Entonces s *
es una solucion para el problema de Weber con restricciones 0 s *e V (x *). (7))

Como V ( x *) es un subconjunto propio de la frontera de V ( x *), existe una biyeccion continua
t=(0,1) ————— > V(x™)
O — 2 t(O)

Debido a Hansen (2) tenemos el siguiente teorema:

Teorema 2.2.; La funcién f (t ( © ) ) es cuasiconvexa.

Por lo tanto todo minimo local es global. Luego lo Unico que hemos de hacer es encontrar el
minimo al problema de Weber sin restricciones y comprobar si pertenece al conjunto de restricciones,
si estd, este es el punto solucién, y si no pertenece al conjunto K pertenece al conjunto de los puntos

visibles desde el punto P*.

Nosotros plantearemos nuestro problema de Weber con restric:ciones, respecto a un conjunto
ague es convexo y en el que lo aproximamos el conjunto V ( x ) por una quebrada de Euler, siendo
los vertices los puntos t (9, ),1(6,),....1 (0, ); donde 0 = O <0, «<...<0 =1.Alconjunto de segmentos

que forman esta quebrada de Euler lo llamamos VE (x ™)
Planteamos entonces los dos problemas siguientes

PWRV Mnf(x,y)Con(x,y) e V(x")
PWRVE Minf(x,y)Con(xy) e VE(x™)
Sea V ( x ) el trozo de curva dado por los vértices t (©,), 1 (©,_, ).

Seal,=(At(©,) + (1-1) t(©,_,): 0<i<i)

Teorema 2.3.: La solucion al problema ( PWRV ) se encuentra en el segmento de curva V ( x %)
siy solo si la solucion al problema ( PWRVE ) se encuentra en el segmento L .
Demostracién

Sea u ¢ la solucién al problema ( PWEV ), entonces:
f(u®)<f(x), V xeV(x™*).

Supongamos que la solucion al problema ( PWRVE ) no se encuentra en L., sino en L |- Sea
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entonces el punto solucién V °,, que es un vértice si las derivadas direccionales de los lados que lo
definen son no negativas. En caso contrario es un punto interior del segmento L | .

Se tiene entonces que f(u°) < f(v° ) < f(x,), V x & L, por hipotesis.

Seazel=(Au? + (1-2)ve :0 < i < 1), entonces:

J
f(z)y<h f(ue)+ (1-4) f(ve )< | f(v? J+(1-2) f(ve )= f(ve)
Seaz,=LAL, , entonces f(ug) < f(z ) <f(vy)

que es una contradiccion. Luego el punto solucién se encuentra en L .

Supongamos que la solucién a ( PWRVE ) esta en L, entonces la solucion a ( PWRV ) se
encuentra en V, ( x *), ya que si no sucede esto, la solucién se encontrara en algin V. (x ™)y por
la condicién necesaria, la solucion a ( PWRVP ) esta en L =

Teorema 2.4: Seaxi=t (©)eV (P),ysupongamos que f(x, ) =Minf(x,). Entonces la solucién
se encuentraen V., U VvV,

Demostracion

Igual que la del teorema anterior, pues f es convexa y el conjunto de restricciones es un conjunto
CONVEXOs

Podemos comprobar que en el teorema solo hemos utilizado la convexidad de la funcion f ( x,
y ), por lo que el teorema es vélido para funciones convexas con restricciones convexas.

Utilizando este teorema podemos encontrar un algoritmo que nos encuentra la solucién al
problema de Weber con restricciones de tipo convexa. Para ello lo primero que haremos sera
encontrar el conjunto de puntos que sea visible desde el punto solucion P * del problema de Weber
sin restricciones. Esto lo podemos encontrar trazando las tangentes desde el punto P * al conjunto
de restricciones, que hemos supuesto que es convexo y de frontera continua. Hecho esto,
encontramos el punto fronterat (0 ), t(1/2)yt (1) con lo que encontramos una poligonal con estos
tres puntos, a continuacién encontramos la solucion en los segmentos L | y L , y comprobamos cual
es el menor. Supongamos que el menor se encuentra en L, , entonces por el teorema anterior,
sabemos que la solucién se encuentra en el trozo de frontera K dado por la funcion t (0, 1/2). A
continuacion consideramos los puntost (0),t(1/4)yt(1/2)y le aplicamos lo hecho anteriormente.
De esta forma vamos obteniendo trozos de frontera encajados que nos aproximan al valor de la
solucién con la aproximacion que queramos. Nos puede suceder que el punto solucion se encuentre
exactamente en el punto intermedio, por ejemplo en t (1 /4 ), entonces estudiaremos el segmento
dado por los extremos t (1/8) y t(3/8), con lo que podemos seguir con los pasos anteriores.

Pasamos a continuacién a resolver el ( PWRV ) con las distancias rectangular, euclidea al
cuadrado y euclidea.

2.1-PWRV con la distancia rectangular

-
n

Nuestra funcion es ahoraf (x,y ) =X w, ‘

i == 1 L B

Nuestra restriccion es un conjunto convexo.

Ahora bien, por el teorema anterior solo hemos de estudiar nuestro problema en un segmento
L de extremos (a , b, );(a,b,)

Tenemos por tanto el problema:
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-

Minf(xy)=Xw

i

sujeto a un segmento L=y =ax+b;a, <x<a,, donde L es uno de los lados del poligono inscrito
al conjunto convexo.
Nuestro problema nos queda por tanto en la forma:

n
Minf(x,y):; W

1 lx-x_+‘ax+b~yj‘ =
i = |

1
Min | gwl ‘ x-x, | +Zw, |a lJ X - ~-—=!(yi-b) ‘
% H i I a

W, =w, sil<i<n A=x, s 1<i<n

| 1
W, =w, sit<i<n L., = (y,-b)sit<i<n

[ n n+i
a

Luego el problema de minimizacién se nos ha transformado en encontrar la mediana de un
conjunto de 2n puntos. Sea t * la mediana, tendremos entonces por solucién (t*, y *), cony * =a
t* +b. Ahora bien si (1% y ™) L, entonces la solucién es el extremo del segmento que haga menor
la funcion.

2.2~ PWRV con la distancia euclidea al cuadrado

Nuestra funcién es

n

f(X:Y)z.Z\-;ViF(X"Xi)z*‘(Y‘yf)z,
[ = i §
L |

Sujeto a un segmento L que suponemos que esy =ax +bcona <x<a,.
Realizando el cambio de sistema de referencia, obtenemos una funcién en una variable H ( x )
=Ax?+B x +C.

donde A=Xw, (1+a?) B=Xw, (2a(b-y,) -2x, )

C=2XW, lrxz +(b -y)ZJ
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Que es una funcién convexa, siendo el punto que anula la derivada primera x* =-B/ (2 A), que
es el punto que hace minima la funcién H ( x ).

Luego la solucién es por tanto (x *,y * ), siendoy * =a x*+b,six* € (a,,a,).
Six*£ (a,,a,), entonces la solucién en el segmento en cuestion, es el extremo que haga menor
la funcion objetivo.

2.3.-PWRV con la distancia euclidea

Nuestra funcién es entonces:

F 71/2
C(xex )+ (Y -y ®
L

|

f(x,y)=Xw,

i
|
_

Sujeto a un segmento L que suponemos que esy =ax+bconx <X <X, .

Realizamos el cambio de sistema de referencia, de forma que el segmento L se transforma en

Zw, t2-2ty, + (y2 + (a-x,)°?
gue resolvemos por el método de Weiszfeld, o por el algoritmo de Fibonacci pues F es unimodal.

3. ANALISIS DE LA SENSIBILIDAD EN EL PROBLEMA DE WEBER CON RESTRICCIONES

3.1.-Distancia Rectangular

n
Nuestro problemaes Minf(x,y) = X w, tx—x.
i=1

sujeto a un conjunto convexo Ky siendo (x,,y,)eB(p,,R )

Por el teorema 2.3 , podemos aproximar K por un poligono convexo. Estudiamos por tanto los
segmentos visibles desde el conjunto solucién sin restricciones.
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Seal=y=ax+b;a, <x<a,,unode tales segmentos.

Nosostros sabemos que el conjunto solucién en el andlisis de la sensibilidad sin restricciones
viene dado por el conjunto D = ( x *1, X *2) x (y : AT
2

n : | x! =x, -R,
donde x,* = Min T w,_~ . x-x/ 1<i<2
h=1 | ’ xf =x,+R,
_n f [ yQ:yh_Rh
y "= MnZw, Yy -yh | 1<i<2
h=1 y?=y, + R,

‘ ; | 2n | ‘
fL=Sw F x-xi+iy--yil;=Mini2v¥ix-xl’ por (2.1)

— A, =" (y, -b)si1<l<n

Sean (t, ) las cuatro medianas obtenidas, y seat = Min (t, j “)yt,=Max(t, ;). Entonces

D(L)=sy=ax+bconxe(t, t,)A(a,,a,). Siesteconjuntointerseccion es ¢, entonces la solucién
es el extremo a, ¢ a,, dependiendo de la cercania al conjunto (t , t ).

3.2.-Distancia euclidea al cuadrado

\giv”hx—x )2+ (y-y))?

Sujeto a un segmento L que suponemos que esy =ax +bcona , <x<a,.
Realizando el cambio y = ax + b, obtenemos H ( x ) = Ax 2 + Bx + C
donde A , B y C los obtuvimos anteriormente

M5

Nuestro problema es Minf (x ,y ) =
i

Iw (x,+ay -ab)
con punto solucién x * = Yy T=ax*+b (1)
(1+a?) Zw,

Los puntos de demanda factibles son:
(X, +r,cos0,,y +r sen® ) conO0O<r <R, .
Sea(x*(r,®),y*(r,®))lasolucion a este problema, entonces:
IWw (X +ay, +r (cos® +asen® )-ab)

X*(r,0)= =
(1+a®)Sw,

616



IZw r (cos® +asen®,)
X"+ =x"+G
(1+a?) Zw,

Tw,r (cos® + asen©,)
donde G +

(1+a?) Zw,

Luegox’: (r,0) -x*=G;y*(r,®)=ax*(r,0)+b=ax"+b+aG+y"+aG(2)

L
luegoy’(r,®) -y* =aG.
Sead (r, ©) ladistancia euclidea entre los puntos definidos por (1) y (2 ), entonces:

-

L 1/2

d (r,@) =] (x*(r,®)-x" )2+ (yr(r,0)-y")? -
1/2 - ] o1/2
G2+a2G? ~1G?2(1+a2?) -
[ \2
| (Zwirj(cos®i+asen®i)§ W”z
| | - (1+a?) =
}L_ N (1+a?) Xw, ) i
2 1/2

”(Zwiri(cosei + aseno©,) ) ]

(3)

(1+a2) (Xw,)?

Proposicion 3.1: d | (r, ©) se maximiza cuando todo ©® = arc g aparal<i<n
Demostracién
a
como —— d _(r,©) =0,paral<i<n, se tiene que:
ao
J

i
|
|

n
Tw r (cos®, + sen©,) wiri(—sen®j+acos®j)=0

Luego (-sen ©, + acos ©;) =0 —) 19O, =a paral<i<n

Comow . r.> 0,d, (r, ©)semaximiza cuando todos los sen ©, y cos © , tomen el mismo signo.
Por lo que el maximo valor se da cuando © , = © *, siendo tg © * = a, luego:

cosO* =(a?+1) "2ysen®* =(a?/a?+1) "¢

Sustituyendo en ( 3 ) se tiene:
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1 a
2wR,— ta S

L (1+a2)1/2 (1+a2)?z

dL(r,Q)=’ ) )

i__ (1+a ), (ZWI) -J

N2

(Z 1+a? |

| R — m
_ = =R

L, (1+a? ZW _J{ Zwi ’

que es el mismo valor del andlisis de la sensibilidad sin restricciones.
Llamemos x5 =x* -R , , Xy =x"+R,
Luego el conjunto solucién a nuestro problema es la interseccion de la rectay = a x + b con a |

<X<a,yelcirculo de centro (x *,y *) yradio R |

3.3.—Distancia euclidea

Nuestro problema es
Minf(xy) = 2w, ((x-x,)2+ (y-y,)?) "'
Sujeto a un segmento L que suponemos que esy =ax + b, cona , <x<a .

El punto solucién se obtiene por el algoritmo de Weiszfeld aplicado a la funcién

1/2

= 2w, ((a-x,)2+ (t-y,)?)

Notemos por D ( L ) al conjunto solucién en el segmento L, entonces obtenemos el siguiente
resultado:

Teorema 3.2: D ( L ) es un conjunto cerrado

Vamos a aproximar hiperbdlicamente la distancia, teniendo d (&)= ((x-x )2+ (y-y )2+
e) /2 ; con esto podemos asegurar la derivabilidad de f ( x, y ).

Seax, (©)=x,+r cos®. y (O)=y +r seno,

(a,y*"(©))elpuntosoluciénparaQ=(©,,0,, ..., 0 )

a F
que cumple ——= 0.
a o
Sead (e)=((a-x,(©))%+ (1"(0)-y, (©))2 +e)'?
a F (1*(©) -y, (0))
——=G, (t*(9),0) = 2w, =0 (1)
a t d*(e)



Diferenciando en ( 1) respecto a Q , , por la regla de la cadema obtenemos:

a G, at” a G,
+ =0 para 1 <k < n, luego:
at" a 0, a 0,

a G,

at*™ a®o a G (a-x,(0©))2
= - “ ;AMWft:C:ZW]

a 0, a G, a t” d?

a t*
a G, B

5 =-w R, (d) % (a-x,(0)) (a-x,(©))cos©, + (t-y (©))sen©,
a k
Luego
at
=C " (d))*(a-x,(0)) (a-x (©))cosO, +(t-y, (0))sen©O,

a o0,

Por lo que obtenemos un sistema de ecuaciones diferenciales en © .

Método Heuristico.

Presentamos en esta seccion un método heuristico basado en la seccién anterior. En la seccion
2. realizamos un cambio del sistema de referencia, por lo que el segmento L, se transformé en un
segmento L °, paralelo al eje y. El punto frontera, se encuentra por una aproximacién D { w /2 ) que
define un rayo originado en la solucion ( a, t * ) en el segmento L ".

Definimos por tanto:

A
D(r/2)=Max((x*-x*(©))2+(y*-y*(0©))?)"?=Max \ t* (@) -t \ :
© C]
A
El método es solo heuristico, porque encuentra un éptimo local de D (p /2 ) en ©, el cual no
asegura que sea global, y ademés el problema se resuelve solo en el caso en que el punto solucion
para el problema de Weber sin restricciones no sea un punto de demanda.

*

Nosostros tenemos que x * (@ ) =x "= a
a t (o) a x*(0)

Seaf, = ;o= ——— paral<i<n
a 0, ao,

El punto éptimo se mueve a través del segmento L ~ al cambiar los valores de los angulos ©
sobre las circunferencias de los circulos. Por lo tanto © | seré funcién del parametro A. El punto de
salida es el valor inicial A= 0; © , (0) = © , . Para encontrar el cambio de la localizacién del punto 6ptimo,
cuando cambiamos © ., usamos la regla de la cadena, obteniendo:

dt* (O(1)) a t*(0) d e d e
e -y —— :Sea y,(A)=
d a o d A d A
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La condicion para que el punto 6ptimo se mueva a lo largo del rayo definido por el angulo (r / 2)
es que:

d t* (0(L1))
d A

=K(A)sen (n/2)=K (%)

siendo K (A ) la velocidad con la que el punto se mueve a lo largo del rayo. Seleccionamos como
velocidad la maxima, entonces, tendremos el problema de programacién matematica:

Max K (A )
sujeto a Z y2 =1
> By =K(%)
gue es equivalente a
MaxK(k):Z B.v,
Sueto a  yZ=1
Aplicando las condiciones de Khunn - Tucker obtenemos:

B= 2By en (X3 1)

apg B
—— =B;+2uy,=0 = B =2py, = y,=——

a vy, 2u
2o B (3 B2)
— 2. = =1 = =
a u 2 2 4pe " 2
Bi ﬁi [ T 1/2
Luegoy,=— yK(A)=) —— “B,= Bz |
(Z B2y Z(ZBZ)IZ LZ J

Finalmente construimos el sistema de ecuaciones diferenciales siguiente:

do, dt” 2
— = }(}\f T = . }\, l(?\z
P ) 4 Bi )y (%)

Es decir:
1/2

d 6, ‘ dt* ]
= b : =EFZB? |

d A (ZBie)w/z da L 'J
Sistema que se integra por el método de Runge - Kutta hasta un A, tal que k (

una tolerancia prefijada.
Para encontrar R ) , construimos un sistema de ecuaciones diferenciales.
Para encontrar el valor de v . ( A ) que maximice la distancia entre los puntos (x * (8 ),y * ( ©))

",y *) consideramos el cambio en la distancia euclidea al cuadrado entre estos puntos.

y (x7
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El cambio viene dado por:
dx*(6(r) dy*(6(%)

2(x*(0)-x) +2(y*(8)-y) ——— =
d A d A

2 Z(y*(6>"Y)B,(}‘)Y|(7V): Z AjYi

Por lo tanto nos queda el problema de programacion matematica:

Max ZAi'yi

Sujeto a 3 v =
. . Bi
Siendo la solucion Y= .
(3 B2
Sustituimos esta expresion en ( 2 ). En el punto inicial A=0,A =0,yaque (x*(8),y*(0))

=(x%y").
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