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RESTRICCIONES EN EL PROBLEMA DE WEBER CON PUNTOS REPULSIYOS

1. - INTRODUCCT ON

Fermat en el sigle XVII, propone el problema de
localizar un punto en el plano, de forma que las sumas de las
distancias de éste a otros tres dados sea minima. Surge de
esta forma el primer embridén de lo que mas tarde se conoceria
como 'FProblema de localizagion?®.

Weber en 1909 plantea localizar ura industria que
abasteciera una serie de puntos de demanda. Establecié cuales
eran los factores fundamentaleé que condicionaban la
distribucidén regional de las industrias: los costes del
transporte, los costes del +trabajo y los precios de las
materias primas y de la fuerza motriz.

En 1937 Weiszfeld resuel ve =l problema de
localizacidn deterministico por medic de un.algoritmo iterado
para n puntos., Sin embargo debido a la Il guerra mundial este
algoritmo no fue conocido por estar publicado en la revista
Japonesa 'Tohoku Mathematic journal’. A mediados de los afios
50 se redescubre el procedimiento de Weiszfeld por Miehle
(1958). Francis (1854) introduce la distancia rectangular
para este tipo de problemas.

El problema de localizacién también se resuelve como
un problema minimax y fue propuesto por Sylvester en 1857 y
resuelto computacionalmente por Elzinger y Hearn en 1872.

Wesolowsky (1977) propone la resolucidn del problema
de Weber con distancia rectangular y donde los puntos se
distribuyen aleatoriamente, siendo los puntos de demandas

atractivos para el puntc de localizacidén. Tellier en 1872

generaliza el problema de Weber definiendo los conceptos de
puntoe atractivo y punto repulsivo.

Un ejempleo de punto atractiveo a localizar, respecto
a los puntos de demanda séria el caso de un hospital,
supermercado, colegio,etc. Sin embarge una central nuclear, un
basureroc municipal, una gasolinera, aundque son  centros
necesarios al prestar grandes servicios a la comunidad,
preoducen ciertos rechazos entre los ciudadano=. A estos puntos
=e les denominan repulsivos. Generalmente estos puntos estan
localizados en las afueras de las ciudades.

Como hemos comentado el problema que planteamos va a
consistir en minimizar 1la funcidén de Weber con puntos
repulsivos respecto 2 los puntos de demandas aleatorios, con
distancia rectanguiar ¥ sujeto a restriceciones de tipo
convexe, Estas restricciones para e! Centro. de servicios
buscado (a localizar) wva a ser una unidn de poligonos

cConvexos,

2.~ PLANTEAMIENTO DEIL. PROBLEMA

Sean n punteos P =(x,,¥;) de demanda con ccoordenadas
aleatorias, con funcién de densidad bidimensicnal conocida. Se
desea encontrar un punto (x,¥) que minimice la funcidn

esperada siguiente:
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Estamos utilizando la distancia rectangular (también
l1lamada distancia de las ciudades, red,...).
La expresidén (A) la podemos descomponer de la

siguiente forma: E(H) = E(H), +E(H), , siendo
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Lstas expresiones, serdn las gue wbilizaremos para
encontrar al dptimo, en cada variable , vya gue et problema
complels se puede  reducir  a  resoliver el problema de  dos

tunciones de una variable.

o CALCULGO DEL OFTIMO EN EL CAS

BIN BESTRICCIUNES CON PUNTOS ATRACTIVOS Y BEFULSIVOY
Considerenss que los pesos W, son positivos para laos
puntos  atractives o v Wi, negativos para  los  repulsivos v

supondrenos tambiién gue 2 W0
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Regalizandp operaciones , obtenemos la siguiente
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o2l taso de  gus  todos  los W, mean negatives,

antonoes EiFix  @s  uwna  funcidn  cénocava v el problema de

MANLIMLzac1dén k=1 TN A L (=4 [S3 pEw] de MAaK LML ZAC LS, &

resolutidn de pste nuevo pDroblema seria andloga al  desarrollo
anterior, salvo a la hora de encontrar el intervalo aie  habri

que tener en cuents que el signo de  da  derivada pasa de

positivo a negativi, puesto gue

Lamos buscando un maximo  en

wuna  funcidn concava. Dea ko= { = +1,ez,f2,.u.,en9fn .} W

{ SyrSprn oy } los slementos de K ordenados de menor a
MAVEGF .

B &l cass mas general de que existan puntos
atractivos v repulsivos, esto es, si alounos de  los W0 Y
otros wid aungue la funciédn es continuga, presenta una forma
parabdélica en cada intervalo (S, 08} CUuya ecuacidn Viene
dada por: atxz+th+ci siendo  a; positiva &n alouncs
intervalos v negativos en otros.Ss  tratarfia de ir buscando
aguellos intervalos donde existan minlmos  locales de la

expresidn
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es decir, aguellos intervalos (=, Biag) tTales gue
los a; son pasitivos, va que si a; 8s négativm, la pardbola en
ese intervaln es cdncava o En 2l caseo de que algon a;p = 0 @l
minimo local es uno de los extremos, o todes los puntos del
iﬁfervalu, dependiendno s5i la recta es constante o no.

Dondes los valores a tienen las
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En cada intervalo gue cumpla  la condicidn de que
‘ * by . * X
agr Oycaloulamos el punto ¥ = - ——. Gi ¥ pErtensce al
2ay .
intervalo en cuestidn, éste es el minimo local, v en caso
contrario el minimo es uno de log extremos.

Hemos de notar que si x * s, ., entonces Ry=-1 =]
1y#~1 para cada i, luego realizando ocperaciones obtenemos que
Ag=ils b°=~2 W= 0y co:z wilfire)l. For lo gue el minimo en el
intervalo (—.s,) viene dado por bg.s; + Cgo-

Analogamente si x ¥ B,, entonces R=l e [=-1 por lo
aue ap,=Us ba™ 2 Wz Oy Czn:ME wilfi+re). For lo gue el
minimo en el intervalo (SZWGﬂ viene dado por bBpn.Sant Can-

El imponer la condicidén de que 2 w;z 0 es  debido  a
que estamos minimizando v ello nos obliga a tomar bgil, ya que
81 bgr0 entonces el minime se encuentra en —o. LD mismo sucede
can bape

Una ver encontrados todos los minimos  iocales, el

menor de todos ellos es el minimo global.

OBRLEMA  CON RESTRICCIONES FARA PUNTOS

Tellier define un punto de demanda atractivo si  su
corregspondiente peso especifico wg es positivo vy rempllsivo en
casn contrario. Nosotros intentamos minimizar (A)y ahora bien

nuestro problema de minimizar se convierte en:

<_xt|+|y—yti].fixi,yt)“dxi dvy

v siendo la funcidn convexa va Oue

donda los

Ia distancia ractangular @5 COnveHa.
La solucidn la situamos en wun recinto limitado 8§ oue

SUpOnemes convexn. For tanto estamos ante un problema de:

Max E{H) {B3

(sav)e B
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s5= U} Ly By = poligono  convexro
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Definicion.— Un punto #eS s un vértice de 5 si no

se puede expresar como combinacidn convexa de dos  puntos
cualesguiera de . En un poligono convexo estos vérltices
coinciden ceon los vértices de ta definicion olasica de un
poligono.

El teorema de marimizacidn de una  funcidn convexa
nos da el siguientes resultado:

CONVYEXsa en LA

on 1.-8i1 una funcidn f
cunjunto convexo S, entonces 2! maximo de f es un vértice de
feed
S.

Como consescuencia de estev- teprema , s& biene el
siguiente resultado aplicado a nuestro problems

] Rt W La solucidn -de  (E estd  @en  un

vértice de algdn poligono O de § al menos. 51 esta en varicos
vértices, gritonces  estid  también en cualouisr  combinacidn
convexa de ellos.
Oemostracidn:
l.a funocidn & maximizar es  conveda v esta
restringida a wn coniunto  convexo.  Forooel teorama de

de wuna funcidn convera la selucidn  estid e un

maximlza
vértice de 5. dAhora Dbien, 5 ms una Wnidn de poligonos

EEr A

converos, luego 21 Sotimo buscado

M B3 ]

(x,y)E(EJ.j
W ] Max E(HY en un  vértice de2l poligoro [
(x,y)eﬂij
51 @) dptimo estuviera en  varios vértices de O
tambyl én 1o t& N la combinacidn COMYERHNA e clichos

vartices, puss LIH) &5 oonvexa.



Segan &) apartado o para el caso de puntos
atractivos v repulsivos, hemos considerado los 8% pusblos de
la provincia de Sevilla mas habitadas. Se han  asignado pesos
nositivos {wl, igual al nuimero de habitantes, para todos los
pusblos Excéptm la capital que se le ha asignado un pesco
negativio.

Fretendemos encontrar la whicacidn de un  centro ds
m=arvicio gque puede resultar atractivo para determinados
nacleos de  poblacidn v rechazab@e [=14] particular para ls
capital.

Tomando cono referencia la capital con coordenadas
(1,00, obtenemnas las coordenadas {ag. b e lué restantes
puntoas.
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17y —-17.8 B3d1z /46.6 ~16.5% 3933 /4.73 =61 TOIIZ

AZ.5  9.785  Z6EBE /3.8 0.%  2BEE /B2 -4.75% 10802

0.5 4.7% T70e /7075 LEALR V45 /-1.9 0 -E.25 IBOS

=7.8 8, 9139 /O50.R4G _7.25 3790 /-4 -0.25 0 3382
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~lZ2.9 -~-1.258. 2096 /35.5% -—-1.75 3Z2BE s —-Z.25 -Z6.8 29421
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L * .
a localizar son x =b6.4634 =]
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13 Hl4 27Es /R0 220 7103 /2% -15.25 29118
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Utilizamos la distribucidn bidimensional uniforme en
el intervalo [a;—z,a;+2ixlb—2,b+2]..

Realizando un programa de progtramacion Pasc&l
cbltenemns que las coordenadas Sptimas del centro de servicios
yh=—2.789. Este punto estA

localizado cerca de la ldcalidad de Alcali de Guadaira.

EJEMPLO 2
Segdn el apartado 4,todos los pesos especificos  son
negativos, ya que estan asociados a puntos repulsivos vy
nuesfﬁp praoblema se nos convertia en maximizar wna  funcidn
convexa sujeta a un  conjunto de restricciones convexdo. En
nuestro gjemplo 1o hemos limitedo & la provincia de Sevilla
por meaiu de dos poligonos convexos, cuyos vértices vienen
dados por las coordenadas:
Frimer poligono
27.8 1x.9 J3RL1.9 19 /EL.4 0 R2OL/2V.E 2B.F 0 /19 4207
/l2.8 46.5/46.2 A44.7/-7.2 Z0,1/-21.1 12.E5/-23.7 12.3
-1%.4 -1.%9
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