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Abstract: Presentamos un trabajo en el que encontramos un cligue con mayor demanda
en un problema de locatizacién competitiva, empleando la distancia rectangular en el plano.

1 INTRODUCCION

En muchos casos una firma desea recibir sobre un conjunto de lugares para establecer
centros de servicio de produccion, de almacenamiento, de ventas o de servicios ptblicos, tales
como parques de bomberos, centros sanitarios de primeros auxilios, etc. De forma general un
problema de este tpo se sucle plantear como un problema de minimizacién de una funcién
objetivo que es lasuma ponderada de distancias del punto buscado a los centros de demanda. Este
problema que originalmente planteé Fermat (ver Khun (1975) y que més tarde Weber (1909) en
su “Uber den Standort der Industrien” 10 aplicé a la localizacion de una industria. Se asume que
los consumidores van al centro de servicio mds cercano a su lugar de residencia entre varios
centros que estén a su alcance. Ahora bien, éstos no se podrin poner en los lugares deseados por
las firmas por diversas cuestiones como puede ser el que ese lugar ya esté ocupado por otra firma;
es por ello por lo que en este tipo de problemas aparecen restricciones, que de forma usnal se
consideran que estdn formados por un conjunto de poligonos convexos. A este respecto podemos
citar el trabajo de Hurter _Schaefer- Wendell (1975) en el que estos antores clasifican los
poligonos, con lo que pueden hacer el estudio sobre un ndmero muy reducido de tales poligonos.

En este trabajo tratamos con localizacién competitiva. Se considera a Hotelling (1929)
el que da origen a este tipo de problemas. Slater (1975) vuelve a considerar este problema y
Hakimi (1983) generaliza el problema con la definicién de (r/Xp) medianoide. Nosotros
planteamos el problema de localizar un centro de servicio que compita con otro ya establecido
que suponemos se encuentra enuna ciudad y utilizamos por tanto ]a distancia rectangular, es decit
segiin la notacién de Hakimi {1983) planteamos un (/X)) medianoide. Encontramos los cliques
maximales que se pueden obtener, que probamos que son 4, con lo que nuestro problema se
restringe de forma considerable, ya que los cuatro cliques se encueniran de forma muy sencilla
en este caso, y paracualquiera que sea el niimero de puntos de demanda. El problema se complica
de forma considerable para el caso de un problema (/X)) medianoide tal y como prueba Mufioz
(1.988) encontrando un algoritmo de o(r).
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2 Conceptos y definiciones

Definicién 2.1 : Un grafo G = (V,E) es un conjunto de vértices y E es un conjunto
de lados , representado cada uno de ellos por el par de vértices finales (v,w).

Definicién 2.2 : Un conjunto de vértices independientes (también lamado con-
Junto internamente estable) es un conjunto de vértices de G, tal que cualesquiera
que sean dos vértices del conjunto , no son adyacentes , es decir , ninguna pareje,
de vértices estdn unidos por un lado .

De aqui que un conjunto S ¢ X que satisface SUYE(S) = § es un conjunto de
vértices independientes.

Definicién 2.3 : Un conjunto S es mazimal independiente si satisface las dos pro-
piedades siguientes:

1. SNE(S) =§
2. HNE(H)#0 VH>§

Sea D la familia de los conjuntos internamente estables, llamamos nimero de inde-
pendencia del grafo G a
a(G) = max|S)
sED

¥ al conjunto $* que nos da este nimero se le denomina conjunto independiente
maximo. ,

Tsukiyama ... {1.977) encuentra un algoritmo para generar todos los conjuntos
independientes maxirmales.

Nosotros utilizaremos el concepto de clique que es una definicign opuesta al de
conjunto independiente maximal.
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1" Sesién

Definicién 2.4 : Un subgrafo completo mazimal(clique) de G es un subgrafo for-
mado por un conjunto S de vértices el cual es completo y que es mazimal en el
sentido de que cualquier otro subgrafo de G , basado en un conjunto H D S de
vértices ne es completo.

Hemos de recordar que un grafo es completo si para cualquier z e y € X, se da
que 6 {r,y) € V & (y,z) € V 6 ambos.

En esta definicién cada par de vértices de un clique son adyacentes , luego el
conjunto independiente maximal de un grafo G corresponde a un clique de un grafo
(¢ y viceversa , donde G es el grafo complementario de G.

Definicién 2.5 : LLamamos nimero de un cligue ( también conocido como la den-
sidad) al ndmere de vértices de un clique.

Para mas detalles recomendamos ver el libro de Christofides (1.986).

El encontrar el conjunto de cliques se puede resolver tratando con los conjuntos
independientes maximales. No obstante Carraghan-Pardalos (1.990} encuentra un
algoritmo muy sencillo para resolver el problema del clique méximo.

Nosotros adecuaremos las definiciones anteriores a las caracteristicas de nuestro
problema en la seccién siguiente.

3 Planteamiento del problema

Usaremos las siguientes notaciones:
o P, =(a;,b)eR® 1<i<nesel conjunto de puntos de demanda.

s w;ER ,w;>0 1<1i<neselconjunto de los pesos asociados respectiva-
mente a cada punto de demanda.

s @ = (0,0) € R? el centro de servicio con el cual debemos de competir.
e P = (z,y) € R? el centro de servicios que deseamos encontrar.
Siguiendo a Mufloz asumimos que:
1. F={h,Q:,...,Q,} el conjunto de los & centros de servicios existentes.
2. El nivel de demanda de cada consumidor es fijo.
3. Los consumidores siempre usan el centro de servicio més préximo.

4. Los consumidores usan la distancia rectangular.
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Nuestro problema podemos entonces plantearlo de la forma siguiente:

PeR?

max i;wjzj(P) (1)

1 si d(P,B)<r;= g}é‘}d(Qf’Pj)

0 en casocontrario

(2)

Como d(P, P;) = |z — a;| + |y — b;| , la bola d{ P, P;) = r; es un rombo T} centrado
en el punto P; y radio r; , entonces si colocamos nuestro nuevo centro de servicio
en el punto P , éste atrae al punto de demanda P; y nuestra pretensién es atraer
a la mayor cantidad posible de dichos puntos de forma que la suma de los pesos
asociados a estos puntos sea maxima.

donde z;(P) = {

Definicién 3.1 : El conjunto C de puntos de demanda es un clique si existe al
menos un punto P € R? tal que d(P,P;) <r; YP. € C y el conjunto es mazimal.

Si C es un clique, con él viene asociada una regién rectangular

Se = ﬂTj

PjeC

enla quesi P € Sg = d(P,P;) <r; VYP; € C, luego cada clique tiene asociado un
recténgulo. Nosotros hemos de encontrar , no la regién rectangular mayor asociada
a un clique , sino aquella regién rectangular asociada a un clique que sea de peso
maximo.

Mufioz prueba los siguientes resultados cuando hay k centros de servicios.

Proposicién 3.1 : Dos puntos de demanda P; y P; pertenecen el mismo cligue s
y sdlo st d(FP;, P;) < vy +r;. A)

Definicién 3.2 : Se define el grafo G(V,E) donde V = {P, Py,..., Pr} y E =
{(P, P3)] d(P, P;) <7i+ 13}

Mufioz prueba que s6lo es necesario encontrar el clique de peso maximo del grafo G
para encontrar la solucién éptima , estando acotado el niimero de cliques segin el
teorema siguiente.

Teorema 3.1 : El nimero de cliques de G esta acotado por ( g )

Supongamos que tenemos un tnico centro de servicio @ y que deseamos introducir
otro centro de forma que compita con aquél. Nosotros obtenemos entonces los
siguientes resultados.

Sean P, = {Py, Ps,..., Pu}, Dn = {D1, Da,..., Dy} la clase de todos los cliques
del conjunto P , y by = |Dh]
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1* Sesion

Proposicién 3.2 : Si P, CPon = ho € Rt

demostracién Supongamos que Prpy = {P1, Pay- -, Pasa} ysea D; € D,=3P¢
R? tal que d(P, P) <r; VP €D; = esun clique formado por puntos de Py C
Poy1 = Djes un clique de puntos de Puyy = D;€EDup1 = A S han

Proposicién 3.3 : Si P; y FP; pertenecen a cuadrantes no adyacentes , entonces no
pertenecen ol mismo clique.

demostracién Por la proposicién (3.1) sabemos que P, y P; pertenecen al mismo
clique si y solo si d(F;, P;) <ri+rjconri = d(P;, Q) ,r; = d(P;,Q).

Sin pérdida de generalidad podemos suponer que el centro de servicio (Q) estd
situado en el origen de coordenadas.

e Supongamos que F; € I'y P; € 1T, entonces podemos poner F; = (a,b) con
a,b> 0y P; = (—¢,—d) con ¢,d > 0. Se tiene entonces que:

d(P,Q)=lal+1b|=a+b=r d(P;, Q)= |—cl+|—dl=c+d=r;
Luego
d(Pi,Pj)=|a+c|+|b+d|=a+c+b+d=(a+b)+(c+d)=r;+rj
y por tanto P; y P; no estan en el mismo clique.
e De forma andloga se hace para el caso en que PellyFPelV

La siguiente proposicién nos generaliza la anterior para ¢l caso en el que hay maés
de un centro de servicio.

Proposicién 3.4 : Sean m centros de servicio {Qr}i:- Consideremos dos puntos
de demanda P: y P tales que d(P;, Q%) =i = néin{d(P,-,Qk)} yd(P;, Q) =r; =
k

%in{d(Pj, Q1)}. Entonces si P; y F; pertenecen @ cuadrantes no adyecentes , respecto
k

a @, entonces FP; y P; no perienecen al mismo cligue.

demostracién

Si F = Q7 entonces sirve la demostracién de la proposicién anterior.

Si QF # Q7 entonces d(P;, Q) + d(Q', P;) = d(P;, Fj) ya que P; y P; estén en
cuadrantes no adyacentes.

Ahora:
ri 7= d(P, Q) + d(@, Py) < d(P;, Q) + 4@, P;) = d(P;, P;)

va que _ '
d(Q, F;) < (@' Fy)-

Por lo tanto d(P;, P;) = r; +rj, por lo que no pertenecen al mismo clique.
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Corolario 3.1 : Un cligue sdlo puede estar formado por puntos situados en cua-
drantes adyacentes.

Corolario 3.2 : Los posibles cligues que se pueden formar son puntos de los cua-
drantes (I y ITy , (I y IVY(II y 111) (III g Iv).

Proposicién 3.5 : See D un clique , entonces Sp estd incluido en un cuadrante
formado por las dos bisectrices.

demostracién Sélo es necesario probarlo para un par depuntos P, € Iyun P; € I1.

Sea entonces un punto P; € I, entonces el rombo T; , su frontera pasa por Q y
tiene un lado en la segunda bisectriz. Anidlogamente si P; € II , entonces T;esun .
cuadrado cuya frontera pasa por Q y tiene un lado en la primera bisectriz. Luego
T;NT; pertenece al cuadrante formado por la primera y segunda bisectriz con y > 0.

Corolario 3.3 : Hay un cligue mazimal en cada cuadrante formado por las bisec-
trices y cada clique estd formado por los puntos P; de los cuadrantes adyacentes
cortando los correspondientes T; a dicho cuadrante.

Corolario 3.4 : Si hay una facilidad Q , entonces el mimero de cliques estd acotado
por 4,

Luego si el mimero de facilidades es 1 tendremos que las posibles regiones {S;}1,
asociadas a los cuatro cliques maximales son las siguientes:

Si= (1 T &= N T S= N T S%= (| &
Pe(r|JIn Pe(I|J1Imn Pe(III|JIv) Pe(I|JIV)
ean
_ Se C T st a > 0
F=(00 = { So C T si @ < 0
. S C T s b > 0
E=08 = {&(:ﬂsib<0

Si consideramos el interior de los cuadrantes tendremos entonces:
o SiPelUll° = S CT
e SiPell"Ylll* = ScCT
e SiPelll°YIvVe = S,CT
e SiPelryIrve = 8,CT;
Consecuencia 3.1 : Sea D; el cligue que forma S; , se tiene entonces:
L.Dy={R/P elUll° 6 P,=(0,b),b> 0}
2. Dy, ={P/P e lI°yrire é P, =(a,0),a <0}
3. Ds={P/P, € III°'UIV° & P =(0,b),b< 0}
4 Da={FB/PeIPUIV® 6 P = (@,0),a > 0}
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4 Obtencién de las regiones asociadas a los cliques

1. Sea Sy el rectdngulo de vértices {A,C,B,0} . Dichos vértices los obtenemos
de la forma sigutente:

(a) Calculamos r}g}ier}{a; + b} =a; +b;

pp b = o

Sea Ry = min{a; + b;,br}. Tomamos el punto A= (R, R) B1 >0
(b) Andlogamente calculamos "gglei}lr{b; —a;y=bp—an

ppid =5

Sea Ry = min{b, — an,bj}. Tomamos el punto B = (—Ra, Ry) B2 >0
(c) Y el punto C = (Ry— R, Fu + Ry)

2. Sea S, el recténgulo de vértices {A,C, B, O} . Dichos vértices los obtenemos
de la forma siguiente:

(a) Calculamos Iq}g[:}{a,- —bl=ar—bu

g leat = ¢

Seq Ry = max{ay + by, a;}. Tomamos el punio A= (Ri,—F) R <0
(b) Andlogamente calculamos }g;éai}cl{a; + b} =an+bn

et = o |
Sea R, = max{ay + by, a;}. Tomamos el punto B = (Ha, Ry)) Ry <0

(c) Y el punto C = (B + Ray s — Ri)

3. Sea S el rectdngulo de vértices {A,C, B,0} . Dichos pértices los oblenemos
de la forma siguiente:

(a) Calculamos };:g}:ﬁ{ai + b} =ap+ by
max {bi} = b;
Sea Ry = max{ay + by, b;}. Tomamos el punto A = (Ry, f1) Fa < 0
(b) Andlogamente calculamos Igﬁrgﬂ/{a; —b}=ap—bn
g b = b
Sea Ry = min{ey — by, —b;}. Tomamos el punto B = (Ra, —_R}) R, >0

(C) Y E‘l punto C = (R] —+ R‘),R] b Rg)

4. Sea S, el rectdngulo de vértices {A,C,B,0} . Dichos vértices los oblenemos
de la forma siguiente:
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(a) C’leculamos P,-Héir%{ai —b}=ay—b

min{a;} = g

Sea Ry = min{a;, — br,a;}. Tomamos el punto A = (R, —Ri)) By >0
(b) Andlogamente caleulamos gl‘igr}{a; + b} =ay,+ b,

jmin {a;} = o

Sea Ry = min{a, + b, a;}. Tomamos el punto B = (Ro, Ba) Ry >0
(c) Y el punto C = (Ri— Ry, Ry + Ry)

Esto nos conduce a un algoritmo de o(nlogn) ya que primero hemos de encontrar
el cligue de peso mdzimo . Parg ello s6lo hemos de sumar los pesos de los puntos
de demanda tomados de dos cuadrantes adyacentes. Hemos de tener en cuenta lo
siguiente

S P =(a,0) a>0), entonces Pr e [,
® SiFi={(e,0) a<0, entonces P, € [II.

5t P =(0,8) 5>0, entonces P, e 1l

Si Pi=(0,b) b< 0, entonces Perv.

5 Algoritmo

1. Hacemosi:lT1=0T2=0T3=0ﬂ=0
2. hacer mientras sea i <n

(2} Sib; >0 entonces T =T + wfi]
de lo contrario Ty = Ty + wii]

(b) Sia; >0 entonces Ty =T, + wli]
de lo contrario Ty = T, + wiz)

Hacer i=i+1;
3. Sea Tfj] = Pg;m(}g{T[i]} + La solucién es el elique ;.

4. Obtener la regidn S; utilizando la seccidn 4.
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