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Resumen

A lo largo del siguiente trabajo vamos a profundizar en los contenidos impartidos en la asig-
natura Estructuras Algebraicas para explicar la Ley de Reciprocidad Cuadratica asi como sus
aplicaciones para la Teoria Algebraica de Nimeros. Ademas existen otras Leyes de Reciproci-
dad como la Leyes de Reciprocidad Cubica, Bicuadratica, de Einsentein,... entre otras, las cuales
no estudiaremos en nuestro trabajo por falta de espacio.

= Durante el primer capitulo se explicardn conceptos acerca de la estructura de grupo de
U(Z/Zn) ast como el concepto de residuos de la n-ésima potencia para averiguar para qué pri-
mos p se puede resolver la congruencia 2™ = a (p) dado un « fijo.

En el resto de nuestro trabajo se dividird en cuatro capitulos. En cada uno de ellos se dara una
demostracién la Ley de Reciprocidad Cuadratica (de las muchas que existen) usando en cada uno
herramientas distintas:

= Kl segundo capitulo, ademds de enunciarla, hara uso de los residuos cuadraticos definiendo el
concepto del simbolo de Legendre y posteriormente su generalizacion, el simbolo de Jacobi.

= En el tercer capitulo haremos uso del concepto de las sumas cuadraticas de Gauss, definiendo
para ello los numeros algebraicos y los enteros algebraicos y estudiando las propiedades que
cumplen, necesarias para llevar a cabo la demostracién.

= El cuarto capitulo pasa a un enfoque completamente diferente usando para ello los cuerpos
finitos asi como sus propiedades y la existencia de un cuerpo con p™ elementos para todo p
primo y para todo n natural.

= En el quinto y ultimo capitulo de este trabajo volvemos a lo usado en el tercer capitulo
y extendemos las sumas de Gauss a las conocidas como sumas de Jacobi para las cuales
es necesario definir el concepto de caracter multiplicativo. Estas sumas, ademés de ser més
potentes y complejas, tienen la ventaja de que se pueden usar para demostrar reciprocidades
de orden superior.

El origen de este trabajo viene del proyecto como alumno interno del Departamento de
Algebra de la Universidad de Sevilla realizado en el curso académico anterior cuyo tema principal
fue el Algoritmo de Shanks, el cual, aunque es probabilistico, es muy eficiente. Consiste en, dados
un primo impar p y entero a, encontrar un niimero z (si existe) tal que 2> = a (p). Para ello,
primero calculamos el nimero impar g que cumple que p — 1 = 2° - ¢ y, por otro lado, elegimos
aleatoriamente un nimero n tal que (Z) = —1 (lo cual tiene una probabilidad cercana a %, por
lo que se obtendrd algin n satisfactorio tras pocos intentos). Con esos datos, se inicia un proceso
iterativo, el cual es finito, pudiendo acabar o bien dando un valor para x o bien diciendo que a no
es un residuo cuadratico médulo p. En este trabajo se usaron las referencias bibliograficas [1], [2],
[5] v [7]. Este proyecto, sin embargo, se basa en gran medida en la referencia [4] aunque se apoya

también en las referencias [3] y [6].



Por otro lado, esta memoria forma parte de uno mas grande que tratara sobre las Leyes de
Reciprocidad de érdenes superiores y que se realizé como proyecto de becario de colaboraciéon y
alumno interno para el Departamento de Algebra de la Universidad de Sevilla para el curso
académico actual. Ambos formaran un trabajo completo y extenso sobre las Leyes de Reciprocidad.

Dicho proyecto complementario se dividira en dos capitulos explicando en cada uno las Leyes
de Reciprocidad Cibica y Bicuadrética, respectivamente:

= En el primer capitulo definiremos al anillo Z[w] haciendo uso de las raices cibicas de la
unidad y del simbolo residual ciibico (andlogo a los simbolo de Legendre y Jacobi visto en
capitulos anteriores). Realizaremos dos demostraciones: una andloga a la del tercer capitulo
y la otra a la del quinto capitulo, haciendo uso de las sumas de Gauss y de Jacobi ciibicas
para demostrar la Ley de Reciprocidad Chbica.

= El segundo capitulo se centrara en la Ley de Reciprocidad Bicuadradtica debiendo definir,
andlogamente al apartado anterior, el anillo Z[i], también conocidos como enteros gaussianos
ademds del correspondiente simbolo residual cuartico para poder llegar a la demostracién
satisfactoriamente.
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Abstract

Along this project we are going to delve into the concepts introduced in the course Algebraic
Structures in order to explain the Law of Quadratic Reciprocity as well as its applications in
Algebraic Number Theory. Furthermore, there are others Laws of Reciprocity as the Cubic,
Biquadratic, Einsentein Reciprocity Law among others, which will not be treated in this project
due to lack of space.

= At the first chapter we are going to explain the structure of U(Z/Zn) as well as the notion
of nth power residues in order to solve for which primes p the congruence 2™ = a (p) is
solvable for some fixed a € Z.

The rest of our project will split up in four chapters. In each of them we will give a proof of the
Law of Quadratic Reciprocity (among all those that exist) using differents tools in each of them:

= The second chapter makes use of the quadratic residues defining the concept of the Legendre
symbol and its generalization, the Jacobi symbol.

= At the third chapter we make use of the notion of quadratic Gauss sums, defining concepts
such as algebraic numbers and algebraic integers.

= The fourth chapter changes to a completely different point of view using finite fields. We
prove the existence of a field of p™ elements for all primes p and for all natural n.

= At the fifth and last chapter of this project we return to the third chapter’s topics, and we
extend the Gauss sums to the well-known Jacobi sums, for which is necessary to define the
concept of multiplicative character. Not only these sums are more powerful and trickier, but
they have the advantage that they can be really useful to show reciprocities of higher order.

The origin of this disertation comes from the project as intern student for the Department
of Algebra of the University of Sevilla in the former academic year whose subject was Shanks’
Algorithm, which is very efficient even though it is probabilistic,. It consists of, given an odd prime
p and an integer a, finding a number z (if it exists) such that 22 = a (p). For that, first we have to
calculate a odd number ¢ such that p —1 = 2¢ - ¢ and, additionally, we choose randomly a number
n such that (g) = —1 (whose probability is almost %, so we can find one after a few tries). With
these data, we initialize an iterative process, which is finite, because it gives a value for z or saying
that a is a non-residue quadratic modulo p. In this project we used the bibliographic references
[1], [2], [5] and [7]. The current project, however, is mainly based on the reference [4] although it
is supported also on the references [3] and [6].



On the other hand, this memoir is part of another bigger one which addresses the Laws of
Reciprocity of higher orders which was undertaken as an intern student for the Department of
Algebra of the University of Sevilla for the current academic year. Both take part of complete
and extensive project about Laws of Reciprocity.

That complementary work is composed of two chapters, explaining the Law of Cubic and
Biquadratic Reciprocity, respectively:

= At the first chapter we define the ring Z[w] making use of the cubic roots of the unity and
the cubic residue symbol (analogous to the Legendre and Jacobi symbol we have seen in
previous chapters). It contains two proofs: one similar to the one we have seen in the third
and fifth chapters of the main project, making use of the cubic Gauss and Jacobi sums in
order to prove the Law of Cubic Reciprocity.

= The second chapter we focus on the Law of Biquadratic Reciprocity, for which we have
to define the ring Z[i] which is well-known as the Gaussian integers, in addition to the
corresponding quartic residue symbol in order to achieve the proof satisfactorily.
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Conceptos y propiedades basicas

Antes de empezar este trabajo es necesario enunciar algunos teoremas muy recurrentes a lo
largo de todo el trabajo asi como establecer algunas notaciones.

Notaciéon 1 Sean a, b, m enteros tales que a es congruente con b mddulo m. La representacion
que usaremos en el trabajo para ello es la siguiente:

a=b (m).
Teorema 0.1 (Teorema Chino del Resto) Sea m € Z~( y supongamos que m = mims -+ - my
y ged(my,my) = 1, para todo i # j. Sean by, by, ..., by enteros y consideremos el sistema de
CONGruencias:

= by (my)

x= by (mo)

r= b (my)

Este sistema tiene siempre solucion en Z y cualquier par de soluciones difiere en un multiplo
de m.

También existe una versién del mismo para anillos (que es la que nos serd realmente util en
nuestro trabajo) que se puede enunciar brevemente como sigue:

Z)Zm = Z]/Zmq X --- X L]ZLmy

Teorema 0.2 (Pequeno Teorema de Fermat) Sea p un ndmero primo y a > 0 un nidmero
natural. Entonces se tiene que:

Equivalentemente, sea p un nidmero primo y a > 0 un nimero natural tal que ged(a,p) = 1.
Entonces se tiene que:

a?t=1 (p).
Teorema 0.3 (Férmula de Inversiéon de Mdbius) Sea f una funcidon de compleja definida so-

bre Z~o y i la funcién de Mébius definida en Z~q, cuyos valores son los siguientes:

1 sin=1
u(n) =< 0 si n contiene algun cuadrado
(—=1)!  sin=pipy---p donde los p; son primos distintos y positivos

Sea F(n) =4, f(d). Entonces se tiene que

fm) =Y w@F (5).

d|n



Corolario 0.1 Sabiendo que ¢p(n) es la funcién que nos dice la cantidad de ndmeros naturales
MENOTes que N que Son coprimos con n se tiene que

o(d) = Y u(0)%.

&
c|ld

Teorema 0.4 (Teorema de Dirichlet para sucesiones aritméticas) Sean a, d € Z tales que
ged(a, d) = 1. Entonces la progresion aritmética definida por a,, = a+nd contiene infinitos nimeros
PTiMmos.

Definicién 0.1 Sean a, n € Z y ged(a,n) = 1. Diremos que el orden de a mddulo n es el orden
dea=a+7Zn en el grupo U(Z/Zn).

Definicién 0.2 Sea R un dominio de integridad. Se dice que es un Dominio Fuclideo si hay una
funcion X que va de los elementos no nulos de R al conjunto {0,1,2,3,...,} tal que si a, b € R,
b# 0, 3¢, d € R con las propiedades:

1. a=cb+d.

2. d=0 o bien A(d) < A(D).

Definicion 0.3 Todo dominio euclideo es un dominio de ideales principales y en particular verifica
la identidad de Bézout.

Definiciéon 0.4 Un cuerpo K es una extension del cuerpo k si k es un subcuerpo de K. En dicho
caso se notard K/k.

Definicién 0.5 Sea k un cuerpo y K un extension de k. A la dimension de K como k-espacio
vectorial la llamaremos grado de la extension, la cual notaremos de la forma:

[K : ]{j] = dimk K

Cuando ésta es finita se dird que la extension K/k es una extensidn finita.



Capitulo 1

Introduccion

Asumimos todos los conceptos y propiedades basicas aprendidas en la asignatura de Estructu-
ras Algebraicas, y vamos a definir otros necesarios para poder explicar adecuadamente el tema
principal de nuestro trabajo.

1.1. Raices primitivas y estructura de grupo de U(Z/Zn)

!
Sin= sz“, sabemos por el Teorema Chino del Resto (0.1) que
i=1

U(Z)Zn) ~ U(Z/Zp3) x - - x U(Z)Zp®).

Por lo tanto, para determinar la estructura de U(Z/Zn) es suficiente considerar el caso de
U(Z/Zp™) con p primo. Empezaremos considerando el caso U(Z/Zp).
Dado que Z/Zp es un cuerpo, nos sera util el siguiente lema:

Lema 1.1 Sea f(z) # 0 € k[x] donde k es un cuerpo. Supongamos que deg(f) = n, entonces f
tiene a lo sumo n raices distintas.

Corolario 1.1 Sean f(z),g(z) € k[z] y deg(f) = deg(g) = n. Si f(o;) = g(ay) para n+ 1 valores
distintos a1, ..., any1. Entonces, f(x) = g(x).

Demostracion:

Aplicar el Lema 1.1 para el polinomio f(z) — g(x). O

Proposicién 1.1.1
Pl l=@ -1z —-2)---(x—p+1) (p)

Demostracion:

Si @ denota la clase residual de a en Z/Zp, una forma equivalente de expresar esta proposicién
es

en Z/Zplz]. Sea

J@) =@ -T)~ (@~ TDa-2)...a~ G-1).

Entonces f(z) tiene grado menor que p — 1 (dado que el término lider se cancela) y tiene p — 1
rafces 1,2,...,p — 1 (por el Pequeno Teorema de Fermat (0.2)) por lo que f = 0. O



2 1 Introduccién

Corolario 1.2 En las condiciones anteriores:

(p—1'=-1 (p)

Demostracion:

Esta demostracion se consigue sustituyendo z = 0 en la Proposicién 1.1.1. O

Este resultado es conocido como Teorema de Wilson. Es facil probar que si n > 4 no es primo
entonces (n — 1) =0 (n).

Por lo tanto, la congruencia (n — 1) = —1 (n) es caracteristica de los primos. Usaremos el
Teorema de Wilson mds adelante cuando hablemos de los residuos cuadraticos.

Proposicién 1.1.2 Sid | (p— 1), entonces 2 =1 (p) tiene ezactamente d soluciones.

Demostracion:
Sea dd’ = p — 1. En Z[z] se tiene la siguiente expresién:
-1 (e -1

= = @ )T T e 1 1= g(w)

Por tanto,

2Pl —1 = (2% - 1)g(x) en Z[z]

P71 — 1 = (2% = 1)g(x) en Z/Zp[x]

Si 2% —T tuviera menos de d raices por el Lema 1.1 se tiene que el término de la derecha tendria
menos de p — 1 raices. Sin embargo, el término de la izquierda tiene p — 1 raices: 1,2,...,p — 1 por
lo que % =1 (p) tiene exactamente d raices como querfamos probar. (]

Teorema 1.1 U(Z/Zp) es un grupo ciclico.

Demostracion:

Para d | (p — 1) sea 1(d) el nimero de elementos de U(Z/Zp) de orden d. Por la Proposicién
1.1.2 vemos que los elementos de U(Z/Zp) que satisfacen 2% = 1 (p) forman un grupo de orden
d. Por lo tanto, Zc‘dw(c) = d. Aplicando la Férmula de Inversién de Mobius (0.3) y su
corolario (0.1), se obtiene

¥(d) = ¢(d).

En particular, ¢¥(p—1) = ¢(p—1), el cual es mayor que 1 si p > 2. Como el caso p = 2 es trivial,
hemos probado que la existencia de un elemento (en realidad ¢(d) elementos) de orden p — 1 en
todos los casos. U

A continuacién se proporcionaran dos nuevas demostraciones de Teorema 1.1 aunque antes
debemos dar algunas definiciones adicionales.

Definicién 1.1 Un entero a es llamado una raiz primitiva médulo p si a genera el grupo U(Z/Zp).
FEquivalentemente, a es una raiz primitiva modulo p si p — 1 es el menor entero positivo tal que
a’~t=1 (p).

Como ejemplo, 2 es una raiz primitiva médulo 5, dado que los menores residuos positivos de 2,
22,23 y 24 son 2, 4, 3 y 1 respectivamente. Por tanto, 4 = 5 — 1 es el menor entero positivo tal que
2" =1 (5).

Para p = 7, 2 no es una raiz primitiva dado que 22 =1 (7) pero 3 sf lo es porque 3, 32, 33, 34,
3% y 3% son congruentes con 3, 2, 6, 4, 5 y 1 médulo 7 respectivamente.



§ 1.1 Raices primitivas y estructura de grupo de U(Z/Zn) 3

Aunque el Teorema 1.1 muestra la existencia de raices primitivas para un primo p dado, no
hay una forma facil de encontrar una. En los casos en los que p sea pequeno se puede probar por
ensayo y error. Para mayores p sin embargo este proceso se hace inmanejable.

La famosa conjetura de E. Artin establece que si @ > 1 no es un cuadrado, existen infinitos
primos para los cuales a es una raiz primitiva, la cual se ha demostrado suponiendo cierta la
Hipdétesis Generalizada de Riemann (GRH). Si no la usamos en cambio dicha conjetura no ha sido
demostrada para ningin entero a dia de hoy.

Ahora vamos a explicar brevemente otras dos demostraciones del Teorema 1.1.

Demostracién 2:

Seap—1=qi'q¢s? - q;* la descomposicién en primos de p — 1. Consideremos las congruencias:

1

(1) 2% =1 (p)
(2) 2% =1 (p)

Cada solucién de la congruencia (1) es una solucién de la congruencia (2), dado que

€q

2% = (p9' ),

Es mds, la congruencia (2) tiene més soluciones que la congruencia (1). Sea g; una solucién de
la congruencia (2) que no lo sea de la congruencia (1) y definamos g = g192--- g+ Se tiene que
g; genera un subgrupo de U(Z/Zp) de orden ¢;*. De ahi se deduce que g genera un subgrupo de
U(Z/Zp) de orden ¢7'q5? ... q;* = p— 1. Por tanto, g es una raiz primitiva y U(Z/Zp) es ciclico. O

Demostracién 3:

Finalmente, usando la Teorfa de Grupos podemos ver que ¥(d) < ¢(d) para todo d | (p — 1).
Pero tiene que

doowd= Y éd)=p-1.

d|(p—1) d|(p—1)

De esto se sigue que 9(d) = ¢(d) para todo d | (p—1). En particular, ¢)(p — 1) = ¢(p—1). Para
p>2,¢(p—1)>1, lo que implica que ¢(p — 1) > 1 y esto nos prueba el teorema. O

La nociéon de raiz primitiva puede generalizarse de la siguiente manera.

Definicién 1.2 Sean a, n € Z. Se dice que a es una raiz primitiva modulo n si la clase residual
de @ = a+ Zn genera U(Z/Zn). Esto es equivalente a que a y n sean coprimos y que ¢(n) sea el
menor entero positivo tal que a®™ =1 (n).

En general, no es verdad que U(Z/Zn) sea ciclico. Por ejemplo, los elementos de U(Z/Z8) son
1,3,5,7y 1= 1, 3= 1, 52 = 1, =1 por lo que no hay elementos de orden 4 = ¢(8). De esto
se sigue que no todo entero tiene raices primtivas. Vamos a determinar cudles si las tienen.

Lema 1.2 Sip es un primo y 1 < k < p entonces el coeficiente binomial (Z) es divisible entre p.

Demostracion:

Por definicion,

() — wso-n()

Ahora, p divide a p!, pero p no divide k!(p — k)! dado que esta expresién es un producto de

enteros menores y, por tanto, coprimos con p. Por tanto, p divide a (Z) ([l



4 1 Introduccién

Lema 1.3 Sil>1ya=b (p') entonces a? = b* (p't1).

Demostracion:

Podemos escribir a = b+ ¢p', ¢ € Z por lo que

al = b 4+ [(?)b”_lcpl —|—A} )

donde A es un entero divisible por p'*2. El segundo término es claramente divisible por p'*!. por
lo que a? = b? (p!*t1). O

Corolario 1.3 Sil > 2 yp # 2 entonces (1 + ap)plf2 =1+apt (p') Va€Z.

Demostracion:

La prueba es por induccién sobre [. Para | = 2, la implicacion es trivial. Supongamos que es
cierto para algin [ > 2. Vamos a probar que es cierto para [+ 1. Aplicando el Lema 1.3 se obtiene:

(1+ ap)p“l = (14 apl—l)p (pz+1)

Por el binomio de Newton:

(1+ apl’l)p =1+ (]19> ap'~ '+ B

donde B es una suma de p—2 términos. Usando el Lema 1.2 es facil ver que todos esos términos son
divisibles por p' 20— excepto quizas el dltimo término, a?p?¢~—1 . Como | > 2, 1 +2(1-1) > 1+1,
y como también p > 3, p(l — 1) > [ + 1. Por tanto, p'*1 | B y

(1+ ap)?' L+ap' (p't),

que es lo que queriamos demsotrar.[]

Corolario 1.4 Sip#2 ypta entonces p'~' es el orden de 1+ ap mddulo p'.

Demostracion:

Por el Corolario 1.3, (1 + ap)”l_1 =1+ap (pt'), implicando que (1 + ap)pl_1 = 1(p') por
lo que 1+ ap tiene orden divisible por p'~'. Como

A+ap)”  =1+ap™t (),

nos muestra que p!=?2

tiene el resultado. [J

no es el orden de 1+ ap (aqui es donde usamos que p { a). Con esto ya se

Ahora estamos en posicion de extender el Teorema 1.1. Debemos tratar al primo 2 separado
de los primos impares, lo cual ocurre repetidas veces en Teoria de Ntimeros.

Teorema 1.2 Si p es un primo impar y | € Z~q entonces U(Z/Zp') es ciclico. En particular,
existe una raiz primitiva moédulo p.

Demostracion:

Por el Teorema 1.1 existen raices primitivas médulo p. Si g € Z es una raiz primitiva médulo
p entonces g + p también lo es. Si g~ =1 (p?) entonces

(g+p)P =g '+ (p—1)g" *p=1+(p—1)g" ?p (p°).

Dado que p? no divide a (p — 1)(g?~2p) podemos asumir desde el principio que g es una raiz
primitiva médulo p y que g?~1 =1 (p?).

Queremos probar que g es una raiz primitiva médulo p'. Para ello sera suficiente probar que si
g" =1 (p') entonces ¢(p') = p'~(p—1) | n.
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1

Por tanto, se tiene que g?~! = 1 + ap donde p { a. Por el Corolario 1.4, p'~! es el orden de

1 + ap médulo p' . Dado que (1+ap)” =1 (p') se tiene que p' | n.
Sea n = p'~'n’. Entonces

-1 ’ ’
gt =" )" =9" ),
y por tanto g" = (p). Dado que g es una raiz primitiva médulo p se tiene que (p—1) | n’. Hemos
probado que p!~!(p — 1) | n, como necesitamos. [J

Teorema 1.3 Sea | € Z~q. Se cumple que 2' tiene raices primitivas para | = 1,2 pero no para
1> 3. 511> 3 entonces el conjunto

{(-1)*5"|a=0,1y0<b<27?}
constituye un sistema de residuos reducido mddulo 2'. Por tanto, para todo 1 > 3, U(Z/72") es el
producto directo de dos grupos ciclicos, uno de orden 2y el otro de orden 2'=2.
Demostracién:

Se puede ver trivialmente que 1 es una raiz primitiva médulo 2 y 3 es una raiz primitiva médulo
4. A partir de ahora vamos a asumir que [ > 3.
Vamos a probar que

527° = 142071 (2h). (1.1)
Eso es verdad para [ = 3. Asumimos que es verdad para [ > 3 y probaremos que también lo es
para [ + 1. Primero debemos ver que
(142712 =1 4 2! 22172

y que 2l —2 > 1+ 1, VI > 3. Aplicando el Lema 1.3 a la congruencia (1.1), se obtiene

5277 =142 (21, (1.2)

Con esto, nuestra prueba se puede realizar por induccién.

A partir de (1.2) vemos que 5277 =1 (2) y del mismo modo por (1.1) 5270 £1 (2%) por lo
que 272 es el orden de 5 médulo 2.

Consideremos el conjunto

{(-1)*" | a=0,1y0<b< 272},

Vamos a probar que estos 2/~ niimeros no son congruentes médulo 2!. Dado que ¢(2!) = 2!-1,
esto nos mostrard que nuestro conjunto es de hecho un sistema de residuos reducido médulo 2.
Si se cumple que

(—1)75° = (=1))"5" (2),
para un [ > 3 entonces

(=D*=(=D" (4)
lo cual implica que a = a’ (2) y por tanto a = a’. Esto implica que 5° = 5 (2) o que 500 =1 (2
por lo que b =8 (2/72), lo que nos lleva a que b = b'.
Finalmente debemos darnos cuenta que (—1)%5° elevado a la 2!~ 2-ésima potencia es congruente
con 1 médulo 2! por lo que 2! no tiene raices primitivas si I > 3. O

Los Teoremas 1.2 y 1.3 nos permiten dar una descripcién completa del grupo U(Z/Zn) para
un n arbitrario.
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Teorema 1.4 Sea n = 2°p{'p3® - p;"* la descomposicion en primos de n. Entonces

U(Z)Zn) ~ U(Z)72%) x U(Z/Zp3*) x --- x U(Z/Zpi")

donde:

(1) U(Z/Zp?") es un grupo ciclico de orden p§*~*(p; — 1).

(2) U(Z)Z2%) es un grupo ciclico de orden 1 y 2 para a = 1,2 respectivamente. Si a > 3 entonces
es el producto de dos grupos ciclicos, uno de orden 2 vy el otro de orden 2% 2.

Demostracién:
Usar los Teoremas 1.2 y 1.3 y el Teorema Chino del Resto (0.1). O

Vamos a concluir esta seccion dando una respuesta a la preguntas de qué enteros poseen raices
primitivas.

Proposicién 1.1.3 Un nimero entero n posee raices primitivas si y solo sin es de la forma 2, 4,
p* o 2p®, donde p es un primo impar y a € Zq.

Demostracion:

Ya hemos probado que 2, 4, p® poseen raices primitivas para todo a € Z~. Dado que

U(Z/Z2p") ~ U(Z)72) x U(Z)Zp") ~ U(Z/Zp")

se tiene que U(Z/Z2p*) es ciclico y por tanto, 2p® posee raices primitivas Va € Zxo.

Por el Teorema 1.3 podemos asumir que n # 2¢, [ > 3. Para cualquier otro valor de n distinto
de los vistos anteriormente es ficil ver que podemos escribir n como el producto mims, donde
ged(my, mg) = 1y my,me > 2. Por lo tanto, ¢(mq) y ¢(mse) son ambos pares y

U(Z)Zn) ~ U(Z)Zm:) x U(Z/Zms).

Ambos U(Z/Zmy) y U(Z/Zms) tienen elementos de orden 2, pero esto demuestra que U(Z/Zn)
no es ciclico dado que un grupo ciclico contiene a lo sumo un subgrupo de orden 2. Por tanto, n
no posee raices primitivas. [J

1.2. Residuos de la n-ésima potencia

Definicién 1.3 Sim, n € Zso, a € Z y ged(a,m) = 1 entonces decimos que a es un residuo de
la n-ésima potencia mddulo m si la congruencia ™ = a (m) tiene solucion.

Proposicién 1.2.1 Sim € Z~g posee raices primitivas y ged(a, m) = 1 entonces a es un residuo
P(m
d

de la n-ésima potencia mdédulo m si y sdlo si a b= (m), donde d = ged(n, p(m)).

Demostracion:

Sea ¢ una rafz primitiva médulo m y a = ¢, x = ¢g¥. Entonces se tiene que la congruencia
2™ = a (m) es equivalente a ¢"¥ = g* (m), la cual es equivalente a ny = b (¢(m)). La tltima
congruencia tiene solucién si y sélo si d | b. Es més, es util darse cuenta de que si hay una solucién
entonces hay exactamente d soluciones, lo cual ya hemos visto en la asignatura de Algebra Basica.

Si d | b entonces

¢(m) bo(m)

a1 =g 4 =1 (m).

L lm) b (m) . ..
Por el contrario, sia~ @ =1 (m) entonces g~ ¢ =1 (m), lo cual implica que ¢(m) divide a

@ o d | b. Esto prueba el resultado. O

Esta demostracién nos lleva a la siguiente informacién adicional: si ™ = a (m) tiene solucién,
hay exactamente ged(n, ¢(m)) soluciones.
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Ahora supongamos que m = 2°p7* ---p;’ entonces " = a (m) tiene solucién si y sélo si el
sistema de congruencias

"= a (29
= a (b))
a" = a (p)')

tiene solucién. Dado que las potencias de los primos impares poseen raices primitivas podemos apli-
car la Proposicién 1.2.1 a las ultimas [ congruencias. Hemos reducido a considerar la congruencia
2™ =a (2¢). Dado que 2 y 4 poseen raices primitivas vamos a asumir que e > 3.
Proposicién 1.2.2 Supongamos que a es impar, e > 3, y consideremos la congruencia x™ =
a (2°). Sin es impar, siempre existe una Unica solucidn.

Sin es par, una solucion existe si y solo si

a = 1 (4)
T = 1 (29)

donde d = ged(n,2°72). En caso de existir solucidn, existen evactamente 2d soluciones.

Demostracion:
Expresemos
a = (-1 (29)
x = (=1)¥5% (29
Entonces

(—1)*5! = (—=1)"™5"* (2°).

Por el Teorema 1.3 se tiene que s = ny (2).

Si n es impar se tiene que s =y (2) lo cual nos lleva nuevamente a 5° = 5% (2¢), llevandonos
anz =t (2°72). Por tanto, se tiene ged(n,2° 2) soluciones y dado que n es impar la solucién es
Unica.

Si n es par se tiene que s = 0 (2) y por lo tanto a = 5¢ (2¢). Si 5"* = 5 (2°) entonces
5t=nz =1 (2°) y por tanto nz =t (2°72). Del mismo modo, se tiene que d = ged(n,2°72) y por
tanto hay d soluciones. Pero, como se puede ver, si = es solucién, entonces —z también lo es, por
lo que hay exactamente 2d soluciones. Por lo que, si existe solucién se tiene que de la congruencia
a=>5" (2°) se deduce trivialmente que a =1 (4) y ademéds

se—2 1oe—2 ¢ dt

T =5 = (52 )i =1 (29).

La otra implicacion se tiene usando la Proposicién 1.2.1. O

Las Proposiciones 1.2.1 y 1.2.2 nos dan una respuesta satisfactoria de la pregunta: ; Cudndo
un entero a es un residuo de la n-ésima potencia médulo n? Es posible ir un poco mas lejos en
algunos casos.

Proposicién 1.2.3 Si p es un primo impar, pfa y ptn entonces si ™ = a (p) tiene solucion
entonces ™ = a (p°®) para todo e > 1. Todas estas congruencias tienen el mismo nimero de
soluciones.

Demostracion:

Sin =1, la afirmacién es trivial, asi que asumiremos que n > 2.



8 1 Introduccién

Supongamos que " = a (p°) tiene solucién. Vamos a probar que 2" = a (p*!) tiene solucién.
Sea xy una solucién y definamos x1 = xq + bp®. Si elevamos ambos términos a la n-ésima potencia
0 0
y aplicamos congruencia médulo p¢*! se muestra que

2t = af +nbpxlt (p

e+1)
Ahora vamos a resolver 27 = a (p®*!), lo cual es equivalente a encontrar un entero b tal que

n
a — xg
p€

n—1yp __
nx, b=

().

Podemos ver que, dado que zj = a (p°) entonces a;f ¢ ez y por hipédtesis de induccién
p1 mcgfl por lo que tiene solucién tinicamente para un cierto b médulo p y, para dicho valor de b,
se cumple que

af =a (pH).

Por otro lado, si 2™ = a (p) no tiene soluciones entonces = = a (p°®) tampoco las tiene.

Por la Proposicién 1.2.1, en caso de existir alguna, la congruencia ™ = a (p°) tiene exacta-
mente ged(n, ¢(p®)) soluciones. Si pfn entonces es facil ver que

ged(n, p — 1) = ged(n, ¢(p)) = ged(n, ¢(p)) = ged(n, p(p — 1)), Ve = 1.

Esto concluye la prueba. [
Como es habitual, la resolucion para las potencias de 2 es mas complicado.

Proposicién 1.2.4 Sea 2! la mayor potencia de 2 que divide a n. Supongamos que a es impar ¥y
que " = a (2271) tiene solucién entonces 2™ = a (2°) tiene solucion para todo e > 21+ 1 (y por
tanto para todo e > 1). Es mds, todas estas congruencias tienen el mismo nimero de soluciones.

Demostracion:

Podemos escribir n = 2!¢ con ¢ impar. Asumamos que la congruencia ™ = a (2™), m > 2+ 1
tiene una solucién zg. Vamos a probar que la congruencia z" = a (2™*!) también tiene una
solucién y para ello definamos entonces z; = 2+b2™"'. De manera aniloga a la de la Proposicién
1.2.3, podemos obtener la congruencia

ot =xgy + nb2m_la:871 (2"’“).

Queremos probar la congruencia 7 = a (2™*1), la cual es equivalente a encontrar un entero
b tal que

n
nap b= —=0 (2F1),

Podemos comprobar nuevamente que ;;{‘? €Zy2+ty 719176’71 = 21q$6’71, dado que tanto q
como o son impares se tiene que la congruencia es tiene solucién para un cierto b médulo 2141, y
para ese valor de b , 2T =a (2“‘1).

Del mismo modo, si 2" = a (22l+1) no tiene soluciones es porque n es par y no cumple
las condiciones de la Proposicién 1.2.2; por lo que 2™ = a (2™), m > 2] + 1 tampoco tiene
soluciones.

Nuevamente, por la Proposicién 1.2.2 el nimero de soluciones de " =a (2™), m > 20+ 1
es

ged(n, 2Y) = ged(n, 9(2211)) = ged(n, $(2™)) = ged(2'¢,2™71)) =20 ¥Ym > 21 + 1.

Esto concluye la prueba. [
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Podemos ver que z2 = 5 (22) tiene solucién (por ejemplo, z = 1) pero 22 =5 (2%) no lo es.
Por el contrario, es facil probar por la Proposicién 1.2.4 que a =1 (8) si y sélo si 22 = a (2°)
tiene solucién para todo e > 1, como veremos en el siguiente capitulo.

Una vez entendidos todos los conceptos bésicos vistos en el capitulo anterior vamos a centrar
nuestra atencion en resolver el siguiente problema:

Sea a € Z, ;para qué p primos la congruencia 22 = a (p) tiene solucién?

La solucién nos la va a proporcionar la Ley de Reciprocidad Cuadratica, que va a ser
nuestro objetivo principal de estudio a lo largo del resto del trabajo, la cual demostraremos de
varias formas distintas.






Capitulo 2

Ley de Reciprocidad Cuadratica
usando los residuos cuadraticos

2.1. Residuos cuadraticos

Antes de poder enunciar esta ley, y dar su primera demostracién, debemos definir el concepto
de residuo cuadratico, lo cual haremos en esta primera seccion.

Definicién 2.1 Siged(a,m) =1, a es llamado un residuo cuadrdtico mddulo m si la congruencia
22 =a (m) tiene una solucion. En otro caso, a es un residuo no-cuadrdtico médulo m.

Por ejemplo, 2 es un residuo cuadratico médulo 7 pero 3 no lo es. En efecto, 12, 22, 3%, 42, 52 y
62 son congruentes con 1, 4, 2, 2, 4 y 1 respectivamente. Entonces, 1, 2 y 4 son residuos cuadraticos
modulo 7 mientras que 3, 5y 6 no lo son.

Este método podemos aplicarlo para cualquier entero positivo m, tal y como hemos hecho con
m = 7 pero la siguiente proposiciéon nos da una forma mucho menos tediosa para decidir cuando
un entero dado es un residuo cuadratico médulo m.

Proposicién 2.1.1 Sea m = 2°p{* ---pj' sea la factorizacion en primos de m, y suponemos
ged(a,m) = 1. Entonces x* = a (m) tiene solucidn si y sélo si se cumplen las siguientes condicio-

nes:

(a) Sie=2 entoncesa=1 (4).
Sie >3 entoncesa=1 (8).
(Si e =0,1 entonces no hay condiciones.)

pi—1

(b) Para todo i se tiene que: a 2z =1 (p;).

Demostracion:

2

Por el Teorema Chino del Resto (0.1), la congruencia z* = a (m) es equivalente al sistema

2= a (29
2= a (p{')
P= a ()

Consideremos x2 = a (2¢). Se puede ver que 1 es el tnico residuo cuadratico médulo 4 y lo
mismo ocurre médulo 8. Por tanto tiene solucién siy s6losia=1 (4)sie=2ya=1(8)sie=3.
Una aplicacién directa de la Proposicién 1.2.4 nos muestra que 22 = a (8) tiene solucién si y
sélo si 22 = a (2°) para todo e > 3.

11
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Ahora consideremos 22 = a (p§*). Dado que ged(2,p;) = 1 se sigue que por la Proposicién

1.2.3 que la congruencia tiene solucién si y sélo si 22 = a (p;) tiene solucién. A esa congruencia
aplicamos la Proposicién 1.2.1 con n =2, m = py d = ged(n,p(m)) = ged(2,p — 1) = 2. Se

2 By

obtiene que ¢ = a (p;) tiene solucién si y sélo si a = =1 (pi).- O

Este resultado reduce las cuestiones sobre los residuos cuadréticos a las correspondentes para
congruencias en moédulo primo. En lo que sigue, p va a denotar a un primo impar.

Definicién 2.2 FEl simbolo de Legendre, denotado como (Z), sigue que:

()=

Este simbolo nos sera de gran utilidad para tratar con los residuos cuadréticos, tal y como se
haréd a continuacién. Vamos a listar algunas propiedades:

0, sipla;

—

, st a es un residuo cuadrdtico mddulo p;

—1, st a es un residuo no-cuadrdtico modulo p.

Proposicion 2.1.2 En las condiciones anteriores:
(@) a"=" = (3) ()

®) () =G

(c) Sia=b (p) entonces (Z) = (b).

p

Demostracion:

Si p divide a a 6 b, las tres afirmaciones son triviales. Asumimos que pta y p1b.
Sabemos que a?~* =1 (p) y por tanto,

(ap'z;1 —1) (a%;l +1> =a'—1=0 (p).

De esto se sigue que a7 =41 (p). Por la Proposicién 2.1.1, o' =1 (p) siy sdlo sia es
un residuo cuadratico médulo p. Esto prueba el apartado (a).

Para probar el apartado (b) aplicamos el apartado (a):

@ = (") o

p

Por tanto,

ab a\ (b ab a\ (b
= (p) = = :
p b/ \p b b/ \p
El apartado (c) es obvio por la definicién. O

Corolario 2.1 Hay tantos residuos cuadrdticos como no-cuadrdticos mdédulo p.

Demostracion:

. p—1 . — . — . I
La congruencia ¢z =1 (p) tiene % soluciones. Por tanto hay 1’2—1 residuos cuadraticos y
P

—1 . fas
5= residuos no-cuadraticos. (J
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Corolario 2.2 FEl producto de dos residuos cuadrdtricos es un residuo cuadrdtico, el producto de
dos residuos no-cuadrdticos es un residuo cuadrdtico y el producto de un residuo cuadrdtico y uno
no-cuadrdatico es un residuo no-cuadrdtico.

Demostracion:

Esta demostracion se sigue facilmente del apartado (b) de la Proposicién 2.1.2. [

Corolario 2.3 En las condiciones anteriores:

Demostracion:

Se sigue de sustituir a = —1 en el apartado (a) de la Proposicién 2.1.2. [J

El Corolario 2.3 es particularmente interesante. Cada primo impar es de la forma 4k + 1 o

4k + 3. Usando eso uno puede replantearse el Corolario 2.3 como sigue: 2 = —1 (p) tiene una
solucién si y sélo si p es la forma 4k 4 1. Entonces, —1 es un residuo cuadratico de los primos 5,
13, 17, 29, ... y un residuo no-cuadratico de los primos 3, 7, 11, 19, ...

Esto nos lleva a preguntarnos una cuestién mads general. Si @ es un entero, ;para qué primos p
es a un residuo cuadratico médulo p? La respuesta de esta pregunta nos la proporciona la Ley de
Reciprocidad Cuadratica cuyo enunciado y prueba tendran pronto nuestra atencién.

El Corolario 2.3 nos permite probar que hay infinitos primos de la forma 4k + 1. Suponga-
mos que pp,Pa, - - ., Pm SON UN conjunto finito de esos primos y consideremos (2pips - - - pm)? + 1.
Supongamos que p divide a este entero. Entonces tendriamos que —1 seria un residuo cuadrético
modulo p y entonces p serd de la forma 4k + 1. Se puede comprobar facilmente que p no esta entre
los p; dado que (2p1ps - - Pm)? + 1 nos deja resto 1 cuando lo dividimos entre p;. Esto nos muestra
que todo conjunto finito de primos de la forma 4k + 1 excluye algunos primos de esa forma por
tanto el conjunto de estos primos es infinito.

Volviendo a la teoria de residuos cuadraticos vamos a introducir otra caracterizaciéon del simbolo
(Z) dada por Gauss.

Consideremos el conjunto

-1 p-3 ~1
S:{—p,—p,...,—1,1,2,...,p2}.

Se le denomina el conjunto de los menores residuos médulo p. Si p { a, sea p el nimero de

. . —1 .
menores residuos negativos de los enteros a, 2a, 3a,...,25~a. Por ejemplo, sea p = 7y a = 4.

2
Entonces % =3,y1-4,2-4y 3-4 son congruentes con —3, 1, —2 respectivamente por lo que,

en este caso, u = 2.
Lema 2.1 (Lema de Gauss) (Z) = (=1)~.
Demostracion:

Sea [ un entero entre 1y ”%1 y £m; el menor residuo de la, donde m; es positivo, por lo que
1 es claramente el nimero de signos negativos que surgen de esta forma. Vamos a probar que
ml#mk,sil#kylgl,kg%.

Supongamos que m; = my. Entonces la = t+ka (p) y dado que p { a esto implica que [ + k =
0 (p). Esta congruencia es imposible dado que | # k y

[ Ik |<|l|4+]|k]|< p—1.
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De esto se sigue que los conjuntos {1, 2,0, %} y {m1,ma,...,mp_1} son el mismo. Multi-
2
plicando las congruencias

1-a = +my (p)
2-a = £ma (p)
tlia = £mea (p)

se obtiene:

Esto nos conduce a

Por la Proposicién 2.1.2 7 = (Z) (p) y por la definicién del simbolo de Legendre el
resultado es obvio. U

El Lema de Gauss (2.1) es una herramienta extremadamente 1itil. Vamos a basar nuestra
primera prueba de la Ley de Reciprocidad Cuadratica en ello. Antes de ponernos con ello, sin
embargo, vamos a usarlo para una caracterizacién de los primos para los cuales 2 es un residuo
cuadratico.

Proposicion 2.1.3 El nimero 2 es un residuo cuadrdtico de los primos de la forma 8k + 1 y
8k + 7. Del mismo modo, 2 es un residuo no-cuadrdtico de los primos de la forma 8k + 3 y 8k + 5.
Esto se puede resumir en la siguiente formula:

(-

Sea p un primo impar y veamos que el nimero p es igual al nimero de elementos del conjunto
2-1,2-2,..., 2 % que exceden a %. Determinemos m por dos condiciones: 2m < p2;1 y
2(m+1) > p%l. Por tanto p = % —m.

Si p = 8k + 1 entonces % =4k y m = 2k. Por tanto, u = 4k — 2k = 2k es par y (12)) =1.

Sip = 8k + 7 entonces p—;l =4k +3y m=2k+ 1. Por tanto, p =4k +3 — 2k +1) =2k + 2
es par y (12)) = 1 también.

Si p = 8k + 3 entonces %_1 =4k + 1y m = 2k. Por tanto, u = 4k + 1 — 2k = 2k + 1 es impar

v () =1L
P
Finalmente, si p = 8k + 5 entonces pT_l =4k + 2y m = 2k + 1. Por tanto,

Demostracién:

p=4k+2— (2k+1)=2k+1

es impar, (12)) = —1 y hemos concluido la prueba. [J

Como ejemplo, consideremos p = 7 y p = 17. Estos primos son congruentes a 7 y 1, respecti-
vamente, médulo 8 y, de hecho, 32 =2 (7) y 62 =2 (17). Por el otro lado, p = 19 y p = 5 son
congruentes con 3 y 5, respectivamente, médulo 8 y es facil comprobar numéricamente que 2 es un
residuo no-cuadrético para ambos primos.



§ 2.2 Ley de Reciprocidad Cuadratica 15

Se puede usar la Proposicion 2.1.3 para probar que hay infinitos primos de la forma 8k + 7.
Sea pi, ..., pm una coleccién finita de esos primos y consideremos (4p1ps - - - pm)? — 2. Los primos
impares divisores de este nimero son de la forma 8k 4+ 1 o 8k + 7 dado que, para esos primos, 2 es
un residuo cuadratico. No todos los primos impares divisores pueden ser de la forma 8k + 1. Eso
se puede probar dado que

(4p1pa - - 'pm)2 —-2=6 (8)

y, si todos los divisores primos fueran de la forma 8% 4 1 nos daria que es congruente con 1 médulo
8, que multiplicado por potencias de 2 nunca va a ser congruente con 6 médulo 8. Si existiera uno
de la forma 8k + 7 multiplicado por 2 nos da que es congruente con 6 médulo 8. Sea entonces p
un divisor primo de la forma 8k 4 7. Entonces p no estd en conjunto {p1, p2, ..., pm} y lo hemos
demostrado.

2.2. Ley de Reciprocidad Cuadratica

Teorema 2.1 (Ley de Reciprocidad Cuadratica) Sean p y q dos primos impares, Entonces
se cumplen las siguientes propiedades:

@ () =(n=.
(b) () = (-1
(© () =)=,

Vamos a posponer esta prueba hasta més adelante. En cualquier caso, los apartados (a) y (b)
del Teorema 2.1 ya se han probado y hemos mecionado algunas de sus consecuencias. Vamos a
centrar nuestra atencién en el apartado (c).

Si p o g son de la forma 4k + 1 entonces

p—1qg—1

—— =0 (2

5 3 (2)
Si p y g son de la forma 4k + 3 entonces

p—1qg—1

— =1 (2

2 2 2)

Esto nos permite reformular el apartado (c):

(1) Sip o gson de la forma 4k + 1 entonces p es un residuo cuadratico médulo ¢ si y sélo si g es
un residuo cuadratico médulo p.

(2) Sipy qson de la forma 4k + 3 entonces p es un residuo cuadratico médulo ¢ si y sélo si g es
un residuo no-cuadratico moédulo p.

Una primera aplicacién de la reciprocidad cuadratica serd mostrar como, unida a la Proposi-
cién 2.1.2, puede ser usado en computaciones numéricas del simbolo de Legendre.

Anteriormente hemos visto antes que —1 es un residuo cuadrético de los primos de la forma
4k 4+ 1 y 2 es un residuo cuadratico de los primos de la forma 8k + 1 o 8k + 7. Si a es un entero
cualquiera, jpara qué primos p es a un residuo cuadratico médulo p? Ahora ya podemos dar la
respuesta. Empezaremos considerando el caso donde a = p, un primo impar.
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Teorema 2.2 Sea q un primo impar:

(a) Sig=1 (4) entonces q es un residuo cuadrdtico médulo p si y sélo sip =1 (q) donde r es
un residuo cuadrdtico modulo q.

(b) Siq=3 (4) entonces q es un residuo cuadrdtico médulo p si y sélo si p = +£b*> (4q) donde b
es un entero impar coprimo con q.

Demostracién:
Si ¢ = 1 (4) entonces, por el Teorema 2.1, se tiene que (Z) = (fl’). Esto nos demuestra el
apartado (a). Si ¢ =3 (4), el Teorema 2.1 nos conduce a que

G) == ()

Asumiremos primero que p = +b? (4q), donde b es impar. Si elegimos el signo positivo,
obtendremos

{ p o= B2=1 (4),
p = b ()
por lo que (fl)pz;1 =1y (Z) =1, y por tanto (Z) = 1. Si elegimos el signo negativo entonces

—-b?=-1=3 (4),
—b? (q).

{p
p

. . b .
La primera congruencia nos muestra que (—1) 2z = —1. La segunda congruencia nos muestra

()-(5)-()0- () vmwmer0

De nuevo se tiene que (Z) =1.

Para probar la otra aplicacién, asumimos que (g) = 1. Se tienen dos casos a tratar:

1\ - Py — _
(1) (-1 = —1y (1) = -1,
L P\ _
(2) ()7 =1y () =1
En el caso (2) se tiene que p = b% (¢) y p =1 (4). Se puede asumir que b es impar dado

que si fuera par usarfamos b’ = b+ ¢. Si b es impar entonces b> =1 (4) y p = b? (q) por lo que
p=b% (4q), como necesitamos.

En el caso (1) se tiene que p =3 (4) y p= —b* (q). La tiltima congruencia se obtiene debido a
g =3 (4) e implica que cada residuo no-cuadratico es el negativo de un residuo cuadrético. Esto se
puede probar de la siguiente forma. Sea u un residuo no-cuadratico médulo ¢ entonces (Z) =—1.

Por lo tanto,

DadO que q - 4k + 3 entOnCeS

(~D)F = (-1,

y por tanto (71“) = —(Z) =1 lo que no sélo nos prueba lo que querfamos demostrar sino también

el reciproco siempre que ¢ = 3 (4). De nuevo, asumimos que b es impar. En este caso, —b*> =3 (4)
asi que p = —b? (4) y p= —b> (4q). Esto concluye la prueba. [J
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Tomemos ¢ = 3 como primer ejemplo. Por apartado (b) del Teorema 2.2 debemos encontrar
los residuos médulo 12 de los cuadrados de los primos impares coprimos con 3. Se puede ver que
12, 52, 72 y 112 son todos congruentes con 1. Por tanto, 3 es un residuo cuadrético de los primos
p congruentes con £1 (12) y un residuo no-cuadratico con los primos congruentes con +5 (12).

Consideremos ahora ¢ = 5. Dado que 5 =1 (4), estamos en el apartado (a) del Teorema 2.2.
Se tiene que 1 y 4 son residuos cuadréaticos médulo 5 mientras que 2 y 3 no lo son. Por tanto, 5
es un residuo cuadratico de los primos congruentes con 1 o 4 médulo 5 y un residuo no-cuadratico
con los primos congruentes con 2 o 3 moédulo 5.

Para a = —3, (73) = (71) (3) Por tanto, —3 es un residuo cuadratico médulo p si, o bien
P p/\p

(_pl) =1y (2) = 1, o bien (_pl) =-1ly (2) = —1. Por nuestros resultado anteriores, el primero
se obtiene cuando p =1 (4) y p = £1 (12). Sip = —1 (12) entonces p = —1 (4). Por tanto,
los dnicos primos que cumplen ambas congruencias son los de la forma p =1 (12). En el segundo
caso,p=3 (4) yp=+5 (12). Sip=5 (12) entonces p =1 (4) y por lo tanto, los tinicos primos
que cumplen ambas congruencias son los de la forma p = —5 (12). Resumiendo, —3 es un residuo
cuadratico médulo p si y sélo si p es congruente a 1 o —5 médulo 12.

Ahora consideremos a = 6. Dado que (g) = (]2)) (2) se tiene otra vez dos casos: o bien (]2)) =1y

(i) =1, o bien (12)) =-1ly (2) = —1. El primer caso nos dice que p = 1,7 (8) y p=1,11 (12).
Los tnicos dos pares de congruencias compatibles entre sisonp=1 (8) yp=1 (12)yp=7 (8)
y p =11 (12). Aplicando el Teorema Chino del Resto (0.1), se tiene que los primos que satisfacen
estas congruencias son de la forma p = 1,23 (24). En el segundo caso, p=3,5 (8) y p = 5,7 (12).
Por tanto, las unicas soluciones congruentes son de la forma p = 5,19 (24). Resumiendo, 6 es un
residuo cuadratico médulo p si y sélosi p =1,5,19,23 (24). Como répida comprobacién, podemos

ver los primos 73, 5, 19 y 23 verifican que

152 = 6 (73)
12 = 6 (5)
52 = 6 (19)
112 = 6 (23)

Como aplicacion final a la Ley de Reciprocidad Cuadratica investigaremos la pregunta: si a es
residuo cuadrético médulo todos los primos p que no dividen a a, jqué se puede decir sobre a?

Lo que si tenemos es que si a es un cuadrado, es un residuo cuadratico para todos los primos que
no dividen a dividen a a. Esto nos lleva a que el reciproco de esta afirmacién también se cumple.
De hecho, pronto probaremos un resultado todavia més fuerte. Primero, sin embargo, es necesario
definir e investigar brevemente un nuevo simbolo.

Definicién 2.3 Sea b un entero positivo e impar y a un entero cualquiera. Sea b = p1ps - Pm,
donde p; son primos (no necesariamente distintos). El simbolo (Z) definido de la forma:

()= GGG

El simbolo de Jacobi tiene propiedades que son considerablemente parecidas a las del simbolo
de Legendre, al cual generaliza, pero se debe tener cuidado. El simbolo de Jacobi (Z) puede ser

es denominado simbolo de Jacobi.

igual a 1 sin que a sea un residuo cuadrético médulo b. Por ejemplo (125) = (g) (g) =(-1)(-1) =1,
pero 2 no es un residuo cuadratico médulo 15. Lo que si es cierto es que, si (Z) = —1 entonces a
es un residuo no-cuadratico médulo b.
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Proposicién 2.2.1 En las condiciones anteriores:
(@) (9) = (%) siar =az (b).

(b) (") = (%) (%)

(©) (o13,) = (i) (i2)-

Demostracion:

Los apartados (a) y (b) son inmediatos a partir de los correspondientes del simbolo de Legendre.
El apartado (c) es obvio de la definicién. O

Lema 2.2 Sean r y s enteros impares. Entonces,

(a) r52—1 = r;l + 551 (2)

r?s?2—1 _ r?-1 s2—1
(b) == =5 +5 (2).

Demostracion:

Dado que

(r—=1(s—1)=0 (4),

se tiene que

rs—1=(r—-1)+(s—-1) (4).

El apartado (a) se consigue dividiendo entre 2.
Por otro lado, se tiene ficilmente que 7> — 1 y s — 1 son ambos divisibles entre 4 por lo que

(r* = 1)(s* = 1) =0 (16),

y por tanto,

r?s? —1=(r? — 1)+ (s> — 1) (16).
El apartado (b) se consigue dividiendo entre 8. [J

Corolario 2.4 Sean ri,ro,...,Ty enteros impares. Entonces:
m  r;—1 — rirg--rm—1
(a) X2, Mg = ngme— (2).

r2—1 r2r2..p2 1
(b) XL, oy = ge— (2).

Demostracion:

Esta prueba se hace por inducciéon en m, usando el Lema 2.2 para caso inicial. [J
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Proposicion 2.2.2 En las condiciones anteriores:

b—1

(a) (3)=(1"=.

b2 1

(b) (5) = (-1

(c) Sia yb son enteros positivos e impares. Entonces

Demostracion:

Por el Corolario 2.4,

Cpi—1_pipprpm—1 _b-1
= = 2).
z:zl 2 2 2 ()

Esto prueba el apartado (a). El apartado (b) se prueba de la misma manera.
Ahora si a = q1¢2 - - - ¢, entonces

() =TT GC

i=1j=1

) — (_1)27 Zj qiTilpjzil .

El producto y la suma estdn en el intervalo 1 <i <[y 1 < j < m. Otra vez, por el Corolario
2.4 se tiene

Zizz’::(pj;l) (qi2—1> Eagli::pj; _ <a;1) (b;l) .

Esto prueba el apartado (c). O

El simbolo de Jacobi tiene muchos usos. Por ejemplo, es una ayuda muy conveniente para
calcular el simbolo de Legendre. Ahora vamos a probar el siguiente teorema.

Teorema 2.3 Sea a un entero no cuadrado. Entonces hay infinitos primos p para los cuales a es
un residuo no-cuadrdtico.

Demostracion:

Se puede ver facilmente que podemos asumir que a no tiene cuadrados. Sea a = 2°q1q2 - - * ¢n,
donde ¢; son primos impares distintos y e = 0,1. El caso a = 2 serd tratado por separado.
Asumiremos que n > 1, es decir, que a es divisible por un primo impar.

Sean [q,ls,...,l; un conjunto finito de primos impares que no incluyen a ningin g;. Sea s un
residuo no-cuadrético médulo ¢,,. Encontremos una solucién simultdnea a las congruencias:

i=1,...k

NN SN
NS
o —
~
I
—

S
|
—

[V S Y
)
3
N

8 8 8 8
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Llamemos b a la solucién, donde b es impar. Supongamos que b = p1ps - - - Py, Su descomposicién
en primos. Dado que b =1 (8) se tiene que (i) =1y (qb") = (;) por la Proposicién 2.2.2 y por
tanto /

(- BE) () - (- (I - (- (26

Por otro lado, por la definiciéon (Z), se tiene que

(6)-G)G) ()
b p1) \p Pm)’

Por tanto, se sigue que (zi) = —1 para algun 1.

Observemos que {; no divide a b. Por tanto p; € {l1,l2,...,lx}.

Resumiendo, si a no tiene cuadrados y es divisible por un primo impar, hemos encontrado un
primo p, fuera del conjunto de primos {2,11,1ls,...,l;} tal que (Z) = —1. Esto prueba Teorema
2.3 en este caso.

Nos falta considerar el caso a = 2. Sean [y, ...,[; un conjunto finito de primos, excluyendo 3,
para el cual (fl) = —1 para algin i. Sea b = 8lyly-- -l + 3. Entonces b no es divisible por 3 o
ninguin ;. Dado que b =3 (8) se tiene que

(Z) — (-5 =1

Supongamos que b = p1ps - - - P, €s la factorizacién en primos de b. Entonces, como antes, vemos
que (pz) = —1 para algun i. p; € {3,11,1a,...,l;}. Esto prueba el Teorema 2.3 para a = 2. [

2.3. Primera demostraciéon de la Ley de Reciprocidad Cuadra-
tica

Una vez vistos todos estos conceptos ya podemos empezar a preparar la demostraciéon de la
Ley de Reciprocidad Cuadratica realizada por Eisenstein.

Definicién 2.4 Un numero complejo  es llamado raiz n-ésima de la unidad si se cumple que
(™ =1 para algin n > 1. Ademds, si n es el menor entero positivo con esta propiedad entonces
es una raiz n-ésima primitiva de la unidad.

Las raices n-ésimas de la unidad son

Entre ellos las raices n-ésimas primitivas de la unidad son %", donde ged(k,n) = 1.

Si ¢ es una raiz n-ésima de la unidad y m =1 (n) entonces (" = ¢'. Si ¢ es una raiz n-ésima
primitiva de la unidad y ¢"™ = ¢! entonces m =1 (n). Estas propiedades elementales son faciles de
probar.

Consideremos la funcién

f(z) = &¥™% — 727 = 2jsen 2mr2.

Esta funcién satisface f(z 4+ 1) = f(z) y f(—z) = —f(z). Ademds, sus tnicos ceros reales son
los enteros divididos entre 2 o lo que es lo mismo, si r es un numero real tal que 2r ¢ Z entonces
f(r) #0.

Queremos probar una identidad importante sobre f(z) pero antes necesitamos demostrar un
lema técnico.
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Lema 2.3 Sin > 0 es impar se tiene que

n—1
=yt = H((kx —(*y), donde ¢ = et
k=0
Demostracion:
1,¢,¢2,...,¢" ! son todas las raices del polinomio z” — 1. Dado que hay n raices y todas son
distintas se tiene que
n—1
2 —1= =M.
k=0

Sea z = % y multipliquemos ambos lados por y". Se tiene que

n—1

=yt =[] @—¢Fy).

k=0

Dado que n es impar y k recorre un sistema completo de residuos moédulo n también lo hace
—2k.

n—1 n—1 n—1
o =yt = [ ¢y = U T (e — hy) = [T (e = ¢TRy).
k=0 k=0 k=0
En el dltimo paso hemos usado el hecho de que 1 +2+3+---+(n—1) = w es divisible
entre n. U
Proposicién 2.3.1 Sin es un entero positivo impar y f(z) = e2™* — e=2™= entonces
n—1
f(nz) z k k
= flz+=)flz—-—].
Elat CARRE AR
Demostracién:

Sustituyendo = = €2 y y = e 2"%* en el Lema 2.3 podemos que ver que

f(nZ)—]}i[()f<Z+z)

Podemos observar que

P E) o (o o) (oo m2),

También cabe ver que, del mismo modo que k va de "7“ an—1, —k vade "7_1 a 1. Por tanto
T 1
E\ T
-l T+
f(z) k=1 n n+1
= k=55~
=S nt n—k\ k
1 () T (=) = T ()0 (-3)
k=1 ko= 2$L " k=1 "

Esto completa la prueba. [J
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Proposicién 2.3.2 Sip es un primo impar, a € Z y a{ p. Entonces
p=1 p=1
2 la a\ 1 l
I (%)= ()1 (L):
=1 p P/ 5 p
Por el Lema 2.1 se tiene que la = £m; (p) donde 1 < m; < % por lo que la diferencia entre

Tn y :l:ipl €s un en(eI‘O. EStO lmphca que
p p

Demostracion:

la
/(5)-

D

El resultado se sigue de tomar el producto en [ desde 1 a =1
(2.1).0

5= ¥ aplicar el Lema de Gauss

Ahora ya estamos en posicién de demostrar la Ley de Reciprocidad Cuadratica. Sean p y ¢
primos impares. Por la Proposicién 2.3.2.

(%)= ()T ().

Por la Proposicién 2.3.1

Poniendo las dos ecuaciones juntas

G) -1 1 (G=5) 0 (G-7)

Del mismo modo podemos obtener
ga—1 p—1

()= 1L (5 45) 0 (5 -5)

m=1 I=1 @ P
Dado que f (%L - %) =—f (L _m

v ?> podemos ver que

(71)1)2 i ( > B < )’
p q
y por tanto que

Esto completa la prueba. B

Antes de acabar este apartado vamos a dar una formulacion equivalente de la Ley de Recipro-
cidad Cuadratica.
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Proposicion 2.3.3 Sean p y q primos impares distintos y a > 1 un entero. Entonces las siguientes
afirmaciones son equivalentes:

() (A)(9) =(-n= "=

(b) Sip==+q (4a), pta entonces (Z) = (Z)

Demostracion:

Para probar la implicacién (a) = (b) es suficiente probar que (b) se cumple con a primo. Para
a = 2 se sigue de la Proposicién 2.1.3. Si a es un primo impar por (a) se tiene que

()4

Por tanto, si p = ¢ (4a) entonces (?) = (), por lo que

()= () () o= ()

Pero p = ¢ (4a) implica que p+ ¢ —2 =0 (4) y el resultado se sigue. Si, por el contrario,
p = —q (4a) se tiene que

— (—)E T ()T () <“) = (~1) () (Z) = (—1)T (“)

Y del mismo modo, de que p = —¢q (4a) implica que p+ ¢ =0 (4), por lo que el resultado se
cumple en este caso.

Para probar la implicacién (b) = (a) supongamos antes que nada que p > q.
Primero supongamos que p = ¢ (4). Entonces, p = ¢ + 4a con a > 1. Se tiene que

(@)= (") =0)=0)=G)=07) = () =007 ()
Sip =1 (4) entonces (¥) = (7) lo que nos prueba (a).

Si p = 3 (4) entonces ¢ = 3 (4) y se obtiene que (1) = —(%), que es el apartado (a) en este
caso.

Finalmente, si p = —q (4) entonces p+ ¢ =4ay

() - -(0-6)-G)-037)-C)
q q q P P p p)

Por lo tanto, (2) = (Z), que es la afirmacién del apartado (a) en este caso, o bien p o bien ¢
tiene que ser congruente con 1 médulo 4. La demostracién estd completa. [

Podemos observar que, por el apartado (b) de la Proposicién 2.3.3 se ve que si ged(r,4a) = 1
el cardcter cuadratico de a es el mismo para todos primos de la progresion aritmética r + 4at con
t € Z. Ademas, el conjunto de primos de esa forma es infinito. Esto se puede probar usando el
Teorema de Dirichlet para sucesiones aritméticas (0.4) viendo que su densidad es mayor
que 0, aunque en esto no nos centraremos en nuestro trabajo.






Capitulo 3

Ley de Reciprocidad Cuadratica
usando las sumas cuadraticas de
Gauss

3.1. Numeros algebraicos y enteros algebraicos

Aunque la demostraciéon que acabamos de realizar es ingeniosa, resulta dificil de generalizar
para otras situaciones. Este apartado vamos a dar otra prueba que estd basada en métodos que
podremos usar también para leyes de reciprocidad superiores. En concreto vamos a introducir
el concepto de suma de Gauss, aunque antes de eso vamos a definir los conceptos de numeros
algebraicos y enteros algebraicos en esta primera seccion.

Definicién 3.1 Un numero algebraico es un numero complejo o que es una raiz de un polinomio
apz" + a1z '+ -+ a, =0, donde ag,ay,as,...,a, €Q ya, #0.

Definicién 3.2 Un entero algebraico w es un numero complejo que es una raiz de un polinomio
2 + b+ +b, =0 donde by, bs, ..., b, €Z.

Claramente se cumple que un entero algebraico es un nimero algebraico. El reciproco es falso,
COMmo Veremos.

Proposicién 3.1.1 Un nidmero racional v € Q es un entero algebraico si y sélo sir € 7.

Demostracion:

Si r € Z entonces r es una raiz de x — r = 0. Por tanto, r es un entero algebraico.
Supongamos que 7 € Q y que r es un entero algebraico, es decir, satisface una ecuacién =™ +
biz" ' +---4+b,=0con by,...,b, €Z. Sear = 9, donde ¢, d € Z y podemos asumir que ¢y d
C

son coprimos. Escribamos § en la ecuacién y multiplicando ambos lados por d" nos lleva a

A+ b+ b, d" = 0.
Se sigue que d divide a ¢" y, dado que ged(c,d) = 1 se tiene que d | ¢. De nuevo, dado que

ged(c, d) = 1 se tiene que d = £1 y por tanto § € Z. O

Los principales resultados de este apartado son que el conjunto de los ntimeros algebraicos
forman un cuerpo y el conjunto de los enteros algebraicos forma un anillo. Necesitamos algo de
trabajo preliminar antes.

25
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Proposicion 3.1.2 Sea V' un Q-espacio vectorial finitamente generado y supongamos que o € C
tiene la propiedad de que ay € V', para todo v € V. Entonces a es un numero algebraico.
Demostracion:

Se puede ver que ay; € V parai=1,2,...,l. Por tanto, ary; = Z;Zl ai;y; donde a;; € Q. De
esto se sigue que

!
Z(aij —dija)y; =0,

j=1

donde d;; =0si¢# jy dj; =1sii=j. Porel Teorema de Rouché-Frobenius se tiene que
| a;; — d;ja |= 0. Si escribimos el determinante entero podemos ver que « satisface un polinomio
de grado [ con coeficientes racionales. Por tanto, o es un nimero algebraico. [

Proposicién 3.1.3 El conjunto de los mimeros algebraicos forman un cuerpo, el cual se llama
cierre algebraico o clausura algebraica de Q y se denota como Q.

Demostracion:

Supongamos que a3 y as son numeros algebraicos. Vamos a probar que ajas y a1 + ag son
numeros algebraicos.
Supongamos que

-1 -2
al +rmal” +real "4+, =0

af' + 5105 5207 - 5 = 0,
donde 74, s; € Q. Sea V' el Q-espacio vectorial obtenido a partir de todas las combinaciones lineales

en Q de oﬂiaé donde 1 <t <nyl<j<m. Paray eV se tiene que a1y,a0y € V.
Vamos a probar que a3y € V (el otro caso se prueba andlogamente). Se tiene que

n—1,m—1
_ i3
Y= E T 0 O
i,§=0
con r3; € Q. Supongamos que r,_1,; = 0 para todo j. Por tanto,

n—2, m—1
ay = E riaitad
i,j=0
y de esto se tiene que o1y € V. En caso de que r,,—1 ; # 0 para algtn j, el grado de ese monomio
se sale fuera de la base de V' pero esto se puede solucionar dado que
n—1 n—2
o = —ray  —rayT T — =1y
por lo que llegamos al caso inicial. Se tiene también de forma similar que (a1 + ag)y € V y
(a1a2)y € V. Por la Proposicién 3.1.2 se sigue que tanto a; + @z como ajas son numeros
algebraicos.
Finalmente, si a es un nimero algebraico, distinto de cero, podemos ver que ™
algebraico. Esto se tiene dado que, como

1 es un nidmero

apd”™ +aja” '+ 4+a,=0

donde a; € Q, entonces

ana™ " +ap_1a” Y 4 p gy = 0.

Esto prueba la afirmacion. [
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Para probar que el conjunto de los enteros algebraicos es un anillo sélo hace falta modificar la
demostracién anterior ligeramente.

Proposicion 3.1.4 Sea W C C un Z-mddulo finitamente generado y supongamos que w € C
cumple que wy € W para todo v € W. Entonces w es un entero algebraico.

Demostracion:

La demostracion se sigue de manera exactamente igual a la de la Proposicién 3.1.2 excepto
de que ahora a;; € Z. Al desarrollar la ecuacién | a;; — d;jw |= 0 nos muestra que w satisface una
ecuacion monica de grado [ con coeficientes enteros. Por lo tanto, w es un entero algebraico. O

Proposicion 3.1.5 FEl conjunto de los enteros algebraicos, el cual denotaremos como  a partir
de ahora, forman un anillo.

Demostracion:

La demostracién se sigue de la Proposicién 3.1.4 del mismo modo que la Proposicién 3.1.3
se sigue de la Proposiciéon 3.1.2.

Sean wi y wy dos enteros algebraicos. Probemos que wiws y wi 4+ we también lo son.

Por tanto se tiene que

W+ by F w2 4+ by, =0

W4 Wi w4 ey = 0
donde b;, ¢; € Z. Sea W el Z-médulo creado a partir de todas las combinaciones lineales en Z de
wiw) donde 1 <i < nyl<j<m. Bastaprobar que para todo v € W se tiene que w7y, way € W.
Probemos que wiy € W (el otro se prueba andlogamente). Dado que w € W se tiene que

n—1, m—1
y= Y bywiv)
,7=0
con b;; € Z. Si se tiene que b,_1,; = 0 para todo j entonces

n—2, m—1
w1y = Z bijwiﬂwj
3,j=0
y por tanto wiy € W. En caso de que para algun j se tenga que b,_1,; # 0, el grado de ese
monomio se sale fuera de la base de W pero esto se puede solucionar dado que
W= =Wt = b~ — by,

al llevandonos caso anterior. Por lo tanto se tiene que (w1 + w2)y € Wy (wiwe)y € W y por la
Proposicion 3.1.4 se sigue que tanto wi + ws y wijws son enteros algebraicos. [

Si wy,wa,y € Q, decimos que wy = wy (7y) (w1 es congruente con we médulo ) si wy —wy = Yo
con « € (). Esta idea de congruencias satisface todas las propiedades formales de las congruencias
en Z.

Sia, b, ¢ €Z,conc # 0 entonces se tiene que a = b (c) es ambigua dado que denota una
congruencia tanto en Z como en 2. Esta ambigiiedad es sdlo aparente, sin embargo. Si a — b = ca
con « € () entonces a es tanto un numero racional como un entero algebraico por lo que a es un
entero ordinario por la Proposicién 3.1.1.

La siguiente proposiciéon nos sera util.
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Proposicion 3.1.6 Siwy,ws € Q yp € Z es un primo, entonces

(w1 +w2)? = Wi + b (p).

Demostracion:

Se tiene que

p
(w1 + w2)? Z @

Por el Lema 1.2, se tiene que p | (Z) para 1 < k < p — 1. El resultado se sigue de esto y del
hecho de que 2 es un anillo. [J

Una raiz de la unidad es una solucién de una ecuacién de la forma z'™ — 1 = 0 por lo que las
raices de la unidad son enteros algebraicos, y también lo son las combinaciones lineales en Z de las
raices de la unidad.

Vamos a concluir este apartado presentando varias propiedades importantes sobre los nimeros
algebraicos.

Proposicion 3.1.7 Si « es un numero algebraico entonces « es la raiz de un unico polinomio
mdnico irreducible f(z) € Q[z]. Es mds, sig(x) € Q[z] con g(a) = 0 debe cumplirse que f(x) | g(x).

Demostracién:

Sea f(x) un polinomio irreducible con f(«) = 0. Vamos a probar primero la segunda afirmacién.

f(z) t g(z) entonces ged(f(x), g(x)) = 1. Por la Identidad de Bézout podemos escribir f(z)h(z)+

g(x)t(x) =1 con h(z),t(x) € Q[z]. Sustituyendo x = « nos da una contradiccién. La unicidad se
obtiene inmediatamente. [J

El polinomio definido en la Proposicién 3.1.7 depende por tanto sélo de a. A este polinomio
se le denomina el polinomio minimo de «. Si el grado del polinomio minimo es n entonces se dice
que « es un numero algebraico de grado n. Si f(z) es irreducible de grado n entonces, usando
el Teorema Fundamental del Algebra y el hecho de que si a es un nimero algebraico con
polinomio minimo f(x) se tiene que f(x) no tiene raices repetidas en C, podemos ver que f(z) es
el polinomio minimo para cada una de sus n raices. Si «, 8 son raices de f(x) entonces a'y 3 se
dice que son conjugadas.

El conjunto de los nimeros complejos

{259 960 1o) € Qlul hio) 20}

forma un cuerpo denotado como Q(«). Denotemos como Q[«] como al anillo de polinomios en «
con coeficientes racionales entonces se tiene el siguente resultado importante.

Proposicién 3.1.8 Si a € Q, entonces Q[a] = Q(a).

Demostracion:

Claramente Q[a] C Q(«). Si h(a) € Q(«), h(a) # 0. Entonces, por la Proposicién 3.1.7,
f(z) 1 h(xz) donde f(x) es el polinomio minimo de a por lo que ged(f(z),h(x)) = 1 asi por la
Identidad de Bézout se tiene que s(z)f(x) + t(x)h(z) = 1 para algunos s(x),t(z) € Q[z].
Sustituyendo x = « se tiene que t(a)h(a) = 1 por lo que h(a)~! € Q[a]. Si B € Q(«), se tiene que
B = g(a)h(a)~! para algunos g(x), h(z) € Q[z] y por lo visto anteriormente se tiene que 3 € Q[a].
O
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Corolario 3.1 Si o es un nimero algebraico de grado n entonces [Q(a) : Q] = n.

Demostracion:

Por la Proposicién 3.1.8 es suficiente con demostrar que [Q[a] : Q] = n. Dado que f(a) =0
se puede ver que 1,...,a" ! generan Q[a]. Si, por el otro lado,
ap+ara+ - +a, 10"t =0,
con a; € Q, se tiene que g(a) = 0 para

g(x)=ap+arx+---+ an_12" L.

Entonces, por la Proposicién 3.1.7 f(x) | g(z). Pero deg(g(x)) < deg(f(z)), lo cual implica
que

a0:a1:a2:-~~:an_1:0.

n—1

Por lo tanto 1, a,...,« son linealmente independientes sobre Q. O

Cabe destacar que lo visto en esta seccion tiene cierto solapamiento con lo impartido en la
asignatura Estructuras Algebraicas.

3.2. El caracter cuadratico de 2

27

Sea ( = e”s . Entonces ( es una raiz primitiva octava de la unidad. Por tanto,

0=¢"—1=(*"=1)(¢ +1).

Dado que ¢* # 1, se tiene que (* = —1. Multiplicando por (2 y afiadiendo (=2 a ambos lados
se tiene que (2 + (=2 = 0. Esta ecuacién también se deduce facilmente de la observacién de que
<2 = e%i = Z

El carédcter cuadratico de 2 proviene ahora de la relacion

€+ =¢+2+(7 =2

Sea 7 = ( 4+ (~'. Podemos ver que ¢ y 7 son enteros algebraicos. Vamos a trabajar con
congruencias en el anillo de los enteros algebraicos.
Sea p un primo impar en Z y podemos ver que

De esto se sigue que 7P = (12))7 (p). Por la Proposicién 3.1.6, se tiene que

=+ =T (p)

Recordando que ¢® = 1 se tiene que (P + (P =(+( tparap=+1 (8) y (P+( P =¢3+(¢3
para p = 3 (8). El resultado en el tltimo caso puede ser simplificado observando que ¢* = —1 lo
que implica que ¢3 = —(~! por lo que (P + (7P = —(¢ + (1) si p=£3 (8). Resumiendo,

| sip=41 (8)
e p_{ —r, sip=+3 (8)

Sustituyendo este resultado en la relaciéon 77 = (2)7 (p) nos lleva a que

(—1)°7 = <;>T (p), donde & = p28_1 2).
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Multiplicando ambos lados de la congruencia por 7 se tiene

2= (2)2 o)

7= () o

La tltima congruencia implica que (i) = (=1)%, que es el apartado (b) de la Ley de Reci-
procidad Cuadratica.

lo cual implica que

3.3. Sumas cuadraticas de Gauss

La igualdad (¢ +¢~1!)? = 2 dada en la Seccién 3.2, uno puede preguntarse si hay una relacién
similar cuando 2 es reemplazado por un primo impar p. La respuesta es si, y, es més, la Ley de
Reciprocidad Cuadratica completa se sigue de esta nueva igualdad usando el método de la Seccién
3.2. s

Durante esta seccién ¢ denotara e » , una raiz primitiva p-ésima de la unidad.

Lema 3.1 En las condiciones anteriores:

p—1 .
ant: p SZGEO (p)7
— 0 en cualquier otro caso.

Demostracion:
Sia=0 (p), entonces (* =1, y por tanto, Zf:_ol (" =p.Sia#0 (p), entonces (* # 1y

-1
pZC‘“ oL,
t=0 S

Esto concluye la prueba. [

Corolario 3.2 En las condiciones anteriores:

p—1
pt Y (Y =5, y),
t=0

donde §(z,y)=1siz=y (p) yo(z,y) =0sizxZy (p).

Demostracion:

La demostracién es inmediata a partir del Lema 3.1. [

Todos los sumatorios de lo que queda de la secciéon van desde 0 a p — 1. Esto simplificara la
notacién para evitar escribirlo completo cada vez.
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Lema 3.2 En las condiciones anteriores:

donde (;) es el simbolo de Legendre.

Demostracion:

Por definicion, (2) = 0. De los p—1 términos restantes del sumatorio, la mitad son +1 y la mitad
son —1 y por el Corolario 2.1, existen tantos residuos cuadraticos como residuos no-cuadraticos
modulo p. O

Ahora estamos en posicién de introducir la nocién de suma de Gauss.

Definicién 3.3 Una suma cuadrdtica de Gauss es una suma de la siguiente forma:
t at
Ja = Z ( :
7 \P

Proposicién 3.3.1 En las condiciones anteriores:

da = g1-
p

Sia=0 (p), entonces (** = 1 para todo t y g, = Do (;) = 0 por el Lema 3.2. Esto nos da el

Demostracion:

resultado en el caso de que a =0 (p).
Ahora supongamos que a Z 0 (p)

a at\ .t S
Yo = = ( )( " =01
<p> ‘ Et: <p> Z: p
Hemos usado el hecho de que at recorre un sistema completo de residuos modulo p cuando ¢ lo

hace y que (;) y ¢* dependen sélo de la clase residual de s médulo p.

Dado que (Z)Q =1 cuando @ # 0 (p) nuestro resultado se sigue multiplicando la ecuacién
(Z)ga = g1 en ambos lados por (Z) O]

De ahora en adelante denotaremos g; como g. Se sigue de la Proposicién 3.3.1 que g2 = ¢*

sia #Z0 (p). Vamos a deducir ahora este valor en comun.

Proposicion 3.3.2 En las condiciones anteriores:

Demostracion:

La idea de la demostracién es evaluar la suma ) gog—q de dos formas. Sia # 0 (p), entonces

o= ()G =G

; Jaf—a = (pl) (r—1)g>

Se sigue que



32 3 Ley de Reciprocidad Cuadratica usando las sumas cuadraticas de Gauss

Ahora podemos ver que

ST

Sumando ambos lados sobre a y usando el Corolario 3.2 nos lleva a que

Za:gagfa = Zx: > (Z) (i) 8(z,y)p = (p — 1)p.

Poniendo juntos estos resultados se obtiene (_pl) (p—1)g*> = (p— 1)p y por tanto, g> = ( » )p.
O

Sea p* = (_1)%1]0. La ecuacién g2 = p* es la analogia deseada de la ecuacién 72 = 2. Sea
también g # p otro primo impar. Procederemos a probar la Ley de Reciprocidad Cuadrdtica
trabajando con congruencias moédulo ¢ en el anillo de los enteros algebraicos:

Por lo tanto,

Usando la Proposiciéon 3.1.6 vemos que

7= (3 0)e) =3 () er=n

De aqui se sigue que g? = g4 = (Z)g (q) y entonces

(=

Multiplicando ambos lados por g y usando que g% = p*:

(e o

lo cual implica que

y finalmente

()= ()

Para ver que este resultado es lo que queremos simplemente debemos ver que
p=1
(=) (@) -v==()
q q q q

La nocién de sumas cuadraticas de Gauss que hemos usado puede ser generalizada. Las sumas
cubicas y cuarticas de Gauss se usan para probar las Leyes de Reciprocidad Cubica y Bicuadratica
respectivamente (las cual se ven en el proyecto complementario).
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3.4. El signo de la suma cuadratica de Gauss

De acuerdo a la Proposicion 3.3.2 la suma cuadrética tiene valor
= sip=1 (4)
I= U +iyp sip=3 (4)

por lo que el valor de g estd determinado por su signo. La determinacion del signo es un problema
mucho mas complicado. Aunque en mayo de 1801 Gauss registré en su diario la conjetura de ambos
casos el signo era positivo no fue hasta cuatro anos mas tarde que se encontré dicha prueba. En
esta seccion vamos a presentar una de las demostraciones realizadas por Kronecker.

. ’ 2mi _ ;
Como en los apartados previos, se tendrd que { = e’» por lo que 1,¢,...,¢(P~! son las raices
de zP — 1.

Proposicién 3.4.1 El polinomio 1+ x + -+ + 2P~! es irreducible en Q[z].
Demostracion:

Aplicando el Lema de Gauss visto en la asignatura Algebra Basica bastara demostrar que:

l+az+--FaP?
no tiene una factorizacién no trivial en Z[x]. Supongamos que, por el contrario, que

Lta+--+aP ! = f(z)g()

donde f(x), g(z) € Z[z] y cada uno tiene grado mayor que uno. Poniendo z = 1 nos da que
p = f(1)g(1). Por tanto, vamos a asumir que ¢g(1) = 1. Usando una barra para denotar la clase
médulo p se tiene que g( ) # 0.

Por el otro lado, dado que p | (?) para j =1,...,p—1setieneque 2’ —1 = (x — 1) (p)y

dividiendo ambos lados entre x — 1 nos muestra que

l+z+---+a2P = (x-1)P" (p).

Por la factorizacién tnica en polinomios ménicos irreducibles de un polinomio y al estar en
cuerpo (al ser p primo) se sigue que

g(x) = (z—1)" (p)

para algiin entero positivo s. Sin embargo, esto contradice el hecho de g(1) # 0. O

Combinando las Proposiciones 3.4.1 y 3.1.7 podemos ver que si g(¢) = 0 con g(x) € Q[z]
entonces

(I+z+- 42?71 [ g(z)

Esta observacion nos serda muy util mas adelante.
Proposicién 3.4.2
o )2 p=1
H <C2k 1 ~—(2k 1)) — (~1)5 .

Demostracion:

Se tiene que

i
L

xp—lz(x—l) (z—¢).
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Dividiendo ambos por x — 1 y sustituyendo z = 1 se tiene p = Hp 1(1 — ¢7) donde el producto
recorre un conjunto completo de unidades médulo p. Los enteros +(4k —2) con k=1, 2, ..., %
se puede ver facilmente que son un sistema completo de residuos. Por tanto

p= H _ k- 2 H (1 7((41@72)) _
k

H (47(21%1) _ <2k71) H (Cqu (k= 1)) f’ 1 H (<2k71 _ 47(21971))2
k

k k

donde todos los productos son sobre k =0,1,2,..., %. g

Proposicién 3.4.3
2zt , sip=1 (4),
ﬁ (Cqu _ 47(21%1)) _ VP P 4
k=1 i/p, sip=3 (4).

Demostracion:

Por la Proposiciéon 3.4.2 sélo se tiene que calcular el signo del producto, el cual es

Pero

4k — 2 2 -1
sen<(p)7r><0 sipi <k<L.

Se sigue que el producto tiene % — [i] términos negativos y se puede ver que son %1 o

1
% dependiendo de sip =1 (4) o p =3 (4) respectivamente, en cualquier caso lo denotaremos
como (—1)¥ con k € Z.

. .p—1
Por otro lado, se tiene ¢ 2 :

P

» Sip=1(4), entonces p = 4k + 1 con k € Z, por lo que i2* = (~1)¥ y, multiplicado por el
otro (—1)*, se tiene que es igual a 1.

» Sip =3 (4), entonces p = 4k + 3 con k € Z, por lo cual i?**! = (—1)¥i y, multiplicado por
el otro (—1)%, se tiene que es igual a 1.

Con esto se consigue la demostracién. [

Por las Proposiciones 3.3.2 y 3.4.2 sabemos que

1:[( 2R (2k71)>’ (3.1)

donde ¢ = +1. La evaluacion de las sumas de Gauss es completa por la Proposicién 3.4.3 si
podemos ver que € = +1. El siguiente argumento de Kronecker nos permite ver que es ese el caso.
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Proposicion 3.4.4 En las condiciones anteriores se tiene que € = +1.

Demostracion:

Consideremos el polinomio

flz) = pi:l (j)xj —€ ii[l (:r%_l - :rp_(%_l)) . (3.2)
=1 \P k=1

Por tanto, f({) = 0 por (3.1) y f(1) = 0 por el Lema 3.2. Por el comentario anterior a la
Proposicién 3.4.2 y por el hecho de que 1+x+---4+2P~! y £ —1 son coprimos, podemos concluir
que (2P — 1) | f(z). Escribamos (2P — 1)h(x) y reemplacemos x por e* para obtener

flz) = ;;21 ( ) 1:[ <e(2k71)z _ x(p7(2k:71))z> ) (3.3)

j=1
El coeficiente de "= en el lado izquierdo de (3.3) se puede ver que es

_(;p(;l))._EH 4k —p —2).

Por el otro lado, el coeficiente de 2" por el lado derecho de (3.3) es M donde p 1 B con A
y B enteros. Igualando coeficientes, multiplicando por B ( ) y redu01endo moédulo p podemos
ver que

S0 = (5 -
=e(2-4-6 (p—l))p;l(Qk—l)E e(p—1) ()

k
usando el Teorema de Wilson (Corolario 1.

Por la Proposicién 2.1.2 jpT_l = (]Jj) (p),

pzl(g)?zp—lz—a »)

Jj=1

~ N
~

asi que se tiene

y por tanto e =1 (p).
Dado que € = 1 concluimos finalmente ¢ = 1. [

Con todo esto se puede establecer el siguiente resultado:
Teorema 3.1 El valor de la suma cuadrdtica de Gauss es
VP, sip=1 (4)
iv/p, sip=3 (4)

g:






Capitulo 4

Ley de Reciprocidad Cuadratica
usando cuerpos finitos

Ya hemos visto ejemplos de cuerpos finitos, los cuerpos Z/Zp donde p es un ndmero primo.
En esta seccién vamos a probar que hay muchos méas cuerpos finitos y vamos a investigar sus
propiedades. Esta teoria no es sélo interesante por si misma sino que ademas es una herramienta
muy 1til en investigaciones sobre Teoria de Nimeros. En el dltimo apartado de la seccién vamos a
dar otra prueba de la Ley de Reciprocidad Cuadratica.

4.1. Propiedades basicas de los cuerpos finitos

En este apartado vamos a discutir propiedades de los cuerpos finitos sin preocuparnos sobre
preguntas de existencia. La construcciéon de cuerpos finitos la realizaremos en la Seccién 4.2.

Sea F' un cuerpo finito con g elementos. El grupo multiplicativo F* de F' tiene ¢ — 1 elementos.
Por tanto, para todo o € F* satisface la ecuacién #7971 = 1 (en este contexto 1 representa a la
identidad multiplicativa de F' y no al entero 1) y todo « € F satisface la ecuacién x? = x.

Proposicion 4.1.1

xl—x = H(m—a)

acF

Demostracion:

Ambos elementos son considerados elementos de F'[z].
Todo a € F' es una raiz de z? — . Dado que F' tiene ¢ elementos y dado que el grado =9 — =
es ¢, la demostracion se sigue. [

Corolario 4.1 Sea FF C K donde K es un cuerpo. Un elemento a € K estd en F si y solo si
ol = a.

Demostracion:

Se puede ver facilmente que a? = « si y sélo si « es una raiz de 7 — x. Por la Proposicién
2.3.1 las raices de 29 — x son precisamente los elementos de F'. [J

Corolario 4.2 Si f(z) divide a 27—z, entonces f(x) tiene d raices distintas donde d = deg(f(z)).

Demostracion:

Sea f(x)g(x) = 2% — x. El polinomio g(z) tiene grado ¢ — d. Si f(z) tiene menos de d raices
distintas, entonces, por el Lema 1.1, f(z)g(x) tiene menos de d + (¢ — d) = ¢ raices distintas, que
no es el caso. O

37
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Teorema 4.1 FEl grupo multiplicativo de un cuerpo finito es ciclico.

Demostracion:

Este teorema es una generalizacion del Teorema 1.1. La demostracion es casi idéntica.

Sid| (¢—1), entonces ¢ — 1 divide a 29! — 1 y se sigue por el Corolario 4.2 que z¢ — 1 tiene
d raices distintas. Por tanto, el subgrupo de F* formado por los elementos que satisfacen z% — 1
tiene orden d.

Sea ¢)(d) el ntimero de elementos en £ de orden d. Por tanto, se tiene que }_ ;9 (c) = d. Por
la Férmula de Inversién de Mdbius (0.3)

o) = Y u(e)? = (a).

cld

En particular, (¢ — 1) > 1 a no ser que estemos en el caso trivial de ¢ = 2. Esto concluye la
demostracion. [

El hecho de que F* sea ciclico cuando F es finito nos permite dar la siguiente generalizacién
parcial de la Proposicion 1.2.1.

Proposicion 4.1.2 Sea a € F*. La ecuacion " = « tiene solucion si y sélo si o T =1 donde
d = ged(n,q — 1). Ademds, de haber soluciones, hay exactamente d soluciones.

Demostracién:

Sea v un generador de F* y establezcamos que a = v* y x = v¥. Por tanto, la ecuacién z" = «
es equivalente a la congruencia ny = a (¢ — 1). Aplicando las propiedades las congruencias del
tipo axz = b (m) se tiene la demostracién. [J

Merece la pena examinar qué ocurre en los casos extremos n | (¢ — 1) y ged(n,qg — 1) = 1.

= Sin|(¢—1), entonces hay exactamente % elementos de F* que son potencias n-ésimas y
si a es una potencia n-ésima, entonces " = « tiene n soluciones.

= Si ged(n,g — 1) = 1, entonces cada elemento es una potencia n-ésima de manera dnica, es
decir, para todo a € F* 2™ = « tiene una tnica solucién.

Hemos investigado la estructura de F*. Ahora vamos a prestar nuestra atencién al grupo aditivo
de F.

Lema 4.1 Sea F un cuerpo finito. Los elementos maltiplos de la identidad forman un subcuerpo
de F es isomorfo a Z/Zp para algin nimero primo p.

Demostracion:

Para no generar confusiones, vamos a llamar temporalmente e a la identidad de F* en vez de
1. Consideremos una aplicacién de Z en F' que lleva n en ne. Se puede ver facilmente que se puede
extender a un homomorfismo de anillos. La imagen es un subanillo finito de F' y en particular es
un dominio de integridad. El nicleo es un ideal primo no nulo. Por lo tanto, la imagen es isomorfa
a Z/Zp para algin primo p. O

Debemos identificar Z/Zp con su imagen en F' y pensemos en F' como un espacio vectorial de
dimensién finita sobre Z/Zp. Denotemos n a esa dimensién y sea wy,ws, . . . ,w, una base. Se cumple
que cualquier w € F puede ser expresado de manera unica de la forma ajw; + asws + - - - + anwy
donde a; € Z/Zp. Se sigue que F tiene p™ elementos. Hemos probado entonces que
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Proposicion 4.1.3 El numero de elementos de un cuerpo finito es una potencia de un primo.

Si e es la identidad del cuerpo finito F', sea p el menor entero tal que pe = 0. Hemos visto que
p debe ser un nimero primo, que denominaremos la caracteristica de F. Para o € F' se tiene que

pa = plea) = (pe)a=0-a =0.

Esta observacion nos lleva la siguiente proposicién.
Proposicién 4.1.4 Si F tiene caracteristica p, se cumple la siguiente igualdad:

(a+ B =" + 8" Va,BeF, Vel

Demostracion:

Esta prueba la haremos por induccién sobre d. Para d = 1 se tiene

p—1
(4B =a +) o’ *pF 4 B = aP + BP.
k=1
Todos los términos intermedios desaparecen porque p | (Z) para 1 < k < p—1 por el Lema
1.2.

Para pasar de d a d 4+ 1 s6lo elevamos ambos lados de (« + B)pd
potencia. []

d d ;.
aP + [P a la p-ésima

Supongamos que F' es un cuerpo finito de dimensién n sobre Z/Zp. Queremos encontrar
qué cuerpos F hay entre Z/Zp y F. Si d es la dimensién de E sobre Z/Zp, entonces se tiene
trivialemente que d|n. Resultard que hay un solo cuerpo intermedio correspodiente a cada divisor
d de n, como veremos mas adelante.

Lema 4.2 Sea F un cuerpo. Se cumple que (z! —1) | (z™ — 1) en Flx] si y sélo sil | m.

Demostracion:

Sea m =gl +r donde 0 < r <ly q € Z. Entonces se tiene

™ =1 B B |
—_— = — —_—
xt—1 -1 z'-1
Dado que Zq,l:ll = ()71 + (21)772 + .- 2! + 1, nos lleva a que el término de la derecha de

la ecuacién anterior es un polinomio si y sélo si Z; —1 65 un polinomio. Ese es el caso si y sélo si

-1
r = 0. Por tanto, [ | m. O

Lema 4.3 Sia es un entero positivo, entonces (a' — 1) | (a™ — 1) si y sdlo si l | m.

Demostracion:

La prueba es andloga a la del Lema 4.2 con el nimero a jugando el rol de x. Sea m = gl + r
donde 0 < r <1y q € Z. Entonces se tiene

a™—1 ca =1 am—1
=a

al—1 " al—-1  a—1"
Dado que ‘fll:ll = (a9 1+ (a")972 +.--al +1, el término de la derecha de la igualdad anterior

es un entero si y sélo si %
at—1

es un entero. Ese es el caso si y sélo si r = 0. Por tanto, I | m. O
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Proposicién 4.1.5 Sea F' un cuerpo finito de dimension n sobre Z/Zp. Los subcuerpos de F' estdn
en correspondencia uno a uno con los divisores de n.

Demostracion:

Supongamos que d | n. Sea E = {a € F' | a?’ = a}. Vamos a probar que F es un cuerpo. Si a,
B € F entonces

(a) (« —|—ﬁ)pd =o' 48" =a+B.
(b) (e = a5 = ap.
(c) (a1 = (a?")"1 = a~! para o # 0.

En el apartado (a) hacemos uso de la Proposicién 4.1.4.

Ahora E es el conjunto de soluciones de 2" — z = 0. Dado que d | n se tiene (p? —1) | (p" — 1)
y (2?"=1 —1) | ("~ — 1) por los Lemas 4.2 y 4.3. Por tanto, (22" — z) | (27" — z) y por el
Corolario 4.2, se tiene que E tiene p? elementos y tiene dimensién d sobre Z/Zp.

Finalmente, si E’ es otro subcuerpo de F' de dimensién sobre Z/Zp, entonces los elementos de
E’ deben cumplir que L 0, es decir E’ debe coincidir con E. O

4.2. La existencia de cuerpos finitos

A partir de ahora vamos a denotar Z/Zgq al cuerpo finito de g elementos. En la Seccién 4.1
hemos probado que el nimero de elementos en un cuerpo finito tiene la forma p™ donde p es un
primo. Ahora vamos a mostrar que dado un nimero p"™ existe un cuerpo finito con p™ elementos.
Para hacerlo necesitamos algunos resultados de Teoria de Cuerpos que conecta nuestro problema
con la existencia de polinomios irreducibles. Entonces debemos probar un teorema (volviendo a
Gauss) que nos muestra que Z/Zp|x] contiene polinomios irreducibles de cada grado.

Sea k un cuerpo arbitrario y f(x) un polinomio irreducible en k[z]. Se tiene entonces:

Proposicién 4.2.1 Existen un cuerpo K D k y un elemento o € K tal que f(a) = 0.

Demostracion:

Sabiendo que k[z] es un dominio de ideales principales, se sigue que (f(z)) es un ideal maximal
y entonces k[z]/(f(z)) es un cuerpo. Sea K’ = k[z]|/(f(z)) y sea ¢ el homomorfismo que va de k[z]
en K’ llevando cada elemento en su clase médulo (f(x)). Se tiene el diagrama

k2] 2~ K

Zjﬂ i jk)

Se tiene que ¢(k) es un subcuerpo de K’. Vamos a probar que es isomorfo a k. Es suficiente
mostrar que ¢ restringido a k es biyectivo. Sea a € k. Si ¢(a) = 0 entonces a € (f(x)). Sia # 0, es
una unidad y no puede haber un elemento de un ideal propio. Por tanto, a = 0, como queriamos
probar.

Dado que ¢ es un isomorfismo de k vamos a identificar k con ¢(k). Una vez hecho vamos a
renombrar K’ como K.

Sea « la clase de x en K. Entonces 0 = ¢(f(z)) = f(¢(x)) = f(a), es decir, @ es una raiz de
f(z)en K. O

Denotemos a este cuerpo K como k(«).
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Proposicién 4.2.2 Los elementos 1,a,02,...,a"

sobre k, donde n es el grado de f(x).

son una base del espacio vectorial para k(o)

La demostracion de esta proposicion es la misma que la de la Proposicién 3.1.8 y el Corolario
3.1 pero reemplazando Q por k y el nimero complejo a por el a descrito antes.

La proposicién nos muestra que si queremos encontrar una extensién de cuerpos K de k de
grado n entonces es suficiente con dar un polinomio irreducible f(z) € k[z] de grado n.

En Z/Zp[z] hay un nimero finito de polinomios para un grado dado. Sea Fy(x) el producto de
polinomios ménicos irreducibles en Z/Zp|x] de grado d.

Teorema 4.2 En las condiciones anteriores:
n
b —x = H Fy(x)
d|n

Demostracion:

. .. n . . n
Antes de nada podemos ver que si f(z) divide a 2P" — z, entonces f(x)? no divide a 2P — .
Si fuera asi, se sigue que

—1=2f(2)f (@)g(x) + [(2)’9 ()

por derivacién formal. Esto es imposible dado que implica que f(z) divide a 1.

Nos queda por probar que si f(z) es un polinomio ménico irreducible de grado d entonces
f(z) | (zP" —x) siysélosid|n.

Consideremos K = Z/Zp(a) donde « es una raiz de f(x), como en la Proposicién 4.2.2.
Entonces K tiene dimensién d sobre Z/Zp y tiene p? elementos. Los elementos de K satisfacen

a7 — 2 =0.
Asumamos que 2" — z = f(x)g(z). Entonces o?" = a. Si
brad™t 4 ba® 2 - 4 by

es un elemento cualquiera de K entonces

(b2 4 bpa? 2 4 4 bg)P = b1 (P )T b by =batT by

Por tanto, los elementos de K satisfacen 2" — 1z =0. Se sigue que 2P — 2 divide 27" — 1z y por
los Lemas 4.2 y 4.3, d divide n.

Asumamos ahora que d | n. Dado que o' = a y f(z) es un polinomio ménico irreducible para
« se tiene que f(x) | (J;pd — z). Del mismo modo, dado que d | n se tiene que (a:pd —xz) | (2P — )
otra vez por los Lemas 4.2 y 4.3. Por lo tanto f(z) | (" —z). O

Sea Ny el numero de polinomios moénicos irreducibles de grado d en Z/Zp[z|. Igualando los
grados en ambos lados de la identidad del Teorema 4.2 nos lleva a

Corolario 4.3 En las condiciones anteriores:
P =) dNg.
d|n

Corolario 4.4 En las condiciones anteriores:
-1 ny 4
Yo S (2
d|n

Demostracion:

Aplicando la Férmula de Inversién de Mdbius (0.3) a la ecuacién del Corolario 4.3 se
tiene la demostracién. [J
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Corolario 4.5 Para todo entero n > 1 existe un polinomio irreducible de grado n en Z/Zp[x].

Demostracion:

Se tiene que N,, = n~(p™ — - -+ pu(n)) por el Corolario 4.4. El término entre paréntesis no
puede ser cero dado que es la suma de distintas potencias de p con coeficientes 1 y —1. [J

Resumiendo se tiene que

Teorema 4.3 Sean > 1 un entero y p un primo. Entonces existe un cuerpo finito con p™ elemen-
tos.

4.3. Una aplicacién a los residuos cuadraticos

En el Capitulo 3 hemos probado la Ley de Reciprocidad usando las sumas de Gauss y los
elementos de la teoria de ntimeros algebraicos. Ahora vamos a dar una prueba extremadamente
corta usando cuerpos finitos.

Sea p y ¢ distintos primos impares. Dado que ged(p, ¢) = 1 hay un entero n (por ejemplo, p—1)
tal que ¢" =1 (p). Sea F' un cuerpo finito de dimensién n sobre Z/Zq. Entonces F* es ciclico

q"—1

de orden ¢" — 1. Sea v un generador de F* y definamos A = « 7 . Entonces A tiene orden p.
Definamos

p—1 ¢
=3 (1)
=0 \P

donde a € Z. El elemento 7, € F es andlogo al visto en el Capitulo 3 de las sumas cuadréticas

de Gauss. Definamos 7 = 7. Por tanto, las demostraciones de las Proposiciones 3.3.1 y 3.3.2
pueden ser usadas para mostrar que

(1) 7o = (2)7’.

(2) 7= (-1)"7'p.

En la igualdad (2), P es la clase p en Z/Zq. Sea p* = (—1)%1]). Entonces la igualdad (2)
podemos escribirla como

=,

lo cual implica que (’;*) = 1siy sélo si 7 € Z/Zq. Por el Corolario 4.1 esto se cumple si y s6lo

si 77 = 7. Ahora
t ! t
71 = A = <))\qt—7'.
(Z0)) =)=

En la igualdad (1) se tiene

Por lo tanto,
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Por lo que hemos probado que

()= ()

Esto nos prueba la Ley de Reciprocidad Cuadratica. B

2_
Una demostracién de que (z) = (-1)"s : puede ser dada usando la misma técnica. En el

Capitulo 3 dimos la prueba de que (3) =1sig=1 (8).Sig# 1 (8), es en cualquier caso cierto
que g2 =1 (8). En este caso podemos resolverlo en un cuerpo finito F' de dimensién 2 sobre Z/Zq.
Se puede ver que 2 siempre es residuo cuadrético. Esto se puede probar de la siguiente manera:

Se sabe que F tiene ¢ elementos y por tanto F* tiene ¢ — 1 elementos y ademéds es un grupo
ciclico. Sea A un posible generador de F'*, el cual cumple que:

MTL=1 (g)

a?-1 . . ,
Definamos entonces { = A" s , el cual se puede ver que tiene orden 8. A partir de aqui usaremos
lo visto en la Seccién 3.2 y dado que, como se puede probar ficilmente, existe (™! entonces se
tiene que

o=+ =2

por lo que 2 es un residuo cuadratico en F'.
Por otro lado, 2 es residuo cuadratico en Z/Zq si y sélo si a € Z/Zq. Esto es equivalente, dado
que Z/Zq es un cuerpo finito, a que

De lo que se tiene que

De lo cual, dado que o = 2, se tiene que

q—1

9%

1 (g)

Con esto hemos demostrado, usando cuerpos finitos, los resultados previos a la primera demos-
tracién de la Ley de Reciprocidad Cuadratica para 2. A partir de aqui, usando Proposicién 2.1.3
se tiene que 2 es residuo cuadrético en Z/Zq si y sélo ¢ = £1 (8).






Capitulo 5

Ley de Reciprocidad Cuadratica
usando las sumas de Jacobi

5.1. Caracteres multiplicativos

Antes de ponernos con la Ley de Reciprocidad Cuadrética en si vamos a necesitar generalizar
el concepto de sumas de Gauss definido en el Capitulo 3 en su versién cuadratica.

También nos va a interesar considerar el problema de contar el nimero de soluciones de ecua-
ciones con coeficientes en un cuerpo finito. Esto nos llevara a definir el concepto de suma de Jacobi.

Definicién 5.1 Un cardcter multiplicativo en Z/Zp es una aplicacidn que va (Z/Zp)* en los nime-
ros complejos no nulos que satisface

x(ab) = x(a)x(b) Va,be (Z/Zp)".
Es decir, es un homomorfismo de grupos multiplicativos.

El simbolo de Legendre, (2)7 es un ejemplo de un carécter si se ve como una funcién de la clase
de a médulo p.
Otro ejemplo es el cardcter multiplicativo trivial definida por

ela) =1, VYae(Z/Zp)".

Va a ser util extender el dominio de la definicién de un carcter multiplicativo a todo Z/Zp. Si
X # €, asumiremos que x(0) = 0. Para ¢ denotaremos €(0) = 1.

Proposicién 5.1.1 Sea x un cardcter multplicativo y a € Z/Zp. Entonces

(a) x(1)

(b) x(a) es una raiz (p — 1)-ésima de la unidad.
() x(a™!) =x(a)™" = x(a).

Demostracion:

1.

Para probar el apartado (a) usaremos que x(1) = x(1-1) = x(1)x(1). Entonces x(1) = 1 dado
que x(1) # 0.

Para probar el apartado (b) usaremos que la ecuacién a?~! = 1 implica que 1 = x(1) =
x(a~1) = x(a)~ .

El apartado (c) se tiene trivialmente por ser un homomorfismo y porque si ¢ es una raiz n-ésima,
entonces (~' =¢. O

LCabe mencionar que en el apartado (a) el 1 en el lado izquierdo es la unidad de Z/Zp mientras que el 1 en el
lado derecho es el niimero complejo 1. La barra del apartado (c) es el conjugado complejo.

45
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Proposicion 5.1.2 Sea x un cardcter multplicativo. Entonces
0 six#e¢

Z X(t)_{p Sixis’

teZ)Ip '

Demostracion:

El caso x = € es obvio as{ que asumiremos que x # ¢. En este caso hay un elemento a € (Z/Zp)*
tal que x(a) # 1. Sea T'= 37,7 7, x(t). Entonces

x(@T= Y x@xt)= > xlat)=T.
teZ/Zp teZ/Zp
La tltima igualdad se sigue de que at recorre todos los elementos de Z/Zp del mismo modo

que lo hace t. Dado que x(a)T =T y que x(a) # 1 se tiene que T = 0. O

Veamos que los caracteres multiplicativos forman un grupo. Vamos a obviar a partir de ahora
la palabra multiplicativo.

(1) Si x y A son caracteres, entonces x\ es la aplicacién que lleva el elemento a € (Z/Zp)* en
x(a)A(a).
Probemos que x\ es un caracter:

Sean a, b € (Z/Zp)*. Dado que (Z/Zp)* es un grupo entonces ab € (Z/Zp)* y por la definicién
de x A se tiene que:

xA(ab) = x(ab)A(ab)

Dado que tanto x como A son caracteres se tiene que:

Por lo tanto tenemos:

xA(ab) = x(a)x(b)A(a)A(b)

Usando la conmutatividad del producto en (Z/Zp)* se tiene que

xA(ab) = x(a)A(a)x(b)A(D)

Si volvemos a aplicar la definicién de x A se tiene que

xA(ab) = xA(a)xA(b)

que es lo queriamos probar.

1

(2) Si x es un cardcter, entonces x ! es la aplicacién que lleva el elemento a € (Z/Zp)* en x(a)~!.

1

Probemos que x™" es un caracter:

Sean a, b € (Z/Zp)*. Por ser (Z/Zp)* un grupo se tiene que ab € (Z/Zp)* y por la definicién
de x! se tiene que:

X~ (ab) = x(ab) ™!

Dado que tanto x es un caracter se tiene que:

x(ab) = x(a)x(b)



§ 5.1 Caracteres multiplicativos 47

Por lo tanto tenemos:

X" H(ab) = (x(a)x(b)) ™"

Usando que se cumple que la potencia del producto es igual al producto de las potencias en
(Z)Zp)* tiene que

X~ (ab) = x(a)~'x(b)

1

Si volvemos a aplicar la definiciéon de x ™" se tiene que

X~ H(ab) = x"Ha)x 1 (b)

que es lo queriamos probar.

Ademas, se tiene trivialmente que la identidad es este grupo es el cardcter e.

Proposicién 5.1.3 El grupo de los caracteres es un grupo ciclico de orden p — 1. Si a € (Z/Zp)*
y a # 1, entonces hay un cardcter x tal que x(a) # 1.

Demostracién:

Sabemos que (Z/Zp)* es ciclico (por el Teorema 1.1). Sea g € (Z/Zp)* un generador. Entonces
cualquier elemento a € (Z/Zp)* es una potencia de g. Si a = g' y x es un cardcter, entonces
x(a) = x(g)'. Esto nos muestra que  estd completamente determinado por el valor de x(g). Dado
que x(g) es una (p — 1)-ésima raiz de la unidad y dado que hay p — 1 de ellas, se sigue que el grupo
de los caracteres tiene orden a lo sumo p — 1.

Ahora definamos una funcién A por la ecuacién A(gF) = e=T . Se puede ver facilmente que A
estd bien definida y es un cardcter. Se va a probar que p — 1 es el menor entero n tal que \" = .

Si A" = ¢, entonces A"(g) = (g) = 1. Sin embargo,

De lo cual se sigue que (p — 1) | n. Dado que

MNla) = Ma)P P = MaP ) = A1) =1

tenemos que AP~! = £. Hemos establecido que los carcteres e, A\, A2, ..., \»~2 son todas distintas.
Dado que, por la primera parte de la prueba, hay a lo sumo p — 1 caracteres, se tiene que hay
exactamente p — 1 caracteres y que el grupo es ciclico con A como generador.

Siac (Z/Zp)* y a+# 1 entonces a = g' con (p— 1) 11. Se tiene que

2mil

Ma) = Ag)' = ert # 1.

Esto concluye la prueba. O

Corolario 5.1 Sia € Z/Zp y a # 1, entonces Zx x(a) = 0, donde el sumatorio es sobre todos
los caracteres.

Demostracion:

Sea S = Zx Xx(a). Dado que a # 1 hay, por la Proposicién 5.1.3, un cardcter A tal que
A(a) # 1. Entonces

Ma)S = Z Ma)x(a) = Z Ax(a) = S.
X AX

La ultima igualdad se tiene dado que Ax recorre todos los caracteres, del mismo modo que x
lo hace. Se sigue que (A(a) —1)S =0y por tanto S = 0. O
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Los caracteres pueden resultarnos muy ttiles en el estudio de ecuaciones. Para ilustrarlo, con-
sideremos la ecuacién z" = a con a € (Z/Zp)*. Por la Proposicién 1.2.1, se tiene que una

solucion existe si y sélo si a®7 = 1 donde d = ged(n,p — 1) y, si existe una solucién, enton-
ces hay exactamente d soluciones. Por simplicidad, vamos a asumir que n | (p — 1) y por tanto,
d=gced(n,p—1) =n.

Ahora se va dar un criterio para la solucién de la ecuacién z™ = a usando caracteres.

Proposicién 5.1.4 Si a € (Z/Zp)*, n | (p — 1) y 2™ = a no tiene solucion, entonces hay un
cardacter x tal que

(a) x" =e.
(b) x(a) # 1.
Demostracion:
Sean g y A como en la Proposicién 5.1.3 y definamos x = A% . Entonces

27

X(g) = N7 (g) = Mg) 5+ = .

Sea a = g' para algiin I, y dado que 2™ = a no tiene solucién, se tiene que n {[. Entonces

2mil

X(@) =x(g)' =e #1.

Finalmente, y" = \W?~! = ¢. [J

Para un elemento a € (Z/Zp)*, denotemos a N(z™ — a) como el nimero de soluciones para la
ecuacién 2" = a. Sin | (p — 1), se tiene que

Proposicion 5.1.5
N(@@" —a)= ) x(a)
xX"=e

donde el sumatorio recorre todos los caracteres de orden divisor de n.

Demostracion:

Se va a probar primero que hay exactamente n caracteres de orden divisor de n. Dado que
el valor de x(g) para ese cardcter debe ser una rafz n-ésima de la raiz, hay, a lo sumo, n de esos

27i

caracteres. En la Proposicién 5.1.4 se pudo encontrar un cardcter x tal que x(g) = e™» . Se sigue
que €, X, X%, ..., X! son n caracteres distintos de orden disivor de n.

Para probar la férmula, se tiene que 2™ = 0 tiene una solucién, z = 0. Por otro lado,
> yn=e X(0) =1, dado que £(0) = 1 y x(0) = 0 para x # ¢.

Ahora supongamos que a # 0 y que =" = a tiene solucién, es decir, hay un elemento b tal que
b™ = a. Si x™ = €, entonces

x(a) = x(0") = x(b)" = x"(b) =¢€(b) = 1.

Por tanto,

que es N(a™ — a) en este caso.
Finalmente, supongamos que a # 0 y que " = a no tiene solucién. Vamos a probar que

Z x(a) = 0.

xX"=¢
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Denotemos la suma anterior como 7'. Por la Proposicién 5.1.4, hay un cardcter p tal que
pla) # 1y p" = e. Un calculo sencillo muestra que p(a)T” = T (usando el hecho de que los
caracteres de orden divisor de n forman un grupo). Entonces, (p(a) —1)T = 0 y por tanto, T = 0,
tal y como queriamos demostrar. [

Como un caso especial, se supone que p es impar y n = 2. Entonces, la Proposicién 5.1.5
dice que

N(xz—a):1+(;>,

donde (Z) es el simbolo de Legendre.
En la Seccién 5.3 volveremos a las ecuaciones sobre Z/Zp.

5.2. Sumas de Gauss

En el Capitulo 3 introdujimos las sumas cuadraticas de Gauss. La proxima definicién genera-
liza ese concepto.

Definicién 5.2 Sea x un cardcter de Z,/Zp y a € Z)Zp. Sea ga(x) = Yr—g X()C™ y ¢ = €7 . Se

dice que go(x) es la suma de Gauss sobre Z/Zp asociada al cardcter x.

Proposicién 5.2.1 Sea g,(x) la suma de Gauss sobre Z/Zp asociada al cardcter x. Se cumple la
stquiente tgualdad:

x(@Mgi(x) sia#0yx#e

] 0 sia#£0yx=c¢
9a(x) = 0 sia=0yx#e¢
P sta=0yx=c¢

Demostracion:

Veamos el primer caso. Multiplicando ambos lados de la igualdad de la suma de Gauss por x(a)
se tiene que

x(a)ga(x) = x(a) Y x(®)¢™ = x(at)¢™ = g1(x).
t=0 at=0

donde la dltima igualdad se cumple porque at recorre todos los elementos de Z/Zp al igual que lo
hace t. Esto prueba el primer caso.
Vamos a ver ahora con el segundo caso:

p—1 p—1
ga(e) = Zs(t)g‘” = Z ¢ =0.
t=0 t=0
Para ello hemos usado el Lema 3.1.
A continuacién veamos el tercer caso:
p—1 p—1
90(x) =Y x(t)¢% = x(t) =0.
t=0 t=0

donde la ultima igualdad se cumple por la Proposicién 5.1.2.
Finalmente, veamos el ultimo caso:

p—1 p—1
go(e) = et)C” =D e(t) =p.
t=0 t=0

donde la ultima igualdad se cumple nuevamente por la Proposicién 5.1.2. [J
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A partir de ahora, se va a denotar g;(x) como g(x). Nuestro objetivo va a ser determinar el
valor absoluto de g(x). Esto se puede hacer ficilmente imitando la prueba de la Proposicién
3.3.2.

Proposicion 5.2.2 Si x # €, entonces

Demostracion:

La idea consiste en evaluar la suma

> 9a(09a(x)

a€L/ZLp

de dos formas.
Si a # 0, entonces por la Proposicion 5.2.1, se tiene

ga(x) = x(a=1)g(x) = x(a)g(x)

y
9a(x) = x(a™)g(x)
Entonces
9a(x)9a(x) = x(a™")¢(a)g(x)g(x) = 9(x)9(x) =Ig(0) * -
Dado que go(x) = 0 el sumatorio vale (p — 1) |g(x)|?. Por otro lado, se tiene que
900900 = D> D x@)x()¢r .
z€ZL/Zp yEL|Zp
Sumando en ambos lados sobre a y usando el Corolario 3.2 nos lleva a que
> 90900 = Y. > x@x®ix,y)p=(p—1)p.
a€Z/Zp z€Z/Lp yEL/Lp

donde

1 siz=y

Por tanto,

(p—1) g0 *=(p—Dp.

y el resultado se sigue. [J

La relacién entre el resultado anterior y la Proposicién 3.3.2 se hard mas clara tras las
siguientes consideraciones. L

La relacién entre g(x) y g(X), donde X es el cardcter que lleva el elemento a hasta x(a) (o lo
que es lo mismo, el cardcter Y1) es la siguiente:

p—1

-1

900 =D X =x(=1) > x(—H¢" = x(—=1)g(%)-

—t=0

S

-
I
o

Se ha usado en la segunda igualdad el hecho de que x(—1) = x(—1), lo cual es obvio dado que
x(—=1) = £1. Entonces, el hecho de que | g(x)|*= p se puede escribir como g(x)g(X) = x(—1)p. Si
x es el simbolo de Legendre, esta relacion es precisamente el resultado en la Proposiciéon 3.3.2.
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5.3. Sumas de Jacobi

Consideremos la ecuacién 22+y? = 1 sobre el cuerpo Z/Zp. Dado que Z/Zp es finito, la ecuacién
s6lo tiene un niimero finito de soluciones. Sea N (22 +y? — 1) ese nimero. Vamos a determinar ese
valor explicitamente.

Notemos que

N@*+y*—1)= > N(z*—a)N(y> —b),
a+b=1

donde el sumatorio recorre todos los pares a, b € Z/Zp tales que a +b = 1. Dado que N(2? —a) =
1+ (;), se obtiene por sustitucién que

e £ ()05 (0 2 00)

a€Z/Zp a+b=1

Los primeros sumatorios son cero, por lo que sélo nos queda evaluar el dltimo sumatorio.
p—1
Veremos en breve que su valor es —(—1) = . Entonces

9 2 ) p=1 sip=1(4)
N@ +y 1)_{p+1 sip=3 (4)

Yendo un paso més alla, evaluemos N (23 + y® — 1). Como antes tenemos que

N@*+y*-1)= > N(@*—a)N(y® —b).
a+b=1

Sip=2 (3), entonces N (23 — a) = 1 para todo a dado que ged(3,p — 1) = 1. Esto implicarfa
que N(x® + 4% — 1) = p en este caso.

Asumamos entonces que p = 1 (3). Sea x # ¢ un cardcter de orden 3. Entonces x? es un
cardcter de orden 3 y x? # e. Por lo tanto, €, ¥ y x? son todas los caracteres de orden 3 a
las que llamaremos a partir de ahora caracteres ciibicos. Por la Proposicién 5.1.5 tenemos que
N(2® —a) =1+ x(a) + x*(a). Entonces

SCEVEEED YD W) NECED 9 91 § SRIEN |

2
a+b=1i=0 j=0 i=0 j=0 \a+b=1
El sumatorio interior es similar al sumatorio que ocurrfa en el anélisis de N (22 + y? — 1).

Definicién 5.3 Sean x y A caracteres de Z/Zp. Se denomina suma de Jacobi a J(x, ), el cual
viene expresado como

TN = Y x(@)A®)
a+b=1

Para completar el anélisis de N (2% +y?—1) y de N(2®+y> —1) se necesita obtener informacién
del valor de las sumas de Jacobi. El siguiente teorema no sélo nos proporcionard esta informacién
sino que muestra también una gran conexion entre las sumas de Jacobi y las de Gauss.
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Teorema 5.1 Sean x y A\ caracteres no triviales. Entonces
(a) J(e,e) =p.

(b) J(e,x) =0.

() JOox™1) =—x(-1).

(d) SixA#e, entonces

Demostracion:

El apartado (a) es inmediato y el apartado (b) también lo es por la Proposicién 5.1.2.
Para probar el apartado (c) se debe notar que

Joex =Y xax'b) = Y X(%) :ZX(1ia)
a#1

a+b=1 a+b=1
b£0
. o . . . .
Escribamos 1%~ = c. Si ¢ # —1, entonces a = 7 s Se sigue que, del mismo modo que a recorre

todos los elementos de Z/Zp menos el elemento 1, ¢ recorre todos los elementos de Z/Zp menos el
elemento —1. Entonces

Joox™ =D x(e) = —x(-1).

c#—1

Para probar el apartado (d) se debe notar que

ggN) = | D x@¢ || DD A = DY x@A@)TT = Y (Z x(fv)/\(y)> ¢t.

x€L/Zp y€EL/Lp x,yE€L/Lp teZ/Zp \zt+y=t
(5.1)
Si t = 0, entonces

Y x@Aw) = DY x@A=z) =A(=1) > xA&) =0,
r+y=t z€Z/ZLp x€ZL/Zp

dado que A\ # € por hipdétesis.
Sit # 0, definimos ' y 3/ como z = tz’ y y = ty’. Si x +y = t, entonces ' + 3’ = 1. Se sigue
que

STox@Ay) = D x(t)AEY) = xA6)T (x, N
T+y=t x4y’ =1
Sustituyendo en la ecuacién (5.1) se tiene que
909N = D XA T (A = T06 Nged)-
teZ/Zp

Esto concluye la prueba. [
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Corolario 5.2 Si x, A y x\ son distintos de €, entonces

| J(x; A 1= v/p-
Demostracion:

Tomando el valor absoluto a ambos lados de la ecuacién del apartado (d) del Teorema 5.1 y
usando la Proposicién 5.2.2 se tiene la demostracién. [

Volviendo de nuevo al analisis de N(z2 +y? —1) y N(23 + y — 1), donde era necesario evaluar
el sumatorio 7, ., (Z) (2). El apartado (c) del Teorema 5.1 da el resultado

_(_1) = —(-1)"=,
p
tal y como se us6 anteriormente.
Para el caso de N(2® 4+ y* — 1) es necesario evaluar el sumatorio Y., , x*(a)x’ (b), donde x
es un caracter cibico. Aplicando el Teorema 5.1 se llega al siguiente resultado

N(z®+1y° = 1) =p—x(—=1) = x*(=1) + J(x, x) + J(X*, x°).
=X

Dado que —1 = (—1)? se tiene que x(—1)
X! = X. Entonces

3(=1) = 1. Se debe notar también que x? =

N@d+y>—1)=p—2+2Re J(x x)-

Este resultado no es tan elegante como el dado para N(2? + y? — 1) al no conocer J(x,X)
explicitamente. Sin embargo, por el Corolario 5.2 sabemos que |J(x, x) |= /P y se tiene entonces
la estimacion

IN(z® +y* — 1) —p+ 2| < 2/p.

Si se escribe N, para el ntiimero de soluciones de 2 + y3 = 1 en el cuerpo Z/Zp, entonces la
estimacién nos dice que es aproximadamente a p — 2 con un término de error igual a 2,/p. Esto
muestra que, para primos grandes p hay siempre muchas soluciones.

Sip=1 (3), hay al menos 6 soluciones dado que z3 = 1y y> = 1 tienen 3 soluciones cada
uno y obviamente se tiene que 1+0 =1y 0+ 1 = 1. Para p = 7,13 sélo existen esas soluciones
mientras que, para p = 19 existen otras soluciones, como 3% + 10% =1 (19). Estas soluciones “no
triviales” existen para todo p > 19 dado que se sigue de la estimacién que N, > p—2—2,/p > 6
para p > 19.

Usando las sumas de Jacobi se puede extender nuestro andlisis a ecuaciones de la forma ax™ +
by™ = 1.

El Corolario 5.2 tiene dos consecuencias inmediatas de interés.

Proposicién 5.3.1 Sip=1 (4), entonces existen enteros a y b tales que a® + b* = p.
Sip=1 (3), entonces existen enteros a y b tales que a®> — ab + b*> = p.

Demostracion:

Sip=1 (4), hay un cardcter x de orden 4 (si A tiene orden p — 1, sea x = )\p%). Los valores
de x son los del conjunto {1, —1,¢,—i}. Entonces

JO6x) = Y, x(s)x(t) € Z[i).

s+t=1

Se sigue que J(x, x) = a + bi, donde a, b € Z. Por lo tanto,

p=[J(x, x)[P=a® + b*.

Lo que demuestra la primera afirmacién.
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Sip =1 (3), hay un cardcter y de orden 3. Los valores de  son los del conjunto {1, w,w?} donde
27

w=e3 = _1%\/_73 Entonces J(x, x) € Z[w]. Como se ve arriba, se tiene que J(x,x) = a + bw,
donde a, b € Z y por tanto,

=T x) *=|a + bw|?*= a® — ab + b2

Lo que lleva a la demostracion de la proposicion. [

El hecho de que los p = 1 (4) pueden ser escritos como la suma de dos cuadrados fue descubierto
por Fermat. No es facil probar que si a, b > 0, con a impar y b par, entonces la representacion
p = a® + b? es tnico.

Sip=1 (3), la representacién p = a®> — ab + b no es tnica incluso si se escribe que a, b > 0.
Esto se puede ver de las ecuaciones

a> —ab+b* = (b—a)® — (b—a)b+b*=a*—ala—10b)+ (a —b)>

Sin embargo, se pueden reformular las cosas para que el resultado sea tinico. Si p = a® —ab+ b2,

entonces
4p = (2a — b)* +3b* = (2b — a)? + 3a® = (a + b)? + 3(a — b)*.

Se quiere demostrar que 3 divide a a, a b 0 a a — b. Supongamos que 3 1 a y que 3 t b. Si
a=1 (3)yb=2 (3) o viceversa, entonces a®> — ab+ b2 = 0 (3), lo cual implica que 3 | p, que
serfa una contradiccién. Entonces, 3 | (a — b), que lleva al siguiente resultado:

Proposicién 5.3.2 Sip=1 (3), entonces hay unos enteros A y B tales que 4p = A% +27B2%. En
esta representacion para 4p, A y B estan univocamente determinados salvo signo.

Demostracion:

Tomando congruencia médulo 3 se tiene que
1= 4% (3)
dado que p =1 (3). Por lo tanto se tiene que

A=+1 (3)

Si suponemos que A = 1 (3) se tiene que A estd univocamente determinado. En cualquier
caso, A estd univocamente determinado salvo signo y por tanto, al estar tanto 4p como A fijados,
B también estd univocamente determinado salvo signo.

El Teorema 5.1 junto con un argumento simple nos lleva a una interesante relacién entre las
sumas de Gauss y las de Jacobi.

Proposicién 5.3.3 Supongamos que p=1 (n) y que x es un cardcter de orden n > 2. Entonces
900" = x(=1)J 0, X)T 06 X?) -+ T, X" ~?)p.

Demostracion:

Usando el apartado (d) del Teorema 5.1 se tiene que

9(0)? = J06 0)9()-
Multiplicando ambos lados por g(x) se tiene que

9()% = T )T (6 x)g(x).

Continuando de esta manera se tiene

g™ =J06X0)I06X) - J06 X )g(xM . (5.2)
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n—1 1

Por otro lado, se sabe que, dado que x tiene cardcter n, x
hemos visto antes,

= x~ " = . Por tanto, como ya

n—l)

gx)9(x" ™) = 9(x)9(X) = x(—1)p.

Por tanto el resultado se tiene multiplicando ambos lados de la ecuacién (5.2) por g(x). O

Corolario 5.3 Si x es un cardcter cubico, entonces

9(x)* = pJ(x. X)-

Demostracion:

Esto es simplemente un caso especial de la Proposicién 5.3.3 y el hecho de que x(-1) =
X((-1)%) =1.0

Usando este corolario, se puede ya analizar en mayor profundidad el nimero complejo J(x, x)
que aparecfa en la discusién sobre N (2% +y3 —1). Se ha visto que J(x, x) = a+bw, donde a, b € Z
R v
yw=e3 = —5—.
Proposicién 5.3.4 Supongamos que p =1 (3) y que x es un cardcter cibico. Denotemos J(x, x) =
a + bw como anteriormente. Entonces,

(a) b=0 (3).
(b) a=-1 (3).
Demostracion:

Se va a trabajar con las congruencias del anillo de enteros algebraicos al igual que hicimos en
el Capitulo 3:

3

g0 = D x®¢ ] = >0 x®)3*¢ (3).

teZ/Zp teZ/Zp
Dado que x(0) = 0y x(¢)® = 1 para todo t # 0 se tiene que

DXt =Y =1,

teZ)Zp te(Z/Zp)*

Por lo tanto,

9’ =pJ(x,x) =a+bw=—1 (3).

Trabajando con X en vez de con y y recordando que g(x) = g(X) se tiene que

I’ =pJXx. V) =a+bw=-1 (3)
Restando nos lleva a que
blw—w) =0 (3),
0 equivalentemente
bv/-3=0 (3).
Entonces se tiene que
—3v> =0 (9)

y por tanto que 3|b. Dado que 3|by que a+bw = —1 (3), se tiene que a = —1 (3), como se
queria probar. [J
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Corolario 5.4 Sea A=2a—byB= %. Entonces A=1 (3) y
4p = A% +27B2.
Demostracién:

Dado que J(x,x) = a + bw por la Proposicién 5.3.4 y que | J(x, x) |*= p por el Corolario

5.2 se tiene que p = a? — ab + b%. Entonces, tal y como se vio anteriormente
4p = (2a — b)* + 3b* = A® +27B>.
Por la Proposicién 5.3.4 se tiene que 3|by a = —1 (3). Por lo tanto,
A=2a-b=1 (3).

tal y como se queria probar. [J

Con todo esto ya se cuentan con las herramientas necesarias para probar un bonito teorema
demostrado por Gauss.

Teorema 5.2 Supongamos que p = 1 (3). Entonces erxisten enteros A y B tales que 4p = A% +
27B2. Si suponemos ademds que A =1 (3), entonces A estd univocamente determinado y

N+ —1)=p—-2+A.
Demostracion:
Ya hemos visto anteriormente que
NP +y>—1)=p—2+2Re J(x, X).
Dado que J(x, x) = a + bw como hemos en casos anteriores, se tiene que

2a — b

Re J(x,x) = 5

Entonces,

2Re J(x,x) =2a—b=A=1 (3).
La unicidad de A se tiene por la Proposicién 5.3.2. [
Tlustremos este teorema con dos ejemplos:

1. Sea p = 61. Se tiene que

4-61=1%+27-3%
Entonces, el nimero de soluciones de z® + y® = 1 en Z/Z61 es 61 — 2 + 1 = 60.

2. Sea ahora p = 67. Se tiene que

4.67=5%427-3%

Se debe tener cuidado aquf; dado que 5 # 1 (3) se debe elegir A = —5. Por tanto, el nimero
de soluciones de x® + y3 = 1 en Z/Z67 es 67 — 2 — 5 = 60, coincidiendo con las de p = 61.

El Teorema 5.1 puede generalizarse pero se necesita antes una definicién.
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Definicién 5.4 Sean x1, X2, ..., Xi caracteres en Z/Zp. La suma de Jacobi de estos caracteres
se define como

T Xz, -x) = Y, xa(t)xa(ta) - xalt).
ti+-+4=1

Se puede notar que cuando [ = 2 se reduce a nuestra definicién anterior de las sumas de Jacobi.
Definiremos otra suma que sera util en el futuro, la cual se dejard sin nombrar:

Jo(xi, X255 x1) = Z xa(t)xe(t2) - xa(t)-
t1 441 =0
Proposicién 5.3.5 Sean x1, x2, ..., xi caracteres sobre Z/Zp. Se cumplen las siguientes propie-

dades:
(a) Jole,e,...,e) = J(e,e,...,e) =p~L.

(b) Si alguno, pero no todos los x;, son triviales entonces

JO(XlaXQa"le) = J(XlaXQa-"aXl) =0.

(c) Sixi # e entonces

_10 SiX1X2 X1 F €
Jo(x1, X2, - x1) = { xi(=1)(p—1J(x1,X2,---,Xi—1) €n caso contrario

Demostracion:

Se debe notar que para t1, to, ..., t;—1 cualesquiera fijos en Z/Zp, se tiene que t; estd univoca-
mente determinado por la condicién ¢ +t3 + -+ +t;_1 + t; = 0. Por lo tanto,

Jole,e,....e) = J(e,e,...,e) =p'~ L.

Para probar el apartado (b), se asume que x1, X2, - - ., Xs SO0 no triviales y que xs+1 = Xs42 =
- = x; = €. Entonces

S xatxet) ) = Y xalt)xa(t2) - xs(ts) =

t14---+1;=0,1 ti,t2,...,ts

=/ X ) || X e || X ) | =0,

t1€Z/Zp to€Z/Zp tiEZ/Zp

Para ello se ha usado la Proposiciéon 5.1.2. Entonces

JO(XhXQa"'le) = J(XhX??'“aXl) =0.

Para probar el apartado (c), se debe notar que

Jo(X1,X2s - x0) = Y > xalt)-xaati) | xals)

SEL/Lp \t1+ Fti_1=—s

Dado que x; # €, x1(0) = 0 por lo que vamos a asumir que s # 0 en el sumatorio anterior. Si
s # 0, se definen t; como t; = —st,. Entonces

Z xi(t) - xi—1(ti-1) = xaxe - xi-1(—5) Z xi(ty) - xi-1(tiy) =

tiott 1 =—s #peett] =1

=x1x2  Xi—1(=8)J (X1, -, X1-1)-
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Combinando estos resultados se llega a que

Jo(x1, x25-- -, x1) = xaxz - xi—1(=1)J(xa,- -+, xi-1) Z xixz e xi(s).
s€(Z/Zp)*

El resultado se tiene dado que el sumatorio es 0 si x1x2---x1 Zeyp—1s8i x1x2---x1=¢. 0
Teorema 5.3 Asumiendo que tanto x1, X2, ---, X1 COMO X1X2 X1 No son triviales,

g(x1)9(x2) - 9(xr) = J(X1, Xx25 - - Xr)g(X1X2 "+ - Xor)-

Demostracion:

Sea 1 : Z/Zp — C definida como () = ¢'. Entonces ¥(t; + t2) = ¥(t1)v(t2) vy g(x) =
> tezyzp X(E)¥(t). El introducir de 4 se realiza por conveniencia en la notacién.

g(x1)g0x2) - 90a) = | D xalt)w(t) | | DD xelt)vlta) |-+ | Do xalt)e(t) | =

t1€Z/Zp to€Z/Zp tEZ/Zp
= > ( > xl(t1>><2(t2)-~-xr<tr>> (s).
SEL[/Zp \titta+-+tr=s

Si s = 0, entonces por el apartado (c) de la Proposicién 5.3.5 y la hipStesis de que 1 -+ - xr #
€ se tiene que

> xalt)xalta) - xe(t,) = 0.
ti+ta+--+t,.=0

Si s # 0, la sustitucién ¢; = st} para todo i muestra del mismo modo que vimos en la prueba
del apartado (c) de la Proposicién 5.3.5 que

> X)) xe(t) = xax2 - xe ()T (X15 Xas -5 Xa)-
tidFto=s

Poniendo estas observaciones juntas se tiene que

g0x1) - g0) = Tt X2s - xe) D, Xaxa - xe(8)1(s) = T(x1, X20 - X )g(Xaxz -+ Xa)-

s€(Z/Zp)*
Esto concluye la prueba. O
Corolario 5.5 Supongamos que x1, X2, ---, Xr 10 son triviales pero que x1X2 - Xr lo es. En-
tonces
90x)g(x2) - 9(xr) = xr (=1)pJ (X15 X2, - -+ Xr—1)-
Demostracion:

Dado que x1X2 - Xr—1 = (Xr) ' # € por hipétesis, se tiene que, por el Teorema 5.3,

g(x1) - g0e—1) = J(x1, x20 - Xe—1)g(Xaxz - Xr—1)-
Multiplicando ambos lados de la igualdad por g(x,) se tiene que

ghaxz - xr—1)9(xr) = 90 g(xr) = xr(=1)p.

Aplicandolo a la ecuacién anterior se tiene la prueba. [
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Corolario 5.6 Supongamos que x1, X2, ---., Xr N0 son triviales pero que x1X2 - Xr lo es. En-
tonces
J(Xla X2 7X7‘) = _XT(_l)J(XbX?a cee 7X7‘—1)~

Demostracion:

Para r = 2, definiendo que J(x1) = 1 se tiene por el apartado (c) del Teorema 5.1.
Supongamos que r > 2. Usando la hipétesis de que x1x2 - x» = € en la prueba del Teorema
5.3 se llega a que

g(x)g(x2) - 906) = Jo(xa, X2, - Xe) + T (X1 X2 0 Xe) D, (s)
s€(Z/Zp)*
Dado que }_ .7 7, %(s) = 0, el sumatorio en la férmula es igual a —1. Por el apartado (c) de
la Proposicién 5.3.5 se tiene que

Jo(x1, X2, xr) = X (1) (0 = DT (X157 5 Xr—1)-

Por el Corolario 5.5, se tiene que

g(x1) - g9(xr) = X+ (=)pJ (X155 Xr—1)-

Poniendo estos resultados juntos se prueba el corolario. [
Teorema 5.4 Asumiendo que X1, X2, ---, Xr 10 Son triviales, se tiene que:

(a) Sixix2:-Xr # €, entonces

r—1

[ (X1, X25 - xe) =77

(b) Sixi1x2---Xr =€, entonces

‘JO(XlaX27 ce 7X’I“) ‘: (p - 1)p7§71

|J<X17X27"'7X7")‘:p%_1'

Demostracion:

Por la Proposicién 5.2.2, si x # ¢, se tiene que | g(x) |= /p. El apartado (a) se tiene
directamente por el Teorema 5.3.

El apartado (b) se tiene de forma similar por el apartado (c) de la Proposicién 5.3.5 y por
el Corolario 5.6. [J

5.4. La ecuacién z" +y" =1 en Z/Zp

Asumiendo que p =1 (n), se va a investigar el nimero de soluciones de la ecuacién z” +y" = 1
sobre el cuerpo Z/Zp. Los métodos vistos en la Seccién 5.3 se pueden aplicar directamente. Se
tiene que

N@"+y"—1)= Y N@"—a)Ny" —b).
a+b=1

Sea x un carédcter de orden n. Por la Proposicion 5.1.5 se tiene que
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Combinando estos resultados nos lleva a

n—1ln—1

N@"+y"=1)=> > T X))

i=0 j=0
Usamos ahora el Teorema 5.1 para estimar este sumatorio.
Cuando ¢ = j = 0 se tiene que
T, X°) = J(e,e) = p.

Cuando j + i = n, se tiene que x* = (¢Y)~! por lo tanto

El sumatorio de estos términos es

n—1
=3 K (-1).
j=1
Se puede notar que

n—1 . . s .
Z j( 1) = n, si —1 es una potencia n-ésima
— X 0, en cualquier otro caso

j:

Entonces la contribucién de esos términos es 1—4,,(—1)n, donde 6,,(—1) es la delta de Kronecker
que vale 1 si —1 es potencia n-ésima y 0 en caso contrario. Finalmente, sii =0y j#00i=0y
J # 0, entonces J(x*, x?) = 0. Por tanto,

n—1
N@E"+y"—1)=p+1-b.(-Dn+ > JO'X).
i,j=1
i+j#n
Hay (n —1)2 — (n—1) = (n — 1)(n — 2) de esos términos y todos tienen valor absoluto igual a
/p- Todo esto nos lleva a la siguiente proposicion.

Proposicion 5.4.1
IN@" +y" = 1)+ (-)n—(p+1)| < (n—1)(n—2)y/p.

Para valores altos de p la estimacién anterior muestra la existencia de muchas soluciones no
triviales.

5.5. Un resultado para las ecuaciones mas generales
Todas las ecuaciones que se han considerado hasta ahora han sido casos especiales de

arxy +asx% + - +axk =b, (5.3)

donde ay, ..., a,. € (Z/Zp)*, b € Z/Zp. Sea N el nimero de soluciones. El objetivo es dar una
férmula y una estimacién para N. Los métodos usados son idénticos con los métodos desarrollados
en secciones previas.

Para empezar tenemos que,

N= > N —u)N@P—ug) - Nzl —u,). (5.4)
D oi—g @iui=b
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Se va a asumir que [y, I, ..., [, con divisores de p — 1, aunque no es necesario. Variemos y; de
forma que recorra todos los caracteres de orden ;. Entonces,

N(zki —u;) = le(ul)

Sustituyendo en la ecuacién (5.4) se tiene que

N Y S lm)xa(u)xelu) | - (55)

X1,X25 5 Xr \D_i_y ajui=b

Se puede ver que la suma interior esta estrechamente relacionada con las sumas de Jacobi que
se han considerado anteriormente.

Es necesario tratar los casos b =0y b # 0 por separado.
Sib =0, sea t; = a;u;. Entonces la suma interior se puede expresar de la siguiente forma

xi(ar )xa(az ) -+ xe(ar ) Jo(xts X2, - -+, Xr)-

Sib#0,seat; =b 'a;u;. Entonces la suma interior se puede expresar de la siguiente forma

xixz - xe(0)xa(ar Dxalas ) - xr (@) T (X1, X - -+ Xor)-

En ambos casos, si Y1 = x2 = --- = X» = € el término vale p"~! dado que

Jole,e,....e) = J(e,e,...,e) =p L.

Si algunos pero no todos los x; son iguales a e, entonces el término vale 0. En el primer caso,

el valor es cero a menos que x1x2---Xr = €. Todo esto es a una consecuencia de la Proposiciéon
5.3.5.

Poniéndolo todo junto con el Teorema 5.4 se obtiene que

Teorema 5.5 En las condiciones anteriores:

(a) Sib=0 entonces

N=p '+ > xi(arxalag ) -+ xr(ar ) Jo(xa, xas - -5 Xr)-
(Xlll le22a~~~7Xl7‘r):(57€7'“75)

donde x; e Vi y x1X2 - Xr = €. Si M es el numero de esas r-tuplas, entonces

[N —p" < M(p—1)pE .
(b) Sib+#0 entonces

N=p '+ > xixz - xe(0)xa(ar xalay ) -+ xelar )T (xas xas -5 X )

l 1 L
(Xll 7X22 v-~~7X7‘T):(5157---15)

donde x; # € Vi. Si My es el numero de esas r-tuplas con x1x2 - Xr =€ y M1 es el nimero
de esas r-tuplas con x1x2 - Xr 7 €, entonces

IN —p" 1< Mop2z ™! + Mlp%~

Se puede destacar una consecuencia inmediata del Teorema 5.5. Sean a1, as, ..., a, yb € Z
y se considera la congruencia

l l I —
azy + agxg + - arx,y =b (p).

Entonces, para primos p suficientemente grandes, la congruencia tiene muchas soluciones. De
hecho, el nimero de soluciones tiende a infinito a medida que aumenta p.
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5.6. Aplicaciones: Ley de Reciprocidad Cuadratica

Anteriormente en este capitulo se ha investigado el niimero de soluciones de la ecuacién x™ +
y™ = 1 en el cuerpo Z/Zp. Es natural preguntarse la misma pregunta sobre la ecuacién % + - - - +
22 = 1. La respuesta puede ser encontrada facilmente usando los resultados de la Seccién 5.3.
Sea x un cardcter de orden 2 (x(a) = (Z) en nuestra notacién anterior). Entonces

N(z* =a) =1+ x(a).
Por tanto,
N@2+---422-1)= Z N(z? —ay)N(22 — ay)--- N(2? — a,).
ay+--+ap=1

Multiplicando y usando la Proposicién 5.3.5 nos lleva a que

N@i+ - +22—=1)=p" "+ J0X - X)-

Dado que x es un cardcter de orden 2, se tiene que si 7 es impar, X" = x y si r es par, x" = €.
En primer caso se va a suponer que r es impar. Entonces, aplicando el Teorema 5.3 se tiene
que

r—1

JOGX -5 x) = 9(x)

Dado que x es de orden 2, entonces y = X y por tanto, tal y como se ha visto anteriormente,
se tiene que

De esto se sigue que

-1 r—1

JOOX: - x) =x(=1) = p=.

Ahora se va suponer que r es par. Usando el Corolario 5.6, se puede encontrar que

r—2

JOXGX - x) = —x(=1)%p = .

Finalmente, se debe recordar que

p—1

x(=1) =(=1) ="
Entonces se tiene la siguiente proposicion:

Proposicion 5.6.1 En las condiciones anteriores:

(a) Sir es impar, entonces

r—1 p—1 r—1

N@it+aoy+Fai -1 =p (=) 7 Zp=.

(b) Sir es par, entonces

[V}

|
i

(Vb

N@i+az3+--+z —1)=p '+ (-1)

Con todo lo visto hasta ahora podemos llevar nuestros métodos al caso més general posible,
que es de la forma

arxit + aox? 4+ -+ axlr = b,

donde ay, ..., ar, b€ Z/Zpy li,la, ..., 1l € Zso como ya vimos en la Seccién 5.5.
Ahora usaremos las sumas de Jacobi para dar otra demostracién de la Ley de Reciprocidad
Cuadrética. Sea g un primo impar distinto de p y x un cardcter de orden 2 en Z/Zp.
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Entonces, por el Corolario 5.5, se tiene que

p—1
900 = (=1) = pJ (6 X, - -
donde hay ¢ componentes en la suma de Jacobi.
Dado que ¢ + 1 es par, se tiene que

900" = (g()?)F = (-)T T pT
Sustituyendo en la férmula se puede encontrar que

p=1l g-1 g-1
(D777 p 7 =J06x--X)-
Por otro lado, se sabe que

J(X7X7""X) Z X(tl)X(tQ)"'X(tq)'

titta+ttg=1
Sit=1t =ty =--- =14, entonces t = L

PR el término correspondiente del sumatorio vale

X (;)q =x(a)"" = x(q)-

Si no todos los t; son iguales, entonces hay ¢ g-tuplas diferentes que se obtienen de (t1,t2,. .., t4)
por permutaciones ciclicas.
Por lo tanto, los términos correspondientes del sumatorio todos tienen el mismo valor. Entonces

(-)7 7" =x(9) (a)
(§) (q), se tiene que

()= ()

Dado que x(q) = () y p*=

y por tanto,

Lo que nos prueba la Ley de Reciprocidad Cuadréatica. B
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