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RESUMEN

En este Trabajo Fin de Grado estudiaremos la Teoria de Ramsey, la cual afirma
que, en general, en sistemas suficientemente grandes siempre existen subsistemas
no pequefios con estructura, con orden.

Estudiaremos el célculo de los Numeros de Ramsey en grafos simples, para
ello veremos algunas propiedades de los Nimeros basicos de Ramsey para dos
colores y calcularemos algunos Nimeros de Ramsey no triviales conocidos hasta
el momento.

Un ejemplo de Nimero de Ramsey es un entero, denotado como r = R(p, q)
con p y ¢ nimeros enteros, tal que cualquier coloracion con dos colores (azul y
rojo) posible de las aristas del grafo completo [, contenga un subgrafo K, cuyas
aristas estén coloreadas de azul o bien K, con todas sus aristas rojas.

Distinguiremos tres versiones diferentes del Teorema de Ramsey: Version ori-
ginal de Ramsey, version de Erdos y Szekeres y la version de Diestel.

Y finalmente veremos las aplicaciones que tienen estos resultados de Ramsey
en distintas areas de las Matematicas, no solo en la Teoria de Grafos.
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ABSTRACT

In this Grade Final Project we will study Ramsey’s Theory, which states that,
in general, in sufficiently large systems there are always non-small subsystems
with structure, with order.

We will study the Ramsey Numbers for simple graphs, for this we will see
some properties of the Ramsey basic Numbers for two colors and we will compute
some non-trivial Ramsey Numbers known so far.

An example of a Ramsey Number is an integer, denoted as r = R(p, q) with p
and ¢ integer numbers, such that any possible coloring with two colors (blue and
red) of the edges of the complete graph K, contains a K, subgraph whose edges
are colored blue or K, whose edges are colored red.

We will distinguish three different versions of Ramsey’s Theorem: original
version given by Ramsey, Erdos and Szekeres’ statement and the alternative proof
introduced by Diestel.

Finally we will see some implications of these Ramsey results in different
areas of Mathematics, not only in Graph Theory.
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INTRODUCCION

Entre los problemas mds relevantes de la Matematica Discreta podemos en-
contrar los de la Teoria Extremal de Grafos y dentro de ésta se hallan los proble-
mas de cdlculo de Niimeros de Ramsey.

De manera intuitiva y a grandes rasgos, el Teorema de Ramsey puede interpre-
tarse como una formulaciéon matematica de busqueda del orden dentro del caos.
Este popular teorema establece que fijada una cierta configuracién de elementos,
siempre es posible encontrar un conjunto suficientemente grande que contenga un
subconjunto con dicha configuracion.

Mis formalmente, en [13] encontramos un enunciado equivalente a este: Da-
dos unos enteros positivos v, py, . . . , py, existe un nimero R(pq, ..., p;,r) tal que
si un conjunto A tiene al menos R(py,...,p;, 1) elementos y coloreamos los
r—subconjuntos de A con t colores, entonces existen un i y un p;-subconjunto
tal que todos sus r-subconjuntos son del color 1.

El nacimiento de la Teoria de Ramsey se podria fechar hacia el primer tercio
del Siglo XX cuando Frank Plumpton Ramsey demuestra este resultado conjun-
tista dentro de un trabajo enmarcado en el area de la Logica Formal, [13]. Cobra
un especial auge cuando, en un trabajo posterior, Paul Erdos y Georges Szekeres
enuncian una versién de dicho resultado para dos colores asi como una tercera
version desde el punto de vista de la Teoria de Grafos. De esta forma, Erdos y
Szekeres son considerados los verdaderos impulsores de la Teoria de Ramsey en
lugar de ser el propio Ramsey el que la desarrollara.

Desde entonces, los problemas de la Teoria de Ramsey como tal han dado
lugar a un 4rea de investigacién que se puede calificar como muy viva dado que
siguen surgiendo tanto problemas abiertos como mejoras de los resultados ya es-
tablecidos (véase [12], [15]).

Aunque habitualmente hablemos de “el Teorema de Ramsey” en singular, es-
to no debe interpretarse como que hay un Unico teorema, sino mas bien como
una familia de resultados en la que se engloban distintas versiones del resultado
primitivo y que han ido apareciendo a lo largo del tiempo segiin distintos enfo-
ques: conjuntista, combinatorial o numérico. Dentro de cada enfoque también hay
versiones atendiendo a los pardmetros que entran en juego: los 6rdenes de las

15
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combinaciones y el nimero de colores.

En el marco de la Teoria de Grafos, suele ser r = 2, asi los 2-subconjuntos son
las aristas de un grafo y los p;-subconjuntos son grafos completos de orden p;. El
problema consiste entonces en encontrar el minimo orden N de un grafo completo
tal que cualquier coloracidon de sus aristas con ¢ colores produzca un subgrafo
completo monocromético de orden p;, para algin 7. Ademads, existen numerosos
resultados en los que en vez de considerar subgrafos completos monocrométicos
se consideran otros grafos con cierta regularidad, como los ciclos o los caminos,
entre otros [15].

En este contexto, el objetivo de este Trabajo Fin de Grado es triple: realizar un
estudio de los trabajos originales que dieron lugar a la Teoria de Ramsey tal como
es conocida hoy en dia ([13] y [7]); aplicar técnicas clésicas de calculo de algunos
Numeros de Ramsey, y posteriormente aplicar estos resultados a la resolucion de
problemas de otras dreas Matemadticas.

Este trabajo se divide en 4 capitulos. Seguido de esta Introduccion, en el Ca-
pitulo 1 definimos algunas nociones y resultados de la Teoria de Grafos y la Com-
binatoria necesarios para hacer una lectura comoda de los capitulos posteriores.

En el Capitulo 2 presentamos el Teorema de Ramsey para grafos simples y cal-
culamos explicitamente los Nimeros de Ramsey para dos colores R(3,3), R(3,4)
y R(3,5) asi como el Numero de Ramsey para 3 colores R(3, 3, 3). Tanto con es-
tos ejemplos como con los resultados recogidos en este capitulo queda puesta de
manifiesto la dificultad que entrafia el cadlculo de los Numeros de Ramsey para ¢
colores, R(p1, ..., p:), a medida que crecen los valores de ¢ y de p; (1 < i < ¢).
Este capitulo no tendria razén de ser si no se tuviera demostrada la existencia de
los Nuimeros de Ramsey para valores enteros positivos cualesquieraty pq, ..., p;
y este es el motivo de la inclusion del contenido del capitulo siguiente.

El Capitulo 3 se dedica al estudio de distintas versiones del Teorema de Ram-
sey, presentadas por orden cronolégico de publicacion comenzando por los resul-
tados originales de F. P. Ramsey [13], continuando por las versiones combinato-
riales de P. Erdos y G. Szekeres, para terminar con una demostracion alternativa
dada por R. Diestel [6]. Hemos realizado una traduccién lo mas fiel posible de los
trabajos primitivos pero utilizando un lenguaje algo mas préximo al formalismo
matematico actual. No obstante, la terminologia se ha cambiado lo minimo, sélo
cuando era estrictamente necesario.

Seguidamente, en el Capitulo 4 abordamos distintas aplicaciones del Teorema
de Ramsey a problemas no directamente vinculados al dmbito de la Teoria de
Grafos. Asi, recogemos el problema de Erdos y Szekeres para poligonos convexos
en el plano. Presentamos un ejemplo de célculo del Numero de Schur para varios
colores, vinculado al estudio de las Ecuaciones Diofédnticas. Demostramos que
todo semigrupo finito tiene un elemento idempotente, basandonos en el Teorema
de Ramsey para grafos simples. Finalmente, se muestran otros resultados clasicos
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que admiten una demostracion usando el Teorema de Ramsey en alguna de sus
versiones.

Como observacion final, queremos mencionar que el Teorema de Ramsey sélo
se presenta en su version mds elemental para grafos simples, dos colores y p; =
p2 = 3, como un ejemplo de aplicacién del Principio del Palomar, en la asignatura
Matematica Discreta (de primer curso del Grado en Matematicas). Hasta donde
conocemos, durante los estudios de este Grado, el Teorema de Ramsey no se halla
recogido entre los descriptores de las asignaturas del plan de estudios actual. En
este sentido, la realizacién de este proyecto nos parece un modo muy adecuado
de abordar y ampliar conocimientos de Matemadtica Discreta, profundizando en
un tema tan amplio como es el de la Teoria de Ramsey. No obstante, el contenido
de esta memoria resulta ser una muestra del extenso campo de estudio que abarca
esta Teoria y que se justifica con la numerosa bibliografia especializada de la cual
s6lo hemos podido consultar una pequea cantidad de ejemplares.
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Capitulo 1

Preliminares

En este capitulo introductorio vamos a definir los conceptos basicos de Teoria
de Grafos y Combinatoria que usaremos a lo largo de todo el trabajo siguiendo

[1], [10] y [2].

Se denomina grafo simple a todo par G = (V, A), donde V' es un conjun-
to finito no vacio y A es un conjunto (que puede ser vacio) formado por 2-
subconjuntos de elementos distintos de V. Los elementos de V' se llaman vértices
o nodos del grafo GG y los elementos de A son las aristas de G. También se denota
V=V(G)y A= AG).

Notacion abreviada de arista: Si a es una arista de vértices v y v9, escribi-
remos a = v1v9, donde vy y v, también se llaman extremos de a.

Se denomina orden de un grafo al nimero de vértices que posee dicho gra-
fo, denotado como |V/| y tamafio de un grafo al nimero de aristas que posee,
denotado como |A] .

Sea a = vyv9, diremos entonces que los vértices v; y v, son adyacentes 6 que

a es incidente con los vértices v; y vy. Dos aristas son incidentes si tienen un
vértice en comun.

Se llama conjunto independiente de un grafo GG a un conjunto de vértices de
dicho grafo tal que no hay adyacencias entre ellos en G.

Se denomina grado de un vértice v o bien al niimero de vértices adyacentes
con él o bien al ndmero de aristas incidentes con €l.

19



20 CAPITULO 1. PRELIMINARES

El grado de un vértice se representa por d(v).

Llamamos subgrafo de G = (V, A) a otro grafo G' = (V', A’) tal que se
cumple que V' C Vy A C A

Diremos que G’ = (V’, A’) es un subgrafo inducido de G = (V, A) para un
conjunto de vértices V' C V si se cumple que si v, w € V' y vw € A, entonces
vw € A’. Es decir, G’ tiene como conjunto de vértices a un cierto subconjunto
V' de los vértices de G; y como conjunto de aristas, a todas aquellas de G cuyos
extremos sean vértices de V.

A continuacién veamos un ejemplo que recoge alguna de las definiciones an-
teriores:

Ejemplo 1. G = (V, A), V= {Ul, Va2, VU3, U4}, A= {Ulvg, V9VU3, U3Vy4, V4V, ’U4U2}

Ul aq V9

as

U4

®
as U3

Figura 1.1: Grafo G.

Orden del grafo: |V | = 4
Tamario del grafo: |A| = 5

Grado del vértice vy: d(vy) = 3
Un subgrafo de G es: G' = {v40q, U903, V304 }
Vértices adyacentes a v1 = {vg, vy}

Aristas incidentes a v1 = {ay, a4}
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Sea G = (V, A) un grafo. Una coloracién de aristas 6 n-coloracion de aris-
tas de GG es una aplicaciéon C' : A — {1,2,...,n}. Se dice que G es n-coloreable si
GG admite una n-coloracién. En todo lo que sigue, se dird que G estd n-coloreado
si se ha definido sobre G una n-coloracién de sus aristas.

Se denomina subgrafo monocromatico de G = (V. A) a otro grafo G' =
(V'JA)),con V! C V'y A C A, el cual estd coloreado por un solo color.

Sea G = (V, A) un grafo. Se denomina grafo complementario de Gy se
representa por G = (V, A’) a otro grafo cuyo conjunto de vértices es el mismo
que el del grafo GG. La arista uv € A’ siy solo si uv ¢ A.

Ejemplo 2.

(] U1

Us U2 Us %)

U4 U3 U4 U3
Figura 1.2: Grafo Gy grafo G.

Un grafo se dice regular si todos sus vértices tienen el mismo grado.
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Ejemplo 3.

Figura 1.3: Grafo K.

d(v;) =2 Vi=1,2,3.

Se denomina grafo completo de orden n y se representa por K, a todo grafo
regular de n vértices tales que cada uno de ellos tiene grado n — 1, es decir, es
aquel grafo que tiene todas las aristas posibles entre sus vértices.

Ejemplo 4.
U1 (%) o
Us U2
Uy U3
V4 U3

Figura 1.4: Grafo completo K, y grafo completo K

Un p-subconjunto es un subconjunto de p elementos.
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Llamamos ciclo al grafo definido por los vértices y las aristas de una linea
poligonal cerrada. Obsérvese que es un grafo regular de grado 2.

Un resultado importante y del que haremos uso sera el Lema del apreton de
manos, antes de enunciarlo consideremos el siguiente lema:

Lema 1.0.1. La suma de los grados de un grafo G(V, A) es igual al doble del
niimero de aristas: ), ., d(v) = 2|A].

Como consecuencia obtenemos el siguiente Lema.

Lema 1.0.2 (Lema del apreton de manos). En un grafo G = (V, A), el niimero de
vértices de grado impar es par o cero.

Continuamos definiendo algunas nociones de Combinatoria.

Una combinacién de orden k o k-combinacién de n objetos (k < n) es un
conjunto de k objetos distintos elegidos entre n objetos dados sin importar el
orden. También se suele llamar combinacién de n objetos tomados de & en k.

Otro resultado importante y del que también haremos uso es el Principio de
distribucion de Dirchlet también conocido como Principio del Palomar, el cual
dice:

Teorema 1.0.3 (Principio del Palomar). Si tenemos n nidos y n + 1 palomas,
entonces hay un nido en el que duermen al menos dos palomas.

Un principio tan sencillo puede ayudarnos a la hora de resolver algunos pro-
blemas de apariencia complicada. Por supuesto, la dificultad suele estar en ’iden-
tificar” los nidos y las palomas.

Este principio se puede generalizar:

Teorema 1.0.4. Si tenemos m palomas y n nidos tal que m > n, al colocar
las palomas en los nidos, entonces, existird al menos un nido que contiene como
minimo

[m/n]

palomas. Existird otro nido que contendrd un mdximo de palomas
igual a
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[m/n]

CAPITULO 1. PRELIMINARES

donde |m/n]| es la parte entera de m/ny [m/n] = |m/n] + 1.



Capitulo 2

Numeros de Ramsey en grafos
simples

En este capitulo vamos a estudiar algunos nimeros de Ramsey siguiendo
[4],[8],[14] y [9]. Una vez garantizada la existencia de dichos nimeros calcula-
remos explicitamente algunos de ellos mientras que para otros daremos cotas de
su valor.

Dados unos enteros p y g, ¢existe un entero r = R(p, q) para el que cualquier
coloracién con dos colores (por ejemplo azul y rojo) posible de las aristas del
grafo K, contenga un subgrafo K, cuyas aristas estén todas coloreadas de azul o
bien un subgrafo K, con todas sus aristas rojas.?

Podemos considerar un nimero mayor de colores, m > 2, y dados unos ente-
10S D1, ...Pm, plantearemos el problema de encontrar el minimo entero R(p1, ..., pim)
para el que cualquier coloracién con esos m colores de las aristas del grafo com-
pleto con R(py, ..., pm) contenga un subgrafo completo K, del primer color o un
subgrafo completo K, del segundo, y asi sucesivamente. Lo que Ramsey prob6
es que estos problemas tienen solucion.

Enunciemos a continuacién el Teorema de Ramsey en su version combinato-
rial y cuya prueba se recoge en [13]. En el Capitulo 3, en el Teorema 3.2.1, se
demuestra la version para m = 2 colores.

Teorema 2.0.1 (Teorema de Ramsey [13].). Dados unos enteros py, ..., pp, existe
un entero N tal que si un conjunto tiene al menos N elementos y coloreamos
los 2-subconjuntos de ese conjunto con m colores, entonces existe un i y un p;-
subconjunto tal que todos sus 2-subconjuntos tienen color 1.

25



26 CAPITULO 2. NUMEROS DE RAMSEY EN GRAFOS SIMPLES

Definiciéon 2.0.2. Llamaremos niimero de Ramsey R(p1, ..., p,,) al minimo en-
tero N que cumpla las condiciones del Teorema 2.0.1 .

En términos de coloraciones de grafos, R(p1, ..., ) €s el minimo entero N tal
que un grafo completo con al menos N vértices verifica que cualquier coloracién
de sus aristas con m colores contiene un subgrafo &,,, monocromadtico (para algin
color 7).

En particular R(p, q) es el menor nimero de vértices que debe tener un grafo
completo 2-coloreado con azul y rojo para que o bien tenga un subgrafo K, azul
6 bien tenga un subgrafo K, rojo.

Equivalentemente, R(p, q) es el menor nimero de vértices que debe tener un
grafo G para que o bien contenga a K, como subgrafo o bien su complementario
G contenga a K, como subgrafo.

Noétese que G contiene a K, como subgrafo si y solo si G contiene un conjunto
independiente de tamafio q.

Tras garantizar la existencia de los nimeros de Ramsey procedemos a estudiar
sus propiedades elementales y posteriormente a calcularlos explicitamente o, al
menos, obtener cotas para su tamafio.

2.1. Propiedades de los Numeros de Ramsey para 2
colores.

Sin pérdida de generalidad supondremos en lo que sigue que, en el numero
de Ramsey, R(p, q), el primer color es azul y el segundo rojo, de modo que en
R(p,q), p es el nimero de vértices del posible subgrafo completo azul y ¢ el
nimero de vértices del posible subgrafo completo rojo.

Proposicion 2.1.1. Para los niimeros de Ramsey bdsicos, R(p, q), se cumple que:
1. R(p,q) = R(q,p)

Demostracion. Desde el punto de vista de la coloracion de aristas, consi-
deremos que un grafo completo GG 2-coloreado tendrd un grafo completo
inversamente 2-coloreado G’, donde cualquier arista roja en G tendra color
azul en G’ y cualquier arista azul en G tendra un color rojo en G’ . Sabemos
que R(p, ¢) indica que cualquier coloracién de arista de K'p(, ) contiene un
subgrafo monocromatico azul K, o un subgrafo monocromatico rojo /g, lo
que también significa que el grafo inversamente coloreado K ;%(p, 9 contie-
ne un subgrafo monocromético rojo K, o un subgrafo monocromético azul

K. Al igual que ocurre con R(q, p). Il
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2. R(1,q) =1

Demostracion. Un K; monocromadtico es simplemente un Unico vértice,
que no requiere aristas y, por lo tanto, un K; monocromadtico rojo o azul
simplemente requerird un vértice para satisfacer las condiciones de R(1, q)
6 R(q,1). Por lo tanto, todos los niimeros de Ramsey conp = 16 ¢ = 1
necesitardn un solo vértice para garantizar la existencia de uno de sus dos
subgrafos requeridos. 0

3. R(2,q)=gq siqg>2

Demostracion. Si coloreamos las aristas de K, de rojo y azul entonces o
bien todas las aristas son rojas o bien al menos una arista es azul. En el
primer caso, hay un K, rojo y en el segundo caso, hay un K5 azul. Luego,
R(2,q) < q. Veamos que se da la igualdad. Si R(2,q) = r < g, la colora-
cién rojo-azul que consiste en colorear todas las aristas con azul no contiene
ningun K, rojo ni ningtn Ky azul. [

Por tanto los nimeros de Ramsey R(p,q) no triviales son aquellos para los
quep >3yq=>3.

Para obtener cotas superiores, empecemos probando el siguiente Teorema.

Teorema 2.1.2.

1. Para cualesquiera enteros p, q > 2

R(p,q) < R(p—1,¢9) + R(p,q — 1)

2. Silos mimeros R(p —1,q) y R(p, q — 1) son pares, la desigualdad anterior
es estricta.
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Demostracion.

1. Llamemos r = R(p,q — 1) + R(p — 1,q) y coloreemos las aristas de un
grafo completo K, con dos colores. Probemos que existe un K, azul o un
K, rojo. Para ello, fijemos un vértice v € K, y consideremos sus 1 — 1
aristas. Hay un cierto nimero de ellas azules y otras rojas. Como r — 1 =
R(p,q—1)+ R(p—1,q) — 1, el Principio del Palomar (Teorema 1.0.4) nos
dice que hay al menos R(p — 1, ¢) aristas azules o bien al menos R(p,q— 1)
aristas rojas incidentes en v. Sin pérdida de generalidad, podemos suponer
que el nimero de aristas azules es s > R(p—1, ¢). Fijémonos en los vértices
conectados a v mediante estas aristas y consideremos el grafo completo
formado por R(p — 1, ¢) de ellos. Por la definicién del nimero de Ramsey,
tendremos o bien un K,_; azul o bien un K, rojo. En el segundo caso ya
habriamos terminado, y para el primero basta observar que si afiadimos las
aristas que conectan los p — 1 vértices con v (todas azules) tendremos un
K, monocromético azul. Andlogamente se tiene para h > R(p,q — 1).

v Ky dlv)=r—1
(aristas)

N N
h> R(p,q—1) s> R(p—1,4q)

Figura 2.1

2. Supongamos que R(p—1,q) =2my R(p,q—1) = 2l. Sean = 2m+2l—1
y consideremos un grafo 2-coloreado K,,. De un cierto vértice fijo v parten
2m + 2l — 2 aristas, n; azules y ny rojas. Caben 3 posibilidades:

a) ny > 2m
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c)ni=2m—1lyn,=2l—1

En los casos (a) y (b), un razonamiento similar al hecho en (1) lleva a que
R(p,q) <n=2m+2—1<2m+ 2l

como se queria probar. Y el caso (c¢) no puede ocurrir para todos los vértices
de K, pues en tal caso habria un total de (2m + 2l — 1)(2m — 1) vértices
extremos de aristas azules, un nimero impar, lo que es absurdo segtn el
Lema 1.0.1 porque como estamos contando dos extremos por arista, ese
numero total de extremos deberia ser par. Luego debe haber al menos un
vértice en el que se de la posibilidad (a) o la (b).

Calculemos a continuacién algunos nimeros de Ramsey, de los cuales pode-
mos conocer su valor exacto.

2.2. Numero de Ramsey R(3,3) =6

Probemos por doble desigualdad que el valor exacto del nimero de Ramsey
R(3,3) es 6.

Veamos que R(3,3) < 6. Sea una 2-coloracién de las aristas de K. Sea el
conjunto de vértices {vy, va, V3, v4, V5, U6} y elijamos un vértice cualquiera, por
ejemplo v;. Hay 5 aristas incidentes a v; y por lo tanto, haciendo uso del Principio
del Palomar Teorema 1.0.4, al menos 3 de ellas deben ser del mismo color. Sin
pérdida de generalidad, podemos suponer que al menos 3 de estas aristas, que se
conectan a los vértices vs, vs, vg son azules. Si alguna de las aristas v,v3, v1v5, V1Ug
también es azul, entonces tenemos un K3 azul. Si no, entonces esas tres aristas
son todas rojas y tenemos un K3 rojo. Como este argumento funciona para ambos
colores, cualquier /K4 con sus aristas coloreadas con dos colores contiene un K3
monocromético, y por lo tanto R(3,3) < 6.
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U1 V2

Ve v3

Vs Uy

Figura 2.2: En esta 2-coloracion de K, v1v2v4 define un K3 rojo.

Por el contrario, veamos que R(3,3) > 6, ya que es posible dar una 2-
coloracidn de las aristas de K5, tal como se muestra en la Figura 2.3 sin crear nin-
glin K3 monocromatico, lo que muestra que R(3,3) > 5. Por lo tanto, R(3,3) =
6.

U1

Us (%

Uy U3

(8

Figura 2.3: Coloreo de K5 sin tridngulos monocromaticos.

En consecuencia, se tiene el siguiente resultado

Teorema 2.2.1. El niimero de Ramsey R(3,3) es igual a 6.
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2.3. Numero de Ramsey R(3,4) =9

Probemos por doble desigualdad que el valor exacto del nimero de Ramsey
R(3,4) es 9.

Probemos que R(3,4) >

(
R(p.q) = R(3,4)

R(p—1,q9) = R(2,4) =4 (Proposicién 2.1.1)

R(p,q—1) = R(3,3) =6 (Proposicién 2.1.1 y Teorema 2.2.1)

= R(3,4)< R(2,4) + R(3,3) =4+6 =10= R(3,4) <9

~
Teorema 2.1.2

Veamos que R(3,4) > 8, exhibiendo un grafo de 8 vértices que no contenga
ningin K3 azul como subgrafo y cuyo complementario no contenga ningtn
rojo como subgrafo. (Véase la Definicion 2.0.2 )

U1 U1

g () Ug /\ V2

V7 U3

U7

Vg V4
Vg

: V4

U5

Grafo G

Grafo complementario G

Figura 2.4: Gy G, con 8 vértices, tal que G no contiene K3 como subgrafo y &
no contiene K4 como subgrafo.

V4

U3
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U1

U7 U3

D

Figura 2.5: Grafo completo Kz = G U G, sin un K3 azul ni un K4 rojo como
subgrafos.

En este caso, debido a la simetria del grafo podemos ver que no contiene
ningun K3 ni K, como subgrafos respectivamente.

Tomemos un vértice cualquiera del grafo GG de la Figura 2.4, como por ejem-
plo v;. Ese vértice estd unido entonces con los vértices vo, v5 y vg. Ahora, si exis-
tiera un tridngulo deberia estar formado por el vértice v, y 2 vértices mas de entre
sus vecinos. Hay (3) = 3 posibilidades: {v1,v2, 5} (el cual no puede ser un tridn-
gulo pues no hay una arista entre vy y vs5); {v1, v2,vs} (que no puede ser porque
no hay una arista entre vy y vg) 0 el {vy, v5, vg} (que tampoco puede ser porque no
hay una arista entre vs y vg). Por lo tanto, el grafo GG no contiene ningtin K5 como
subgrafo. Ahora veamos que el complementario de G, GG, no contiene a K, como
subgrafo: el vértice v; estd unido con los vértices vs, v4, Vg y v7. Por lo tanto las
posibilidades de que haya un K, que incluya al vértice v, son (é) = 4. El hecho
de que haya una arista entre v3 y vy, implica que {v, v3,vq,v7} y {v1, 03, v4, v}
no pueden ser K4, y el hecho de que exista una arista entre vg y v; implica que
{1, v3,v6, v7} y {v1, 04, Vg, v7 } tampoco pueden serlo. Luego el grafo G tampoco
contiene ningun /(.

En consecuencia, se tiene el siguiente resultado

Teorema 2.3.1. El niimero de Ramsey R(3,4) es igual a 9.
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2.4. Numero de Ramsey R(3,5) = 14

Probemos por doble desigualdad que el valor exacto del nimero de Ramsey
R(3,5) es 14.

Veamos que R(3,5) < 14,

R(p,q) = R(3,5)
R(p—1,1) = R(2,5) = 5 (Teorema 2.1.2)
R(p,q—1) = R(3,4) = 9 (Teorema 2.3.1)

luego deducimos que:

R(3,5) < R(2,5) + R(3,4) = (5+9) = 14

Para demostrar que 14 es también cota inferior de R(3,5), basta dar una 2-
coloracidn de las aristas de K135 en la que no aparezca K3 azul ni K5 rojo. Para
hacer la figura mas clara, representamos en un Grafo G sélo las aristas del color
azul (Figura 2.6) y observamos que no aparecen tridngulos azules. Por otra par-
te, representamos el grafo complementario G (Figura 2.7) que tendré todas las
aristas rojas y observamos que no contiene a K5 como subgrafo obteniendo asi el
resultado deseado.

(%1
V13 (%]

V12 U3

U1
U4

V10

Vg (3
(] (Vrd
Grafo G

Figura 2.6: GG no contiene ningiin K3 como subgrafo azul.
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Grafo complementario G

Figura 2.7: G no contiene ningtin K5 como subgrafo rojo.

En consecuencia, se tiene el siguiente resultado

Teorema 2.4.1. El niimero de Ramsey R(3,5) es igual a 14.

A continuacién, mostramos una tabla que recoge algunos de los valores cono-
cidos hasta el momento en [12].
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pafl]2  [3 |4 |5 6 7 E 9 10
L

2 [1]2

3113 6

4114 9 18

SEE 4 235|484

6 [1]6 18 | 3541 | 5887 | 102-165

T [1]7 23 [4961 | 80-143 | 111-298 | 205-540

ML 8 [ 5684 | 101216 127495 | 216-1031 | 282-1870

9 [1]9 3 | 69-115 | 121316 | 169-780 | 232-1713 | 317-3583 | 565-6588

10 [1[10 4043 | 92-149 | 141-442 | 178-1171 | 289-2826 | 331-6090 | 581-12677 | 798-23556
[T 114651 97-191 [157 | 253 405

12[1]125259 128238 | 181|262 |4l6

13 1]1359-69 | 133291205 |317  [51l 817

14 ] 1] 146678 | 141-349 | 233

15 [ 1] 1573-88 | 153417 [ 261 | 401 361 1265

Cuadro 2.1: Tabla de cotas de los numeros de Ramsey.

Nota 1. Esta tabla recoge los valores conocidos hasta el momento. En los casos
en los que se desconoce el valor exacto del niimero de Ramsey, la tabla recoge las
cotas entre las que se sabe con seguridad que se encuentra (por ejemplo, R(5,5)
estd entre 43 y 49).

Por la Proposicion 2.1.1 sabemos que R(p, q) = R(q, p), luego hay una sime-
tria trivial con respecto la diagonal.

2.5. Numero de Ramsey R(3,3,3)=17

R(3,3,3) es el tnico nimero de Ramsey no trivial, que usa 3 colores, para el
que se conoce su valor exacto.

Supongamos que tenemos una 3-coloracién (azul, rojo, verde) de aristas de
un grafo completo de n vértices y que la coloracién de aristas no tiene tridngulos
monocromaticos.

Para el siguiente razonamiento, tomaremos como referencia la Figura 2.8.
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Escogemos un vértice v y consideremos el conjunto de vértices que tienen una
arista azul incidente con dicho vértice, al cual denotaremos C,. Dichos vértices
no pueden definir ninguna arista azul, ya que de lo contrario habria un tridngulo
azul formado por los dos vértices finales de esa arista azul y el vértice v. Por tanto,
la coloracion de aristas inducida en el conjunto C, de v tiene aristas coloreadas
con solo dos colores (rojo y verde). Dado que R(3,3) = 6, el conjunto C, de
v puede contener como maximo 5 vértices. Del mismo modo, los conjuntos C)
(conjunto de vértices que tienen una arista roja incidente con el vértice v) y C,
(conjunto de vértices que tienen una arista verde incidente con el vértice v) pueden
contener como méaximo 5 vértices cada uno. Como cada vértice de K, excepto v,
se encuentra en uno de los conjuntos azul, rojo o verde de v, para que K, no
contenga tridngulo monocromatico, n debe ser menor o igual que 16, luego el
grafo completo puede tener como maximo 1 + 5 + 5 + 5 = 16 vértices. Por lo
tanto, tenemos R(3,3,3) < 17.

Figura 2.8

Para ver que R(3,3,3) > 17, basta con dar una 3-coloracién de aristas en el
grafo completo en 16 vértices que evite tridngulos monocromaticos. Como por
ejemplo la Figura 2.9, la cual desglosamos en otras tres separadas por colores
para verlo con mads claridad.

Por tanto R(3,3,3) = 17
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Figura 2.9: G = K4 con una 3-coloracion de aristas sin tridngulos monocromati-

COs.

Figura 2.10: Subgrafo de aristas azules que no contiene nigin K.
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AN\
X
LXENA
RS
\\ }

V14

V13

V12

Figura 2.12: Subgrafo de aristas verdes que no contiene ningun /3.



Capitulo 3

Versiones del Teorema de Ramsey

En este capitulo veremos la versién original del propio Ramsey siguiendo [13],
el Teorema de Ramsey demostrado por Erdos y Szekeres siguiendo [7] y el Teo-
rema de Ramsey demostrado por Diestel siguiendo [6].

La primera vez que aparece el Teorema de Ramsey es en el contexto de un
problema de la Légica Formal. Ramsey introduce el teorema para el caso finito
como herramientas para poder demostrar dicho problema. En afios posteriores,
se ha ido descubriendo el interés y las numerosas posibilidades de aplicacion de
estos resultados de Ramsey fuera del ambito estricto de la Légica.

3.1. Version original del Teorema de Ramsey

Segtn se recoge en [13], uno de los primeros enunciados de Ramsey se for-
mula, en su version mds general, para una familia infinita y hace uso del Axioma
de eleccidn, el cual incluimos a continuacion.

Definicién 3.1.1. Dada F' una familia de conjuntos no vacios, una funcién g es
una funcién de eleccién para F' si dom(g) = F'y paracada X € F' ¢g(X) € X.

Axioma de eleccion: Toda familia de conjuntos no vacios tiene una funcién
de eleccion.

A continuacién enunciamos el Teorema de Ramsey para clase infinita ([13]).

Teorema 3.1.2. Sean I' una clase infinita, p y v enteros positivos; y sean todas las
r-combinaciones de miembros de I divididas en |1 clases mutuamente excluyentes
Ci (i = 1,2, ..., u), tales que cada r-combinacion es miembro de una y solo una
C;; entonces, asumiendo el axioma de eleccion, 1" debe contener una subclase A

39
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infinita tal que todas las r-combinaciones de los miembros de A pertenezcan a la
misma C;.

Una vez visto el enunciado para una clase infinita, podemos enunciarlo para
una clase finita.

Teorema 3.1.3. Dados cualesquiera r, n, y i enteros positivos, podemos encon-
trar un my tal que, si m > myg y las r-combinaciones de una clase de m elemen-
tos 'y, se dividen de cualquier manera en p clases mutuamente excluyentes C;
(i=1,2,...,11), entonces 1, debe contener una subclase de n elementos A, tal que
todas las r-combinaciones de miembros de A\,, pertenecen a la misma C;.

3.2. Prueba del Teorema de Ramsey segiin Erdos y
Szekeres

Pocos afios después de la aparicion del trabajo de Ramsey, Erdos y Szeke-
res en [7] dan una versién alternativa y equivalente del Teorema 3.1.3 para el
caso particular en que ;4 = 2. Asi mismo enuncian por primera vez el Teorema
de Ramsey usando términos de la Teoria de Grafos. En esta seccién recogemos
dichos resultados.

Teorema 3.2.1. Dados los enteros positivos k, 1, i, con k > 1; | > 1. Suponga-
mos que existen dos clases, o'y 3, de i-combinaciones de m elementos tal que
cada k-combinacion contiene al menos una combinacion de clase oy cada -
combinacion contiene al menos una combinacion de clase (5. Entonces para un
m suficientemente grande m < m;(k,l) no es posible. En otras palabras, si los
miembros de la clase o han sido determinados como arriba’y m > m;(k,l), en-
tonces debe haber al menos una [-combinacion con todas sus i-combinaciones de
clase .

Demostracion. Veamos la demostracion dividida en 3 casos atendiendo a los va-
lores de ¢, k, (:

a) Si 7 = 1, el teorema se verifica para cada k y [. Porque si seleccionamos de
m ciertos elementos determinados (combinaciones de orden 1) como la clase «,
de modo que cada k-combinacién debe contener al menos uno de los elementos
de la clase «, hay a lo sumo (k — 1) elementos que no pertenecen a la clase «,
luego estén en la clase 3. Entonces debe haber al menos (m — k+ 1) elementos de
a.Si (m—k+1) > [ entonces debe haber una [-combinacion de los elementos de
la clase «; pero por hipétesis toda [-combinacidn contiene elementos de la clase
B, llegando a contradiccién y entonces (m — k + 1) < [, luego tenemos que
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m<k+1-2

lo cual es falso para m suficientemente grande.
Supongamos entonces que ¢ > 1

b) El teorema es trivial si k£ o [ es igual a 7. Si, por ejemplo, £ = ¢, entonces es
suficiente elegir m = [.

Para k = 1 significa que toda :-combinacion es de clase « y por tanto en virtud
de m = [ hay una combinacién (es decir, la [-combinacién formada por todos los
elementos), cuyas 2-combinaciones son todas c.-combinaciones.

El argumento para [ = 7 funciona de manera similar y por tanto m = k.

¢) Supongamos finalmente que £ > 7; y supongamos que el teorema se verifica
para (i — 1) y cada k y [, ademds para la terna (i, k,l — 1) y la terna (¢, k — 1,1).
Demostraremos que se verificard también para la terna (7, k£, [) y en virtud de (a)
y (b) diremos que el teorema es cierto para todo 7, &, [.

Supongamos entonces que somos capaces de llevar a cabo la division de las
i-combinaciones en dos clases, alfa y beta. Ademas sea k' tan grande que si en
cada [-combinacion de k£’ elementos hay al menos una i-combinacion 3, entonces
hay una (k — 1)-combinacién cuyas i-combinaciones son combinaciones 3. Esta
eleccion de k' es siempre posible en virtud de la hipétesis de induccién, solo
tenemos que elegir &' = m;(k — 1,1).

De manera similar elegimos [’ tan grande que si cada k-combinacion de I’ ele-
mentos contiene al menos una combinacion «, entonces hay (/—1)-combinaciones
cuyas i-combinaciones son combinaciones a.

Entonces para m mayor que £’ y I’ sea

(CLl,CLQ, ...,CLk/> =A

una k’-combinacion arbitraria de los primeros (n — 1) elementos. Por hipétesis
cada [-combinacién contiene al menos una combinacién 3, por tanto, debido a la
eleccion de £/, A contiene una (k — 1)-combinacion (@, , my, -, Gm,_, ) Cuyas
i-combinaciones pertenecen a la clase 5. Ya que en (@, , Gy, -, Gm,,_,, ) hay al
menos una combinacidn «, esta claro que esta debe ser una de las i-combinaciones

(Qpys Qpys vey Gy, ;) = B

De la misma manera, podemos probar reemplazando los papeles de k£ y [ por
k' y 'y de a por [ tal que si

(bl, bg, ceey bl/) = A
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es una [’-combinacién arbitraria de los primeros (n — 1) elementos, entonces
entre las z-combinaciones

(bryy by ey by ym) = B
debe haber una combinacién f3.

Por tanto podemos dividir las (i — 1)-combinaciones de los primeros (n — 1)
elementos en clases o y (', para que cada k’-combinacién A contenga al me-
nos una combinacién o’ B y cada [’-combinaciéon A’ contenga al menos una
combinacion ' B’. Pero, por la hipdtesis de induccion esto es imposible para
m > m;_ (K1) + 1.

Siguiendo la induccidn, obtenemos para m;(k, () la siguiente ecuacién funcio-
nal

Por esta férmula de recurrencia y de los apartados a) y b)

{ mi(i, 1) = 1, mi(k, 1) = k (3.2)
obtenido de (a) y de (b) podemos calcular cada m;(k, [).
Obtenemos por ejemplo
k+1
m2(k+1,z+1)=< Z ) (3.3)
]

Finalmente para el caso especial ¢ = 2, Erdos y Szekeres, en [7], dan una
formulacion aplicada a la Teoria de Grafos del Teorema de Ramsey para el caso
particular de 2-combinaciones y 2 colores (vease Definicién 2.0.2) y presentamos
una prueba muy simple también extraida de [6]..

Teorema 3.2.2. En un grafo arbitrario, sea el mdximo niimero de vértices inde-
pendientes k, si el niimero de vértices es N > m(k,l) entonces en nuestro grafo
existe un subgrafo completo de orden .

Demostracion. Para | = 1, el teorema es trivial para cualquier k, ya que el maxi-
mo nimero de vértices independientes es k y si el nimero de vértices es (k + 1),
debe haber una arista (grafo completo de orden 2).

Ahora supongamos probado el teorema para (I — 1) con cualquier k. Luego al

menos “= aristas parten desde uno de los vértices independientes.
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Por lo tanto si

N —k
k

es decir,

N>k-m(k1—1)+k (3.5)

entonces, ademads de los vértices finales de estas aristas podemos seleccionar,

en virtud de nuestra hipétesis de induccidn, un grafo completo cuyo orden es al

menos ([ — 1). Como los vértices de este grafo estdn conectados con los mismos
vértices, forman juntos un grafo completo de orden /.

]

3.3. Prueba del Teorema de Ramsey segiin Diestel

Por tltimo veamos la prueba del Teorema de Ramsey segtin Diestel en [6].

Sea G un grafo suficientemente grande que debe contener un K, 6 K, como
subgrafo inducido. Diestel construy6 un K, o K, en G inductivamente, comen-
zando con un vértice arbitrario v; € V; := V(G). Si |G| es grande, habra un gran
conjunto Vo C V; — {wv;} de vétices que son todos adyacentes a v; o todos no ad-
yacentes a v;. En consecuencia podemos pensar en v; como el primer vértice de
un K, o K, cuyos otros vértices se encuentran en V5. Eligio otro vértice v, € V5
para los subgrafos K, o K,. Como V; es grande, tendrd un subconjunto V3, ain
bastante grande de vértices que son todos ”del mismo tipo” con respecto a vs:
bien todos adyacentes o todos no adyacentes a v5. Luego continda la bisqueda de
vértices dentro de V3, y asi sucesivamente (Figura 3.1)

Figura 3.1: Esquema para elegir la secuencia vy, vo, ... del Teorema 3.3.1
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Pero, ;cudnto tiempo se puede seguir de esta manera.? Esto depende del tama-
o del conjunto inicial V;: cada conjunto V; tiene al menos la mitad del tamafio de
su predecesor V;_1, por lo que podremos completar los pasos de construccion si
G tiene orden de 2°. Como muestra la siguiente prueba, la elecciéon de s = 2r — 3
vértices v; es suficiente para encontrar entre ellos los vértices de un K, o K,.

Teorema 3.3.1. Para cada r € N existe un n € N tal que cada grafo de orden al
menos n contiene K, o K, como un subgrafo inducido.

Demostracion. La prueba es trivial para » < 1, ya que el menor grafo inducido es
un vértice; por tanto supongamos que r > 2. Dado n := 22”73 y sea G un grafo de
orden al menos n, definimos una secuencia Vi, ..., V,_o de conjuntos y elegimos
unos vértices v; € V; con las siguientes propiedades:

V| =222 (i=1,..2r—2);
2. ‘/; g ‘/;',1 - {Uifl} (Z = 2, ...,27” — 2),

3. v;_1 es adyacente a todos los vértices en V; o bien no es adyacente a ningin
vérticeen V; (i = 2,...,2r — 2).

Sea Vi, C V(G) cualquier conjunto de 2273 vértices y sea v; € V) arbitrario.
Entonces (1) se verifica para ¢ = 1, mientras que (2) y (3) se verifica trivialmente.
Supongamos ahora que V;_; y v;_; € V;_; ha sido elegido asi para satisfacer
(1)-(3) para (i — 1), donde 1 < i < 2r — 2. Dado que

Viei —{via}| =221 —1

es impar, V;_; tiene un subconjunto satisfaciendo (1)-(3); sea v; € V; arbitra-
rio.

Entre los 2r —3 vértices, vy, ..., V9,3, hay r—1 vértices que se comportan igual
que cuando son vistos como v;_; en (3), siendo adyacente a todos los vértices en
V; o a ninguno. En consecuencia, los » — 1 vértices y vs,._o inducen un K, o un
K, en G, porque v, ..., Vo, € V; para todo i.

O]

A lo largo de este capitulo, las diferentes versiones de la prueba del Teorema
de Ramsey no son todas equivalentes. A diferencia de la version original, Erdos y
Szekeres, al igual que Diestel, presentan su version usando términos de la Teoria
de Grafos.



Capitulo 4

Aplicaciones del Teorema de Ramsey

En este capitulo mostraremos algunas de las aplicaciones que tienen los resul-
tados de Ramsey en distintas areas de las Matemadticas, no s6lo en la Teoria de
Grafos siguiendo [7], [5] y [8].

Hay muchas aplicaciones del Teorema de Ramsey. En este capitulo hablare-
mos de algunas de ellas con detalle mostrando ejemplos y otras simplemente las
enunciaremos.

4.1. Teorema de Erdos y Szekeres sobre los poligo-
Nos CONvexos.

Dedicamos esta seccion a mostrar un problema de Geometria del plano que
puede resolverse usando el Teorema de Ramsey en su versién combinatoria pa-
ra dos colores (Teorema 3.2.1). Para ser fieles a la Historia, destacamos que fue
Esther Klein quien en 1933 resolvi6 el siguiente problema para, posteriormente,
sugerir su generalizacion, que serd resuelta por Erdos y Szekeres en [7].

Recordemos que un conjunto C' de puntos en el plano se halla en posicién
general, si cualesquiera tres puntos de dicho conjunto no se encuentran sobre una
misma linea recta.

Problema 1. Probar que en cualquier configuracion de 5 puntos en el plano en
posicion general, siempre pueden hallarse 4 que constituyen los vértices de un
cuadrildtero convexo.

E. Klein resolvi6 este problema analizando las posibles configuraciones de los
5 puntos. Si el cierre convexo de los puntos es un pentdgono o un cuadrildtero,

el resultado es evidente, ya que en el primer caso cualquier conjunto de 4 puntos

45
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determinan un cuadrildtero convexo, y en el segundo el cuadrildtero convexo esta
determinado por los puntos que forman el cierre convexo.

a) b)

Figura 4.1: En a) cualquier subconjunto de 4 puntos determinan un cuadrilate-
ro convexo. En b) el cuadrildtero convexo estd dado por el poligono del cierre
convexo.

Por ultimo cuando el poligono del cierre convexo es un tridngulo, los dos
puntos interiores, junto con los dos puntos que quedan del mismo lado de la recta
que los une, forman el cuadrildtero convexo (vedse la figura 4.2 b) ).

En [7], Erds y Szekeres mencionan que después de dar solucién a este pro-
blema, E. Klein sugiere la siguiente generalizacion:

Problema 2. ;Es posible encontrar para cada entero n > 3, un minimo entero
N(n), tal que cualquier configuracion de N (n) puntos en el plano en posicion
general, contenga n que formen un poligono convexo?

Erdos y Szekeres dieron respuesta positiva a este problema y su solucién cons-
tituye uno de los acontecimientos mds importantes dentro de la Matematica Dis-
creta, ya que su articulo [7] impulsé el desarrollo de la Teoria de Ramsey, la cual
brinda solucién a multiples problemas. Seguidamente se expone una solucién al
problema de Erdos-Szekeres (que es como se conoce al Problema 2), la cual de-
pende del Teorema de Ramsey y nos permite acotar el valor de N (n) mediante
ciertos nimeros de Ramsey.

Recordemos que dado X un subconjunto de puntos en el plano en posicion
general, diremos que x4, ..., x, € X se hallan en posicion convexa, si z1, ..., T,
constituyen los vértices de un poligono convexo.

Teorema 4.1.1. Para cada entero n > 3 existe un minimo entero ES(n), tal que
en cualquier configuracion en el plano de N (n) puntos en posicion general, n de
ellos se hallan en posicion convexa.
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En el Problema 1 hemos probado que de 5 puntos siempre es posible seleccio-
nar 4 formando un cuadrilatero convexo. Con este resultado probamos por induc-
cién la siguiente proposicion, la cual usaremos en la demostracion del Teorema
4.1.1.

Proposicion 4.1.2. n puntos determinan un poligono convexo siy solo si 4 puntos
de ellos forman un cuadrildtero convexo.

Demostracion. Sin = 5 por el Problema 1 sabemos que en cualquier configura-
cién de 5 puntos en el plano en posicién general, siempre pueden hallarse 4 puntos
que constituyen los vértices de un cuadrildtero convexo. Luego los 5 puntos dados
determinan un poligono convexo.

Supongamoslo cierto para n.

Y probemoslo para n + 1. Como para n puntos hemos encontrado 4 de ellos
que forman un cuadrildtero convexo, se tiene que dicho cuadrildtero se encuentra
dentro de los n + 1 puntos, por tanto, estos n + 1 puntos determinan un poligono
CONvexo. 0

Una vez probada la Proposicion 4.1.2, veamos la demostracion del Teorema
4.1.1.

Demostracion. Denotemos los puntos dados por los nimeros 1, 2, ... N, entonces
cualquier k-combincion de los puntos establecidos se representa por un conjunto
de k de estos ndmeros, o como diremos, por una k -combinacién. Supongamos que
cada n-combinacion es concava, entonces de lo que observamos arriba, podemos
dividir las 4 combinaciones en dos clases (es decir, en cuadrilateros convexos
y cuadrilateros concavos) tal que cada 5-combinacion puede contener al menos
una combinacién convexa y cada n-combinacidn contiene al menos una concava.
(Consideremos una combinacion contenida en otra, si cada elemento de la primera
también es elemento de la segunda.) [

Observacion 1. Erdos y Szekeres en [13] se plantean la siguiente pregunta: ;po-
demos encontrar, para un n dado, un entero N(n) tal que cualquier conjunto
con al menos N puntos contenga n puntos formando un poligno convexo?. La
respuesta a dicha pregunta se encuentra en el siguiente teorema:

Teorema 4.1.3. N(n) < R(5,n;4).

Se puede comprobar que
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Erdos y Szekeres conjeturaron que N (n) = 2"~2 + 1, pero el problema no ha
sido aclarado hasta donde hemos podido saber.

A manera de ejemplo podemos observar que cualesquiera tres puntos en el
plano en posicién general determinan los vértices de un tridngulo, luego N(3) =
3. También de la solucién al Problema 1 se tiene que N(4) = 5.

Figura 4.2: En a) tres puntos en posicién general se hallan en posicién convexa.
b) Cuadrilatero convexo cuando el cierre convexo estd determinado por tres pun-
tos. Cinco puntos en posicion general siempre contienen cuatro puntos que forman
un cuadriltero convexo.

4.2. Teorema de Schur

El teorema de Schur afirma que para cualquier coloracion de los nimeros na-
turales siempre es posible hallar subsucesiones monocromaticas arbitrariamente
largas con la propiedad de que el término mayor de la subsucesion es la suma
de los que le preceden. Veamos el Teorema de tipo Ramsey que presenta Schur
siguiendo [5], pero antes definamos algunos conceptos que usaremos.

Se denomina k-coloracion de los nimeros naturales a una aplicacién que
asigna un color a cada nimero natural.

c:N—={1,2,... k}

Los conjuntos C; = ¢~1(i), parai = 1, ..., k, se denominan clases de colora-
cion de c. {C, (s, ..., Ci.} forman una particién de los nimeros naturales.

Una k-coloracién estd completamente definida si se conocen las £ clases de
coloraciéon C', Cy, ..., Cy. Por esta razon es habitual referirse a una k-coloracién
mediante sus clases de coloracion.



4.2. TEOREMA DE SCHUR 49

Teorema 4.2.1. Para cualesquiera enteros positivos k, | con | > 2 existe un nii-
mero natural N(k,l) € N tal que, sin > N(k, 1)y {Cy,Cs,...,Cy} es una k-
coloracionde {1, 2, ...,n}, entonces existe una clase de coloracion Cy, y x1, X3, ..., x; €
{1,2,...,n} (no necesariamente distintos), tales que

-1
{z1,29,...; 1} CCy y ;= le 4.1)
i=1

Demostracion. Veamos que si N(k,1) = R(l,l,...,1), (donde R(l,[,...,1) es el
k k

minimo entero para el que cualquier coloracién con esos k colores (segtin Defini-

cién 2.0.2) se cumple lo especificado en el teorema. En efecto, sean > R(l,1, ..., 1)

——

k—wveces

y {C4,Cy, ..., Cy} una k-coloracién de {1,2,...,n}.

Sea P5({1,2,...,n}) el conjunto de todos los 2-subconjuntos de {1,2,...,n}
y definamos una k-coloracién {A, ..., Ay} de Py({1,2,...,n}) como: {z,y} €
A; siy solo si |[x — y| € C;, para cada i € {1,...,k}. Esta k-coloracién de
P5({1,2,...,n}) es viélida, pues si se tiene que {z,y} € A; N A;, entonces, por
definicién, |z —y| € C;y |[r—y| € C},como {C}, Cs, ..., Ci} es una k-coloracién
se tiene que ¢ = j, luego A; = A;.

Por el Teorema de Ramsey (teorema 3.1.3), existeun ¢ € {1,2,...,k} y un [-
subconjunto U = {uq, ua, ...,u;} C {1,2,...,n} tal que P,(U) C A;. Sin pérdida
de generalidad podemos suponer que u; < uy < ... < u;. Luego {u;, u;} € A; y
uj —u; € Cy paratodo ¢ < j. Finalmente paral < ¢ <[ —1seax; = uj;1 — u;
y &y = u; — u1. De este modo se tiene que x; € Cy paratodo1 < ¢ < [y
Tt = ZZ: L

O

A continuacién veamos un ejemplo, pero antes de ello definamos que se en-
tiende por ntimero de Schur.

Definicion 4.2.2. Se denomina niimero de Schur al valor minimo que puede to-
mar N(k,l) el cual denotaremos como Ny(k,l). Asi de la demostracion del teo-
rema 4.2.1 se sigue que No(k,l) < R(l,1,...,1).

~——

k—wveces
Ejemplo 5. Ny(2,3) =5

Demostracion. Como k=2, supongamos que los colores son rojo y azul; y sabe-
mos que Ny(2,3) < R(3,3) = 6.
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Veamos hasta donde podemos llegar coloreando los enteros positivos sin que
se cumpla la propiedad (4.1).

Sin pérdida de generalidad podemos suponer que el 1 se ha coloreado de rojo,
luego el 2 tiene que ser azul ya que 2 = 1 + 1, andlogamente el 4 debe ser rojo
pues 4 = 2 + 2; de esto se sigue que el 3 es azul pues 4 = 1 + 3. Hasta este punto
tenemos la siguiente 2-coloracién del conjunto {1, 2, 3,4}:

1,2,3,4.

Pero ahora el 5 no puede colorearse sin que se cumpla que €s suma monocro-
matica de dos nimeros monocromaticos, pues b=1+4=2+3. De lo anterior se sigue
que Ny(2,3) < 5. Por otra parte, en la coloracién: 1, 2, 3, 4 no existen tres enteros
con la propiedad (4.1). Por tanto Ny(2,3) > 4, y asi Ny(2,3) = 5.

[

4.3. Todo semigrupo finito debe tener un elemento
idempotente.

Un semigrupo finito es un conjunto finito en el que se define una operacién
binaria asociativa, que llamaremos producto, la operacién es ".". Un elemento e
se dice que es idempotente si se cumple que e - ¢ = e.

Veamos el siguiente resultado cuya demostracion tomamos de [8].
Teorema 4.3.1. Todo semigrupo finito debe tener un elemento idempotente.

Demostracion. Para probarlo usando un nimero de Ramsey, tomemos un elemen-
to cualquiera, a, del semigrupo. Llamemos n al nimero de elementos del conjunto
(el orden del semigrupo) y consideremos

N = R(3,3,3,...,3).
———

n

Llamemos a' al producto (¢ veces) del elemento a. Tomemos ahora el grafo
completo K con sus vértices numerados, y coloreemos sus aristas con n colores
(cada color es un elemento del semigrupo) con la siguiente receta: la arista que une
los vértices 7y j (i < j) se colorea con a’~* (el hecho de que sea un semigrupo
nos garantiza que cualquier potencia de un elemento pertenece al semigrupo). El
Teorema de Ramsey nos dice que debe haber un tridngulo monocromético, es
decir, deben existir 4, j, k(i < j < k) tales que
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k—j k—i

Si llamamos e = a’~, teniendo en cuenta que a7 - a’~% = aF~%, observa-
mos que se cumple que e - ¢ = e. Asi que éste es el elemento idempotente que
buscabamos.

l

4.4. Otras aplicaciones

4.4.1. Teorema de van der Waerden

Un resultado basado en el teorema de Ramsey es el siguiente teorema sobre
progresiones aritméticas:

Teorema 4.4.1. Para todo par de enteros | y r, existe un ng tal que si n > nyg
y coloreamos el conjunto {1, ...,n} con r colores, entonces el conjunto contiene
una progresion aritmética monocromdtica de longitud |,

a,a+d,....,a+ (I —1)d

Una prueba de este teorema puede encontrarse en [3].

4.4.2. Erdosy Szekeres

Teorema 4.4.2. Si tenemos n* + 1 niimeros reales, n + 1 de ellos forman una
sucesion monotona.

Y el resultado es el mejor posible, como podemos observar considerando la
sucesion

nn—1..,12n,..,n+1n* . (n—172+1 3
2n

Figura 4.3

La prueba de este resultado la podemos ver en [8].
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4.4.3. Aplicacion de Ramsey para matrices.

Teorema 4.4.3. Sea m un entero positivo arbitrario. Cualquier matriz cuadrada
A cuyos elementos sean ceros o unos y que tenga un orden n suficientemente
grande contiene una submatriz principal de orden m de uno de los siguientes
cuatro tipos:

* 0 0 0 * 1 1 1
0 * 0 0 0 * 1 1
0 0

0 =* : 0 x
0 0 0 = 0 0 0 =
x 0 0 * 1 1 1
1 =% 0 1 = 1 1
1 1

1 0 1 x
1 1 1 1 1 *

(donde en lugar de asteriscos se permiten ceros y unos sin ninguna restric-
cion).

4.4.4. Nuamero de Ramsey de dos colores para ciclos

Un ciclo es un grafo que se asemeja a un poligono de n lados. Se trata de un
camino cerrado en el que solo se repite un vértice dos veces como principio y fin
del camino. Un ciclo de n vértices se denota C,,. El niimero de vértices en un grafo
C, esigual al nimero de aristas, y cada vértice tiene grado par, por lo tanto cada
vértice tiene dos aristas incidentes.

Teorema 4.4.4. Para m suficientemente grande, todo lo siguiente se verifica.

» R(C, Copy1, Caqq1) = 4m — 3 parap > 2, pgeql
u R(Crm CQpa 02q+1) = 2(m+p)'3

» R(Cy,Cop, Cog) =m+p+q—2parapyq>1

Una prueba de este resultado puede encontrarse en [15].
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Estas son solo algunas de las aplicaciones de los teoremas de Ramsey. Para
tener una vision mas amplia podemos consultar [15].
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