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Abstract

The subject of this document is Bayesian Inference, an inference system based on
Bayes’ Formula.

In the first chapter we will state this formula and will discuss how to use it. It will
be shown that, according to the formula, posterior distributions are proportional to the
likelihood function times the prior distribution. This is the essential notion of Bayesian
inference. In the second chapter, definitions and results related to Bayesian Analysis
will be given in order to accomplish our inference. These mathematical tools will be of
great use in the following chapters, where inference on proportions, Poisson distribu-
tion and Normal distribution will be studied. Both conjugate and noninformative prior
distributions are considered.

This documents ends with the transcription of an R code, allowing us to compute
posterior distributions.






Capitulo 1

Conceptos previos

1.1. Propiedades de la inferencia bayesiana

La inferencia bayesiana es una estrategia de inferencia estadistica que tiene su base
en el teorema de Bayes. Algunas de sus propiedades, enumeradas a continuacién, la
hacen particularmente ttil para ser usada en la investigacion cientifica.

= Dado un modelo, la inferencia bayesiana hace uso de los datos obtenidos empi-
ricamente.

= Inferencias que resulten, segin nuestros propositos, inaceptables han de ser con-
secuencia de afirmaciones inapropiadas, no de un inadecuado sistema de inferen-
cia. Por tanto, todas los factores del modelo, incluidas las distribuiones a priori,
son susceptibles de ser modificadas.

= Ya que este sistema de inferencia puede ser aplicado a casi cualquier modelo de
probabilidad, no se requiere prestar tanta atencion a la conveniencia del modelo
considerado como al valor cientifico de éste.

1.2. Formula de Bayes

Nos detendremos ahora en analizar un importante teorema que da lugar a la materia
de estudio de este trabajo. Aparecido en un articulo del 1764 firmado por Thomas
Bayes, este resultado es designado de manera usual como férmula de Bayes.

1.2.1. Formulacion del teorema

Sea x = (x1,...,2,) un vector de n observaciones cuya distribucién de probabi-
lidad P(z| §) depende de los valores de k pardmetros 8’ = (6, ..., 0)). Supongamos
ademads que 6 tiene distribucion de probalibilidad P(6). Entonces se tiene:

7



8 1.2. Férmula de Bayes

P(z|0)P(0) = P(z,0) = P(6] z)P(z)

Dado el vector de datos observados x, la distribucién condicionada de 6 a x es la
siguiente:

P(z| )P0
P(6] z) = PE0E.

Ademds podemos escribir:
P(z) = E[P(z| 0)] = c".
Para los casos continuo y dicreto de # tenemos entonces, respectivamente:
P(z) = [ P(z] 0)P(0)do
Pz) =3 P(z| 0)P(0)

donde la suma y la integral estdn definidas en el dominio de 6, y la esperanza esta
tomada con respecto a la distribucion P(6). Podemos escribir en consecuencia

P(0] z) = cP(z| 0)P(0).

En la expresion precedente, P (), conocida como distribucién a priori de 6, nos
dice qué sabemos de 6 sin conocimiento de los datos muestrales, mientras que P(0| z)
nos dice qué sabemos de ¢ una vez conocidos los datos muestrales, y es por ello lla-
mada distribucién a posteriori de § dado x. Por otra parte, la constante ¢ tiene como
utilidad normalizar la suma o la integral para que sea igual a uno.

1.2.2. Formula de Bayes y funcion de verosimilitud

Supongamos ahora que conocemos los datos muestrales x; entonces P(z| 0) puede
ser considerada una funcién de 6. Si es éste el caso, entonces dicha funcién de probabi-
lidad es la funcién de médxima verosimilitud de # dado x y se escribe L(6| x). Podemos
por tanto escribir la féormula de Bayes como

P0] z) = cL(0| x) P(0).

Esto quiere decir que la férmula de Bayes nos asegura que la distribucion de probabi-
lidad de 8 conocidos los datos x es proporcional al producto de la distribucién de 6 a
priori y la funcién de verosimilitud de ¢ dado x:

distribucion a posteriori oc verosimilitud x distribucidn a priori.

La funcién de verosimilitud L(f| x) juega un importante papel en la férmula de
Bayes, pues es la funcién que determina cdmo los datos x modifican a . Puede ser,
por tanto, considerada como una representacién de la informacién sobre § obtenida a
partir de los datos observados.

La funcién de verosimilitud estd definida salvo constante multiplicativa. Esto es
coherente con el lugar que ocupa en la férmula de Bayes, ya que multiplicar la funcién
de verosimilitud por una constante arbitraria no afecta a la distribucion a posteriori de

6.



Capitulo 1. Conceptos previos 9

1.2.3. Naturaleza secuencial de la formula de Bayes

La férmula de Bayes resulta especialmente util porque traduce a formulacién ma-
tematica como los conocimientos previos de un suceso o experimento pueden combi-
narse con nuevos datos. La férmula permite, en efecto, actualizar de forma continuada
la informacion disponible acerca de los pardmetros conforme se van tomando observa-
ciones muestrales.

Supongamos que tenemos una muestra inicial de observaciones z;; entonces la
férmula de Bayes se escribe

P(0] z,) o< P(0)L(0] z,).

Supongamos ahora que disponemos de una segunda muestra de observaciones .,
independientes de la primera muestra. Entonces

P(O| zy,2,) o< P(O)L(0] z1)L(O] 25)
oc PO ;) L(0] x5).

En la expresion precedente, la distribucion a posteriori de ¢ dado x,, P(8| ),
hace de distribucién a priori de la segunda muestra. Es obvio que este proceso pue-
de repetirse tantas veces como se quiera. En particular, si tenemos n observaciones
independientes, la distribucion a posteriori puede ser recalculada con cada nueva ob-
servacion, por lo que en el paso m la verosimilitud asociada con las m observaciones
aparece combinada con la distribucién a posteriori de ¢ después de m — 1 observacio-
nes, dando como resultado la distribucion a posteriori siguiente:

mo1)L(0] z,,), m=2,...n

donde
P(0| zy) o< P(8)L(8] ;).

En consecuencia, la férmula de Bayes describe el proceso de aprendizaje a partir
de la experiencia, y muestra como el conocimiento del estado del mundo fisico re-
presentado por los pardmetros estd continuamente en cambio segun aparecen nuevos
datos.

1.3. Probabilidad subjetiva

Definicion Probabilidad subjetiva: Una probabilidad de que un evento ocurra es
un nimero entre cero y uno que cuantifica la opinidn particular (subjetiva) de una per-
sona acerca de cudn probable es que este evento ocurra (o haya ocurrido).



10 1.4. Procedimiento a seguir

Esta interpretacion de probabilidad no estd limitada a eventos que se repiten. Obser-
vemos que la interpretacion subjetiva era de “una”, no “la” probabilidad de un evento.
Por tanto, no sélo diferentes personas tendrdn diferentes probabilidades subjetivas de
un mismo suceso, sino que incluso la misma persona puede cambiar su probabilidad
subjetiva al tiempo que se obtiene mds informacién (es entonces cuando la férmula de
Bayes entra en juego).

Existe controversia acerca de qué papel puede tener un concepto como la proba-
bilidad subjetiva en la ciencia. Sin embargo, no deja de ser cierto que dos cientificos
pueden examinar los mismos datos y llegar a conclusiones diferentes de acuerdo a su
conocimiento previo de la materia en cuestion.

1.4. Procedimiento a seguir

Discutiremos brevemente el procedimiento a seguir a la hora de estudiar un pro-
blema mediante la Inferencia Bayesiana.

Hipoétesis y probabilidad a priori

Consideremos un problema sencillo:

m El suceso A ocurre

m El suceso A no ocurre

Enunciados de esta forma se conocen como hipdtesis: afirmaciones acerca de un
aspecto concreto del mundo real.

Antes de obtener datos concernientes a este caso particular, seria 16gico pensar que
la probabilidad del suceso A deberia ser similar a otros casos de la misma situacion
ocurridos con anterioridad a nuestro objeto de estudio. Para ello podemos tomar alea-
toriamente un nimero grande de dichas situaciones y comprobar en cuéntas se produjo
el suceso A. Haciendo esto estaremos asignando a nuestras dos hipétesis las probabi-
lidades a priori de que ocurran.

Datos

Recogemos los datos relacionados con el problema (ejemplos: temperatura, pre-
sién, edad, peso,...). ;Como afectan los datos al suceso A? Si disponemos de resul-
tados y experiencias anteriores, podemos estudiar la probabilidad de que ocurra A
dependiendo de los valores de los datos (probabilidad condicionada).
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Verosimilitud y probabilidad a posteriori

La formula de Bayes es una herramienta matematica que nos permite utilizar los
datos para actualizar las probabilidades de nuestro modelo de forma rigurosa y siste-
matica. La verosimilitud asociada a un modelo es la probabilidad de que sucedan los
datos observados bajo las hipdtesis del modelo. La formula de Bayes combina, como
ya hemos visto en un apartado anterior, la probabilidad a priori con la verosimilitud
para establecer la probabilidad a posteriori. Esta probabilidad sélo estéd disponible des-
pués de que los datos hayan sido observados.
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Capitulo 2

Herramientas de la Inferencia
Bayesiana

En este capitulo estudiaremos conceptos propios de la Inferencia Bayesiana que en
los capitulos posteriores nos sevirdn para adaptar distribuciones conocidas al caso ba-
yesiano. Primero veremos como estimar de forma puntual y cdmo obtener intervalos,
para después pasar a estudiar las distintas opciones disponibles al escoger la distribu-
cidn a priori, cada una de las cuales dard como resultado una distribucién a posteriori
diferente.

2.1. Estimacion bayesiana

2.1.1. Estimacion puntual

Desde el punto de vista Bayesiano, el cdlculo de un estimador # de un parimetro
6 estd basado en la distribucién a posteriori. Lo mds conveniene es estimar pardmetros
de localizacién, como la media o la moda.

= Esperanza: E(6| z) = [*_0f(0] z)do
= Moda: Mod(0| z) = argméx, f (0] x)
= Mediana: el valor a que satisfece:

Jo FOlz)do = 5y [ f(0lz)do = 3

Ahora bien, debemos preguntarnos cudl estimacion tomar en cada caso especifico.
Para responder a esto, definiremos la funcion de pérdida.

13



14 2.1. Estimacion bayesiana

Funcién de pérdida: La funcién de pérdida £(6,6) € R cuantifica el error obte-
nido a la hora de estimar el pardmetro ¢ con el estimador 6.

Si el estimador es igual al pardmetro, entonces a la funcién de pérdida se le asocia
el valor cero: £(6,6) = 0. Definamos ahora algunas funciones de pérdida usadas co-
munmente:

= Funcién de pérdida cuadratica: £(6,0) = (9 — )2
= Funcién de pérdida lineal: £(6,6) = |6 — 0|

0,510 — 0| < e

n donde € es un
1,si|0— 0] > ¢ st

= Funcién de pérdida cero-uno: £.(,0) = {
parametro fijado.

Ahora elegiremos un estimador puntual 0 tal que minimice el error a posteriori es-
perado con respecto a f(6| x). Este estimador se llama estimador de Bayes.

Definicion estimador de Bayes: Un estimador de Bayes de ¢ con respecto a la
funcién de pérdida £(6,0) minimiza el error esperado con respecto a la distribucién a
posteriori f(| z), es decir, minimiza

E[£0,0) z] = [7, £(6,0) (6] z)d6.

Se tienen los siguientes resultados:

Rest. 1: la media a posteriori es el estimador de Bayes con respecto a la funcién de
pérdida cuadratica.

Prueba: Hagamos la prueba para el caso absolutamente continuo. En este caso la
esperanza del error cuadratico es

E[£(0,0)| z] = [7 £(0,0) (6] z)d6 = [*7°(6 — 0)2£(0] z)db.
Derivando con respeto al estimador e igualando la derivada a 0 obtenemos:
2730 —60)f (0l 2)db = 0 <= 6 — [T 6f(6] 2)do = 0.
Y esto conduce a f = [*_60f (60| 2)df = E(0] z).

Rest. 2: 1a mediana a posteriori es el estimador de Bayes con respecto a la funcién
de pérdida lineal.

Prueba: De nuevo haremos la prueba para el caso particular en el que la variable
aleatoria es absolutamente continua. Escribimos el error linear esperado:
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E[£(0,6)| z] = fmf (0.0)£(0] 2)d0 = [~ 10— 01f (0] z)db
= fegg )f(0] 2)do + f9>é(9 —0)f(0] z)do

Calculamos la derivada con respecto al estimador usando la regla de Leibniz para in-
tegrales:

ZE(L0,0) 2] = 2 [7 (0= 0)F (0] 2)d0 + 5 [0 — 0)£(6] x)do
fJ‘ ﬂ|zde—wjx/@»ﬂ uﬂ@ o+w 9)(\@
F(O 2)d0 — (0= 0)f(0] z) - 1+ (00 — 0) f(o0] z) - 0
= 0 16l 2)do — [ (6] x)db

Igualando a cero tenemos que la solucién debe ser § = Med(6] z).

Rest. 3: 1a moda a posteriori es el estimador de Bayes con respecto a la funcién de
pérdida cero-uno, cuando € — 0.

Prueba: Estudiemos el caso absolutamente continuo. El error esperado de acuerdo
a la funcién de pérdida cero-uno es

E[£0,0) 2] = [T £. ée) (9|g)d6’

= [T 1Ol 2)d0 + [ F(0) 2)a0
—1- [y (ey@de

Se alcanzara el minimo cuando la integral alcanza el médximo. Para valores pequefios
de ¢ la integral es aproximadamente 2¢ f (0| x), que alcanza el maximo en la moda a
posteriori # =Mod(0| z).

2.1.2. Intervalos

Al igual que la estimacién puntual, la estimacion de intervalos en la inferencia
Bayesiana se obtiene a partir de la distribucién a posteriori. Para distinguirlos de los
intervalos de confianza, que tienen una interpretacion diferente, los llamaremos inter-
valos creibles.

Definicion intervalo creible: para un v € (0, 1) fijo, un + - 100 % intervalo creible
para v estd definido como intervalo de la forma (¢;, ¢, ) donde ¢;, t,, verifican

Jo £(0] 2)do = .

l



16 2.1. Estimacion bayesiana

La cantidad  es el nivel creible del intervalo creible ({;,t,,).

Esta definicién implica que la variable aleatoria 6|z estd contenida en un - 100 %
intervalo creible con probabilidad . La manera mas sencilla de construir intervalos
creibles es la de elegir ¢; como el cuantil (1 — ~)/2y t, como el cuantil (1 + v)/2 de
la distribucién a posteriori.

Definicion intervalos de Maxima Densidad de Probabilidad: Sea v € (0,1)
un nivel creible fijo. Un intervalo creible I = (¢;,t,) se llama intervalo de Maxima
Densidad de Probabilidad, intervalo M.D.P. (Highest Probability Density en inglés), si
verifica

f(0z) > f(0] z)
paratodo f € I ytodo§ & I.

Un intervalo M.D.P. contiene todos los valores del pardetro que tienen mayor den-
sidad de probabilidad a posteriori que aquellos valores del pardmetro no contenidos en
el intervalo. Bajo ciertas condiciones, la funcion de densidad a posteriori es igual para
los limites del intervalo M.D.P, es decir, f(t;| z) = f(t.] 2).

Existen contraejemplos en que esto dltimo no se cumple; por ejemplo, cuando la
distribucién a posteriori es exponencial. El limite menor ¢; de un intervalo M.D.P. a
cualquier nivel serd cero puesto que la densidad de una exponencial es mondtona de-
creciente.

Para espacios de pardmetros discretos O, la definicion de intervalo creible debe ser
modificada ya que no siempre serd posible encontrar un intervalo con el exacto nivel
creible v buscado. En consecuencia, un v - 100 % intervalo creible I = (¢;,t,) para el
parametro 6 estard definido como

> ocine fOl ) > .

Surge ahora la cuestion de si, al igual que en la estimacion puntual, los intervalos
creibles son Optimos con respecto a una cierta funciéon de pérdida. Por simplicidad,
asumiremos que el pardmetro § € © es un escalar con densidad a posteriori f (0| z).
Primero introducimos el concepto de region creible, una generalizacion del intervalo
creible. De forma similar puede ser definida una regiéon M.D.P.

Definicion Region creible: Un subconjunto C C O con

Jo f(0] z)df = ~.
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se llama - 100 % regidn creible para 6 con respecto a f(6| x). Si C es un intervalo
real, entonces C también se llama intervalo creible.

No existe una utnica -y - 100 % regi6n creible para cada ~ fijo. Es 16gico pensar que
la unicidad se obtiene al especificar una cierta funcién de pérdida £(C, ). La siguien-
te funcion de pérdida tiene en cuenta (para cada 7) la medida de Lebesgue |C| de la
region creible, de forma que regiones pequeias serdn preferibles. Ademas, la funcion
de pérdida también da resultado desfavorable en el caso de que el pardmetro real 6 no
esté contenido en la region creible. Restringiremos nuestra atencion a distribuciones a
posteriori continuas.

Proposicion: Sea f(6| z) la funcién de densidad a posteriori de 6 y sea, para cada
v € (0,1) fijo,

A={C|P(0 € Clz) =~}

el conjunto de todas las v - 100 % regiones creibles para §. Consideremos ahora la
funcién de pérdida

£(C,0)=1|C|—Ic(0) paraC € A,0 € O.
Entonces, C es éptimo con respecto a £(C, 6) si 'y s6lo si, paratodo 0; € C'y 0, & C,
f(O] z) = f(0:] z),

es decir, si y s6lo si C es una regiéon M.D.P.

Prueba: consideremos un conjunto C' € A con pérdida esperada
Jo £(C,0)f(0] 2)db = |C| = [ 1c(0)f (0] z)d6 = |C| - P(6 € C| z) = |C| = 7.

Para un 7 fijo, la 7100 % regién creible C con medida més pequeiia |C'| minimizara
por tanto la pérdida esperada. Sea ahora C' € A verificando f(0;| z) > f(02| z) para
todo )y € Cyb, € C,ysea D € A otro elemento de A. Tenemos que probar que
|C| < |D|. Sea AUB la uni6n disjunta de Ay B (AUB = AUBy AN B = Q).
Entonces:

C=0N6=CN(DUD* = (CnND)UC N D
y andlogamente D = (C'N D)JU(C*N D).

Queda por tanto probar que |C' N D¢| < |C° N D|. Como C es una regién M.D.P.,
se tiene que

supcenp f(0| ) < mfonpe (0] z),

y yaque C, D € A se obtiene
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PO eClz)=Pl e Dlz)="r.
Usando la precedente descomposiciéon de C y D, obtenemos también lo siguiente:

POeCnD|z)+POeCNDlz)=PecClz)
=PlOeD|z)=POeCnD|z)+ PO eC°ND|zx)

y en consecuencia
PleCnDz)=PHeC°ND|x).
En definitiva, obtenemos

infonpe f(0] 2) - |C N D < [y, f(6] 2)d6
= Joenp f(0] 2)d8 < supceqp f(O] z) - |C°N D] < infonpe f(0] z) - |C°N D.

Y por tanto, |C'N D¢| < |C°N D|y se tiene |C| < |D|. La prueba en la otra direccién

es similar.

2.2. Eleccion de la distribucion a priori

En la inferencia Bayesiana es fundamental elegir correctamente la distribucion a
priori, puesto que a través de ella expresamos matemdticamente las ideas previas res-
pecto al modelo. Por tanto, si se dispone de informacion sobre los datos o el modelo,
ésta debe usarse a la hora de construir la distribucion a priori. En ciertas situaciones,
sin embargo, la eleccion es algo delicada debido a la ausencia de informacién previa al
modelo. Por otra parte, a menudo es titil restringir el rango de distribuciones a priori a
una familia de uno o dos parametros.

2.2.1. Distribuciones a priori conjugadas

Una solucién pragmatica al problema de eleccion de la distribucidn a priori consis-
te en seleccionar un miembro de una familia de distribuciones tal que la distribucién a
posteriori pertenezca a la misma familia.

Definicion distribucion a priori conjugada: Sea L(#) = f(x| 6) una funcién de
verosimilitud basada en la observacion X = z. Una clase G de distribuciones se llama
conjugada con respecto a L(6) si la distribucion a posteriori f(6| ) estd en G para todo
z siempre que la distribucién a priori f(6) esté en G.

La familia § = {todas las distribuciones} es trivialmente conjugada con respecto
a cualquier funcion de verosimilitud. En la practica trataremos de encontrar conjuntos
9 mads pequeiios especificos para la verosimilitud L, ().
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Notemos que es suficiente estudiar si es conjugado un miembro X; de la mues-
tra aleatoria X;.,, En efecto, si la distribucion a priori es conjugada, la distribucién a
posteriori después de haber observado la primera observacion es, por definicion, del
mismo tipo y sirve como la nueva distribucién a priori para la préxima observacion.
La nueva distribucién a posteriori, incorporando ahora la segunda observacion, perte-
nece de nuevo a la clase de conjugacion. Este proceso de asimilacion de datos continda
secuencialmente y s6lo cambia el valor de los parametros de la distribucion.

2.2.2. Distribuciones a priori impropias

La distribucion a priori tiene influencia sobre la distribucion a posteriori. Si se desea
minimizar dicha influencia, entonces se puede especificar una distribucién a priori im-
precisa, por ejemplo una con varianza muy grande. En un caso limite, esto puede con-
ducir a una distribucién a priori impropia, con funcién de densidad cuya integral no es
igual a la unidad. Usando estas distribuciones siempre es necesario comprobar que al
menos la distribucién a posteriori es propia.

Definicion distribucion a priori impropia: Una distribucion a priori con funcién
de densidad f(#) > 0 se llama impropia si

Jo F(0)d0 =00 3-5cq f(0) = 00

para parametros continuos y discrretos, respectivamente.

2.2.3. Distribuciones a priori no informativas: Regla de Jeffreys

Las distribuciones a priori no informativas son ttiles cuando deseamos que la in-
ferencia no se vea afectada por informacidon que no provenga de los datos presentes.
Estas distribuciones son también apropiadas cuando tenemos muy poco conocimiento
previo en comparacién con la informacién contenida en los nuevos datos (en estos ca-
sos, es de esperar que la verosimilitud domine a la distribucion a priori).

Para establecer una distribucién a priori no informativa, la opcién mas obvia es
escoger una distribucién a priori localmente uniforme tal que fp(6) 1, en cuyo caso
la distribucion a posteriori es proporcional a la funcién de verosimilitud. Si el espacio
de pardmetros no estd acotado, corremos el riesgo de que la distribucién localmente
uniforme sea impropia.

Ahora bien, surgen problemas en este planteamiento. Supongamos que h(f) es
una transformacion inyectiva y diferenciable del pardmetro 6, que tiene distribucién a
priori localmente uniforme con densidad fy(¢) o 1. Usando un cambio de variables,
obtenemos la correspondiente distribucion a priori para ¢
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Fo(@) = fo{h™1(9)} - || o |29,

Este término no es necesariamente constante. En efecto, f;(¢) serd independiente de
¢ tGnicamente si h es lineal. Si & no lo es, la funcién de densidad a priori fz(¢) de-
pendera de 6 y no serd, por tanto, localmente uniforme. Aun asi, si hemos elegido una
parametrizacién en funcién de ¢ desde el comienzo, podemos también haber elegido
una distribucion a priori localmente uniforme f,(¢) o 1. Que no exista invarianza bajo
reparametrizacion es un inconveniente de este tipo de distribuciones a priori. Hagamos
notar que asumimos implicitamente que podemos aplicar el cambio de variables a fun-
ciones de densidad impropias de la misma manera que a las propias.

A pesar de todo lo dicho, existe un caso particular de eleccién de la distribucion a
priori que es invariante bajo reparametrizacion: se trata de la distribucion a priori de
Jeffreys.

Definicion distribucion a priori de Jeffreys: Sea X una variable aleatoria con fun-
cion de verosimilitud f(z| 6) donde 6 es un pardmetro escalar desconocido. Entonces
la distribucidn a priori de Jeffreys estd definida como

f(0) o</ J(0)

donde J(#) es la informacion de Fisher esperada de 6. La ecuacién enunciada también
se conoce como Regla de Jeffreys.

La distribucién de Jeffreys es proporcional a la raiz cuadrada de la informacién
de Fisher esperada, lo cual puede proporcionar una distribucién a priori impropia. A
primera vista resulta sorprendente que esta eleccion sea invariante bajo reparametriza-
cion, pero el siguiente resultado nos confirma que, en efecto, asi es.

Proposicion: Invarianza de la distribucion a priori de Jeffreys

La distribucion a priori de Jeffreys es invariante bajo parametrizaciones inyectivas
de 0: Si

fo(0) o</ Jy(0)

entonces la funcién de densidad ¢ = h(6) es

fo(®) o< \/Js()

Para demostrarlo, usaremos el cambio de variables y también el siguiente resultado:

Informacion de Fisher esperada de una transformacion



Capitulo 2. Herramientas de la Inferencia Bayesiana 21

Sea Jy(0) la informacién de Fisher esperada de un pardmetro escalar 6, y ¢ =
h(6) una transformacién inyectiva de 6. La informacién de Fisher esperada .J,(¢) de ¢
puede entonces calcularse como sigue:

Jo(¢) = Je(e){dh;—;(d’)}? = Jp(6) %}—2'

Con esto ya podemos probar el resultado de invarianza de la distribucién a priori
de Jeffreys.

Prueba: De f(0) o \/.J(6) se deduce, usando el cambio de variables y el resultado
precedente, que

Fol@) = fo(0) - | 22|
o /T 0) - |2 = ([ Ja(0) - {2222 = /T, (9)

y con esto queda probada la proposicion.

Si hubiésemos elegido la parametrizacién ¢ = h(6) desde el principio, al aplicar la
regla de Jeffreys habriamos obtenido la misma distribucién a priori: f;(¢) o< \/Js(¢).

2.3. Distribucion a posteriori predictiva

Consideremos una muestra aleatoria X7.,, de una distribucién con funcién de den-
sidad f(z| ). Queremos predecir una observacion (independiente) que se produzca en
el futuro, Y = X,, 41 de f(z| ). La distribucion a posteriori predictiva de Y'|z1.,, que
puede calcularse facilmente usando leyes de probabilidad, es la siguiente:

J 0l @sn) = [ 1y, 0l00.2)d0 = [ F(y] 6,0) (0] 1.0)dB
= [ £l 6) (0] 1.0)de.

Observemos que la dltima linea se deduce de la hipétesis de independencia condi-
cional de Y y Xj.,, dado 6. Por tanto, para calcular f(y| z1.,), basta con integrar el
producto de la verosimilitud f(y| #) y la funcién de densidad a posteriori f(6| x1.,)
con respecto de 6. El resultado f(y| x1.,) se llama distibucién a posteriori predictiva,
en contraposicion a la distribucion a priori predictiva:

fly) = [ f(yl0)f(0)do.
donde f(y| z1.,) se ha sustituido por la densidad a priori f(#).
Conviene sefialar que la distribucién a posteriori predictiva f(y| x1.,) no es igual a

la distribucién f(y| 6). De hecho, f(y| ) se obtiene al sustituir la distribucién a pos-
teriori f(y| 1.,) por una medida puntual en #, normalmente el estimador de maxima
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verosimilitud, en la expresion para la distribucién predictiva. Por su parte, la prediccion
Bayesiana automdticamente incorpora la falta de certeza en la estimacion del pardme-
tro.

Calculo de la distribucion a posteriori predictiva

Ya que la distribucion a priori predictiva es sencillamente el denominador en el
teorema de Bayes, puede calcularse si se conocen la verosimilitud y las distribuciones
a priori y a posteriori:

_ fWl 0)£(0)
1Y) = “rary
lo cual estd bien definido para todo #. Una férmula similar también estard entonces
bien definida para la distribucion a posteriori predictiva:

f(y‘ &) — Fll z,0)f00) z) _ f(y| 6)f(0] x)

10l z,y) ) z,y)

donde la dltima igualdad es consecuencia de la independencia condicionada de X'y Y.

Si f(0) es conjugada con respecto a f(z| #), entonces f(0| z) y f(0| z,y) pertene-
cen a la misma familia de distribuciones, y la distribucion a posteriori predictiva puede
obtenerse sin integrar explicitamente.



Capitulo 3

Inferencia bayesiana sobre una
proporcion

En este capitulo se estudiardan métodos Bayesianos para inferir sobre el valor des-
conocido p de una distribucién Bernoulli asumiendo conocida la distribucion a priori
de p y habiendo observado datos de un proceso que siga esta distribucion.

3.1. Calculo de la distribucion a posteriori

Verermos ahora distintos modos de establecer la distribucién a priori, tanto para
caso continuo como para discreto, y obtendremos como consecuencia distribuciones a
posteriori diferentes en cada caso.

3.1.1. Distribucion a priori discreta para p

Enunciamos de nuevo la féormula de Bayes para m valores de una distribucion
Bernoulli de pardmetro p. Si la probabilidad a priori de que la distribuciéon tome el
valor p; es P(p = p;), donde ¢ = 1,2,...,m y se han observado unos datos D, la
férmula de Bayes queda como sigue:

P(p = pi| D) = #PEe 2 = (555 P(p = pi) L(pi| D)

donde ﬁ no depende de p; podemos por tanto llamarlo & y tenemos:
P(p = pil D) = kP(p = pi) L(pi| D)
y por proporcionalidad, deducimos, como hicimos en el capitulo anterior, que
a posteriori oc verosimilitud x distribucion a priori.

23
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Funcion verosimilitud de la distribucion Bernoulli

Si se observan n experimentos Bernoulli (distribucion binomial), los datos obser-
vados pueden verse como una secuencia de éxitos y fracasos en un orden especifico.
Si hay r éxitos y n — r fracasos, entonces

L(pi| D) = piq;"™"
Si el orden exacto de éxitos y fracasos no queda registrado en los datos entonces
L(pi| D) = (7)pia; ™

aunque esta verosimilitud es equivalente a la anterior puesto que (:f) no depende de p.
Caso distribucion uniforme

Un caso importante es aquél en que la distribucién a priori de p es discreta y uni-
forme. Usando el resultado de proporcionalidad expuesto mds arriba, tenemos lo si-
guiente:

a posteriori oc verosimilitud

donde las probabilidades uniformes a priori han sido englobadas por la constante de
proporcionalidad. Para obtener la igualdad basta encontrar una constante normalizado-
ra para la verosimilitud.

3.1.2. Distribucion a priori continua para p

En la seccién anterior, los valores del pardmetro p de la distribucién Bernoulli es-
taban restringidos a un conjunto finito de valores; de esta forma se dedujo la relacién
de proporcionalidad entre distribucion a priori y a posteriori.

Esta idea se puede extender para el caso mas general en el que p puede tomar cual-
quier valor entre 0 y 1. Dado que el intervalo entre O y 1 es continuo, es necesario
considerar funciones de densidad para el valor desconocido de p, tanto para la distri-
bucidn a priori como para la distribucién a posteriori.

3.1.2.1. Distribucion continua a priori para p

Sea p, un valor fijo de p y sea dp la longitud de un intervalo pequefio contenido en
los valores de p. Consideremos también un valor 7 que denote el nimero de éxitos en
n experimentos Bernoulli. Para la funcién de densidad a priori f(p) se tiene:

fp)dp~ P(p. — 2 <p<p.+2)
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Es decir, f(p.)dp es la probabilidad a priori aproximada de que p tome un valor conte-
nido en el intervalo de centro p, y longitud 2 * dp.

Por la férmula de Bayes tenemos:

P(p.— 2 <p<p.+9L)L(p.| rn)

P(p*—%<ﬁ<p*+%’7")% P(rn)

Si dejamos que P(r|n) sea parte de la constante de proporcionalidad, tenemos, de
manera aproximada, lo siguiente:

Plp, — 2 <p<p.+2[r) < Plp. — 2 <p<p.+ L) L(psr,n).
El miembro izquierdo de la ecuacion es aproximadamente la probabilidad a posteriori

f(ps|r,n)dp

por tanto se obtiene:

~ J(px)dpL(p«| r,n)
f(ps| r,n)dp ~ T P@n) :

Cuando dp tiende a cero, esta aproximacion tiende a la igualdad y se pueden can-
celar los dp a ambos lados para obtener la fémula de Bayes para el caso continuo:

«)L(ps«|r,n
f(p<| mym) = e ])3(7§|pn)| L,

y usando proporcionalidad

f(pel i) oc f(pa) Lpe| 7,m).

3.1.2.2. Distribucion continua uniforme para p

Al igual que en el caso discreto, cobra importancia el caso uniforme para la distri-
bucidén continua a priori de p.

Distribucién a priori uniforme para p quiere decir que la funcién de densidad de
probabilidad f(p) es constante para todo p, por tanto debe ser un rectdngulo con base
en el intervalo del cero al uno; ademés, como debe tener drea igual a uno, el rectdngulo
debe ser un cuadrado, y f(p) debe ser igual a uno para todos los valores de p entre cero
y uno.

Usando la ecuacion de proporcionalidad del apartado anterior tenemos, dado r,:

f(p|r,n) <1 x L(p| r,n).

Cuando estudiamos antes el caso uniforme para distribucién discreta a priori, vi-
mos que la funcién de verosimilitud era una funcién discreta en un conjunto discreto
de valores de p, y en un p particular tomaba un valor proporcional a p"¢"~". La verosi-
militud es ahora la misma salvo por ser esta vez una funcion continua definida en todo
el intervalo de cero a uno:



26 3.1. Calculo de la distribucion a posteriori

L(p|r,n) < p"(1—p)" ", 0 <p< 1.
En consecuencia la funcién de densidad a posteriori de (p| 7, n) es:

f(plr,n) =kp" (1 —p)""

donde k es una constante tal que el drea bajo f(p| r,n) es uno, es decir, buscamos un
k tal que

1 T n—r
o expresado de otro modo

fo )"rdp = 1/ k.

Funcion beta

La integral anterior es un caso concreto de una integral de gran importancia en las
matematicas: la funcién beta. Esta funcién, que dard lugar mas adelante a la distribu-
cion beta, estd definida de la siguiente manera:

fo @Y1 —p)*~tdp, a >0, b > 0.

Supongamos ahora que en esta expresion sutituimos a por r + 1y bporn —r++1
(ambos son mayores que cero) dando como resultado

fo p)* "dp=B(r+1,n—r+1)
o de manera equivalente

f() B(r+17»}z_r+1)pr(1 - p)n_rdp =1.

Observando las ecuaciones, se concluye que el valor que buscabamos para la k£ no
1
€s otro que m
Esto nos lleva a que la funcién de densidad de probabilidad a posteriori para p
dados r y n, siendo uniforme la distribucion a priori, es la siguiente:

flrn) = gommmmp (L —p)"

Esta funcion es efectivamente funcion de densidad ya que su integral es uno.

La funcién que se ha definido suele llamarse funcién de densidad de probabilidad
beta por su relacién con la funcién beta.

Dos importantes parametros de la distribucién B(a, b):

= Media: E(p| a,b) = 5.

b

= Varianza: V (p| a,b) = ﬁbﬁ
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3.1.3. Distribucion Beta a priori

Supongamos que resulta inconveniente considerar una distribucién uniforme a prio-
ri para nuestra Bernoulli de pardmetro p (el tamafio de la muestra es relativamente pe-
queiio, sabemos algo sobre p debido a experimentos anteriores, etc).

Podemos seguir utilizando la formula de Bayes si encontramos una apropiada fun-
cién de distribucién a priori para p que pertenezca a la familia beta, es decir, una
funcion de distribucion a priori para p de la forma

fa(pla,b) ocp™ (1 —p)*~*
para ciertos a y b no negativos. De la expresion
a posteriori oc verosimilitud x distribucion a priori
tenemos
a posteriori o verosimilitud x p®~1(1 — p)°~L.

Para una muestra de n experimentos Bernoulli con r éxitos, la verosimilitud es,
como antes,

L(p| r,n) ocp"(1 = p)"".
Agrupando con la expresién anterior obtenemos
a posteriori o p"(1 — p)" " x p®~ (1 — p)’~L.

Y utilizando que p®~'p" = p*T Ly (1 —p)P~1(1 —p)» " = (1 — p)"t" "+ llegamos
a

a posteriori oc p*T" (1 — p)btn-r-t

que es proporcional a una distribucion beta B(a+ 1, b+mn —r). Para obtener la igualdad
en esta expresion, basta multiplicar el miembro a la derecha por la constante normaliza-

. P T'(a+b+n) © s 1
dora apropiada, que en este €aso Serd w0 @ETtn=r) al tratarse de una distribucion beta.

atr __ _a+r
a+r+b+n—r = at+b+n”

Observemos que la media a posteriori es

Ya que la distribucion a priori para p y la distribucién a posteriori pertenecen a la
misma familia paramétrica, se deduce que la distribucion beta es conjugada para la
verosimilitud de una distribucién binomial.
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3.2. Regla de Jeffreys

Obtendremos la distribucion a priori de Jeffreys para la verosimilitud de la distri-
bucién binomial. Empezaremos escribiendo la log verosimilitud:

log(L(p| r,n)) = rlog(p) + (n — r)log(1 — p) + constante.

La segunda derivada de la log verosimilitud es

dlog(L(p| n)) n—r

op? o (A-p*

Tomar esperanza con respecto a 7 es sencillo porque aparece linealmente. Podemos
por tanto sustituir £ (r| p) por r. Si  ~ Binomial(n,p), entonces E(r| p) = np, y
tenemos la siguiente expresion para la informacion de Fisher esperada:

— p[@%og(L(pl )y _
J(p| 7“) - E[ Op? ] - p(ln_p).

Tomando raiz cuadrada y quiitando la constante n, obtenemos:

fp)xp2(1—p)~z, 0<p< 1.

Esta funcion de densidad se corresponde con la de una distribucion beta B(%, %)

Por tanto, en el caso de la verosimilitud de una binomial, la distribucién a priori de
Jeffreys es miembro de la familia conjugada.

3.3. Distribucion predictiva

Utilizaremos las formulas dadas en el capitulo anterior para obtener la distribucién
predictiva (a posteriori) para una proporcion. Dado n y la distribucion a priori para p,
tenemos las siguientes distribuciones prdictivas para (7| n):

Distribucion a priori discreta para p

P(r=r)=>,PB(r|np)PH=p), r=0,1,...,n

Distribucion a priori continua para p

P(F=1) = [i Py(r| n,pi) f(p)dp, 7 =0,1,..,n

Distribucion a priori beta B(a, b) para p

P(f = T) = fol Pb(r| nvp’L)?fﬁ(p’ a, b)dp7 r= O’ 17 SRRL

Esta distribucion discreta para 7, que depende de n, a, b, se llama beta-binomial. Escri-
bamos su media y varianza:

= E(F|n,a,b) =n G

] V(ﬂ n,a,b) :n(n—I—a—l—b)(m)
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3.4. Contraste de hipotesis

En este apartado veremos cémo podemos estudiar, para el caso de la distribucién
Bernoulli, un contraste de hipétesis desde el punto de vista de la inferencia bayesiana.

Contraste para una Bernoulli de parametro p

Consideremos el siguiente contraste:

Hy:p <po
Hi :p>po

Si suponemos que se han realizado n experimentos y se han observado r éxitos, el
p-valor, en un sentido clasico, es:

P(f 2 T| nva)'

Podemos emplear, suponiendo una distribucién a priori uniforme (beta con para-
metros a = b = 1), una distribucién beta como distribucion a posteriori para p, cuyos
parametros son a’ = r + 1y b’ = n — r 4+ 1. Podemos entonces calcular

P(H, cierta| datos muestrales) = Pg(p < pol ' =r+ 1,0/ =n —r+1).

Cuando los pardmetros a’ y b’ de la beta son enteros, la funcién de probabilidad de
la binomial y la beta se relacionan de la siguiente manera:

Psp<polr+1,n—r—1))=B(F>r+1n+1, pp).

Para n suficientemente grande y py, no demasiado préximo a cero o uno, se tiene
que Py,(7 > r| n, po) no difiere apenas de Py(7 > r + 1| n+ 1, pg), y por tanto el
p-valor es similar a la distribucidn a posteriori para p < py.
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Capitulo 4

Distribucion de Poisson

En este capitulo estudiaremos métodos Bayesianos para inferir sobre el valor des-
conocido del parametro ) de una distribucién de Poisson. Supondremos conocimiento
a priori sobre el pardmetro y datos obtenidos mediante un proceso que sigua una dis-
tribuciéon de Poisson. También veremos cémo hacer predicciones acerca de futuras
observaciones.

4.1. Funcion de verosimilitud

Sean ¢; una sucesion de variables independientes idénticamente distribuidas segun
una exponencial de pardmetro \.

Podemos observar un proceso Poisson por 7T veces y considerar los ¢; en que se
obtiene el suceso considerado de éxito; pero igualmente vélido es observar el proceso
hasta que ocurran r éxitos, considerando los ¢; en que sucede y parando cuando se
obtengan r éxitos. Fijando 7" y observando ?4, ..., ¢, se tiene una muestra de Poisson,
mientras que fijando 7 y considerando los ¢4, ...,¢, se tiene lo que se conoce como
muestra de distribucion de Poisson inversa. En ambos casos, los dato a tener en cuenta
son el conjunto de ¢; en los que ocurre el éxito.

Calcularemos primero la verosimilitud de la distribucion Poisson inversa.
Verosimilitud de la distribucién Poisson inversa
Buscamos la probabilidad conjunta de observar sucesos en t4, ..., t, cuando obser-

vamos un processon Poisson de pardmetro A desde el instante O hasta el instante ¢,,, en
el que se produce el r-€simo suceso:

Lty oo ty) = f(t1, oot A1),

Por otra parte, si denotamos
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tll == tl, tlz = t2 - tl, té = t3 - t2,..., t;n == tr —trfl,

entonces las variables aleatorias ¢/, ..., t,. son independientes y estdn distribuidas segtin
una exponencial de pardmetro \. Por tanto, ya que

fltr, ot Ay ) = f(E, o L] A7)

y los ¢ son independientes, tenemos:

FE Ll Ar) = FIE]A) X oo X F(E] N).

. VY
Puesto que cada una de estas densidades es de la forma Ae~**%, su producto es como
sigue:

/

e M x x e M = e Ak,

Y es trivial que Y ¢} = t,.

En conclusién, tenemos:
LAty ty) = f(t1, oyt A) = ATe™

La verosimilitud depende sélo de ¢,; deducimos por tanto que el estadistico ¢, es
suficiente.

Verosimilitud de la distribucion de Poisson

Para una muestra de Poisson, con T fijo, la verosimilitud de A dados los datos
t1,...,t. y T" es una modificacién de la verosimilitud obtenida para el caso de la dis-
tribucion Poisson inversa. Ahora debemos establecer la verosimilitud de forma que no
ocurran mas sucesos desde ¢, hasta 7'. La probabilidad de cero sucesos entre ¢, y 1" es
la probabilidad de observar cero sucesos en un intervalo de tiempo de longitud (7'—t,.):

Tty —t,))0
Po(F = 0] A (T = 1)) = S = X0

Multiplicando la verosimilitud de la distribucién inversa por esta probabilidad ob-
tenemos la verosimilitud para el caso de la distribucion de Poisson:

L()\| tl, "‘7tT7T> = )\Te_At'r X e—/\(T—tT)
— N AMEAT—tr) — \rp=AT

El estadistico suficiente es ahora r: basta conocer r para deducir la verosimilitud.

4.2. Calculo de la distribucion a posteriori

En este apartado estudiaremos como obtener la distribucion a posteriori de una
distribucién de Poisson, partiendo de una distribucion a priori no informativa y también
estudiando el caso conjugado.
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4.2.1. Distribucion a priori no informativa
La verosimilitud de la distribucion de Poisson es de la forma
L ty, ..., t,) oc Xre T,
Por tanto la log-verosimilitud es:
log(L(A| t1,...,t.)) = constante + rlog A — AT

Ahora deduciremos la expresion de una distribucion a priori no informativa me-
diante la regla de Jeffreys. Primero calculamos derivadas sucesivas respecto al para-
metro A:

Olog(LA| t1,-tr)) _ v Plog(LA| t1,etr)) _ —r
)

oA D) N2

Notemos que = > t;, luego r/T = t. Para ¢ distinto de cero, el estimador de
maxima verosimilitud de A es A = ¢, y tenemos

3 92log(L(A| t1,...tr
J(\) = (_% 9( (8\/\;1 t ))>;\ _

Sl

La regla de Jeffreys nos dice entonces que la distribucién a priori no informativa

para \ es
FON) o< 4/ J(A) oc X712,

Como consecuencia, la funcién de densidad a posteriori cumple la siguiente rela-
cién de proporcionalidad:

FO 1, ty) o Armze T
e integrando se obtiene la constante normalizadora, que es la siguiente:

constante = T~0+3)[D(r + 1)~

4.2.2. Distribucion Gamma a priori para Poisson A

De manera similar a la distribucion Beta a priori para una Bernoulli, estudiamos
ahora el caso conjugado para la distribucién de Poisson.

La familia paramétrica que estudiaremos es la conocida como familia Gamma de
distribuciones, llamada asi por su relacion con la funcién Gamma, definida como sigue:

[(a) = [ 29~ e *da.

Por su parte, la funcién de densidad de probabilidad que usaremos es de la siguiente
forma:
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o po—le—z/b
fz) = g
La familia Gamma depende de los pardmetros a y by, al ser funciéon de densidad,
su integral en todo el intervalo real es uno, o expresado de otro modo:

[T ao e dz = T'(a)be.

Vemos ahora la relacién de esta funcion de densidad con la funcién Gamma (para
b = 1 es, de hecho, la misma expresion integral). Para adaptar estas consideraciones
a la distribucién de Poisson, reemplazamos la x por A, y los pardmetros a y b por r/
y 1/T" respectivamente. Obtenemos, como consecuencia, la densidad a priori para el
pardmetro A de una distribucién de Poisson:
N[ gy . A lem AT
f’y()" r >T) - F(T/)(I/TI)T/
para A>0 y ', T" > 0. Como eventualmente estudiaremos relaciones de proporcio-
nalidad, las constante pueden obviarse hasta calcular las constante normalizadora de la
distribucién a posteriori.

Los valores 7" y T” de la distribucién a priori no tienen por qué ser iguales a los de
la funcién de verosimilitud, de aqui que estén distinguidos con la prima. Escribamos
la media y la varianza de la distribucion Gamma con respecto a los pardmetros de una
Poisson.

= Media: E(\| 7/, T") = 2.

/

= Varianza V(| 7/, T") = 773

Para finalizar, apliquemos el teorema de Bayes y obtengamos la distribucién a pos-
teriori para el pardmetro de la distribucion de Poisson. Por una parte, la distribucion a
priori es proporcional a

/N\T’flefS\T’

y por otra, la verosimilitud de ) dados los datos (resumidos en los valores 7 yT)es
proporcional a

5\7”6—5\T
En consecuencia, la distribucidn a posteriori es proporcional a
N Gl g Y
27 16 AT x \e )\T.

Definimos ahora " = ' +ry T"” = T' + T y obtenemos la siguiente expresion
para la distribucién a posteriori:

-1 - AT
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Esta expresion se corresponde con una funcion de densidad Gamma de parametros
r” y T". La constante normalizadora se deduce de la expresion para la funcién de den-
sidad Gamma que se dio anteriormente, y por tanto la densidad a posteriori (conjugada)
que buscamos es

f(j\’ T‘”,T”) D

- Fr”(l/T”)T" .

4.3. Distribucion predictiva

Para \ desconocido, las predicciones acerca de (7| T', distribucén a priori) vienen
expresadas por la distribucién predictiva.

Distribucion a priori discreta para A
P(r| T, dist. a priort) =Y, Pp,(r| NT)P(X\;), r =0,1, ...
Distribucién a priori continua para \
P(r| T, dist. a priori) = [ P (r| AT) f(N)dA, r = 0,1, ...
Distribucién a priori Gamma (1, T") para \

P(r| T, T") = [7° Ppy(r| XT) £, (A 7/, T")dA, 7 = 0,1, ...

que corresponde a la funcién de distribucion de probabilidad de una Gamma-Poisson.
Escribamos su media y varianza:

o E(F| T, 7", T = (&)T

7
= V(| T\, T) = () T(T7)

4.4. Contraste de hipotesis

Consideremos un test de hipotesis del tipo

H()I)\S)\O
Hll)\>)\0

donde se observan r sucesos en 7' experimentos. El p-valor en sentido cldsico es
Ppo(f > T" )\0 X T)

En el andlisis Bayesiano, con una distribucion a priori no informativa, se tiene a
posteriori para A una distribucion Gamma con pardmetros 7’ = r + 1y T” = T. Se
calcula lo siguiente:
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P(H, cierta| datos) = P,Y(S\ <Xl =r+1,T"=1T).

Cuando los parametros de la gamma 7’ y 7" son enteros, la distribucién Gamma y
la distribucién de Poisson son equivalentes, en el sentido siguiente:

PA< | 1" =74+ 1,T" =T) = P, (7 >1"| Ao x T").
Y para \g x T grande, se tiene que
Pp,(F>71| X xT)
no es muy diferente a
Pp,(F>1"=r+1] Ao xT)

y el p-valor clésico es en gran medida similar a la probabilidad a posteriori de que
A

p_
A
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Distribucion normal

5.1. Funcién de verosimilitud para (u, o?)

Sean 1, o, ..., x, una muestra de n observaciones (independientes) de un proceso
que sigue una distribucién normal, es decir, cada z; es un valor observado de z; que se
distribuye segtin una normal N(, o) con funcién de densidad como sigue:

(il p,0?) = Jmema (57

Ya hemos visto que la funcién de la verosimilitud es de la férma
L(par'ametros| datos) = f(datos| par'ametros).
Ahora tenemos dos pardmetros, por lo que la verosimilitud queda
L(p, 0%|z1, o,y ooy ) = f(21, T2, .oy Tn|n, 1, 02)
donde f denota la funcién de densidad conjunta. Como los z; son independientes,
floy,ma, oy wnl p,0%) = fv(@i| p,0%) X (@] p,0%) X oo X fv(@n] 1, 0?).

Reemplazando cada funcién de densidad por su expresion llegamos a

1 _l(zl_"‘)2 5
2
o 27r6 7 a\/27r6

Agrupando términos tenemos

Lp, 02| 21, @9, ..., ) = (0V/27m) e (20)@1—m o=+t (on—p)?],

1 _%(I2—H

1/zn—
) %X —3 ()7

o

Ly, 0% o1, 29, ..., 2,) = U\}ﬂe

O de manera equivalente:
Lp, 02| 21, &9, ..., ) = (0/2m) e~ (/2075 (zi=p)?

Podemos simplificar esta expresion sustrayendo (v/27)~" y cambiando el igual por
una relacién de proporcionalidad:

37
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Lp, 02| 21, @9, ..y ) o (o) x e~ (1/20%)5 (@imp)?

Los dos términos que quedan no pueden quitarse porque dependen de los pardmetros.

Ahora haremos algunas transformaciones en lo obtenido para llegar a una expre-
sién que serd de utilidad mas adelante. Sea * 1la media muestral de las observaciones
x1,To, ..., T,. Consideremos el término

> (@i — p)?
que podemos escribir como
S - 247 - )

Desarrollando obtenemos

S (@i — T+ 7 — ) = S (s — 7) + (7 — p))? =
St — )+ 23 (i — 2)(T — p) + 21 (@ — p)?.

Estudiemos los tres término separadamente:

= El primer término estd relacionado con la varianza muestral, denotada s? y defi-
nida como

§2 — Z?(wi—f)é.

Por tanto

= Para el segundo término tenemos

23 (s — 2)(& — 1) = 2(z — ) X0 (s — ).
Pero ' (z; — ) = 0, luego el segundo término se anula.

= En cuanto al tercero, se observa que el sumando es igual para todo n, luego

Uniendo estos resultados e implementdndolos en la funcién de verosimilitud se
obtiene:

L(p, 02| @1, 2o, ..., x) o (o) e~ (1/207) s> tn(@—p)?]
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Lo que conduce a la expresion para la verosimilitud:
2 2 )2 2
L(p, 02| 21, 29, ..., 1) o (o) "e /207 x emnnm) /207,

Obsevacion: antes de proseguir con nuestro estudio de la distribucién Normal, con-
viene aclarar cierto detalle que estara presente a lo largo del capitulo.

Dependiendo de lo que resulte mas convenente para los calculos, a veces maneja-
remos expresiones en funcion de la varianza, o2, y en otras ocasiones en funcion de
la desviacion estandar, o. Ahora bien, es muy sencillo pasar de tener una expresion en
funcion de la primera a tenerla en funcién de la segunda, y viceversa.

Pongamos como ejemplo que tenemos la funcién de densidad a priori para o, pero
nos interesa tener dicha densidad en funcién de 0. Consideremos el siguiente cambio
de variable:

h:ow o?
cuya funcidn inversa es

h=1: 0% Vo2

Si ahora calculamos el Jacobiano de !

J(h™) = %] = 55

do?

tenemos que la distribucién a priori de o no es mds que

flo?) = fo)J(h™) = f(o) 5.

5.2. Regla de Jeffreys

Aplicaremos ahora la regla de Jeffreys para obtener distribuciones a piori no infor-
mativas para una normal de pardmetros y1 y 0. Primero, escribamos lo siguiente:
fa] p,0?) oc o™ h(3E)
donde = no depende de los pardmetros y h tiene ciertas condiciones de regularidad.

Supongamos también que tenemos una muestra de n observaciones 1, ..., x, de la
distribucion.
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5.2.1. Caso [i: desconocido y o conocido

La verosimilitud es

L(jil o, 2) o< TTLy h(%5E).

Ahora tenemos

Olog f(z| o) __ 1 hl (T
— or  — oh(a) donde Yy = (TM)

Y ahora calculamos la informacién de Fisher esperada:

~ Olog f(z| pi,o h!
J(R) = By p[=5 fé,;' L)) — U—laEy[m]z

donde la esperanza en el dltimo término se toma sobre la distribucién f(y) = h(y).
Ya que la expresion para la esperanza no incluye a fi y o2 es conocido, concluimos
que J(f1) = constante. Esto conduce a tomar a fi localmente uniforme a priori:
f(i| o) o< J(1)'/? = constante
y en consecuencia la correspondiente distribucion a posteriori para /i €s
F(@l o, x) oc TTZ, A(R2E), =00 < fi < oo

Nota: conviene sefnalar que la distribucién a priori obtenida para la media es im-
propia, pues la integral de su funcién de densidad, | fooo constantedji, no es finita.

5.2.2. Caso j conocido, o desconocido

La verosimilitud es ahora:

L(5] o) oc o Ty h(ES2).

Ya que

Blog fl 18) — 111 ¢ %], donde y = (£).

se deduce que

J(6) = HE[1+ &5 o< L.
En consecuencia, la regla de Jeffreys nos lleva a la distribucién a priori siguiente:
f(6] ) < 6 f(log &) o constante.

y por tanto la correspondiente distribucion a posteriori para ¢ es

(6] pyz) oc o™ VTR R(%2E), o > 0.

De nuevo se ha obtenido una distribucion a priori impropia (pues la integral de 1/&
no es finita).
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5.3. Calculo de la distribucion a posteriori

5.3.1. Caso /i desconocido y o2 conocido

Sean xy, T, ..., T,, una muestra de n observaciones de una normal N (fi, 0%).Asumimos
ahora que la varianza o es conocida. Haremos inferencia sobre la media desconocida

L.

5.3.1.1. Distribucion a priori no informativa

En cuanto a la funcién de verosimilitud, todos los factores, salvo aquellos que
dependen de /i, pueden ser absorbidos por la constante de proporcionalidad; por tanto,
la funcién de verosimilitud se reduce a

L(fi| n, &, 0%) oc e~ "(@-2)*/20,

Los z1, 9, ..., x, han sido sustituidos por n y & ya que estos dos ultimos términos
bastan para determinar la verosimilitud.

Como distribucién a priori no informativa para £ usaremos la obtenida mediante la
regla de Jeffreys, es decir:

faf o) oce.
La distribucion a posteriori para /i verifica:
f(@l 2) oc f(E) LAl 7) oc f(R)f (] 1, o),

donde f(j1) es la distribucion a priori.

Por tanto tenemos:

f(iiln, 7, 02) o e~ A=2)*/20%

La constante normalizadora que hace que la integral del miembro a la derecha sea
uno es

1= fjo e*n(ﬂf:i)Q/%Qdﬁ — (M)m

oo n
y, en consecuencia, la funcion de densidad a posteriori es
Sl 7 ~2) — (2m02\—1/2 ,—n(i—T)? /202 y
f(M|n,$,U)—(T) 2l x)/a7—00<ﬂ<00-

Concluimos que la distribucion que sigue ji (a posteriori y de manera aproximada)
es una normal N (7, 0?/n).
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5.3.1.2. Distribucion a priori conjugada para /i

Buscamos una funcién de densidad en la que la variable aleatoria aparezca de la
misma forma que en la funcién de verosimilitud para ji. Se observa trivialmente que
(z — 1)? = (1 — 7)% combinando esto con la expresién para la verosimilitud, de-
ducimos que una distribucién a priori conjugada para /i viene dada por la funcién de

densidad de la normal (cuando o2 es conocido).

Supondremos lo siguiente:
= &~ N %)
LRy N(MU’ 0(2))

Sera a partir de ahora més conveniente expresar la funcién de densidad en términos
de la media y la precision en lugar de la media y la varianza. La precision es la inversa
de la varianza; a mayor varianza, menor precision tiene la distribucion a tratar. Usando
esta indicacion tenemos:

- ijN(ﬁaT%)
- [IJNN(“Um—_lg)
donde 72 = 1/0%y 78 = 1/0?.

Aplicamos ahora el teorema de Bayes para obtener la distribucion a posteriori:
~ _ 2/~  =\2 20~ 12\2
(i n,2) = S erp(— "= G0) Aeap(— ST
. exp(_mQ(ﬂ*iV _ Tg(ﬂ*u%)z)
2
(nr2+7) a2 +2p(nT22+72 o) )

2

- ~ n‘r2i+‘r2p

B (”7'24‘7'3)(#2—2#(M27+%)0)

- €CL’p(— 2 )

(nr2472) (-
2

x exp(—

n7'296+7'gu0 )2
(n7'2+7'g) )

x exp(—

7LT2(E+T02 no 1 )

Y esto corresponde a una funcién de densidad de una normal N(=——%2, ——
(n72+475) 7 nr2475

5.3.2. Caso 1 conocido y 52 desconocido
5.3.2.1. Distribucion a priori no informativa

Como p es conocido, los factores que dependan de este pardmetro en la funcién
de verosimilitud pueden ser absorbidos por la constante de proporcionalidad, y obte-
nemos:
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~—n

L(G|n,z, i) < 6~
Usamos la distribucién a priori de Jeffreys como distribucién a priori no informa-
tiva para o:

73] i) o= o1,

Usando esta distribucion a priori llegamos a la siguiente distribucion a posteriori
para o:

7L32
(@l n i, z) oc 5= el a0,

Por otra parte, la distribucién a posteriori de 62 debe ser
- ~ ~ v ~ ~—n ’VLSQ
f(il z) o f(62)L(67] T) o< f(62)6 " exp(—552)-
donde f(5?) es la distribuci6n a priori de 2.
Considereremos el siguiente resultado:

Lema: Sea t suficiente para /i, con distribucién conjunta f(¢| /). Entonces:
L(p| 7) oc Ly (p] t) donde Ly(f| t) oc f(E] ).

Por otra parte, ya que L(5?| T) involucra sdlo al estadistico s%, que es suficiente
para 62, podemos emplear el lema con el objetivo de deducir la expresién de la dis-
tribucién a posteriori para & a través de la distribucién de s2. Observemos que si los
sumandos de 7 siguen una distribucién Normal con media cero y varianza 52, enton-
ces la distribucion de s* es (6% /n)x?, donde x* es una distribucién chi-cuadrado con
n grados de libertad. Por tanto:

(82 8%) = [D(3)] 71 (5)"26 ()M teap(—555), 8* > 0.

Como dado s? la cantidad [I'(n/2)]7"(n/2)"/?(s?)"/?~! es una constante fija, la
distribucién a posteriori de 62 dado s2 es

~ ~ - SO ~ 2
f(52] 8%) o f(62)P(s?| 6%) o f(6%)0 " exp(—55z)
que es lo mismo que anteriormente obtuvimos.

Tomaremos como distribucion a priori no informativa una distribucién localmente
uniforme en log o. Esto implica que
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Usando esto junto con la siguiente férmula integral

I g~ etDe=ar™ do — P (p).

obtenemos la constante normalizadora y llegamos a

1% 2) = k(5%) (/2 eap(—35), 5 > 0.

262

donde

b= DI

2

Podemos ahora deducir la distribucion a posteriori de la desviacién estandar o
f(5| ) = Ko~ Dexp(—1), & > 0.
donde
K= [0 (502

Podemos ademas deducir de nuestra expresion para f(G2| Z) la distribucion a pos-
teriori para log % = 2log 7:

f(log 5| ) = [[(52"/)] ! (%85 )" 2eap[—3 (%))
= [[(22"/2)]exp[2(log n + log s* — log 6%) — Lexp(log n + log s* — log 57)],
—o0 < log 6% < oo.

Estudiaremos ahora algunas propiedades de las distribuciones de 62, 5y log &.
Usando notacién y resultados precedentes, tenemos que la distribucion muestral de

X = 2 i % ==
es la siguiente:
FOq) = [D(3)27271(0A) P eap(—35x%), x* > 0.
que es la distribucién y? con n grados de libertad.

Mis atn, la distribucion muestral de x,, = \/ns/c (la raiz cuadrada positiva de x?)
es

FOm) = [D(2)20/271 7 () Leap(—3x?), x > 0.

A esta distribucion se la denomina distribucién x con n grados de libertad. Por
ultimo, la distribucion muestral de
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log X2 = (log n + log s* — log %)
es:

f(log x3) = [T 2)2"/2] L) 2exp(—3x?)
= [F(%)Q"/Q] exp[ﬂl g x> — %emp(log 2], —oo < log x? < oo.

En el andlisis bayesiano, son los reciprocos x,2y x,, ' los que aparecen de manera
natural. La distribucién y? inversa y la distribucién  inversa con n grados se libertad
se obtienen haciendo las siguientes transformaciones:

-2 _ 1 -1 _ 1
Xn _X%7 Xn Xn

llegando a

FOR2) = D(&)2n2) 2 (x2) D eap(—25), x 2> 0

y de manera similar
FOGN = 03207 ()" eap(—gty), x7H >0

Si comparamos ahora las distribuciones a posteriori para & y 62 con las precedentes
observamos que, a posterori, las cantidades 62 /ns? y 5 /1/ns se distribuyen de acuerdo
a las distribuciones x? y x;,!. Es mds, de las distribuciones que obtuvimos para log 5>
y para log x? llegamos a que la distribucién a posteriori para (log n+log s* —log 52)
es la misma que log x2. Al tratar con la distribucién a posteriori de la cantidad 62 /ns?
es conveniente recordar que &2 es la variable aleatoria mientras que s es una cantidad
fija obtenida a partir de los datos observados.

En resumen, tenemos:

Consideremos s? distrbuida como (6% /v)x2. Si la distribucién a priori de log & es
localmente uniforme, entonces, dado s, la varianza 5 tiene a (vs?)x? como distribu-
cién a posteriori, ¢ sigue la distribucion (1/vs)x; !, y finalmente log 52 hace lo propio
con log vs* —log X% (0 log vs* +1og X, %), donde v es el nimero de grados de libertad
de cada distribucion.

Inferencias sobre la desviacion de una Normal

Las distribuciones x 2, x~ !, y log x? proporcionan distribuciones a posteriori para
o2, G,y log &%, Para agrupar e interpretar la informacién contenida en estas distribu-
ciones se necesitard usar intervalos de alta densidad de probabilidad. Por ejemplo, si
querremos hacer inferencia sobre la varianza 62, entonces los extremos de un (1 — «)
intervalo M.D.P en G vienen dados por dos valores (o2, 07) tales que
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 f(o5| 7) = f(of] ).

» Plod<o’<o?z)=1-q.

Mientras que la probabilidad contenida en un intervalo dado de 62 serd la misma
que la probabilidad contenidad en los correspondientes intervalos de & y log 72, no
es cierto que los limites de un intervalo M.D.P. en 62 corresponderdn con los limites
de los intervalos M.D.P. en G y log 2. Esto se comprueba facilmente observando que
las distribuciones a posteriori f(52| Z), f(7| Z),y f(log 5| Z) no son proporcionales
entre si. Por tanto, el par (02, 07), que satisface

f(adl 2) = f(of] @)
no verificara, necesariamente,

f(oo] ) = f(on| ) ni f(log o9| ) = f(log o1 T).

Es decir, los intervalos M.D.P. no son invariantes bajo transformaciones del para-
metro a menos que dicha transformacidon sea lineal. Esto conduce a preguntarse como
parametrizar de cara a establecer intervalos M.D.P.

Intervalos M.D.P. estandarizados

La inferencia sobre la dispersion de una Normal puede hacerse en téminos de la va-
rianza &2, la desviacién estdndar &, o la constante de precisiéon 2. El intervalo M.D.P.
asociado con una probabilidad dada sera ligeramente diferente dependiendo de cudl de
las tres métricas se use, aunque cada intervalo incluird la probabilidad establecida. Si
usamos distribuciones a priori no informativas para cualquier pardmetro, entonces bus-
camos un intervalo M.D.P. estandarizado. Estos intervalos se calculan con la métrica
en la que la distribucién a priori no informativa es localmente uniforme. Es decir, para
la dispersion de una Normal, debemos calcular intervalos que sean M.D.P. para [og 7.
Ya que los intervalos M.D.P. son equivalentes bajo transformaciones lineales de log &,
podemos emplear intervalos para cada miembro de la clase de transformaciones

c+qgxlogao
donde cy ¢ son dos constantes arbitrarias. En particular, trabajaremos con
TL82

log X2 = log % = log ns* — 2 x log &.

Los valores de los limites para estos intervalos M.D.P. para log x? pueden ser
obtenidos a partir de una tabla de valores para la distribucién 2.
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5.3.2.2. Distribucion a priori conjugada

Buscamos una distribucién a priori que sea conjugada con respecto a la verosimi-
litud para 62 desconocido. Una tal distribucién es la distribucién Gamma inversa:

f(6%) =

La media y la varianza de esta distribucién vienen expresadas como:

(5—2)1cx+1 633]9(—%), 0< 5’2 < 0.

'—Jlm
Qe

s Media: 2 a>1

a—17

: . B>
= Varianza: (S E=)]

Calculamos ahora la funcion de densidad a posteriori, que sera funcién de densidad
de una distribucion Gamma inversa:

f(% z) < @%Hexp(—%) X Wexp[—%],o <62 <00

1 1 2 ~2
(52)%+a+1 eﬂjp[—?(% + 5)]7 0 <0 <o0.

Y esto corresponde, efectivamente, a la funciéon de densidad de una Gamma inversa.

Por tanto, a posteriori, se tiene:

52~ IG(a+ 2,8+ 0.

Hagamos una pequefia observacién. Hemos definido la precisién como 72 = 1/52.
Ya que la varianza sigue una distribucion Gamma inversa, deducimos que la distribu-
cion a posteriori de la precisién es una Gamma con los mismos pardmetros, es decir:

2~ Gla+ 1,8+,

5.3.3. Caso ji, 0 desconocidos
5.3.3.1. Distribucion a priori no informativa

Consideremos una muestra aleatoria de n observaciones independientes obtenida
de una poblacién Normal N(ji, 2) donde tanto ji como & son desconocidos. La media
muestral 7 y la varianza muestral s> = v='>" (x; — )%, v = n — 1, son suficien-
tes para (f1,5) y estdn independientemente distribuidos como N (f,6/n)y (62/v)x?
respectivamente. En este caso, la funcién de verosimilitud es:

L(f1, 6% z) o f(z] [1,62) f (5% 0?)
x o "exp{—5=(vs® + n(i — )%}
donde f(z| ji,6%) y f(s*@ da?) estan distribuidas, respectivamente, de la siguiente
manera:
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F(@| 1,6%) = 22 expl— 5% (T — fi)?]

2ne

~ n—1\1(n— lop—1)— n—1)s?
F15%) = ey (B ()R capl— 22,0

Por tanto, dados los datos z, la distribucién conjunta a posteriori de (i, &) es:

~ ~ ~ ~ — ~ ~2 2 ~
fli, o] z) o f(i,0) f (2] 1,67) f(s%]0)
donde f(f1,0) es la distribucién a priori.
Es conveniente reparar ahora en el hecho de que no es inadecuado considerar un
pardmetro de situacion independientemente distribuido de un pardmetro de escala. En
efecto, cualquier idea preconcebida que se tenga sobre el pardmetro de situacion de una

distribucion no se verd influenciada, de forma general, por la idea que se tenga acerca
del valor del pardmetro de escala. Tomando nuestro caso de distribucién normal, donde

[y o son pardmetros de situacion y escala respectivamente, tenemos que f (| o) =
f (1) (donde hemos asumido que a priori fi y ¢ son aproximadamente independientes)
y, por tanto, concluimos que

f(i,0) = f(alo)f(e) = () f ().

Adoptamos como distribuciones a priori no informativas para los pardmetros las
siguientes:

f(i) e f(logs) e, f(6) <o,
Usando lo anterior llegamos a que la distribucién a posteiori es:
f(R, 6] z) = ke~ Vexp—sL[vs? + (i — )%, —oo < i < o0, 0 >0

donde v = n — 1y k es la constante de normalizacion. Usaremos las siguientes formu-
las de integracion:

I gt emaw ™ gy — 1a=2T(p/2), a>0,p>0

[ exp[—3(=1)?dx = V2me, —0o <1 <00, ¢ >0

para llegar a

En conclusion:

(6] z) = /3230 ()26~ Deap— s [vs? + n(f — 2)7),

2002

—oo < fit <00, 0>0.
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La distribuci6n conjunta a posteriori de (i, &) obtenida puede escribirse como

f(,0lx) = f(al6,2)f (o] z)

donde el primer factor es la distribucién condicionada a posteriori de i dado o, y el
segundo factor es la distribucién marginal a posteriori de o. Estudiemos ahora las dis-
tribuciones componentes de f(ji, 7| z).

Distribucion de /i condicionada a &

Si tratamos a ¢ como una constante conocida, la distribucidn condicional a poste-
riori de ji dado 7 es

flil e,

Es decir, dado &, f1 estd distribuida a posteriori segin una normal N (7,52 /n.

) = AL capl— 5 (i — 7)), o0 < ji < .

1=

Distribuciéon marginal de &

La distribuciéon marginal a posteriori de 7 es

f(01) = fies

De la distribucion a posteriori y la distribucion de fi condicionada a ¢ llegamos a

K

f(o]z) = k/(?_(”“)exp(—%), > 0.
donde
_ 1 —1(vs\v/2
¥ = [T (),

Dicho de otro modo, & estd distribuida a posteriori como /vsY;, !. Esta distribucién
es la misma que obtuvimos cuando la media era conocida y la varianza desconocida,
pero con la diferencia de que cuando la media es conocida la distribucién de o /(1/ns),
conns® = Y1 (x; — p)?, tiene n grados de libertad, mientras que cuando la media es
desconocida, la distribucién de ¢ /(y/vs), convs? = >0 | (z; — T)?, tienev =n — 1
grados de libertad. Las inferencias sobre &, con i desconocido, pueden realizarse tal
como hicimos en el caso p conocido y ¢ desconocido.

Distribuciéon marginal a posteriori de /i

La distribucion marginal a posteriori de /i puede ser obtenida integrando con res-
pecto a ¢ en la distribucidn conjunta a posteriori de 1y o:

flilz) = [ f(i ol z)de = [;° f(il 6,2) f(6] z)ds.
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Usaremos la siguiente férmula integral

I gt emaw ™ gy — 1a=2T'(p/2), a>0,p>0

para llegar a

donde B(p, q) es la funcién beta B(p,q) = T'(p)T'(q)/T(p + q).

Si escribimos

entonces tenemos
Flt = —S‘ﬁ%/&) — —B(;:;)ﬁ(l + 2504 oo <t < o0
2702

que serd una distribucién ¢ de Student con v = n — 1 grados de libertad. Conviene
recordar que /i es la variable aleatoria en la expresion y (Z, s?) son valores muestrales
conocidos. Notaremos a la distribucién obtenida como ¢(z, s?/n, v/).

Agrupamos ahora los resultados y resumimos lo que hemos obtenido:

Consideremos los valores muestrales 7 y s* distribuidos independientemente se-
gun distribuciones N (fi,5%/n) y (6%/v)x? respectivamente. Supongamos que a priori
i1y log o estan distribuidas (aproximadamente) de manera independiente y localmente
uniforme. Entonces, dados (z, s?), se tiene:

» G sigue la distribucién \/vsx;, .
» /i condicionada a ¢ est4 distribuida segdn una normal N (z, 0% /n).
» /i tiene distribucion marginal ¢(7, s?/n, v).

Intervalos a posteriori para /i

La distribucién a posteriori obtenida para £ es una distribucidn simétrica centrada
en T con factor de escala s/+/n. Para obtener intervalos M.D.P. para la media debemos
usar una tabla de valores de la distribucién ¢ de Student.

Si denotamos ¢, /2)(7) como el valor para el cual

P{t > t(a/g)(T)} = a/2
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entonces, por la simetria de la distribucién ¢ de Student,
Pt < ~tamn} = a/2
y por tanto
Pt <tammt =1—a/2.

Se deduce que los limites de un (1 — «) intervalo M.D.P. de ¢(Z, s*/n, T) vienen
dados por

T+ (%)t (7).

5.3.3.2. Distribucion conjugada

Cuando existe conocimiento a priori sobre los pardmetros desconocidos de una
Normal, seguramente queramos incorporarlos a nuestro andlisis Bayesiano. Usualmen-
te se asume independencia a priori entre los parametros, y se toma como distribucion a
priori el producto de una Normal sobre la media y una Gamma inversa para la varianza.

En este caso, ninguna de las distribuciones marginales a posteriori pertenece a la
familia paramétrica, y la densidad conjunta a posteriori claramente no serd producto
de una Normal y una Gamma inversa, por tanto, no estamos afrontando un analisis
conjugado propiamente dicho. Para designar esta situacion se habla de anélisis semi-
conjugado, ya que la distribucién a priori seria conjugada si uno de los pardmetros
fuera conocido.

Sin embargo, si es posible estalecer una distribucién a priori conjugada cuando los
pardmetros son desconocidos. La densidad conjunta a priori, que llamarenos densidad
Normal-Gamma inversa, es el producto de la marginal Gamma inversa para 02 y la
densidad (Normal) de /i dada o2:

f(,0%) = f(0?)f (il 02) = IG(a, B) X N(po, 107).

Una vez obtenidos los datos y la media muestral Z, podemos aplicar el teorema de
Bayes

k(fi—p10)? )
202

77,02 2) o £ rerean(— ) x « E_cp(—
% (5.)77167115 2/252 X e n(fi—x)2/

ns k 10)24n z)?

oc#exp( (5+ 52y x % p(— (A=) +n(fi—%) ).

(62 202

Haremos ahora algunas manipulaciones en el numerador dentro de la ultima expo-
nencial:
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k(i — po)® +n(f — 2)* = k(i* — 2fipio + pg) + n(fi® — 2iz + )
= (k+n)p? — 2i(kpo + nx) + kpd + nz?
~ - - =12
= (k+n)[@?— 2u(ku§+nm) + (kqurnx)z] _ (rpotnz)® k2 + na

k+n k+n )
~ nx kn(z—
= (k) Sy 4 Bl

Usando esto en la expresion para la distribucion conjunta a posteriori, finalmente
tenemos:

~ " — n52 kn(z— 2
[, 0% ) o Wexp[—ﬁ(ﬁ + 5 ﬁ)]
~776;140«1»77,& 2
x Leap[—(k + )",

Lo obtenido en nuestros cédlculos corresponde a una distribucion Normal-Gamma
inversa:

0 o2| 7 n ns n(Z—po)?
f0?| T~ IG(a+ 5, 5 + 5 + Pt
n¥ 52
xN(k’;gojn ,2=)-

5.4. Distribucion predictiva

Estudiaremos la distribucion predictiva a posteriori para una distribucién normal
con media desconocida y varianza conocida.

Sean x1, ..., T,, una muestra aleatoria obtenida de una poblacién normal N (i, 0?).
Nuestro propdsito es predecir una observacion futura independiente Y = X, ; de la
misma distribucién. Usando la distribucién a priori de Jeffreys para la media, es decir,
f(j1) ~ 1, tenfamos la distribucién a posteriori i ~ N (T, 02 /n).

La distribucién a posteriori predictiva de Y es, usando la férmula dada en el capi-
tulo segundo, la siguiente:

o) = [ Fyl @) f @l 2dn
o [ eap{—3[EpE 4+ My,

Consideremos el siguiente resultado:

Az — a)? + Bz — b)* = C(z — ¢)* + 42 (a — b)?

donde C=A+B y c=(Aa+Bb)/C.

Podemos usar este resultado para obtener

2

(i=y)? | n(i=)
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donde C = (n+1)/0%y c= (y +nZ)/(n + 1). Observemos que, mientras el primer
término de la suma es una forma cuadratica de /i, el segundo término no depende del
parametro desconocido.

Aplicéndo lo anterior a nuestra expresion para la distribucidn a posteriori obtene-
mos

fe:cp{——u— o) — s Vi
= exp{—- Q}Iewp —S (@ —C) }du

x exp{— % 02

donde se ha usado que

[ eap{—S(ji - o)?}dji = V==,
Hemos obtenido la funcién de densidad de una normal de media z y varianza
o?(1 + %), y por tanto la distribucién predictiva a posteriori es

Y ~ N(z,0%(1+1)).

5.5. Test de hipétesis

Estudiaremos algunos contrastes de hip6tesis relativos a la distribucién normal, y
veremos la relacion existente entre el enfoque Bayesiano y el p-valor clasico.

5.5.1. Media de una normal con varianza desconocida

Consideremos el contraste siguiente:

Ho @ p < 1o
Hy > o
y los estadisticos muestrales 7, y s2. El p-valor cldsico es
P(itn > Sy — p(f(7) > Tom),
Un anélisis bayesiano con distribucion a priori no informativa da lugar a la distri-
bucién a posteriori t(Zg, s*/n, ) para ji.
Pi(fi < ol i’OaSQ/naT) = P(’;T > %)

— P(i(r) > to=to).

Ya que la distribucion ¢ de Student es simétrica con respecto al cero, el area a la
derecha, en sentido clasico

To—Ho
s/v/n
es la misma que el drea a la izquierda bajo

Po—Zo

s/vn
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5.5.2. Varianza
Para realizar el contraste siguiente
Hy: 0% <o?
H, : 0% > 02

dados datos recogidos en los valores n y s, el p-valor cldsico es

~ 2 2
P& > sj|v,00) = P(% > 22 |v,03) = Pa(V(v) = 23).

90

Una aproximacion Bayesiana al problema considerando una distribucion a priori
no informativa resulta en que la distribucién a posteriori para

es una distribucién x? de pardmetro v, y el interés estaria en calcular lo que sigue:
&2

vs? vs? ~ vs3
P(6* < ofl v, s5) = P(53 > 3) = Pe(V(v) > 3F).

Coincide con el p-valor en sentido clasico.



Capitulo 6

Inferencia Bayesiana en R

En este capitulo se definiran instrucciones para el programa R que permitiran rea-
lizar inferencia Bayesiana usando los procedimientos descritos en el presente trabajo.
Se empleard el paquete “LearnBayes”, disponible en el CRAN de R.

6.1. Inferencia sobre una proporcion

Seleccion de una Beta a priori dados dos cuantiles

Descripcion: encuentra los parametros de una densidad Beta que se corresponda
con los valores de dos cuantiles de la distribucién.

Funcioén: beta.select(quantile1, quantile2).

Argumentos:

quantilel: lista con las componentes p, el valor de la primera probabilidad, y x, el
valor del primer cuantil.

quantile2: lista con las componentes p, el valor de la segunda probabilidad, y x, el
valor del segundo cuantil.

Resultado: vector con los parametros de la distribucién Beta.
Distribucion a posteriori para muestra Binomial y Beta a priori

Descripcion: Calcula los parametros y las probabilidades a posteriori para un pro-
blema de muestreo binomial donde la distribucion a priori es una mezcla discreta de

densidades Beta.

Funcién: binomial.beta.mix(probs,betapar,data)

55
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Argumentos:

probs: vector de probabilidades de las componentes Beta de la distribucion a priori.

betapar: matriz en la que cada fila contiene los pardmetros de una componente Beta
de la distribucion a priori.

data: vector con el nimero de éxitos y el nimero de fracasos.

Resultado:

probs: vector de probabilidades de las componentes Beta a posteriori.

betapar: matriz en la que cada fila contiene los pardmetros de una componente Beta
de la distribucion a posteriori.

Distribucion a posteriori de una proporcion con distribucion a priori discreta

Descripcion: calcula la distribucion a posteriori de una proporcion a partir de una
distribucién a priori discreta.

Funcioén: pdisc(p, prior, data)

Argumentos:

p: vector con los valores de la proporcion.

prior: vector con probabilidades a priori.

data :vector con el nimero de éxitos y el nimero de fracasos.
Resultado: vector de probabilidades a posteriori.

Distribucion predictiva para una muestra binomial con distribuciéon Beta a priori

Descripcion: calcula la distribucion predictiva del nimero de éxitos para un expe-
rimento Binomial con dstribucion a priori Beta para la proporcion.

Funcién: pbetap(ab, n, s)

Argumentos:

ab: vector de pardmetros de la Beta a priori.

n: tamafio de la muestra binomial futura.

s: vector con el nimero de éxitos para el furturo experimento Binomial.

Resultado: vector de probabilidades predecidas para los valores del vector s.

Distribucién predictiva para una muestra binomial con distribucion discreta a
priori
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Descripcion: calcula la distribucion predictiva del nimero de éxitos para un expe-
rimento Binomial con dstribucién a priori discreta para la proporcion.

Funcién: pdiscp(p, probs, n, s)

Argumentos:

p: vector de valores de la proporcidn.

probs: vector de probabilidades.

n: tamafio de la muestra binomial futura.

s: vector con el nimero de éxitos para el furturo experimento Binomial.

Resultado: vector de probabilidades predecidas para los valores del vector s.
Test Bayesiano sobre una proporcion

Descripcion: contraste de hipotesis bayesiano de que una proporcion sea igual a
un valor especificado usando una beta a priori.

Funcion: pbetat(p0,prob,ab,data)

Argumentos:

pO: valor de la proporcién que se quiere contrastar.

prob: probabilidad a priori de la hipétesis.

ab: vector de pardmetros de la Beta a priori bajo la hipétesis alternativa.
data: vector con el nimero de éxitos y el nimero de fracasos.

Resultado:
bf: factor Bayes en favor de la hipétesis nula.
post: probabilidad a posteriori de la hipétesis nula.

6.2. Distribucion de Poisson

Distribucion a posteriori para una muestra Poisson con distribucion Gamma a
priori

Descripcion: calcula los pardmetros y las probabilidades para un problema de
muestreo de Poisson donde la distribucion a priori es una mezcla discreta de densi-
dades gamma.
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Funcién: poisson.gamma.mix(probs,gammapar,data)

Argumentos:

probs: vector de probabilidades de las componentes Gamma a priori.

gammapar: matriz en la que cada fila contiene los pardmetros de una Gamma com-
ponente de la distribucion a priori.

data: lista con componentes y, vector de conteo, y t, vector de intervalos de tiempo.

Resultado:

probs: vector de probabilidades de las componentes Gamma a posteriori.

gammapar: matriz en la que cada fila contiene los pardmetros de una Gamma com-
ponente de la distribucion a posteriori.

6.3. Distribucion Normal
Distribucion a priori Normal dados dos cuantiles

Descripcion: ofrece la media y la desviacién estandar de una Normal que concuer-
de con los dos cuantiles dados.

Funcion: normal.select(quantilel, quantile2)

Argumentos:

quantilel: lista con las componentes p,el valor de la primera pobabilidad, y x, el
valor del primer cuantil.

quantile2: lista con las componentes p,el valor de la segunda pobabilidad, y x, el
valor del segundo cuantil..

Resultado:
mean: media de la distribucién Normal correspondiente.
sigma: desviacion estdndar de la distribucién Normal correspondiente.

Distribucion a posteriori para una muestra Normal con distribucion Normal a
priori

Descripcion: calcula los pardmetros y las probabilidades para un problema de
muestreo normal, varianza conocida, donde la distribucion a priori es una mezcla dis-
creta de densidades normales.
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Funcién: normal.normal.mix(probs,normalpar,data)

Argumentos:

probs: vector con las probabilidades de las distribuciones Normales componentes
a priori.

normalpar: matriz en la que cada fila contiene la media y la varianza de una com-
ponente Normal a priori.

data: vector de observaciones y varianza muestral.

Resultado:

probs: vector con las probabilidades de las distribuciones Normales componentes
a posteriori.

normalpar: matriz en la que cada fila contiene la media y la varianza de una com-
ponente Normal a posteriori.

Distribucion predictiva para una Normal

Descripcion: dados experimentos simulados de una muestra Normal a posteriori,
estd funcion da experimentos simulados de la distribucién predictiva a posteriori de un
estadistico de interés.

Funcioén: normpostpred(parameters,sample.size,f=min)

Argumentos:

parameters: lista de experimentos simulados de la distribucion a posteriori donde

mau contiene la media Normal y sigma2 la varianza.

sample.size: tamafio muestral de la futura muestra.
f: funcién que define el estadistico.

Resultado: muestra simulada de la distribucién predictiva a posteriori del estadis-
tico.

Test de hipotesis unilateral sobre la media de una Normal

Descripcion: realiza un contraste bayesiano sobre la hipétesis de que la media de
una Normal sea menor o igual que un valor especifico.

Funciéon: mnormt.onesided(mO,normpar,data)

Argumentos:
mQ: valor de la media que se quiere contrastar.
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normpar: vector de media y desviacion estandar de la distribucién Normal a priori.
data: vector de media muestral, tamafio muestral, y valor conocido de la desviacion
estdndar poblacional.

Resultado:

Bf: factor Bayes en favor de la hipétesis nula.

prior.odds: probabilidades a priori condicionadas a la hipétesis nula.
post.odds: probabilidades a posteriori condicionadas a la hipétesis nula.
postH: probabilidad a posteriori de la hipé6tesis nula.

Test de hipotesis bilateral sobre la media

Descripcion: test Bayesiano de que la media de una Normal sea igual a un valor
especifico usando una Normal a priori.

Funcién: mnormt.twosided(m0, prob, t, data)

Argumentos:

mQ: valor de la media a contrastar.

prob: probabilidad a priori de la hipétesis.

t: vector de los valores de la desviacion estandar a priori bajo la hipétesis alternati-
va.

data: vector de media muestral, tamafio muestral, y valor conocido de la desviacion
estdndar poblacional.

Resultado:
bf: vector de valores del factor Bayes en favor de la hipétesis nula.
post: vector de probabilidades a posteriori de la hipdtesis nula.

6.4. Ejemplo practico

Veremos ahora una situacion del mundo real que nos permitira aplicar nuestros co-
nocimientos sobre la inferencia Bayesiana con ayuda de R.

Consideremos el nimero de transplantes, n llevados a cabo en un hospital duran-
te un mes (30 dias), donde se registraran el nimero de muertes, y. Podemos ademds
predecir la probabilidad de que un determinado paciente muera a partir de su historial
clinico, gravedad de la enfermedad, etc. Basdndonos en estas probabilidades, podemos
obtener el nimero esperado de muertes, denotado e. Podemos suponer que el nimero
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de muertes sigue una distribucion de Poisson con media e\.

Nuestra informacién a priori viene de los datos de transplantes de hospitales con
similares caracteristicas que el hospital que estudiamos. Supongamos que disponemos
de datos extraidos de diez hospitales, y en cada uno de ellos observamos m; muertes,
y l; pacientes sometidos a la operacion, donde ¢ = 1,..,10. Los m; siguen una dis-
tribucion de Poisson de media /; . Tomaremos la distribucién a priori no informativa
f(X) o< A7 Sea « la suma de todas las m;, y (3 la suma de las [;, entonces nuestra
distribucién a priori para A (en el hospital que estudiamos) es una distribucién Gamma
G(a, B). Supongamos que hemos obtenido o« = 13y § = 12782.

En cuanto a nuestro hospital, se han producido 2 muertes (yobs en el programa) en
un total de 82 pacientes (pa en el programa).

> alpha=13;beta=12782
> yobs=2; pa=87
> y=0:10
> lam=alpha/beta
> py=dpois(y, lamxpa)xdgamma(lam, shape = alpha,
+ rate = beta)/dgamma(lam, shape= alpha + vy,
+ rate = beta + pa)
> cbind(y, round(py, 3))
y

[T,] 1 0.080

[2,] 2 0.004

[3,] 3 0.000

[4,] 4 0.000

[5,1 5 0.000

[6,] 6 0.000

[7,] 7 0.000

[8,] 8 0.000

[9,] 9 0.000

[10,] 10 0.000

Una aproximacion de la distribucién a posteriori de A puede ser obtenida al simular
1000 valores de la densidad Gamma:

> lambdaA = rgamma (1000, shape = alpha + yobs, rate = beta + pa)
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6.4. Ejemplo prictico
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