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Abstract

The aim of this project is to analyze two models of ordinary differential
equations with applications in medicine, particularly in the stem cells
behaviour. The first model, introduced by Viadimir A. Kuznetsov &
Mark A. Taylor, shows the competition between the immune system
and cancer stem cells. The second model, introduced by D. Dingli
& F. Michor, aims to research the behaviour of four types of stem
cells: normal stem cells and tumor stem cells in reaction to the same
type of cells but differentiated. In the course of this project, we will
make a theoretical analysis in both models about the existence an
uniqueness of solution, as well as a research of the steady states and
their stability. Once we complete the theoretical analysis we will make
numerical simulations to corroborate the obtained results and make
conclusions for medicine applications.






Introduccion

El siguiente trabajo pretende recoger algunos resultados sobre
modelos matematicos que describen el comportamiento de las células
cancerigenas presentadas en un tumor que se desarrolla en un cancer,
para derivar en el estudio del problema de un tipo concreto de células
madre. Este trabajo estd dirigido en un ambito méas matematico que
médico, por lo que cualquier concepto biolégico se pretendera definir
con detalle para comprension del lector.

La médula dsea es en el cuerpo humano una gran fuente de células que
son claves para que el ser humano mantenga el estado de homeostasis
en la circulacion de las células en sangre. La homeostasis se define
como la capacidad que tiene un organismo, en este caso el cuerpo
humano, en mantener una condicién de estabilidad frente a todos los
cambios en el entorno que este puede sufrir y alterar su estado. Por
otro lado, definiremos la hematopoyesis como un proceso por el cual
a través de las conocidas células madres se desarrollan los elementos
formes de la sangre, es decir, los leucocitos, eritrocitos y las plaquetas.
Se estima que la renovaciéon de células en el organismo es de un
orden de 10'? al dia. Tanta cantidad de produccién de células eleva el
riesgo del desarrollo de mutaciones, y una acumulacion considerable de
estas mutaciones aumentan la probabilidad de desprenderse en alguna
mutaciéon maligna.

Por lo general, las células humanas crecen y se dividen formando
células nuevas a medida que el cuerpo las necesita. En el momento
que las células normales envejecen o sufren danos, éstas mueren, dando
paso a las nuevas células, que reemplazan a las viejas.

Es en este momento cuando se produce el cancer. Definimos el cancer
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como un crecimiento descontrolado de una parte de células en el
cuerpo. Este crecimiento se debe por una parte a la supervivencia
de las células viejas cuando deberian morir, y por otra parte a la
formacién de manera simultanea de nuevas células que no hacen falta
en el cuerpo al estar en presencia de las viejas.

El cancer puede formarse en cualquier tejido del cuerpo. Su desarrollo
es debido a un proceso en el cual las células que son normales pasan
a transformarse en células cancerigenas. Este proceso se denomina
carcinogénesis. La carcinogénesis es formada por los numerosos
defectos en el material genético por el que pasan las células de dicho
tejido. Existen numerosas causas de formarse un cancer, entre las
cuales se encuentra la constante exposicién a radiacién ionizante o
el tratamiento con productos industriales, como el benceno o el gas
radén. Otras causas que aumentan la probabilidad son el consumo de
drogas, ya sea alcohol, tabaco y demas, o incluso la elevada ingesta de
ciertos alimentos como la carne roja o procesada.

La evolucion del cancer es medida en fases o estadios.

Las distintas fases del cancer son:

» Fase 0: Se presentan células anormales pero no se han diseminado
al tejido cercano. La fase 0 no se consideraria cancer, aunque
puede derivar en uno.

= Fase 1: Hay presencia de un tumor con un tamano inferior a 2
cm que se encuentra dentro del tejido u 6rgano afectado.

= Fase 2: El tumor presenta un diametro mayor de 2 cm,
apareciendo ya en zonas epiteliales o externas al tejido u érgano
original.

s Fase 3: Cuando el tumor se encuentra en esta fase se consideraria
ya deteccion tardia, puesto que el tumor invade los ganglios
cercanos.

= Fase 4: El tumor se encuentra en estado de metéstasis. El cancer
se ha extendido por otros ganglios y estd presente en varios
organos y tejidos lejos del lugar de inicio.

Cuando el tumor se encuentra en fases bajas, tales como la fase 0,1
0 2, el tumor puede ser extirpado. Puede darse que no sea posible
la extirpacién, debido a que el tumor se encuentra en fase 2 6 3. En
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esos casos el cancer se suele tratar con radioterapia o quimioterapia.
En los casos mas extremos como la fase 4 ni siquiera puede darse una
medida que pueda frenar el tumor, por que el tratamiento que se da
es de tipo paliativo.

El trabajo estda estructurado en dos capitulos y dos anexos.
Dedicaremos cada capitulo a estudiar teéricamente los dos modelos de
Ecuaciones Diferenciales usados para comprender el comportamiento
de un tumor en un cancer, para posteriormente realizar varias
simulaciones numéricas con el fin de corroborar los resultados tedricos
obtenidos.

En el Capitulo 1 hablaremos del modelo propuesto por Viadimir
A. Kuznetsov 'y Mark A. Taylor en 1994. Comenzaremos dando una
presentacion del modelo en cuestion y dividiremos su analisis en dos
bloques: el andlisis tedrico y el numérico.

En el analisis tedrico probaremos la existencia y unicidad del sistema
para posteriormente estudiar la estabilidad de los puntos criticos del
sistema. La estabilidad obtenida dara lugar a unas conclusiones acerca
del comportamiento del tumor bajo este modelo. Estas conclusiones
se comprobaran en el analisis numérico que se realizara después.
En él, usaremos el programa MatLab para resolver el problema
numéricamente y estudiar como se comporta la solucién cuando nos
acercamos a los puntos estacionarios.

En el Capitulo 2 se hablard del modelo propuesto por D. Dingli y
F. Michor en 2006. Este modelo varia con respecto al anterior en el
sentido que aqui se considera el comportamiento de las células madre,
que en el caso de ser cancerigenas pueden llegar a alimentar el tumor
y resistir las terapias.

El analisis de este modelo es similar al del modelo del Capitulo
1. Realizaremos un analisis tedrico acerca de la existencia y
unicidad para luego meternos en el estudio de la estabilidad de
los puntos estacionarios. Nuevamente esta estabilidad dard una
serie de conclusiones que comprobaremos en el estudio numérico de
éste. Resolveremos el problema numéricamente y veremos bajo qué
condiciones podemos hacer que las células tumorales desparezcan del
organismo.
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Finalmente tenemos dos Anexos al concluir el trabajo. En el primer
anexo incluiremos todos los resultados tedricos adicionales que se han
usado a lo largo del desarrollo de este trabajo. Por otro lado el segundo
anexo contiene todos los scripts usados en MatLab tanto para resolver
ambos modelos como los usados para la aproximacion de las soluciones
préximas a los puntos estacionarios.



Capitulo 1

Modelo de estudio de
respuesta inmune

A pesar de todos los avances en terapias para combatir el cancer hasta
la fecha, es bien sabido que hasta ahora no existe una erradicacién
completa de éste.

Uno de los problemas que impide el completo triunfo de la medicina
contra el cancer es la existencia de células madre cancerigenas
situadas en tumores sélidos. Naturalmente todas las células madre no
tienen ese fin. Como prueba de esto tenemos la constante evolucién
del sistema hematopoyético, que en algunos casos puede prevenir la
formacién y desarrollo de algiin cancer.

Sélo un pequeno nimero de células madre puede contribuir de manera
activa a este proceso hematopoyético. De esta forma, ese conjunto
de células madres puede minimizar el riesgo de transformaciones
malignas en el cuerpo, que deriva en la prevencion de la formacion de
algin cancer como se comenté antes.

Cada vez hay mas evidencia que la estructura de los tumores
solidos contiene un pequeno tumor constituido por células madre
cancerigenas. Estas células mantienen el crecimiento del tumor,
y debido a la constituciéon de las células madre, estas son muy
resistentes a tratamientos de quimioterapia. Esto también se aplica
a las células madre tumorales. De esta forma es dificil que un tumor
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que se encuentre en fase 2 6 3 se pueda tratar con eficacia y éste pase
a una fase 4, donde ya es irremediable la extirpacion del tumor.

Las células madre de hecho son practicamente insensibles a cualquier
terapia que no perjudique en mayor medida la salud del paciente, ya
sea la quimioterapia, radioterapia... Esta insensibilidad a la terapia
puede ser critica a la hora de tratar a un paciente.

El estudio que se realizara se centrara en analizar la importancia de
eliminar este tipo de células, que conforman aproximadamente el 5%
de un tumor sélido. Para ello se planteara un modelo de ecuaciones
diferenciales con el fin de estudiarlo y poder llegar a conclusiones
aplicadas al nuestro problema de células madre cancerigenas. El
modelo ademas puede aplicarse a cualquier tumor formado por células
madre que mantiene el crecimiento de este.

1.1. Presentacion del modelo

El siguiente modelo es el propuesto por Viadimir A. Kuznetsov y
Mark A. Taylor [5]. El objetivo de éste es poder estudiar la respuesta
de las células que actian en la respuesta inmune (o células efectoras
inmunes) frente al crecimiento de las células tumorales. Para nuestro
caso, estudiaremos el modelo aplicado al estudio de células madre
normales y tumorales.

El modelo en cuestion en su forma simplificada es el siguiente sistema,
parat >0

dx pryY

— =0+ — pxy — ox,

dt n+y (1.1)
dy B )

— = ay(l = By) —ay.

Podemos observar que este sistema comparte cierta similitud con el
modelo Presa-Depredador de Lotka-Volterra. En efecto, el modelo de
Lotka-Volterra tiene la forma
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dx
—=z(a; — f1y) a0 €ER B > 0,6, <0
dt (1.2)

dy
pri Y(ag — Pox) t> 0.

El modelo en si se compone de un sistema diferencial de dos ecuaciones
no lineales con dos incégnitas, donde las variables a determinar son
x(t) e y(t), que dependen de t > 0 que denotard al tiempo. Las
variables z(t), y(t) representan la concentracién de células inmunes
y las células tumorales en el instante ¢, respectivamente. El sistema
a su vez contiene parametros constantes propios del problema que
estamos tratando:

1.

La constante o determina la tasa de afluencia de células inmunes
en la regiéon donde el tumor se localiza.

. Las constantes p,n y p son determinadas por las relaciones

bioquimicas entre las células tumorales y las inmunes bioldgicas
de las células tumorales e inmunes. § denota la tasa de células
inmunes que mueren. « es la tasa maxima de crecimiento
de células tumorales. Por tltimo el pardmetro S~! denota a
la méaxima capacidad del medio donde las células tumorales
de desarrollan. Todos estos parametros se suponen ademas
positivos.

Las componentes del sistema pueden ser interpretadas de la siguiente
forma:
En la primera ecuacion

1.

3.

n describe la respuesta inmunitaria de las células inmunes.
nTy

—pzxy se encarga de la eliminacién de las células inmunes
provocada por la apariciéon de la tumorales.

—d0x describe la muerte natural de las células inmunes.

En la segunda ecuacion

1.

ay(1l — By) indica el crecimiento logistico que siguen las células
tumorales.
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2. —xy muestra las muertes de las células inmunes y tumorales.

1.2. Analisis teorico del modelo

Vamos a realizar un analisis tedrico de la existencia de solucion, asi
como de los puntos estacionarios y su estabilidad, para luego llegar a
conclusiones.

1.2.1. Existencia y unicidad

Escribimos el problema (1.1) de la forma 2’ = f(z), donde

= () o= (53 = (g

f(2) no estd definido cuando y = —n, pero més adelante veremos
como las soluciones son positivas, por lo que esto se puede obviar.

Vamos a considerar la region

Q= {(t,z,y) €[0,4+00)*} = [0, +0)*

f(2) verifica que f € C*, por lo que se deduce rapidamente que
f € Lipioe(z;2). Aplicando el Teorema de Picard-Lindeléf (Ver Anexo
I) tenemos que existe un § > 0 tal que el problema

2 = f(2)
{ 2(0) = 2o = (20,%0), (0,20) € Q (1.3)

tiene una tnica solucién local en el intervalo I5 = [0,0 + J), denotada
por

(Is; (1,0, 20)) = (Is; (x(2), y(1))).

Maés ain, podemos establecer cotas para las soluciones dadas unas
condiciones iniciales. Tenemos pues el siguiente resultado.
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Proposicién 1.2.1.1. Para cada (0,29) € Q, las componentes de
©(t,0, z0) solucion del problema (1.3) son no negativas y permanecen
acotadas para todo t > 0.

Demostracion: Comenzaremos probando que z(t) e y(¢) son no
negativas. Para ello nos apoyaremos en las acotaciones dadas por el
Lema de Gronwall (Ver Anexo I). Para ver la no negatividad de y(t)
se tiene lo siguiente

dy

%zay(l — By) —xy

luego
y =yla(l - By) — )
Esta ecuacién tiene como solucion
y(t) = yoexp (/Ot(a(l — By(s)) — :B(s))ds) > 0.

pues es de la forma

y tiene como solucién

y(t) = yoexp (/Ot A(s)d5>

Andlogamente procedemos con la no negatividad de z(t). Tenemos que

dx pTy pry
— = 0+ —— —pry — 0T > —— — pxy — 0w
dt n+y Hry =ty nry

_ x(&_uy_(;)
n+y

Repitiendo el mismo razonamiento que con y(t) obtenemos que
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py(s) - () — 5) > 0.

z(t) > xgexp <—
Q n+y(s

Veamos ahora que x(t) e y(t) estdn acotadas superiormente.
Comenzaremos con y(t). Tenemos

dy

= = oyl = By) —ay < ay(l = By).

La acotacién de y(t) se sigue de aplicar el Lema de comparacion (Ver
Anexo I) a las ecuaciones

y(t) = ay®)(1 = By(t)) —z()y(t),
y(t) = ay®)(1 - py())

y comprobar que la ecuacion

y'(t) = ay(t)(1 — By(t))

sigue un crecimiento logistico. Esto lo veremos en el lema 1.2.1.1. De
esta forma obtendremos que y(t) estd acotada por una constante

y(t) <y*

Dicha constante y* vendra dada por
y* = méX{yOa 6_1}'

Basandonos en la acotacién

y(t) <y’
vamos a estimar z(t):
dx pry p
— = o+ —pry—dr <o+ -—zx
dt n+y Ky > 1 Y

< a—i—Bxy*.
n
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La acotacién de x(t) se deduce de aplicar el Lema de comparacion a
las ecuaciones

dx pryY

— = o+ — pxy — ox
dt n+y HEy
dz P,

o J+5Iy

y estudiar la solucién 1 (t) de la segunda ecuacién. Se tendria pues
que z(t) quedaria acotada por dicha solucién v (t), que estudiaremos
en el lema 1.2.1.2.

Estas acotaciones ademas nos indican que para cualquier tiempo finito,
las componentes de (¢, 0, zg) permanecen acotadas, por lo que pueden
prolongarse indefinidamente sin que ninguna explote. Por tanto la
solucién (Is; ¢(t,0, zp)) estd bien definida en el intervalo [0, +00). [

Lema 1.2.1.1. Se tiene que la ecuacion dada por el problema

{ y'(t) = ay(1 — By)
Z/(O) =%

describe un comportamiento logistico.

Demostracion: La ecuacién que tenemos no es otra cosa que
una EDO de Bernoulli, por que podemos resolverla y estudiar su
comportamiento global. Tenemos

y = ay(l - By) = ay — afy’
Consideremos el cambio de variable z = y~!

/

7= =y =y - afy?) = —ayTt +af = —az+af
= —a(z—p)

Resolvemos la EDO de variables separables

t ¢
ds:—a/ds
/02—5 0
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donde admitimos que z # 3. El caso z = f3, es decir, y(t) = 7!
verifica la EDO trivialmente.
Integrando en ambas partes llegamos a que

2(t) = B+ (2(0) — B)e™

Por tanto

Por lo que deshaciendo el cambio de variable queda

0=+ (- ))

Podemos observar que y(t) sigue un comportamiento logistico. Ademés
se tiene que

lim y(t) = B~ = cte

t—+00

Luego y(t) estd acotada por una constante.
Lema 1.2.1.2. FEl problema de Cauchy

2 (t) =0+ Bxy*
n
x(0) =z

o o *
z(t) = — ?1—1— (x0+_77*> exp{&t}
Py Py n

como su solucion.

tiene a

Demostracion: Estudiemos la solucién de

de +p .
7= nxy
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Resolviendo la parte homogénea de la EDO

de. p
dt_nxy

o) = Coxp {2t}

Aplicando el método de variacion de constantes de Lagrange

*

tenemos que

2(t) = C(t) exp { %y*t}

Derivando queda
(1) exp {%} o) exp {%} ot o exp {%}
n Ui Ui n U]

Luego

C'(t) = aexp{ P t}
n

Si integramos respecto de t queda

C(t)=—-0o n*exp{ — t} +C
Py n

Por lo tanto z(t) tiene la forma
x(t) = —ai* + Cexp {p—y*t}
PY U
Sustituyendo en los valores iniciales z(0) = zy tenemos que
an
Py*

por lo que la soluciéon de la EDO sera

o o *
z(t) = — n—i—(:cg—l——n*) exp{py t}.
PY

szo—f—

py* n
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1.2.2. Puntos criticos

Para hallar los puntos estacionarios hay que resolver la ecuacién
f(2) = 0. Tenemos

x
J+ﬂ—;my—5x:0,
n+y

ay(l = By) —ay = 0.
De la primera ecuacién sacamos que
o
i

— oy + 6
n+y

xr =

donde

_—py+uy+57é0
n+y

De la segunda ecuacion
y=0 6 z=ol - By

Por lo tanto tenemos dos posibilidades:

o
1. Si y =0, entonces x = 5 lo cual genera el punto critico

r=(Z0
1 — 37 .

2. Siz = a(l — Py), entonces al sustituirlo en la ecuacién

x
a—l—ﬂ—umy—&vzo

n+y
tenemos la siguiente ecuacion en y
Csy® + Coy® + Cry + Co =0 (1.4)
con

Cs=pupB, Co=p5+pubn—pps—p

o no
Ci=—+pdn+p—pn—10, Co=-——0n.
(0% (6%
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Esta ecuacion, dependiendo de los valores de los parametros, tendra
una o varias raices reales, lo cual repercute en gran medida a la hora
de analizar la estabilidad de los puntos criticos.

Este sistema tendra como mucho 4 puntos criticos. Sin embargo
solo conocemos uno de ellos con certeza. El resto pueden calcularse
numéricamente. El punto que podemos conocer es

r=(Z0
1 — 37

[gualmente, aunque no podamos calcular las soluciones de la ecuacion
(1.4), apoyandonos en el Teorema de Sturm (Ver Anexo I) podemos
dar un criterio para saber cudntas soluciones tendré dicha ecuacion, y
por tanto averiguar cuantos puntos criticos tendra nuestro sistema.
Sea

S = C,Cy — 9C5Cy
R =2C2 — 6C,Cs
T =2C,S/R — 3C55%/R? — C

Estos valores vienen dados por la sucesion de Sturm. El ntimero de
puntos criticos dependerd de estos valores y de Cy,Cy vy Cs. Si PC
denota el niimero de puntos criticos del sistema, tenemos la siguiente
tabla

pPC Cy ¢y Cy S T R

+

1 + + - + + +
- + + +

2 - 4+ —
_l’_

3 + 4+ - — + +
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Como los coeficientes de la tabla dependen todos de los parametros
del sistema, las comprobaciones del nimero de puntos estacionarios
las haremos mediante las simulaciones numéricas.

1.2.3. Estabilidad de los puntos criticos

o
Para estudiar la estabilidad del punto critico P, = 5,0 , Nos
basaremos en el Teorema de Hartman-Grobman (Ver Anexo I).
Usaremos ese teorema para probar el resultado principal que nos da

la estabilidad de nuestro punto critico.

Proposiciéon 1.2.3.1. En las condiciones del sistema (1.3)
o
anteriormente planteado, el punto critico P, = <5’ 0) es
1. Estable si ad < o,

2. Inestable si ad > 0.

Demostracion: Comenzaremos calculando la matriz Jacobiana de

f(2):
o) [y ) ey
Az, y) Tty (n+y)
’ —y a— 208y —x
donde
pTY
- - )
filz,y) U+n+y wry — ox

falx,y) = ay(l = By) — zy.
Evaluandolo en el punto P; nos queda la matriz

po — o)
i ——
J(P) = "

ad —o

J
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La estabilidad nos la dara el estudio de sus autovalores:

A+0 —/mn(;—pa
AL — T ()| = . ag_a =0
IR
si y solo si
ad —o
A== 6 A=
© 5

Como § es positivo, tenemos que la estabilidad del punto critico
depende del signo del autovalor

ad — o

J

A:

Mas concretamente, la estabilidad s6lo depende del numerador, pues
el denominador positivo no altera el signo de éste.

Es claro entonces que, aplicando el Teorema de Hartman-Grobman el
punto critico sera

1. Uniformemente asintéticamente estable si ad < o,
2. Inestable si ad > 0.

]

Viendo la estabilidad de los puntos criticos, cabe preguntarse también
si nuestro modelo poseerd orbitas ciclicas. Veremos que gracias al
Criterio de Dulac-Bendizon (Ver Anexo I) esto es falso.

Lema 1.2.3.1. FEl sistema (1.1) no posee orbitas ciclicas. En
consecuencia dicho sistema no poseerd soluciones periodicas.

Demostracion: Como ya hemos mencionado, nos apoyaremos en el
Criterio de Dulac-Bendizon. Para ello basta considerar la funcion

U=
y
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y calcular

(I)_(? \de:c 0 \de
“oa\at) "o\ Y

=5
T4y oz

Como o,a, 3 >0y z e y se mueven en R, se tiene que

Se tendra que

d <0V(z,y) eR:.

Esto hace que nuestro sistema (1.1) no posea 6rbitas ciclicas. O

1.3. Conclusiones

La estabilidad de los puntos criticos es clave para determinar el
comportamiento de las érbitas de nuestro sistema. Con nuestro punto

P = (5, O) podemos sacar las siguiente conclusiones:
1. Si @d > o, P; es un equilibrio inestable. Esto quiere decir en
particular que la variable y(t) se aleja del 0, lo cual indica que
aparece una proliferacién de células madre tumorales. Luego
estas células en este caso han soportado de manera eficaz las
terapias aplicadas, por lo que nada impediria que el tumor
continuara creciendo.

2. Si ad < o, P; es un equilibrio uniformemente asintéticamente
estable, lo cual quiere decir que la variable y(t) comienza a
converger a 0, es decir, la concentracién de células tumorales
empezaria a descender hasta la desaparicién de éstas.

El resto de puntos criticos se pueden hallar a través de simulaciones
numéricas tal y como se hablé anteriormente, y realizar un
razonamiento similar.
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1.4. Simulaciones en MatLab

Usaremos las simulaciones numéricas de MATLAB para poder
comprobar el analisis tedrico anterior, ademés de poder determinar
los restantes equilibrios.

Consideremos el siguiente bloque de parametros:

o= 10,1181, g = 0,002, p = 1,131, n = 20,19, . = 0,00311, § = 0,3743
y a = 1,636

1.4.1. Puntos criticos

Con nuestros datos fijados tenemos que el punto critico Py, . es
Pipog. = (0.3155,0)

Ademas, si resolvemos las ecuaciones

z = ol - Py)
Csy® + Coy? + Cry + Cy = 0

con

Cs = pB, Co= B+ upn—pB—p

o no
Ci=—+pon+p—pn—20, Co=-——10n
(e (6]

obtenemos los puntos criticos

P = (0.1730,447.1342), Py, = (0.7598,267.7980),
= (1.6092,8.1897)
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Figura 1.1: Representacion de los equilibrios Py, .., P2piogeer P

y P4Bloque

1.4.2.

Aparicién del tumor

14 16 18

3Bloque

Veamos cémo reacciona el tumor una vez aparecido en el medio.
Usaremos como dato inicial zg = (1, 1) en todo el experimento.

Comportamiento de las células en 750 dias

Concentracion de células inmunes
Concentracion de células tumorales

35 ‘

|
i

Concentraciones de las células

|
s

0 100 200 300 400 500 600 700
Tiempo

(a) Solucién

Plano de fases resultante dados 750 dias

Orbita
*  Equilibrios

0.5 1 15 2 25 3

(b) Plano de fases

Figura 1.2: Solucién numérica para los parametros o = 0,1181, § =
0,002, p = 1,131, n = 20,19, p = 0,00311, 6 = 0,3743 y o = 1,636

En este caso nos estamos moviendo dentro de la condicién ad > o,
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por lo que el punto P, .. es inestable.

Observamos que a medida que pasa el tiempo el nimero de células,
tanto inmunes como tumorales, tiende a estabilizarse. Mds atn, la
orbita converge al punto Py, .., siendo este un equilibrio estable.
El punto Py, tiene su segunda componente mds grande que la
primera, luego aunque la concentracion de células se mantenga estable
se tiene una mayor proporcion de células tumorales que inmunes.

En este estado el tumor podria tratarse a tiempo, pues la poblacién
de células tumorales permanece en equilibrio.

Comportamiento de las células en 750 dias Plano de fases resultante dados 750 dias

\ Orbita

i L
450 +  Equilibrios
400 400

350 350 - \
Concentracién de células inmunes \
Concentracion de células tumorales 300 [ \

250 250 - |

200 200 \

Concentraciones de las células

150 150 \

100 100

0 100 200 300 400 500 600 700 -0.5 0 05 1 15 2
Tiempo

(a) Solucién (b) Plano de fases

Figura 1.3: Solucién numérica variando el dato § = 1,051

En este caso se ha modificado el dato 6 = 1,051. Esto conlleva a
aumentar la tasa de eliminacién de células inmunes.

Notamos que la solucion asociada a las células tumorales crece muy
rapido a un nuevo equilibrio P, = (0.0818,474.9927), siendo este
exponencialmente estable. Se observa también que el equilibrio

P, = (0.1124,0) dado por el nuevo dato de ¢ es inestable, pues nos
estamos moviendo por la condicién ad > o.

El tumor aqui se encuentra en estado de metastasis y seria demasiado
tarde frenarlo.
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Comportamiento de las células en 750 dias Plano de fases resultante dados 750 dias

Concentracion de células inmunes Orbita
s

6n de células tumorales 2 *  Equilibrios

20

15

10

Concentraciones de las células
w
5

0 100 200 300 400 500 600 700 0 05 1 15 2 25
Tiempo

(a) Solucién (b) Plano de fases

Figura 1.4: Soluciéon numérica variando los datos o = 2,03 y 5 = 0,02

En esta simulacién se han variado el parametro a = 2,03 para
aumentar la tasa maxima de crecimiento de células tumorales, y
el parametro f = 0,02 para disminuir la capacidad maxima del

medio donde las células tumorales se desarrollan. Se observa que la
orbita converge a un punto de equilibrio P, , = (1.6917,8.3323).
Nos encontramos ademéas en la condicién ad > o, por lo que el
punto Py, = Py, .. sigue siendo inestable. Todo esto nos indica
que a pesar de haber disminuido la capacidad del medio de las células
tumorales (), éstas seguiran creciendo hasta llegar a dicha capacidad
maxima, aunque ahora lo haran mas rapidamente, pues al aumentar
«a se aumenta la tasa de crecimiento, por lo que el tiempo hasta la
metastasis sera menor.

1.4.3. Terapia

Para que la terapia tenga éxito la tasa de células tumorales debe
descender a cero.

La terapia consiste en inducir al sistema inmune. Para ello lo que
haremos serd aumentar la tasa de células inmunes donde el tumor se
origina, y a su vez conseguir que la tasa de muerte de duchas células
disminuya. Con esto se pretende que las células inmunes sobrepasen a
las tumorales, dando asi una disminuciéon rapida de células tumorales
hasta la eliminacién del tumor.
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Comportamiento de las células en 750 dias Plano de fases resultante dados 750 dias

Concentraciones de las células
~
Kgﬁ((_

0 100 200 300 400 500 600 700 0 05 1 15 2 25 3
Tiempo

(a) Solucién (b) Plano de fases

Figura 1.5: Soluciéon numérica variando los datos ¢ = 0,318 y § =
0,1908

Aplicando terapia se observa que la poblacién de células tumorales
empiezan a crecer para luego terminar convergiendo a cero. Esta
variacién en los datos o y d hace que estemos en el rango de ad < o,
por lo que nuestro punto P, = (1.6667,0) serd estable. De hecho la
orbita converge a dicho punto.

1.5. Modelo de respuesta inmune
reducido

Presentamos a continuaciéon una version reducida de nuestro modelo
(1.1). Esta simplificacién se debe a M. Galach [4].
El modelo tiene el siguiente esquema

9t 5

— =0+ wry — ox,

dt (1.5)
Y oy(1-py) —

= ay( Y Y.

donde z(t),y(t), o, B,d y o tiene el mismo significado que en el modelo
(1.1) yw e R.
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Debido al cardcter polinémico del sistema (1.5), es claro que existird
una unica solucion de éste si anadimos la condicién inicial

(2(0),9(0)) = (z0,%0), 0, y0 > 0

en virtud del Teorema de Picard-Lindelof.

Anélogamente al sistema principal, es facil ver que existen cotas para
las soluciones.

Lema 1.5.0.1. Las soluciones del sistema (1.5) son positivas y
permanecen acotadas para cada t > 0.

Demostracion: En efecto, es facil ver que para cada t > 0 se tiene
que

(t) = wa(t)y(t) — oz (t)

Luego

(t) > 2o exp </0t(wy(3) - 5)ds) > 0.

La no negatividad de y(t) y su cota superior son la misma que en el
sistema (1.1). Esto es, tenemos que

1
0<y(t) <y =mix <y0; E)

Por otro lado tenemos que
z(t) <o +ay

con

CJwyr =90 siw>0
S -0 siw<0

Esto hace que
t
2(t) < wpe* + ae”t/ e ¥ds.
0

Por lo tanto z(t) estd acotada para cada tiempo finito ¢ > 0. [
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La principal ventaja que tiene este modelo esté en que en este caso se
pueden calcular explicitamente los puntos estacionarios. En efecto, si
consideramos el sistema

{ o+ wzry — dr =0,
ay(l —By) —zy =0

obtenemos de la primera ecuaciéon que

— 0

x:wy—é

con
wy—0 #0
y de la segunda ecuacion que
y=06z=a(l—Py)

Al sustituir y = 0 en la primera ecuaciéon obtenemos nuevamente
nuestro punto estacionario

r=(Z0
1 — 37

Y si sustituimos x = a(1—fy) en la primera ecuacién ahora tendremos
un polinomio en la variable y mucho mas facil de resolver

afwy? — (B0 +w)y + (ad —o) =0
Si el discriminante
A = a*(36 — w)* + 4afow > 0
existen dos puntos criticos dados por

j < — (86 —w) — VA a(Biw) +\/Z>

2w T 208 4w
b (85— )+ VA a(fbe) - VA
3_< 2w T 2af 4w )

Esto nos lleva al siguiente resultado acerca de la estabilidad de los
puntos criticos.
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Proposicién 1.5.0.1. Se tienen las siguientes condiciones para la
estabilidad de los puntos estacionarios del modelo (1.5)

s Siad > o, entonces el punto Py es inestable,

Si ad < o, el punto Py es estable,

Siad <o yw+ P <0, el punto Py es inestable,

Siw+ 6 <0 yad <o, el punto P3 es estable,

Siad >0 yw <0, el punto P es estable.

Demostracion. La estabilidad del punto P; ya esta calculada. Para
estudiar la estabilidad de los otros dos puntos vamos a considerar la
matriz jacobiana

[ wy—=9 wx
“7_( —y a—2a5y—w)
y consideremos J(P;) v J(P;) la matriz jacobiana evaluada en los

puntos P,y Ps.
La traza de J(P,) es

w? —wh(a+6) —aB?
20w + 20w

J(P) =
con
K = a*(80 + w)? — 4apw(ad — o).

Si J(Py) > 0 entonces el punto P serd inestable, esto es cuando

a(w? — wh(a +06) — af?) > (—w + af)VK.

Pero esta desigualdad se da cuando ad < oy w+ 6 < 0, luego cuando
estas dos condiciones se dan tendremos que el punto P; es inestable.
Anélogamente y debido a la simetria en los puntos P, y P; tendremos
que estudiando la traza de la matriz J(P3) obtendremos condiciones
para la estabilidad de P;, teniendo asi que el punto P; sera estable
cuando w+ 6 <0y ad < 0, 0o cuando se de que ad > oy w < 0. O
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Por dltimo cabe destacar que este modelo tampoco posee érbitas
ciclicas, cosa que cabria esperarse si el modelo es una reduccién de (1.1)

Lema 1.5.0.2. El modelo (1.5) no posee drbitas ciclicas.

Demostracion. Basta usar de nuevo el Criterio de Dulac-Bendizon con
la misma funcién

Tenemos que

(I)_a\pdx 8\dey
= o\ ar) T\ Y

— 8%(:6_2(0— + wry — 5x)) + a%(%y(ay(l — By) — wy))

ag (8]
= —<T+—B) < 0.
2y

Como ¥ < 0 V(z,y) € R3 se tiene que nuestro modelo (1.5) no posee
érbitas ciclicas. O






Capitulo 2

Modelo de estudio de

Células Madres
Diferenciadas

2.1. EIl Modelo matematico

El modelo que vamos a considerar ahora es el propuesto por D. Dingli
y F. Michor [3]. Este modelo estudia la evolucién de las células
madre normales y las tumorales, pero anadiéndole una variante mas
con el fin de sacar unas conclusiones mas exactas. Esta variante tiene
en cuenta la auto-renovacién de las células madre, que hacen que
se dividan en células madre normales y diferenciadas. Este tipo de
células son las que estan especializadas en realizar una determinada
funcion.

El modelo que usaremos para abordar este problema es el que sigue.
Parat >0
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Bone Marrow
d I l!’x .. iry i
+—L| Normal stem cells Tumor stem cellsi_,_,{)_,
g G
. id,
e e P e i’
Differentiated normal cells l Differentiated tumor cells  :
x] yl
[, d,
¥

Figura 2.1: Representacion del paso de células normales a diferenciadas

( dr Ty p
dt \1+c(z+y) ° v
dX 0 X
T = Gy — dy
dt (2.1)
dy Ty
(),
dt 1+ cy(z+y)
day
| ar YTy

El modelo se trata de un sistema diferencial compuesto de cuatro
ecuaciones no lineales con cuatro incégnitas, donde las variables a
determinar son z(t), X(¢), y(t) e Y(t), que representan

1. z y X denota la cantidad de células madre normales y
diferenciadas, respectivamente, en el instante ¢.

2.y e Y denotarda por su parte la cantidad de células
madre tumorales y células madre tumorales diferenciadas,
respectivamente, en el instante t.

El sistema a su vez se compone de varios parametros que
consideraremos positivos. La interpretacién que le daremos a dichos



Modelo de estudio de Células Madres Diferenciadas 37

parametros sera la siguiente:

1. ry y ry indican la cantidad de divisién de células madre normales
y tumorales por dia, respectivamente.

2. dy muestra la cantidad de células normales y tumorales que
mueren por dia. Supondremos que el nimero de células normales
y tumorales que mueren es el mismo.

3. a, y a, son el nimero de células normales y tumorales que pasan
a ser diferenciadas por dia, respectivamente.

4. dy es el numero de células diferenciadas, tanto normales como
tumorales que mueren al dia. Nuevamente al igual que con dj,
estamos supondremos que dicho ntimero es el mismo. Estas
suposiciones se hacen por simplificacion.

5. ¢; ¥ ¢, son parametros usados para simular el acumulamiento de
células en la médula osea.

Las ecuaciones pueden ser interpretadas de la siguiente forma:

1

1, —
1+ co(z+y)
células madre normales alcancen el estado de homeostasis.

1
2. —————— > 0 es la funcién que se encarga de hacer que las
1+ ¢ (z+y) q & q

células madre tumorales alcancen el estado de homeostasis.

> () es la funcién que se encarga de hacer que las

Ty

1+ co(z+y)
células madre normales frente al aumento de las tumorales.

3. El término ( — do |x senala el crecimiento de las

4. El término a,xr — d; X muestra la regulacion que siguen las
células madre normales sabiendo que al dia llegan a, células
diferenciadas, y de estas mueren d;.

5. Una interpretacion analoga se le pueden dar a las expresiones

Ty
— —d,Y.
(1+0y($+y) O>yyayy '

El modelo anteriormente descrito se basa en el hecho de producirse r,
divisiones de células madre normales al dia. De las = células normales
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que se tienen, se producen al dia dy muertes y un nimero a, de
las = células pasan a ser diferenciadas. Ademas de las X células
diferenciadas normales, mueren d; por dia. Andlogamente, se sigue
el mismo esquema para las células madre tumorales, suponiendo en
todo caso que dy y d; se mantienen también para este tipo de células.

2.2. Analisis teorico del modelo

En esta seccion se pretende realizar un analisis tedrico del modelo.

2.2.1. Existencia y unicidad

Debido al caracter del sistema, se desconoce una solucion general
(x(t), X(2), (1), Y (¢)) de este.

El sistema (2.1) por su parte puede reescribirse de la forma 2z’ = f(z),
con

TJ?
|
(1+cx(fv+y) O)x

a'(t) fi(2)
o — X'(1) f(z) = fa(2) _ a;x — di X
yo | () —
Y'(t) fa(2) 1+ ¢y (r +v) °)Y
ayy — diY

Dado el cardcter de f(z), esta presenta discontinuidades cuando

-1 -1
, ——. Mas adelante probaremos que las soluciones son
Co Gy

todas positivas, por lo que por ahora esto puede despreciarse.
Consideramos por tanto la region

r+y=

Q={(t,z,X,y,Y) €[0,400)°} = [0, +o0)’.
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Este Q cumple que f € Lipro.(z;€) debido a que f € C>(Q), por
tanto aplicando el Teorema de Picard-Lindeldf, existe un § > 0 tal
que el problema

7= f(2)
{ 2(0) = 2o = (w0, X0, Y0, Yo), (0,20) € Q (2.2)

tiene solucién tnica local en el intervalo Is = [0,0 + §), denotada por

(Is; (8,0, 20)) = (Is; (x(t), X (1), y(t), Y (1)))-

Més atn, V(0, z9) € €2 condiciones iniciales, podemos dar unas cotas
para las soluciones lo que nos puede permitir hablar acerca del
comportamiento global. Veamos en el siguiente resultado.

Proposicién 2.2.1.1. Para cada (0,2) € 2, las componentes de
©(t,0,29) solucion del problema (2.2) son positivas y permanecen
acotadas por funciones exponenciales para todo t > 0.

Demostracion: Debido al cardcter del sistema (2.1), basta probar

el resultado para las dos primeras ecuaciones. Veamos que x(t) es
positiva. Tenemos que

dx_ Ty p
dt \1+c(z+y) ° *

es decir
2'(t) = 2 (t)A(t)
con
Ty
Alt) = ——————— d
®) 1+ co(z+y) 0

Por tanto la solucién de la ecuacién sera

#lt) = Soexp (/ As) = esy (/ (remtram—®)*)
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Luego

x(t) > 0.

Veamos una cota superior para z(t). Tenemos que

1
— <1
1+ c.(z+y) —
Luego
dr Ty J < o)
dt \l+c(z+y) ° T e Gt
Es decir,

() < (re — do)a(t)

Integrando como en el anterior caso tenemos que

/Ot %ds = log (%z)) < /Ot(rx — do)ds = (ry — do)t

Luego

z(t) < woelr==d,

Veamos que X(t) es positivo. Usaremos para ello el mismo
razonamiento que se usé para z(t). Se tiene que

dX
d_t = QT — le > —le

pues hemos probado ya que xz(t) es positivo. Observamos que
obtenemos una cota similar a la del razonamiento en x(t). De esto
se puede deducir rapidamente que

X(t) > X exp(—dlt) > 0.

Veamos finalmente una cota superior para X (t)

dX
% < a,xr < a,xoexp {(T‘m - dO)t}
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Integrando
t
X(t) — Xo < axaro/ e(re=do)s g g
0

La integral anterior queda

1
X(t) - Xo<a, (re—do)t _ 1
(1) o_axorx_do(e

Por lo tanto, X queda acotada de la forma

Ao

X(t) < Xo+ dﬂ(exp{(rx —do)t} —1).

T

Un razonamiento andlogo puede hacerse para y e Y quedando que
y(t),Y (t) > 0 y estdn acotadas por:

y(t) < yoexp{(ry — do)t}

Y1) < Yo+ ayy(;lo(exp ((r, — do)t} — 1)

Y

Con esto hemos obtenido ademés, que para cualquier tiempo finito, las
soluciones permanecen acotadas, lo cual indican que estas se pueden
prolongar indefinidamente sin que exploten, por lo que la solucién
(I5;0(t,0,20)) es evidentemente maximal. Queda asi concluida la
prueba. O

2.2.2. Puntos criticos

Para hallar los puntos criticos resolvemos la ecuacién f(z) = 0.
Tenemos:

T )
—r  dy)z=0
<1+cw(:c+y) 0>$
a,x —di1 X =0

L+ (z+y)
ayy —diY =0 )
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Resolviendo el sistema obtenemos los siguientes puntos estacionarios:
Pl - (0)07070)7 P2 = (I'*,X*,0,0),Pg - (07079*7Y*)

donde

Luego aparte tenemos el siguiente caso para ver otros puntos criticos.
Six,y # 0 entonces

{ e = do(1 4 co(x +y))
ry = do(1 + cy(z +y))

Es decir
+ Ty — dO %
X = =T,
y d()Ca;
Ty - do *
0Cy

Luego si x* = y*, el sistema anterior tiene infinitas soluciones
(o, 2" —a),a > 0.
Esto hace que, si definimos ahora

ap a,(y* — a)
X* _ Y* — Y
ody dy

entonces el caso x* = y* generard infinitos puntos criticos de la forma

P*= (o, X, 2" —a,Y*a),a > 0.

2.2.3. Estabilidad de los puntos criticos

Vamos a estudiar cémo se comporta la estabilidad local de los puntos
estacionarios. Para ello procederemos como en el primer modelo,
aunque en este caso la estabilidad es menos clara.
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Proposicién 2.2.3.1. Dadas las condiciones de nuestro sistema (2.2)
planteado, se tienen las siguientes condiciones de estabilidad de los
puntos criticos Py, Py y Ps3:

1. Py es estable si y solo siry,r, < dy,
2. P, es estable si y solo si 1y, > do,

3. Pj es estable si y sélo si dy <1y, y c,(ry —do) < —ci(dy —1y).

Demostracion. En virtud del Teorema de Hartman-Grobman, nos
basta calcular la matriz Jacobiana de f(z) evaluada en los puntos
criticos para estudiar la estabilidad local de ellos. Tenemos pues que

Ofr, f2: f3: f)
Oz, X,y,Y)
a1 0 ais 0
Qg —dl 0 0
asy 0 ass 0
0 0 Qy —d1

Vg

con

- eIt (@ ty)) —arece p
T T et y))? °

Ty(1 4+ cy(z +y)) — yrycy

R e )
— IT,Cy

T Mt a(rt )

asy = — yrycy

(1 +cy(z+y))?

Evaluando la matriz en los puntos criticos tenemos las
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correspondientes matrices:

re—dog 0 0 0
. Ay —d1 O 0
J(h) = 0 0 r,—dy O
0 0 Qy —d1
do d
(do=r2) 0 r—z(do —ry) 0
J(Py) = ay —d 0 0
0 0 azs 0
0 0 CLy —d1
a3, 0 0 0
Ay —d1 0 0
P)=1| d d
TBI=1 Doy 00 Pay—r) 0
Ty Ty
0 0 CLy —d1
donde
2 _do(cxdo — ¢ydo + cyTy — TyCy)
33 cpdy — cydo + cyry
5 do(cpdy — cydo + cyry — 1yCy)
ap; =

cydo — cpdp + 1yCy

La matriz Jacobiana evaluada en el punto P“ tiene una estructura
mas compleja

adic, 0 adic,

T T
JPY=| a —d 0 0
as 0 asy 0
0 0 Qy —d1
donde
N (—do + ry — acydy)rpcadocy
P31 = 7 (cpdy — cydy + cyry)?
" do(cidg — 2c,diey + 2¢odocyry + codg — 262 dor,
33 =

(cpdo — cydo + ¢y1y)?
2,2 2 2
e — TyCodo — Tycicyaudy)

(cado — cydy + cyry)?
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Debido a la complejidad de la matriz Jacobiana de P%, la estabilidad
de dicho punto critico se comprobarda mediante las simulaciones
numeéricas.

Para ver la estabilidad hay que estudiar los autovalores de las tres
matrices.

Las matrices J(P;) y J(Ps) son triangulares inferiores, por lo que sus
autovalores son los elementos de la diagonal

sp(T(P1) = {di=ry—do, o= —di, \is =1y —do, \ia = —ds }

d
sp(J(P3)) = {)\31 = a3}, g = —dy, A3z = —O(do —7y), Aga = —dl}

Ty

Por otro lado, la matriz J(P,) no es triangular, aunque si
desarrollamos el determinante por la cuarta columna obtenemos que
igualmente el determinante es el producto de los elementos de la
diagonal, por lo que sus autovalores son también los elementos de
la diagonal.

d,
sp(j(P2)) - {)‘21 = _O(do - rw)a Aoy = —dy, Aoz = agg,/\u = —dl}

T

Ahora bien, aplicando el Teorema de Hartman-Grobman, para que
haya estabilidad en los puntos criticos los autovalores de J(Py),
J(Py) y J(Ps) tienen que tener parte real negativa. En vista de las
desigualdades que se forman se tiene que las condiciones necesarias y
suficientes para que los equilibrios sean estables son las siguientes:

1. P es estable si y solo si r,, 7, < do,
2. P, es estable si y sélo si ry, 7, > do,
3. Pj es estable si y sélo si dy <1y y ¢,(r, —do) < —ci(do — 1y).

]
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2.3. Conclusiones

La inestabilidad de los tres puntos estacionarios se pueden interpretar
dando varias observaciones:

1. El punto P; = (0,0,0,0) moviéndonos dentro del rango de la
estabilidad podemos asegurar que si la solucién del problema
(2.2) se encuentra cerca de éste entonces convergera a el. Esto
indica que en este caso las células tanto normales como tumorales
tenderan a extinguirse, dando lugar a la muerte del paciente. Si
por el contrario nos movemos dentro del rango de inestabilidad
tendriamos que la solucién escaparia del punto P;, por lo que no
podremos afirmar a priori si el paciente se encuentra en algin
estadio avanzado del cancer.

2. El punto P, = (z*, X*,0,0) es el que nos interesa. Al movernos
en el rango de estabilidad tendremos la garantia de que la
solucion converja a dicho punto. Esto hard que la tasa de células
tumorales descienda a cero mientras que la tasa de células
normales se mantenga en un equilibrio. De esta forma la terapia
aplicada habria tenido éxito y se podria eliminar el tumor del
sistema.

3. El punto Py = (0,0,y*,Y™*) nos interesard que sea inestable,
pues de lo contrario la solucién convergera al punto, dando asi
una tasa de células normales que desciende a cero y una tasa de
células tumorales que convergen a un equilibrio. Esto significaria
la muerte del paciente. Si logramos que este punto sea inestable
al menos podremos asegurar que la tasa de células normales no
descienda a cero, por lo que se podria tratar al paciente para
poder salvarlo a tiempo.

2.4. Simulaciones en MatLab

Vamos a estudiar el comportamiento de las soluciones por medio
de simulaciones numeéricas para comprobar que se verifica el analisis
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teorico.
Consideraremos el siguiente conjunto de parametros:

r. = 0,005, =0,0115dy = 0,002,d; = 0,213,
a, = a,=1,065-10",¢c, =0,75-10"% ¢, =0,38-107*

2.4.1. Puntos criticos
De partida podemos comprobar que si el dato inicial de nuestro sistema
es algtin equilibrio se tiene que efectivamente la solucion de nuestro

sistema permanece constante. En nuestro caso, con los datos dados
tenemos que

¥ =2-10", X* =10" y*=1,25-10° Y*=6,25-10"

i 1012 Comportamiento de las células en 750 dias L 1012 Comportamiento de las células en 750 dias
Células normales Células tumorales

08 Células normales diferenciadas 08 Células tumorales diferenciadas

06 L 05f
8 o
© L <
£ os 5 0.4
5
= oo2f 2 o2r
s 8
E} ]
3 0 2 0
S 2
o
T 02f 8 02t
° °
3
£ -04f 2 oaf
S 4
z E

06 06

08 08

" . . . . . . . 1 . . . . . . .

0 100 200 300 400 500 600 700 0 100 200 300 400 500 600 700
Tiempo Tiempo
7 7
(a) Células normales (b) Células tumorales

Figura 2.2: Representacién del equilibrio Py, .. = (0,0,0,0) usando
como dado inicial el punto zy = (0,0,0,0)
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R «10%2  Comportamiento de las células en 750 dias ) «10%2  Comportamiento de las células en 750 dias

Células tumorales
Células tumorales diferenciadas

Células normales
Células normales diferenciadas
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(a) Células normales (b) Células tumorales

Figura 2.3: Representacién del equilibrio P, .. = (2% X*0,0)
usando como dado inicial el punto zg = (z*, X*,0,0)

1012  Comportamiento de las células en 750 dias 1012 Comportamiento de las células en 750 dias

Células normales
Células normales diferenciadas

Células tumorales
Células tumorales diferenciadas

Numero de células normales
©

Numero de células tumorales
©

0 100 200 300 400 500 600 700 0 100 200 300 400 500 600 700
Tiempo Tiempo

(a) Células normales (b) Células tumorales

Figura 2.4: Representacién del equilibrio Ps,, .. = (0,0,y*,Y™)
usando como dado inicial el punto zy = (0,0, y*, Y*)

Podemos observar que los puntos Py, Popooue ¥ P con

3Bloque ?

¥ =2-10", X* =10", y*=1,25-10° Y*=6,25-10"

son equilibrios de nuestro sistema.
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2.4.2. Aparicién de células tumorales

Realizaremos la simulacién con los siguientes datos iniciales

z(0) =210 y(0) =1
{ X(0) = 102 { Y(0) =0

Y mantendremos estos datos en todos los apartados.

Cabe destacar que en vista de los datos que disponemos nos
encontramos en el rango donde P, y P3 son estables y P; inestable.

) 102 Comportamiento de las células en 2190 dias ) 1012 Comportamiento de las células en 2190 dias

Células tumorales
Células tumorales diferenciadas

Células normales
Células normales diferenciadas

151 151

05

Numero de células normales
Numero de células tumorales
o
&

AN

051 051

0 200 400 600 800 1000 1200 1400 1600 1800 2000 0 200 400 600 800 1000 1200 1400 1600 1800 2000
Tiempo Tiempo

(a) Células normales (b) Células tumorales

Figura 2.5: Solucién numérica tras 2190 dias (6 anos)

Tras 6 anos se puede detectar un crecimiento en la tasa de células
tumorales, asi como un decrecimiento en la tasa de células normales.
En este tiempo el tumor se estd formando. De todas formas el
crecimiento del tumor es bastante lento, por lo que se podria tratar a
tiempo, pues en su posible deteccion el tumor puede encontrarse ain
en fase 1. Todo esto recordemos que es posible aunque se parta de
una unica célula tumoral, resaltando asi la importancia la deteccién a
tiempo.

En simulacién de la Figura 2.6 se ha aumentado un poco el parametro
ry, es decir, se ha aumentado la cantidad de division de células
tumorales por dia. Observamos asi que a pesar de que el aumento
es muy bajo, en los 6 anos de observacion el tumor se ha expandido
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Células normales Células tumorales -
16 Células normales diferenciadas 16 Células tumorales diferenciadas _—
-
e
14 L, e
8 8 //
212 S /
E 2 /
2 a2 /
g g 10 /
= =
8 8 38
/
2 3 ,
o 6 o 6
@ 5]
£, 5.4
k S
z z y
2 2 /
[ . /
0 — 0 _
0 200 400 600 800 1000 1200 1400 1600 1800 2000 0 200 400 600 800 1000 1200 1400 1600 1800 2000
Tiempo Tiempo
7 7
(a) Células normales (b) Células tumorales

Figura 2.6: Solucién numérica variando el pardmetro r, = 0,03

con mucha rapidez. Esto tiene sentido, pues variando ese parametro
estarfamos dentro del rango de Pj estable.

«1012  Comportamiento de las células en 2190 dias «1012  Comportamiento de las células en 2190 dias
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o 2
\\\\\‘ S
0 — 0
0 200 400 600 800 1000 1200 1400 1600 1800 2000 0 200 400 600 800 1000 1200 1400 1600 1800 2000
Tiempo Tiempo
7 7
(a) Células normales (b) Células tumorales

Figura 2.7: Solucién numérica variando los parametros r, = 0,03 y
a, = 2,130 - 107

En la Figura 2.7 se muestra a pesar de aumentar la tasa de células
normales que pasan a ser diferenciadas, el crecimiento del tumor no se
ve nada afectado. El paciente podria entrar en estado de metéstasis (o
estadio 4). En esta fase el cdncer se extiende y la terapia que se aplique
puede resultar ineficiente por lo que habria que tratar al paciente con
un tratamiento paliativo. Esto es debido a que nos movemos en el
rango de Ps estable, pues r, mantiene el mismo valor y las condiciones
de estabilidad de los puntos no dependen de a,,.
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2.4.3. Terapia

La terapia aplicada tendra éxito cuando la division de células normales
consiga ser mas grande que la division de células tumorales, es decir,
cuando r, > r,. Variando estos parametros podemos ver como influye
la terapia en el paciente.

«1013  Comportamiento de las células en 2190 dias «1013  Comportamiento de las células en 2190 dias

— Células tumorales
18 - 18 calul
_— llas tumorales diferenciadas
P

16 pd 16
8 /7 8
< 14 / S 14
E / s
5 g
2t Y S 12t
° / s
8 8
3 El
g z
@ ol o gl
N 8 / Células normales < 8
@ Células normales diferenciadas b
26t / g 6
2 1/ 2

ar / 4

2t ,/ 2

0 0

0 200 400 600 800 1000 1200 1400 1600 1800 2000 0 200 400 600 800 1000 1200 1400 1600 1800 2000

Tiempo Tiempo
. ,
(a) Células normales (b) Células tumorales

Figura 2.8: Solucién numérica para los parametros r, = 0,3, y r, =
0,0115

En la Figura 2.8 se ha modificado los pardmetros r, y 7, para
representar el estado de terapia. Observamos que hay una proliferacion
de células normales frente a las tumorales, que descienden a cero.
Se produce asi un éxito en la terapia y el cancer puede eliminarse.
Los datos indican ademas que efectivamente nos estamos acercando al
punto P, que es estable pues r,, z, > dp






Anexo I. Resultados
auxiliares

Trataremos en este anexo el plasmar todos los resultados auxiliares
que han servido para el desarrollo de este trabajo.

Teorema de Picard-Lindelof

Sea [ € CO(S;RY) N Lipe(y, Q). Entonces existe un dy y una tinica
funcién ¢ : (ty — &, to + dg) — RY que es solucién del problema de
Cauchy

{ y = f(t,y)

y(to) = vo-

Ademads §y = min{a, %, le}, donde a,b > 0 son constantes tales que
1. K= [to —a,ty —I—a} X E(y(),b) C Q,
2. M = m}gx|f],

3. Ly es la constante de Lipschitz de f en K.

Lema de Gronwall

Sean u € C'(ty, B) y k € C%(to, B) tal que

u'(t) < k(t)u(t) Vi€ [t, B),
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entonces

u(t) < ul(to) exp </t:k(s)ds> Vt € [to, 5)-

Lema de comparacion

Sean ¢r y g4 las dos soluciones de los problemas de Cauchy
y = f(ty) { 9(t,y)

PC PC
( )f{ y(to) = o (FC) y(t)Zy

donde f,g: Q — R¥* con f,g € C%Q) N Lipioe(y; Q) v t € [to, T,
con T' < +oo. Entonces, si f(t,y) < g(t,y) Y(t,y) € Qe yy < yg, se
tiene que @ (t) < @4(t) Vt € [to, T).

Teorema de Sturm

Sea f : (a,b) — R una funcién polindémica, con —oo < a < b < o0.
Se considera la sucesién finita

(fo(@), fi(2),..., frla)), re€Z, r>1
construida de la siguiente forma
= fo(z) = f(2),
= fi(x) = f'(2),

» Hacemos fo(x) = c1(x)fi(z) + r(x), el algoritmo de divisién
entre fo(z) vy fi(x). Definimos

fo(x) := —ri(x).

» En general, dados f;(x) v fisr1(x), si fiz1(z) € R paramos. En
caso contrario, hacemos

fi(z) = cipa(z) figr(2) + riga(2),
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el algoritmo de divisién entre f;(x) y fir1(x). Definimos
fiva(2) = —ria ()

Esta sucesion es la que se conoce como Sucesion de Sturm.

Dado « € [a,b] tal que f(a) # 0, se define v(«) como el nimero de
variaciones de signo en la Sucesion de Sturm

(fo(@), fila), faol@), ..., fr(e))

en la que omitiremos los ceros que puedan aparecer.
Tenemos entonces que si f(z) no se anula en los extremos del intervalo
(a,b), se tiene que el nimero de raices de f(x) en dicho intervalo es

v(a) —v(b).

Teorema de Hartman-Grobman

Sea v = f(y),f : RY — RY un sistema auténomo y J la matriz
Jacobiana de f(y). Sea yo un punto critico del sistema y consideremos
J (yo) la matriz Jacobiana evaluada en yo. Denotemos por

{A\i}1<i<nv C C al conjunto de autovalores de J (yp). Se tiene entonces
que

1. yo es uniformemente asintéticamente estable si y solo si
R(N\;) <0 para todo 1 <i< N,

2. Yo es inestable si y sélo si existe algin 1 < ¢ < N tal que
R(A;) > 0.

Criterio de Dulac-Bendixson

Dado un sistema auténomo plano

dz
? = fl(xvy)
J = f2<l’,y)

=
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definida sobre una regién Q € R? simplemente conexa. Si existe una
funcién p(z,y) € C1(Q) tal que la expresion

ef)  Olef)
ox + dy

y tiene el mismo signo en casi todo €, es decir, es distinto de cero,
entonces el sistema anterior no posee orbitas ciclicas dentro de 2.



Anexo II. Scripts de MatLab

Este anexo contiene todos los scripts que se han empleado en las
simulaciones numéricas de los dos modelos estudiados a lo largo del
trabajo.

Modelo de estudio de respuesta inmune

Funcién Equilibrios

function [P] = Equilibrios(s,b,r,e,m,d,a)

% La funcién Equilibrios calcula por un lado las

% soluciones de la ecuacién en y

T

% (mxb)*xy~3 + (-m+b*(m*et+d-r))*y~2 +

% (s/atr-mxe+d*exb-d)*y + (ex(s/a-d))

b

% correspondiente a la componente segunda de los

% equilibrios, y por otro lado los representa todos,
% incluyendo el punto (s/d,0) ya calculado en el

% andlisis tedrico.

% Las variables de entrada son los pardmetros de la
% ecuacién.

%

% Datos de interés.
%

% s =0.1181

% b = 0.002



58 Trabajo de Fin de Grado

% r=1.131

% e = 20.19

% m = 0.00311

% d = 0.3743

% a=1.636

yA

CO = ex(s/a-d); % Calculamos los
% coeficientes del

Cl = s/atr-m*e+d*exb-d; % polinomio en y.

C2 = -m+b*(m*e+d-r);

C3 = mxb;

Raices = roots([C3,C2,C1,C0]); % Calculamos el

% conjunto de raices
% del polinomio.

% E1 comando roots devuelve tanto las raices reales

% como las imaginarias, por lo que una vez calculadas
% debemos separar las imaginarias y quedarnos con las
% reales.

R = [1;

for i=1:length(Raices) % De manera recursiva
% almacenamos en un

if (imag(Raices(i))== 0) % vector todas las

% raices reales del
% polinomio.

R = [R,Raices(i)];

else

R = R;

end

end

% Una vez calculadas las raices, calculamos la componente
% primera asociada a cada raiz para construir los

% equilibrios totales.

% Recordemos que la relacién que se tenia era que

b

% x=ax(1-bx*y)



Anexo II. Scripts de MatLab

29

%
f = 0(x) a*x(1-b*x);

P = [s/d, 0];

for i=1:(length(R))
P = [P;[£(R(1)),R(D)]];

end
P;

Funcion KT

function KT (z0,T)

h
h
h
h
hh
h
h

h
h
h
b

h
h
h
h

Representamos la
funcién que a cada
raiz del polinomio
anterior le asocia
su componente
primera del
equilibrio.

Afladimos como caso
base el equilibrio
calculado en el
anadlisis tedrico.

Almacenamos en un
vector todos los
puntos criticos
finales.

% Funcién que dados (z0,T) con z0 un vector de datos
% iniciales y T un tiempo, resuelve el sistema

% diferencial
yA

bl
b
b
yA

% donde

N < X
Il

~
(@]
N

s+((r*xx*y) / (et+y) ) -m*x*xy-d*x
axy* (1-bxfy) -x*xy
= (x(0),y(0)) = z0,

t en [0,T]

% s,b,r,e,m,d,a son constantes positivas.

% Datos de interés.

T
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= 0.1181
= 0.002
= 1.131
= 20.19
0.00311
0.3743
1.636
.1181;
.002;
.131;

= 20.19;
0.00311;
= 0.3743;
1.636;

==
e B o8 T®n
[

I
= O O |

P OB o8 T®n
|

% Construimos las funciones que definen el sistema

% diferencial.

f1 = @(t,x) s+((r*x(1).*x(2))./(e+x(2)))mxx(1)*x(2)-d*x(1);
f2 = 0(t,x) a*xx(2).*x(1-b*xx(2))-x(1) .*x(2);

f =0(t,x) [f1(t,x);f2(t,x)]; % Funcién del
% sistema.

[t,y] = ode4b5(f,[0,T],z0) % Resolvemos el
% sistema

% numéricamente.

% Dibujamos a continuacién las graficas de las
% soluciones.

yA

% Soluciones del sistema diferencial.

close all

hold on

plot(t,y(:,1))

plot(t,y(:,2))

axis([0,T,min(min(y))-5,max (max(y))+5])
legend(’Concentracién de células inmunes’,...
’Concentracién de células tumorales’,’location’,’best’)
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xlabel(’Tiempo’)

ylabel (’Concentraciones de las células’)

title([’Comportamiento de las células en ’,num2str(T), ’ dias’])
b

/» Dibujaremos también el plano de fases junto con

% los puntos de equilibrio para estudiar como se

% comporta la estabilidad de los puntos calculados

% numéricamente, pues en el andlisis tedrico no

% podiamos afirmar nada.

[P] = Equilibrios(s,b,r,e,m,d,a)

% Cargamos los puntos de equilibrio mediante la

% funcién

% Equilibrios(s,b,r,e,m,d,a)

% calculada en el anterior Script.

b

%» Representacién del plano de fases.

b

figure (2)

hold on

plot(y(:,1),y(:,2))

plot(P(:,1),P(:,2),’r.’, ’MarkerSize’,10)
axis([min(y(:,1))-1,max(y(:,1))+1,min(min(y))-10,max (max(y))+10])
legend(’Orbita’,’Equilibrios’,’location’, ’best’)

title([’Plano de fases resultante dados ’,num2str(T), ’ dias’])

Modelo de estudio de Células Madres
Diferenciadas

Funcion DM

function DM(z0,T)

% Funcién que dados (z0,T) con z0 un vector de
% datos iniciales y T un tiempo, resuelve el

% sistema diferencial
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% | x> = (rx*phi-d0)*x
% | X7 = axxx-d1*X
y’ = (ry*psi-d0)*y

b
b
b

Y’ = ayxy-dilxY

|
|
hol
|
| z(0) = (x(0),X(0),y(0),Y(0)) = z0, t en [0,T]

% donde
% phi = 1/(1+cx*x(x+y)))
% psi = 1/(L+cy*x(x+y)))

% rx, ry, dO, dl, ax, ay, cx, cy constantes
% positivas.

% Datos de interés

yA

% rx=0.005

% ry=0.0115

% d0=0.002

% d1=0.213

% ax=1065.e4

% ay=1065.e4

% cx=75.e-6

% cy=38.e-6

yA

rx=0.005;

ry=0.0115;

d0=0.002;

d1=0.213;

ax=1065.¢e4;

ay=1065.e4;

cx=75.e-6;

cy=38.e-6; % Afiadimos las
% constantes.

phi = @(t,x) 1./(1+cxx(x(1)+x(3))); % Definimos las
% funciones phi
%y psi.

psi = @(t,x) 1./(l+cy*(x(1)+x(3)));
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fx = @(t,x) (rx*phi(t,x)-d0)*x(1); % Se definen las
% funciones que
fX = 0(t,x) ax*x(1)-d1xx(2); % forman el
% sistema
% diferencial.
fy = @(t,x) (ry*psi(t,x)-d0)*x(3);
fY = @(t,x) ay*x(3)-di1*x(4);

f = 0(t,x) [fx(t,x);fX(t,x);fy(t,x);£fY(t,x)]; % Funcidén
% del
% sistema.

[t,y] = ode45(f, [0,T],z0) % Resolvemos el
% sistema
% numéricamente.

% Dibujamos las graficas de las soluciones.

b

% Soluciones que representan las células normales y
% normales diferenciadas.

close all

hold on

plot(t,y(:,1))

plot(t,y(:,2))
axis([0,T,min(min(y))-1.e12,max(max(y))+1.e12])
legend(’Células normales’,’Células normales diferenciadas’,’location’,...
’best’)

xlabel (’Tiempo’)

ylabel (’Nimero de células normales’)
title([’Comportamiento de las células en ’,num2str(T), ’ dias’])
b

% Soluciones que representan las células tumorales y
% tumorales diferenciadas.

figure(2)

hold on

plot(t,y(:,3))

plot(t,y(:,4))
axis([0,T,min(min(y))-1.e12,max(max(y))+1.e12])
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legend(’Células tumorales’,’Células tumorales diferenciadas’,’location’,
‘best’)

xlabel (’Tiempo’)

ylabel (’Nimero de células tumorales’)

title([’Comportamiento de las células en ’,num2str(T), ’ dias’])
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