FACULTAD DE MATEMATICAS
DEPARTAMENTO DE ALGEBRA

Teorema de Poncelet

Jesus Lopez Sanchez






Teorema de Poncelet

Jesus Lopez Sanchez

Memoria presentada como parte de los requisitos para
la obtencioén del titulo de Grado en Matematicas por
la Universidad de Sevilla.

Prof. Tutor D. Manuel Jests Gago Vargas

16 de junio de 2018






Indice general

Abstract
Lista de simbolos

Introduccién

. Superficies de Riemann: Definiciones basicas
1.1. Cartas complejas y estructuras complejas . . . . . . . .. ..

1.2. Orientacion y género . . . . . . . . . . o oo

. Morfismos entre superficies de Riemann
2.1. Morfismos . . . . . . . .. e
2.2. Teoremas sobre morfismos . . . . . . . . . . ... ... ....

2.3. Isomorfismos del toro complejo . . . . .. ... ... ... ..

. Propiedades de los morfismos

3.1. Propiedades locales de los morfismos . . . . ... ... .. ..

3.2. Propiedades globales de los morfismos . . . . .. ... .. ..
3.2.1. Aplicaciones recubridoras . . . . . ... ... ... ..
3.2.2. Teorema de caracterizacion . . . . .. ... ... ...
3.2.3. Férmula de Hurwitz . . . . ... ... ... ......

3.3. Mas ejemplos de superficies de Riemann . . . .. .. ... ..
3.3.1. Estructura heredada . . . . ... .. ... ... ....

3.3.2. Suma conexa de superficies de Riemann . . . . . . ..

. Introduccion a funciones elipticas

4.1. Funciones elipticas . . . . . . . . . . ... . ... .. ... ..

4.2. La funcién o de Welerstrass . . . . . . . . ... ... ..
4.2.1. Ecuacién diferencial para o . . . . .. . ... ...

4.3. Lasfunciones (y o . . . . . . .. .. oo

vii

ix

11

17
17
24

25
25
29
32

37
37
40
40
42
45
45
45
46



vi

Indice general

5. La funcién modular

5.1. Las funciones g2,93 . . . . . . .. .. ... ..
5.2. La funcién modular J . . . .. ... ... ..
5.3. Regién fundamental para I' . . . . . .. ...
5.4. Expansion de Fourierde J . . . . . . .. ...
5.5. Valoresde J . . . ... ... ... .......
5.6. Solucién al problema de inversién . . . . . . .

6. Curvas elipticas
6.1. Curvas elipticas
6.2. Modelos algebraicos

7. Teorema de Poncelet

7.1. Correspondencia de Poncelet . . . ... ...
7.2. Ecuacién algebraica para M . . . . . . .. ..
7.3. Estructura complejaen M. . . .. ... ...
7.4. M es una curva eliptica . . . . ... .. ...
7.5. Los automorfismos o, 7y . .. .. .. ...
7.6. Automorfismos involutivos del toro complejo

7.7. Prueba del teorema de Poncelet . . . . . . ..

A. La esfera de Riemann

oy

. Curvas algebraicas

Q

. Ecuaciones paramétricas de conicas lisas
D. Isomorfismo entre curvas hiperelipticas

Bibliografia

101

105

107

113

118



Abstract

Poncelet’s theorem is a famous result in projective geometry, dating to the
early part of the nineteenth century. It concerns closed polygons inscribed in
one conic and circumscribed about another. There are several proofs of the
theorem, none of which are elementary. The proof of Poncelet’s theorem that
we present in this work requires basic notions of Riemann surfaces, classic
results of complex analysis and basic principles of projective geometry. It
relates to the theory of elliptic curves and exploits the fact that such curves
are endowed with an analytic group structure.
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Introduccion

Sean C'y D dos elipses en el plano real, con D dentro de C. Supongamos
que existe un poligono cerrado de n lados, inscrito en C' y circunscrito
sobre D. Entonces, para cualquier punto p de C, existe un poligono
cerrado de n lados, inscrito en C' y circunscrito sobre D, tal que p es
uno de sus vértices.

La Figura 1 ilustra el caso n = 8. El poligono cerrado de linea continua
estd inscrito en C' y circunscrito sobre D. El trazado de linea discontinua
describe la existencia de un poligono cerrado de ocho lados, inscrito en C' y
circunscrito sobre D, tal que p es uno de sus vértices.

Figura 1: Teorema de Poncelet

La afirmacion anterior se conoce como Teorema de Poncelet. El matematico
francés Jean-Victor Poncelet descubrio el teorema en 1813, mientras se en-
contraba retenido en la ciudad rusa de Saratov, como prisionero de guerra.
En 1822, después de volver a Francia, una prueba del resultado anterior
aparece publicada en su libro [Pon22]. Poncelet prueba el teorema como
corolario de un resultado mas general, conocido como Teorema General de
Poncelet, es cual puede ser enunciado como sigue: Sean C, D1, ..., D, céni-
cas lisas en el plano proyectivo real de un misma haz. Si existe un poligono
cerrado de n lados, inscrito en C, tal que cada lado es tangente a una de las
cOnicas D1, ..., D,, entonces existen infinitos de tales poligonos.
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12 Teorema de Poncelet

Sus pruebas fueron duramente criticadas por algunos contemporaneos como
Augustin Louis Cauchy, pues estaban basadas en un principio de continuidad
no probado.

La siguiente prueba del Teorema de Poncelet que se conoce se debe a Carl
Gustav Jacob Jacobi. En 1828, este ofrecié una prueba usando el teorema de
adicién de funciones elipticas [Jac84]. Esencialmente, el teorema de Poncelet
es equivalente al teorema de adicion de curvas elipticas, y su prueba repre-
senta una manera sintética de deducir la estructura de grupo en una curva
eliptica.

Desde su publicacién, hasta la tltima década del siglo XIX, el teorema de
Poncelet atrajo la atencion de muchos matematicos de la época. Una gran
cantidad de literatura sobre variantes, pruebas alternativas y generaliza-
ciones del teorema de Poncelet se produjo en estos anos. Las principales
obras de este periodo se deben a Nicola Trudi, Arthur Cayley, George
Salmon, Adolf Hurwitz, Gaston Darboux y George H. Halphen. La principal
razon de esta atraccion parece provenir del hecho de que varias pruebas pu-
blicadas estaban basadas en andlisis complejo y geometria proyectiva. Una
buena descripcion histérica del teorema de Poncelet, junto con novedosas
pruebas y observaciones estd dada en [BKORST].

Un problema interesante que surgio tras la publicacion de Jacobi, con-
sistia en determinar bajo qué condiciones analiticas existirian poligonos ce-
rrados de m lados, inscrito en C' y circunscrito sobre D. En 1853, tales
condiciones fueron obtenidas por Arthur Cayley [Cay54], usando teoria de
integrales abelianas. Las publicaciones de Cayley sirvieron de gran inspi-
racién a Henri Léon Lebesgue, el cual tradujé las condiciones de Cayley a
lenguaje geométrico [Leb42].

Recientemente, ambos problemas han sidos estudiados de nuevo por los
matematicos Phillip Griffiths y Joseph Daniel Harris (1977-1978), ofreciendo
pruebas modernas. En los articulos [GH77, GH78] relacionan los dos teoremas
a curvas elipticas sobre el cuerpo de los niimeros complejos, y a funciones
elipticas, las cuales constituyen el conjunto de funciones meromorfa de estas
curvas.

En este trabajo, la prueba ofrecida del teorema de Poncelet ha sido ex-
traida del libro de Leopold Flato [Fla09, cap.9] y sigue la aproximacién de
Griffiths y Harris [GH77]. Concretamente, ellos prueban la siguiente versién
del teorema de Poncelet en el plano proyectivo complejo.

Versién-P? del Teorema de Poncelet. Sean C y D dos cénicas lisas en
P2, en posicion general. Supongamos que existe un poligono cerrado, inscrito
en C y circunscrito sobre D. Entonces, para cualquier punto p de C, existe
un poligono cerrado, inscrito en C y circunscrito sobre D, tal que p es uno
de sus vértices.
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Recuerde que las conicas C' 'y D estan en posicion general si su intersec-
cion estd constituida por cuatros puntos, el cual es el niimero méaximo posible
como consecuencia del teorema de Bezout. Un poligono cerrado de n lados en
el plano proyectivo complejo, con vértices consecutivos pi, ..., Pn, estd ins-
crito en C' y circunscrito sobre D si los puntos p1,...,p, € C y las rectas
determinadas por los pares de puntos (p1,p2), .. ., (Pn, p1) son tangentes a D.

Esta versién del teorema de Poncelet en el plano proyectivo complejo se
mantiene si las cénicas C'y D no estdn en posicién general [Fla09, cap.11],
aunque la prueba requiere algunas otras consideraciones.

La afirmacion anterior de la versién proyectiva compleja del teorema de
Poncelet puede ser reformulada si precisamos la correspondencia de Poncelet
M y la aplicacion de Poncelet 7, asociada a C'y D.

Sea D* la conica dual de D, es decir, el conjunto de rectas tangentes a D.
La correspondencia de Poncelet M para C'y D esta definida como

M={(z,8) |z e C, e D" xet}

Fijado (z,£) € M, denotemos por z’ al otro punto de intersecciéon de la recta
& con la conica C, y por £ a la otra recta del haz 2/, que es tangente a D.
Observe que si la recta £ es tangente a C, entonces ©' = z, y si 2’ € D,
entonces las rectas £, £’ son iguales.

La aplicacién de Poncelet n : M — M, asociada a M, estd definida como

n(z,§) = (2,¢), V(z,§) e M.

Es rutinario comprobar que 7 es una aplicacién biyectiva. Ademés, como las
cénicas C'y D estén en posicién general, ,7? no presentan puntos fijos.
Enunciemos la reformulacion citada anteriormente.

Sea n € N, con n > 3. St la aplicacion n™ presenta un punto fijo,
entonces " es la aplicacion identidad.

Observe que la afirmacion anterior es efectivamente una reformulacién de
la versién proyectiva compleja del teorema de Poncelet, pues z,2' € £y
¢ € D*, para todo (x,&) € M. Ahora bien, para probar tal afirmacién ne-
cesitamos introducir nociones béasicas de superficies de Riemann, resultados
clasicos de analisis complejo y principios basicos de geometria proyectiva.

Los rudimentos de superficies de Riemann que necesitamos estdn cubiertos
en los tres primeros capitulos. En el primer capitulo introducimos el concepto
de superficie de Riemann y presentamos varios ejemplos notables de tales
superficies. En el segundo capitulo precisamos los morfismos entre estas su-
perficies, probamos varios teoremas heredados del analisis complejo relativos
a estos morfismos y determinamos los isomorfimos entre toros complejos. En
el tercer capitulo nos centramos en estudiar propiedades locales y globales
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de morfismos entre superficies de Riemann. Ademads, en este capitulo intro-
ducimos las superficies de Riemann denominadas curvas hiperelipticas, las
cuales juegan un papel determinante en la prueba que nos hemos propuesto.

Los siguientes tres capitulos tienen como objetivo probar que la curvas
hiperelipticas asociadas a curvas planas afines determinadas por polinomios
de la forma

w? — (z —a1)(z — az)(z — as),

con ai,as,as numeros complejos distintos, son curvas elipticas, y recipro-
camente, cualquier toro complejo es isomorfo a una curva hipereliptica de
este estilo. Mas detalladamente, en el cuarto capitulo introducimos las fun-
ciones elipticas, presentamos la funcién @ de Weierstrass y determinamos la
ecuaciéon diferencial que esta satisface. En el quinto capitulo resolvemos el
problema de inversion, basandonos en propiedades de la funcién modular J,
las cuales son probadas previamente. En el sexto capitulo trabajamos con
curvas elipticas, es decir, con superficies de Riemann las cuales son isomor-
fas a un toro complejo. En este sexto capitulo demostramos que la curvas
elipticas puede ser dotadas con una estructura de grupo analitico, la cual
estd univocamente determinada por la eleccion del elemento neutro, y cum-
plimos el objetivo mencionado anteriormente, el cual es consecuencia inme-
diata de la solucién del problema de inversién y de la ecuacion diferencial
que satisface la funcion p de Weierstrass.

Por 1ltimo, en el séptimo capitulo probaremos la reformulacién de la ver-
sién proyectiva compleja del teorema de Poncelet. Para tal fin, identifica-
remos la correspondencia de Poncelet M para C'y D con una curva alge-
braica lisa v en C2. Asi M heredard la topologia y estructura de superficie
de Riemann de «. Seguidamente, probaremos que esta curva algebraica -y
es una curva eliptica y, como consecuencia, obtendremos que M también es
una curva eliptica, pues M es isomorfa a 7 como superficies de Riemann.
Por lo tanto, podremos dotar a M con una estructura de grupo analitico,
heredada a través del isomorfismo que existe entre esta superficie y un toro
complejo. Finalmente, usando resultados de automorfismos involutivos con
puntos fijos de toros complejos, probaremos que la aplicaciéon de Poncelet
n asociada a M es una traslacién con respecto a la estructura de grupo
analitico que ha sido heredada en M, es decir, existe b € M, tal que

nlp) =p+0b, VpeM.

Asi, obtendremos
n"(p) =p+nb, Vpe M.
Ahora, es facil probar la reformulacién, pues si existe pg € M tal que
n™(po) = po, entonces nb debe ser el elemento neutro en M.
Observe que la aplicacion 1™ presenta un punto fijo si, y solo si, nb es el
elemento neutro en M. La versiéon proyectiva del teorema de Cayley ob-
tenida por Griffiths y Harris [GHT78]|, se obtiene al relacionar estos puntos
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de orden finito en curvas elipticas con propiedades de funciones elipticas,
las cuales como antes comentamos constituyen las funciones meromorfas de
estas curvas.

Sean C' y D dos cénicas lisas en P?, en posicién general, determinadas
respectivamente por matrices simétricas Ac, Ap € .# (3 x 3,C). Definamos
la multifuncién F : C — P(C) como

F(t) = \/det(tAc + Ap), ViteC.

Como D es una cénica lisa, el determinante de la matriz Ap es distinto de
cero, luego existe e > 0, tal que det(tAc + Ap) # 0, Vt € B = B(0,¢).
Observe que F' admite dos ramificaciones holomorfas en B. Sea f una de
estas ramificaciones. Consideremos los coeficientes (A, ),>0 del desarrollo en
serie de potencias de f centrado en 0,

f(t)=Ag+ At 4+ Apt" +---, VteB.

Versién-P? del Teorema de Cayley. Sea n € N, con n > 3. La n-ésima
composicion " de la aplicacion de Poncelet asociada a C' y D presenta un
punto fijo si, y solo si,

Ay o Amn
: : =0, sin=2m+1(m>1),
Aps1 ... Aop
As ... Ann
: : : =0, sin=2m(m?>2),
Apt e Ao

Observe que la afirmacién del teorema es independiente de la ramificacién
elegida de F' en B, pues la otra ramificacién holomorfa es —f. Una prueba
del resultado anterior puede ser consultada en [Fla09, cap.10].



16

Teorema de Poncelet




Capitulo 1

Superficies de Riemann:
Definiciones basicas

Como se mencioné en la introduccion, la prueba del Teorema de Poncelet
que presentamos en este documento usa nociones de superficies de Riemann.
En este capitulo definiremos tales superficies, y también presentaremos varios
ejemplos importantes de superficies de Riemann, las cuales seran usadas pos-
teriormente. Ademads, justificaremos que toda superficie de Riemann es una
variedad diferenciable de dimensién 2 orientable, y concluiremos comentan-
do sus consecuencias.

1.1. Cartas complejas y estructuras complejas

Sea X un espacio topoldgico. Pretendemos que X sea, localmente, como
un abierto del plano complejo, asi nos permitirda definir unas coordenadas
complejas en cada punto de X.

Definiciéon 1.1. Una carta compleja, o simplemente carta, en X es un
homeomorfismo ¢ : U — V', donde U C X es un abierto en X, y V C C es
un abierto en el plano complejo. Se denota por (U, ¢).

Si¢:U — V es una carta compleja en X, al subconjunto abierto U se le
denomina dominio de la carta ¢. Ademas, la carta ¢ esta centrada en p € U

si ¢(p) = 0.
Ejemplos 1.2.

1. En el plano real con la topologia euclidea 7., para cualquier abierto
U C R?, la aplicacién ¢y : U — U, definida como ¢y (z,y) = z + iy,

es una carta en R2. Es més, si (0,0) € U, entonces la carta ¢y esté cen-
trada en (0,0).

17



18 Superficies de Riemann

2. En la esfera de Riemann, definida en el apéndice (A), consideremos los
abiertos Uy = C, Uy = C\ {0}. Las aplicaciones ¢; : U; — C, definidas

como

61(2) = 2 dolz) = % (donde é = 0),

son cartas en C.

Observaciones 1.3.

> Si¢: U — V es una carta compleja en X, entonces para todo abierto
Uy C U, se verifica que ¢y, : Uy — ¢(Uy) es una carta compleja en X,
denominada subcarta de ¢.

>Si¢: U — V es una carta compleja en X,y g : V — W CC es
una biyeccion holoforma, donde W es un abierto en el plano complejo,
entonces la composicién go ¢ : U — W es una carta compleja en X.

Definicion 1.4. Dos cartas complejas ¢; : Uy — Vi, i = 1,2, en X son
compatibles si Uy NUs =0, 6 Uy NUs # 0, y

P9 0 ¢T 1 1 (UL NUy) — ¢o(Uy N Us)

es holomorfa.

Figura 1.1: Compatibilidad de cartas complejas

Observaciones 1.5.

> Observe que la definicién es simétrica, es decir, si Uy NUs # 0, y

p20dt : d1 (UL NUs) — ¢o(Un N U)
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es holomorfa, entonces
prody " do(Ur NU2) — ¢1 (U1 NU2)

es holomorfa. Como consecuencia, se verifica que

(2007 ") (2) #0, Yz € ¢i(UpNUa).

A la funcion ¢o oqﬁl_l se le denomina funcién de transicién entre las cartas
complejas ¢1 v ¢o.

> Si¢g: U — V es una carta compleja en X,y g : V — W C C es
una biyeccion holoforma, donde W es un abierto en el plano complejo,
entonces las cartas complejas ¢, g o ¢ son compatibles. Es mas, g o ¢ es
compatible con cualquier carta compleja que sea compatible con ¢.

Definicién 1.6. Un atlas complejo, o simplemente atlas, A en X es una
coleccion A = {¢q : Uy — Vo } de cartas complejas en X, compatibles dos a
dos, cuyos dominios recubren a X, es decir, X =/, Ua.

Ejemplos 1.7.

1. En (R?,7.), la coleccién A = {¢y : U — U |U C R? abierto} de cartas es
un atlas en R?.

2. En/(\@,’ﬁ;), la coleccion A = {¢; : U; — C|i = 1,2} de cartas es un atlas
en C. En efecto, pues U1 NUy = C*, ¢ © qﬁl_l(z) =1/z,Vz e C~

Definicién 1.8. Dos atlas complejos A1, Ao en X son equivalentes si cada
carta compleja de uno es compatible con cada carta compleja del otro.

Evidentemente, dos atlas complejos en X son equivalentes si y solo si su
union es un atlas complejo en X. Ademas, puede probarse que todo atlas
complejo en X estd contenido en un tnico atlas complejo maximal.! Luego,
dos atlas complejos en X son equivalentes si y solo si estdn contenidos en el
mismo atlas complejo maximal.

Definicion 1.9. Una estructura compleja en X es un atlas complejo maxi-
mal en X, o equivalentemente, una clase de equivalencia de atlas complejos
en X.

Dado que cualquier atlas determina una tunica estructura compleja en X,
estd sera la manera habitual de definir una estructura compleja en X.

'Mediante una aplicacién del Lema de Zorn, se puede probar el resultado.
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Definicién 1.10. Una superficie de Riemann es un espacio topoldgico
conexo, Hausdorff, no vacio, dotado de una estructura compleja.

Observaciones 1.11.

> Sea X una superficie de Riemann, dotada de la estructura compleja deter-
minada por un atlas A = {¢, : Uy — V,} en X. Observe que para cual-
quier subconjunto abierto Y C X se verifica que la coleccién de subcartas
Ay = {¢ayrv. : Y NUa — ¢a(Y NUy)} es un atlas en Y. Como con-
secuencia, cualquier subconjunto abierto Y C X, conexo, no vacio, es una
superficie de Riemann. Su estructura compleja estd determinada por Ay-.
Observe que no depende del atlas representante A.

> Si X es una superficie de Riemann, entonces para cada punto p € X
existe una carta compleja ¢ : U — V en X, con p € U. Es més, podemos
incluso garantizar la existencia de una carta centrada para cada punto
p € X. Como consecuencia, es facil probar que X es localmente conexo
por caminos. Por lo tanto, X es conexo por caminos.

> Si X es una superficie de Riemann, entonces X cumple el segundo axioma
de numerabilidad (Teorema de Radé, [NR11, p.71]), es decir, existe una
base numerable de abiertos en X.

Ejemplos 1.12.

1. Observe que (R?,7;) es un espacio topolégico Hausdorff, conexo. Si do-
tamos a R? de la estructura compleja determinada por el atlas complejo
constituido unicamente por la carta identidad (R?, ¢2), esta superficie
de Riemann se denomina plano complejo. Se denota por C.

2. Se verifica que (@, 7¢) es un espacio topoldgico Hausdorff, conexo y com-
pacto, pues C = S2. Si dotamos a C de la estructura compleja determi-
nada por el atlas complejo A = {¢; : U; — C|i = 1,2}, la superficie de
Riemann resultante se denomina esfera compleja. Se denota por C.

3. Sean wi,wy € C, linealmente independientes sobre R. Consideremos el
subconjunto de C,

A = {miw; + maws | m1, mg € Z}.
A A se le denomina reticulo generado por wy,ws. Observe que A es ce-

rrado y discreto. Ademas, es subgrupo aditivo de C.

Ahora, centrémonos en el conjunto cociente C/A. Dotemos a C/A de la
topologia cociente inducida por la proyeccién © : C — C/A, esto es,
G C C/A es abierto si y solo si 77 !(G) es abierto en C. Con respecto
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/[ [/ /
S/ [ [
v /S [
/[ /S
/ /

Figura 1.2: Reticulo generado por wi, wa

a esta topologia, m es continua, luego C/A es conexo. Observe que todo
abierto en C/A es imagen de un abierto en C, pues

U=n(x"YU)), YUCC/A,

ya que 7 es sobreyectiva. Es més, m es una aplicacion abierta. En efecto,
pues si V' C C es abierto, se verifica

@) = Jw+V.
wEA

A continuacién, probaremos que C/A es Hausdorff. Sean z; + A, z9 + A
€ C/A, tales que z9 — 23 ¢ A. Se verifica que existe ¢ > 0, tal que
B(w,e) N A = {w}, Yw € A. En efecto, pues dado que A es discreto,
existe e > 0 tal que B(0,e)NA = {0}. Como consecuencia, para cualquier
w € A, se verifica B(w,e) N A = {w}? Para cada w € A, consideremos
la bola B(w, §). Observe que existe a lo mas un tinico wy € A, tal que
72 — 21 € B(wo, §). Por lo tanto,

n= inf|(z2 — 21) —w| > &,
weA

donde & = $|(z2 — 21) — wyl|. Concluimos que 7(B(21, 1)), m(B(22, 1))
son abiertos disjuntos de z; + A, 2z + A, respectivamente, en C/A. En
efecto, pues si existiese z € B(z1,49), w € A, tales que z +w € B(z2, 1),
se obtendria

(22 —21) —w| < |z = (z+w)[+ ]z — 2]
n,n
< 3 a0
2 + 2
que contradice la definicién de 7.
Por tltimo, definamos un atlas complejo en C/A. Dado z € C, conside-

remos la bola B, = B(z, %), donde

5 — 3
EHAu\r{lo}{\w\}

2Recuerde que A es subgrupo aditivo de C.
3Sea r > 0, tal que wi € B(0,r). Dado que las bolas B(w, £), w € A, son disjuntas,
existe un ndmero finito de elementos de A \ {0} pertenecientes a la bola B(0, ).
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Observe que 7 g, : B, — m(B;) es un homeomorfismo. Denotemos por
¢, a su homeomorfismo inverso. Probaremos que la coleccion de cartas

A={¢,:n(B,) = B, |z € C}

es un atlas complejo en C/A. Evidentemente, C/A = | J,cc 7(B.). Ademds,
dados 21,22 € C, tales que 7(B,,) N7(B.,) # 0, se verifica que existe
a € C tal que

Gz oqﬁ;ll(z) =z+4a, VzeS,

donde S = ¢, (7(B,,) N7(B.,)). En efecto, pues
©(2) := ¢y, © qSZ_ll(z) —z€N, Vzels,

y lp(s1) — ¢(s2)| < 0, para cualesquiera s1, sy € S. Por lo tanto, existe
a € C, tal que p(z) =a,Vz € S.

La superficie de Riemann resultante C/A se denomina toro complejo.
Se trata de una supercie de Riemann compacta, ya que

7(P) = C/A,
donde P = {/\1w1 + Aows ’ A € [0, 1]}

La presentacion de los siguientes ejemplos de superficies de Riemann usan
el teorema de la funcién implicita para polinomios. Enunciémoslo.

Teorema 1.13. Sea p € Clz,w], (a,b) € C2. Si p(a,b) = 0, pw(a,b) # 0,
entonces existen abiertos Vo,V C C, con a € V,, b € V, y una funcion
g : Vo = Vi, holomorfa en V,, tal que ¥V (z,w) € Vg x V4,

p(z,w) =0 si, y solo si, w=g(z).

En el apéndice (B), precisamos la definiciones de curva algebraica lisa en
C? y curva algebraica lisa en C2.

Ejemplos 1.14.

1. Sea 7 una curva algebraica lisa en C?, definida por un polinomio
p € C[z,w]. Determinemos un atlas complejo en +.

Sea (a,b) € v. Supongamos que p,(a,b) # 0. En tal caso, por el teorema
anterior, existen abiertos V,,V, C C, con a € V,, b € V}, y una funcién
g : Vo =V, holomorfa en V,, tal que V(z,w) € V, x V}, p(z,w) = 0
si y solo si w = g(z). Por lo tanto, la aplicacién 7, : U — V,, defi-
nida como 7,(z,w) = z, donde U = {(z,w) € v|z € Vo,w € V,}, es
una carta compleja en 7. Ademads, observe que (a,b) € U. La inversa de
m,es it 1V, = U, 7;1(2) = (2,9(2)). Andlogamente, si suponemos
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pz(a,b) # 0, entonces, como consecuencia del teorema anterior, existen
abiertos V,,VJ/ C C, con a € V,, b € V/, y una funcién h:V,] — V,,
holomorfa en V}, tal que V(z,w) € V, x V/, p(z,w) = 0 si y solo si
z = h(w). Luego, la aplicacién 7, : U' — V}/, definida como m,,(z, w) = w,
donde U’ = {(z,w) € v|z € V,,w € V]/}, es una carta compleja en +.
Observe que (a,b) € U'. Ademds, la inversa de m, es w1 : V/ — U,
7, (w) = (h(w),w). Por hipétesis, estas cartas complejas recubren a 7.
Veamos ahora la compatibilidad. Si ambas cartas provienen de proyectar
sobre la misma variable, y sus dominios se cortan, entonces la funcién
de transicion es la identidad. En cambio, si las cartas provienen de pro-
yectar sobre distintas variables, esto es, m, : U — Vg, m.(z,w) = z, ¥
Tw 2 U = Vj, Tw(2,w) = w, y sus dominios se cortan, entonces

mwom, i m,(UNU') = m,(UNU’)

estd definida como 7, o 73 1(2) = g(2).

Dotemos a v de la estructura compleja que determina el atlas obte-
nido. Supuesto que p es irreducible, se verifica que 7y es un espacio to-
polégico conexo por caminos. Ademds, v es Hausdorff, pues C? lo es,
luego bajo esta ultima hipdtesis, obtenemos una superficie de Riemann,
denominada curva plana afin. Observe que no es compacta, pues y no
es un subconjunto acotado de C2.

2. Sea 7y una curva algebraica lisa en @2, definida por un polinomio
p € C[z,w]. Consideremos los polinomios

q=2"p(1/z,w),
r=w"p(z,1/w),
5= 2mup(1/2,1/w),

donde m = deg, p, n = deg,, p. Determinemos un atlas complejo en ~.

Las cartas del atlas con dominio en C? estan definidas como en el ejemplo
anterior. Ahora, necesitamos aumentar nuestra coleccién de cartas, para
garantizar que recubran a 7. Supongamos que (oo, b) € v, con b # oo. El
homeomorfismo involutivo @ : C? - @2, definido como

Q(z,w) = (1/z,w), V(z,w)e C?,

envia la curva algebraica lisa v en la curva algebraica lisa v;, la cual
viene determinada por el polinomio ¢q. Observe que Q(oco,b) = (0,b) € 1.
Ademas, se verifica que ¢,(0,b) # 0, 6 ¢,(0,b) # 0. Actuando como en
el ejemplo anterior, determinemos una carta ¢ : U — V, con (0,b) € U.
Observe que ¢oQ|o-1(y) es una carta compleja en -y, con (oo, b) € Q~1(U).

4Es perfectamente posible que sobre un punto haya definidas dos cartas complejas.
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Andlogamente, se determinan cartas complejas en  sobre los puntos
(a,0), con a # oo, (00, 00), usando respectivamente los homeomorfismos

A~

involutivos R, S : C? — @2, definidos como

R(z,w) = (z,1/w), S(z,w)=(1/z,1/w), VY (zw)ec C>.
La prueba de la compatibilidad de las cartas es omitida, y se deja como
ejercicio para el lector.

Dotemos a v de la estructura compleja que determina el atlas obtenido.
De nuevo, supuesto que p es irreducible, se verifica que vy es un espacio
topolégico conexo por caminos. Ademads, v es Hausdorff, luego bajo la
hipétesis de irreducibilidad, obtenemos una superficie de Riemann, de-
nominada curva algebraica lisa en C2. Observe que se trata de una
superficie de Riemann compacta, pues v es un subconjunto cerrado de C2.

1.2. Orientacion y género

Sea 2 C C abierto, y f : 2 — C una funcién holomorfa en ). Consideremos
las aplicaciones u, v : 2 — R, definidas como

u(z,y) = Re f(2),
v(z,y) =Im f(z), Vz=xz+iyeQ.

Observe que ambas aplicaciones son de clase C*°. Ademas, como f es holo-
morfa en (), se verifican las ecuaciones de Cauchy-Riemann, es decir,

Ou  Ov
ox  dy’
ou v
oy o

Por lo tanto, si f’ = % + i% # 0 en (), entonces

Jdu Ju 2 2
det( % %):(2“) +<gu> > 0.
or Oy T Y
Como consecuencia de los razonamientos anteriores, si X es una super-
ficie de Riemann dotada de la estructura compleja A, entonces X es una
variedad diferenciable de dimensién 2 orientable. En efecto, pues A es un
atlas diferenciable orientado. Por lo tanto, si ademéds suponemos que X es
una superficie de Riemann compacta, entonces podemos usar el teorema de
clasificacion de superficies: Toda superficie compacta, conexa y orientable
es homeomorfa a una esfera con g asas. El nimero ¢ es un invariante to-
polégico y se denomina el género de la superficie. Si g = 0, la superficie es

una esfera. Si g > 1, la superficie se obtiene pegando g asas a la esfera. Al
nimero xy = 2 — 2¢ se le denomina caracteristica de Euler-Poincare.



Capitulo 2

Morfismos entre superficies
de Riemann

Como es habitual en Matematicas, una vez definido los objetos con lo que
vamos a tratar, el siguiente paso natural es definir cudles son las aplicacio-
nes interesantes o morfismos entre tales objetos. En este capitulo, precisa-
remos cuales seran las aplicaciones interesantes entre superficies de Riemann.
Ademds, presentamos varios resultados esenciales sobre tales aplicaciones.
Finalizamos determinando los isomorfismos del toro complejo.

A lo largo de todo el capitulo, salvo que se mencione otra cosa, X,Y, Z
denotaran superficies de Riemann.

2.1. Morfismos

Comencemos definiendo las aplicaciones de interés entre superficies de
Riemann.

Definicion 2.1. Sea W C X abierto. Una aplicacion F' : W — Y es un
morfismo u holomorfa en p € W si existen cartas ¢1 : Uy — Vi en X,
2 :Us = Vo enY, conp € Uy, F(p) € Ua, que garantizan la existencia de
un abierto G C W NUy, conp € G, F(G) C Us, tal que la composicion

paoFogprt:¢1(G)—C
es holomorfa en ¢1(G).!
Una aplicacion ' : W — Y es un morfismo u holomorfa en un abierto
U CW silo es cada punto de U.

!Observe que si F es continua en p, entonces, para cualesquiera abiertos U; C X,
U, CY, conp € U, F(p) € Us, existe un abierto G C W N Uy, con p € G, tal que
F(G) C Us.

25
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Ejemplos 2.2.
1. Cualquier aplicacién F': W — Y constante es holomorfa en W.
2. La aplicacion identidad Iz : X — X es un morfismo.

3. Sea ) C C abierto, p € Q. Si f : Q@ — C es holomorfa en p, en el
sentido usual, entonces f es holomorfa en p como superficies de Riemann.
Ademds, el reciproco también es cierto, por lo tanto, la definicién anterior
es una generalizacion.

En las condiciones de la definicién anterior, si F': W — Y es holomorfa en
p € W, entonces existen cartas ¢1 : Uy — Vi en X, ¢p9 : Us = Vo en Y, con
p € Uy, F(p) € Us, y un abierto G C W N Uy, con p € G, F(G) C Uy, tal
que la composicién

paoFog':41(G) = C

es holomorfa en ¢1(G). Por lo tanto, para cualquier abierto G’ C G, no
vacio, la composicién ¢ 0 F o ¢7' : ¢1(G') — C es holomorfa en ¢1(G).
Ademads, observe que ¢1(G) C C es abierto, luego existe ¢ > 0 tal que
B(¢1(p).e) € ¢1(G). Consideremos la subcarta ¢1,, : U — ¢1(U) de ¢,
donde U = ¢; '(B(¢1(p),¢)). Como consecuencia de la anterior objecién, se
verifica que
¢20Fo(d,) " 1(U) = C

es holomorfa en ¢, (U).

De los razonamientos anteriores, deducimos que si F': W — Y es holomorfa
en p € W, entonces existen cartas ¢1 : Uy - Vien X, ¢3: Uz — Vo enY,
con p € Uy, F(p) € Uy, tales que Uy es conexo, Uy C W, F(Uy) C U, y
la composicién ¢g o F o (bfl : V1 — C es holomorfa en V;. Es més, como
consecuencia de la siguiente proposicién podremos incluso suponer que las
cartas estdn centradas, es decir, ¢1(p) = ¢2(F(p)) = 0.

Proposicién 2.3. Sea W C X abierto, F': W — Y una aplicacion, p € W.
Se verifica:

1. S§i F' es holomorfa en p, entonces F' es continua en p.

2. Si F' es holomorfa en p, entonces F' es holomorfa en un abierto U C W,
conpeU.

3. F es holomorfa en p si, y solo si, para cualesquiera par de cartas (Uy, ¢1)
en X, (Ug,¢2) enY, conp € Uy, F(p) € Us, se garantiza la existencia de
un abierto G C W NUy, conp € G, F(G) C Uy, tal que la composicion

paoFogy!:¢1(G) = C

es holomorfa en ¢1(QG).
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4. SiU C W es abierto, y F' es holomorfa en W, entonces Fy es holomorfa
en U.

5. SiU C W es abierto, y Fjiy es holomorfa en U, entonces F' es holomorfa
en U.

PRUEBA:

1. Sea G2 C Y abierto, tal que F(p) € G2. Como F' es holomorfa en p,
entonces existen cartas ¢; : Uy — Vi en X, ¢2 : Uy — Vo en Y, con
p € Uy, F(p) € Uy, tales que Uy C W, F(Uy) C Uy, y la composicién
¢ 0 F o qﬁfl : Vi — C es holomorfa en V;. Consideremos el abierto
G = G2 N Us. Por continuidad, existe G; C Vj abierto, con ¢1(p) € Gy
tal que ¢o 0 F o ¢y (G1) C ¢2(G). Luego F(¢;(G1)) € G C Ga.

2. Si F' es holomorfa en p, entonces existen cartas ¢1 : Uy — Vi en X,
¢2: Uy — VoenY, conp € Uy, F(p) € Us, tales que Uy C W, F(Uy) C U,
y la composicién ¢o o F' o qﬁl_l : V3 — C es holomorfa en V;. Como
consecuencia, observe que F' es holomorfa en Uj.

3. Sean ¢1 : Uy — Vi, ¢o : Uy — V5 cartas, respectivamente en X e Y, con
p € U1, F(p) € Uy. Como F es holomorfa en p, existen cartas ¢; : C; —
Dien X, p9:Cy — DyenY, con p € Cq, F(p) € Cy, tales que C; C W,
F(Cy) C Oy, y la composicién ¢y o F' o gpfl : D; — C es holomorfa en
D1. Ademas, debido a la compatibilidad de las cartas, las funciones

progrt 1 (UiNCY) = o1 (U NCY),
$20 03" 1 pa(Ua N Ca) = ¢2(Us N Ch)

son holomorfas. Luego, la composicién
(pzoFopr)ol(prodr):1(UinCr) = C

es holomorfa. Como consecuencia, existe un abierto G C Uy N Cq, con

$1(p) € ¢1(G), tal que (p20 Fogrt)o(p10¢1!)(¢1(G)) C pa(U2NCa)?
Obtenemos asi que

¢20Fo¢1_1:¢1(G)—>C

es holomorfa en ¢;(G).

4. Sea p € U. Como F es holomorfa en p, existen cartas ¢1 : Uy — V7 en X,
¢o : Uy — VoenY conp € Uy, F(p) € Us, tales que Uy C W, F(Uy) C Us,
y la composicién ¢ 0 F'o gbfl : V1 — C es holomorfa en V;. Consideremos
el abierto G = U NU; C U;. Observe que p € G, EU(G) C U, yla
composicién

¢20 Flyodr' 1 ¢1(G) — C

es holomorfa en ¢;(G).

2Recuerde, todo aplicacién holomorfa es continua.
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5. Es trivial.

Definicion 2.4. Sea W C X abierto. Se define
Ox(W)={f:W — C| f es holomorfa en W}.

FEstas aplicaciones se denominan funciones holomorfas en W.

El conjunto anterior Ox (W) presenta estructura de C-algebra con las ope-
raciones de suma y producto de aplicaciones.

Proposicién 2.5. Sea W C Y abierto, y F : X — Y un morfismo. Si
f € Oy(W), entonces fo F € Ox(F~1(W)). Como consecuencia F induce
un morfismo de C-dlgebras

La siguiente proposiciéon garantiza que la composicién de morfismos es
morfismo.

Proposicién 2.6. Si F : X - Y, G : Y — Z son morfismos, entonces
GoF: X — Z es morfismo.

PRUEBA: Sea p € X. Como F' es holomorfa en p, y G es holomorfa en F(p)
existen cartas ¢1 : Uy = Vien X, ¢po : Us > VoenY, ¢p3:Us — Vzen Z,
con p € Uy, F(p) € Ua, G(F(p)) € Us, tales que F(Uy) C Uz, G(Ua) C Us,
y las composiciones

¢p20Fog': V1 —C,
¢3OGO¢51:VQ—>(C

son holomorfas. Por lo tanto, la funcién
gbgo(GoF)ogbIl V1 —=C

es holomorfa en V;.
O
Como consecuencia del resultado anterior, observe que si F' : X — Y,
G Y — Z son morfismos, entonces (G o F')* = F* o G*.

Definicion 2.7. Un morfimo biyectivo F : X — Y se denomina isomorfismo
si F~1 .Y — X es morfismo. Un isomorfismo G : X — X se denomina
automorfismo.



2. Morfismos entre superficies de Riemann 29

Si existe un isomorfismo F' : X — Y, entonces decimos que la superficie
de Riemann X es isomorfa a la superficie de Riemann Y, y lo denotaremos
por X 2 Y. Es facil, comprobar que si X 2 Y, entonces Y = X, y que si
X=ZYeY =7, entonces X = Z.

El conjunto constituido por todos los automorfismos de X presenta estruc-
tura de grupo bajo la operacién de composicién de aplicaciones. A tal grupo
se le denota por Aut(X).

Teorema 2.8. St F: X — Y es un isomorfismo, entonces la aplicacion
F:Aut(X) — Aut(Y), definida como

F(G)=FoGoF' VGeAut(X),
es un isomorfismo de grupos. Es mds,
F(p(9)) = p(F(9)), VG € Aut(X),

con p(G) C X,p(ﬁ(g)) CY los puntos fijos de g,ﬁ(g), respectivamente.

2.2. Teoremas sobre morfismos

En esta seccién, presentamos varios resultados importantes sobre morfismos
entre superficies de Riemann, los cuales se heredan del Anélisis Complejo.
Por tal motivo, también enunciaremos, sin demostrar? los respectivos resul-
tados de Anélisis Complejo de los cuales se hereden. Comencemos.

Teorema 2.9. Sea ) C C una region. Si f : Q@ — C es una funcion holo-
morfa en ), no identicamente nula, entonces f~1(0)' N Q = 0.

Recuerde que un subconjunto abierto no vacio 2 C C es una regién si
es conexo. Utilizando el teorema anterior, obtenemos el siguiente resultado,
denominado Teorema de la Identidad.

Teorema 2.10. Sean F,G : X — Y morfismos. Si existe S C X, con
S"# 0, tal que F(z) = G(x), Va € S, entonces F = G.
PrueBA: Consideremos el conjunto
A={r e X|F=Genun abiertoU C X,z € U}.

Observe que A es cerrado. Como X es conexo, bastard probar que A es
abierto, no vacio. Si p € A, entonces existe U C X abierto, p € U, tal
que F(z) = G(z)Va € U. Luego p € int(A), pues p € U C A. Veamos

3Consulte [BGLA10] si desea ver la prueba de los resultados.
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ahora que A # (). Sea p € S’. Observe que F(p) = G(p), pues para todo
abierto U C X, p € U, se verifica (U \ {p}) NS # 0. Ademds, como F,G
son holomorfas en p, existen cartas ¢1 : Uy — Vi en X, ¢po: Us = Vo en Y,
con p € Uy, q = F(p) € Uy, tales que U; es conexo, F(Uy),G(Uy) C Us, y
las composiciénes ¢o o F o ¢1_1, P0G o qﬁl_l : V1 — C son holomorfas. Como
consecuencia del resultado anterior, deducimos

¢20Fo¢;1:¢20Go¢1_1,
pues ¢1(p) € X' NVq, donde
S = {2 Vi |60 Fodil(s) = oo Godrl(2))

Luego F = G en Uy, por lo que p € A.
O

Teorema 2.11. Sea 2 C C una region. Si f : @ — C es una funcion
holomorfa en €2, no constante, entonces f es una aplicacion abierta.

Del teorema anterior, conseguimos el siguiente resultado, denominado Teo-
rema de la Aplicacién Abierta.

Teorema 2.12. Si F': X — Y es un morfismo no constante, entonces F
es una aplicacion abierta.

PRUEBA: Sea ¢ € F(U), con U C X abierto. Observe que existe p € U,
tal que F(p) = ¢. Ademds, como F' es holomorfa en p, existen cartas
p1: U1 = Vien X, ¢o : Uy - Voen Y, con p € Uy, q € Us, tales que
Uy es conexo, F(U;) C Us, y la composicién ¢g o F o gbfl : V1 — C es ho-
lomorfa en V;. Consideremos ahora G = Uy N U. Observe que G C Uy es
abierto, luego ¢1(G) C V; es abierto. Como consecuencia del teorema ante-
rior;' obtenemos que ¢2(F(G)) = ¢ 0 F o ¢1_1(¢1(G)) C V5 es abierto, por
lo que F(G) C U; es abierto. Como F(G) C F(U), obtenemos el resultado.

O

Proposicién 2.13. Sean Q,G C C abiertos, y g : G - C, f : Q - C
funciones, tales que f(Q) C G, g(f(z)) = z, Vz € Q. Si g es holomorfa e
inyectiva en G, entonces f es holomorfa en Q.

A continuacién, probaremos un resultado que nos garantiza que todo mor-
fismo biyectivo es isomorfismo. Por lo tanto, si existe un morfismo biyectivo
F:X —Y, entonces X =Y.

4Observe que la composicién ¢z o F o qﬁfl : V1 — C no es constante, pues Uj # (.
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Proposicion 2.14. Si F : X — Y es un morfismo inyectivo, entonces la
restriccion sobre la imagen, F : X — F(X), es un isomorfismo.

PrUEBA: Observe que F'(X) es un subconjunto abierto de Y, como conse-
cuencia de (2.12). Ademds, X es conexo, luego F(X) es conexo. Ahora, si
p € X, como F' es holomorfa en p, entonces existen cartas ¢1 : Uy — V3
en X, g3 : Uy — Vaen Y, con p € Uy, F(p) € Us, tales que U es conexo,
Uy C F(X), F(U;) C Uy, y la composicién ¢g 0 F o ¢;t = Vi — C es
holomorfa. Por consiguiente, observe que F es morfismo. Adems4s, note que
¢po0F o ¢>1_1 no es constante, luego es una aplicacién abierta, como conse-
cuencia de (2.11). Por lo tanto, su inversa ¢ o F~! o ¢5t 2V — Vi, con
V C V5 abierto, es continua. Como consecuencia del resultado anterior, ob-
tenemos que la composicién ¢; o Flo ¢y ! es holomorfa en V. Por ende,
F~1 es morfismo.

O

El siguiente resultado es una consecuencia inmediata del Teorema de la
Aplicacién Abierta.

Teorema 2.15. Si X es compacta, y F : X — Y es un morfismo no
constante, entonces F es sobreyectiva e Y es compacta.

PruEBA: Por (2.12), FI(X) C Y es abierto. Ademds, como X es compacto,
F(X) es compacto. Ahora bien, Y es Hausdorff, luego F'(X) es cerrado.
Obtenemos asi que F(X) =Y, pues Y es conexo.

O

Corolario 2.16. Si X es compacta, entonces Ox(X) = C.

PRrUEBA: Sea f € Ox(X). Si f no fuese constante, como consecuencia del
resultado anterior obtendriamos que C es compacta. Luego, necesariamente
f debe ser constante.

O

Del siguiente teorema, obtenemos una generalizacién de (2.9).

Teorema 2.17. 51 F : X — Y es un morfismo no constante, entonces para
cada ¢ € Y, F71(q) es un subconjunto discreto de X. En particular, si X
es compacta, F~'(q) es finito, no vacio, Vq €Y.

PRUEBA: Sea ¢ € Y, tal que F~!(q) # 0. Consideremos p € F~1(q). Como
F es holomorfa en p, existen cartas ¢1 : Up — Vi en X, ¢9 : Uy — Vo en
Y, con p € Uy, q € Uy, tales que U; es conexo, F'(Uy) C Uy, la composicién
¢g9 0 Fo gbfl : V1 — C es holomorfa, y ¢1(p) = ¢2(q) = 0. Observe que
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¢20F o qﬁl_l(O) = 0. Ademas, ¢ 0 F' o <z51_1 no es identicamente nula, pues
existe pg € Uy, tal que F(pg) # ¢° Como consecuencia de (2.9), obtenemos
que existe € > 0, tal que B(0,¢) C Vi, y

poo Fop t(2)#0, Vze B(0,e).

Luego, ¢;(B(0,¢)) N F~'(q) = {p}.
Si X es compacta, entonces F' es sobreyectiva. Ademads, si ¢ € Y entonces
F~1(q) es compacto y discreto, por lo que F~1(q) es finito.

O

Corolario 2.18. Sea ¢ € Y. Si F : X — Y es un morfismo, tal que
F~Y(q) € X, entonces F~1(q) es un subconjunto discreto de X.

Por dltimo, presentamos un teorema de gran utilidad que nos permi-
tird probar que ciertas aplicaciones son morfismos.

Teorema 2.19. Sea F : X — Y wuna aplicacion continua, y A C X un
conjunto finito. Si F' es holomorfa en X \ A, entonces F' es morfismo.

PRUEBA: Sea p € A. Observe que existen cartas ¢1 : Uy — Vi en X, ¢9 :
Uy — VaenY,conp € Uy, F(p) € Us, tales que UyNA = {p},y F(Uy) C Us.
Consideremos la composicién ¢20Fo¢1_1 : V1 — C. Por hipétesis, es continua
en Vi y holomorfa en Vi \ {¢1(p)}. Por lo tanto, ¢z o F o ¢ ' es holomorfa
en V7, como consecuencia del teorema de singularidad evitable de Riemann.

O

2.3. Isomorfismos del toro complejo

En esta ultima seccion, nos proponemos determinar los isomorfismos del
toro complejo. Con tal fin, comencemos enunciando un resultado de Anélisis
Complejo que describe cuales son los automorfismos de C*,C, y C.

Teorema 2.20. Los automorfismos de C*,C, y C son, respectivamente:

1. G(z) =az 0 G(z) =2, a#0.

2. G(z)=az+b, a#0.

3. G(z) = Zjis, con ad — be # 0.

PRUEBA: Probaremos solamente el primer caso, que es quizds menos cono-
cido. Los dos tltimos casos pueden ser consultados en [BGLA10, p.238].

5Note que Uj # (.
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Fijado a € C, a # 0, es rutinario comprobar que tanto G(z) = az como
G(z) = a/z son automorfismos de C*. Reciprocamente, sea G € Aut(C*).

Observe que |G(z)| # 1, Vz € B(0,¢), donde

€= |1’1|r1f1]g_1(w)\ > 0.

Por lo tanto, |G(z)| < 1, Vz € B(0,¢), 6 |G(2)| > 1, Yz € B(0,¢), pues la
bola punteada B(0,¢) es conexa por caminos. Supongamos que |G(2)| < 1,
VzeB (0,¢). En tal caso, por el teorema de singularidad evitable de Riemann,
existe G; : C — C holomorfa, tal que Gi(z) = G(z), Vz € C*. Es maés, se
verifica que G1(0) = 0. En efecto, pues si (z,) es una sucesién en C*, tal que

lim zn, = 0, entonces (G(z,)) es una sucesién en C*, tal que
n o

lim G(z,) = G1(0).

n—o0

Como consecuencia, obtenemos que Gi(z) = az, Vz € C, con a € C, a # 0.
Ahora, supongamos que |G(z)| > 1,V z € B(0,¢). En tal caso, G, : C* — C*,

definida como )

G(2)’
es un automorfismo de C*. Ademas, |G.(z)| < 1, Vz € B(0,¢). Por lo tanto,

aplicando el razonamiento anterior, obtenemos G.(z) = az, Vz € C*, con
aeC,a#0.

Gi(z) = Vz e C*,

O
Sean T; = C/A;, i = 1,2, dos toros complejos, donde A1,As C C son
reticulos arbitrarios.

Teorema 2.21. Sea F : Ty — Ty un isomorfismo, tal que F(p1) = pa2, con
pi € T;. Si mi(z;) = pi, con z; € C, entonces existe un unico automorfismo

G de C, tal que G(z1) = 22, ¥y
Fom(z)=moG(z), VzeC,

es decir, el siguiente diagrama es conmutativo:

c—9.¢

T1 — T2

PrueBA: [Fla09, p.226]
O
El automorfismo G esta determinado por la condicién G(z1) = z3. Observe
que si z = 2’ (méd Aq), entonces G(z) = G(2') (m6d Ay). Como consecuen-
cia de los resultados anteriores, obtenemos la siguiente caracterizacion.
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Teorema 2.22. Si Ty = T5, entonces existe o € C, tal que Ay = al;.
Reciprocamente, si existe o € C, tal que Ay = aly, entonces Ty = To.
Ademds, los isomorfismos de T a Th son

F(z+ A1) =az+ B+ A0

con a, 8 € C, Ay = aly.

PRUEBA: Si F': T} — T3 es un isomorfismo, por (2.21), existe un automor-
fismo G de C, tal que

Fom(z) =moG(z), VzeC.

Ademas, por (2.20), se verifica que G(z) = az + 3, con o, € C,a0 # 0.
Luego
Fz4+M)=az++ N, VzeC.

Como consecuencia, si z € Ay, entonces az € Ay, pues
F(z+ A1) =F(A) =58+ As.
Para la contencién contraria, observe
Flom(z)=moG Yz), VzeC,

con G71(2) = z/a — B/a. Actuando de manera andloga, es facil deducir
Oé_lAg C Aj.

Ahora, supongamos que existe a € C, tal que Ay = aAq, y probemos que
F : Ty — T5, definida como F(z 4+ A1) = az+ 5+ A2, Vz € C, con 8 € C,
es un isomorfismo.

Observe que

w—p
F(T—FA;[) =w+ Ay, YweC,
luego F' es sobreyectiva. Ademds, si F'(z1 + A1) = F(z2 + A1), con z; € C,
entonces «a(z; — 22) € Ag. Como Ay = alp, deducimos z; — 29 € A;. Por
lo tanto, F' es inyectiva. Por tltimo, sea zg + A; € T, y consideremos las
cartas complejas ¢,, : m1(B,,) — B, en 11, ¢u, : m2(Buw,) — Buw, en Ta,
con wy = a2 + 5. Por continuidad, existe un abierto Vy C B, con 2y € V),
tal que az + B € By, Vz € V, luego

Suo © F o (9s) " (2) =az+ 5, VzeT.

O
Sea A C C un reticulo arbitrario, y consideremos el toro complejo T' = C/A.

50bserve que las aplicaciones estdn bien definidas, es decir, no depende del represen-
tante elegido.
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Corolario 2.23. Los automorfismos de T son
G(z+A)=az+ B +A,

con o, B € C, aA = A. Los automorfismos de T sin puntos fijos son
G(z+A) =2+ B+A,

con € C\A.

PrUEBA: Por (2.22), con A1, Ay = A, deducimos que los automorfismos de
T son

G(z+A)=az+ B +A,

cona, B € C,aA = A. Ahora, si exigimos que no existan punto fijos, entonces

a = 1, pues en caso contrario, F(zg + A) = z9 + A, donde zy = % Por

ultimo, observe que si § € C\A, entonces el automorfismo G(z+A) = z+5+A

no tiene puntos fijos.
O
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Capitulo 3

Propiedades de los morfismos

En este tercer capitulo de superficies de Riemann estudiaremos propiedades
de los morfismos, tanto locales como globales. Tales propiedades, nos per-
mitirdn introducir el concepto de punto de ramificacién de un morfismo no
constante, y de recubrimiento ramificado. Ademés, presentamos dos méto-
dos para construir nuevas superficies de Riemann a partir de otras ya exis-
tentes, y concluiremos incluyendo nuevos ejemplos notables de superficies
de Riemann.

3.1. Propiedades locales de los morfismos

En esta primera seccion nos centramos en estudiar las propiedades locales
de los morfismos. Comencemos enunciando dos resultados de analisis com-
plejo, a saber, el teorema de la funcién inversa y el teorema de existencia de
raiz m-ésima.

Teorema 3.1. Sea 2 C C abierto, zg € Q. Si f : Q = C es una funcion
holomorfa en Q, tal que f'(29) # 0, entonces existen abiertos V.C Q, W C C,
con zg €V, wy = f(z0) € W, tales que f establece una biyeccion entre V' y
W. Ademds, f~': W — V es derivable en wy, y se verifica que

(/71 (wo) =

f'(20)

Teorema 3.2. Sea 2 C C abierto, zg € Q. Si f : Q@ — C es una funcion
holomorfa en Q, tal que f(zp) # 0, entonces para todo entero m > 1, existe
un abierto V-C Q, con zg € V, y una funcion g : V.— C holomorfa en V,
tal que

f(z) = g(zy", VzeV.

En adelante, salvo que se indique otra cosa, X,Y denotaran superficies de

37



38 Superficies de Riemann

Riemann. Como consecuencia de los dos teoremas anteriores obtenemos el
siguiente resultado, conocido como Teorema de Forma Local.

Teorema 3.3. Si F': X — Y es un morfismo en p € X, no constante,
entonces existe un unico entero m > 1, que satisface la siguiente propiedad:
Para toda carta (Usz,p2) en Y, centrada en q = F(p), existe una carta
(U1, ¢1) en X, centrada en p, con F(Uy) C Us, tal que

o oFogbfl(z) =2" Vzepi(Uh).

PRUEBA: Sea ¢ : Us — V5 una carta en Y, con ¢ € Uy, tal que ¢2(q) = 0.
Como F' es morfismo en p, existe una carta ¢1 : Uy — V; en X, centrada
en p, tal que F(U;) C Uy, y la composicién

¢ppoFog;': V4 = C
—_—
h
es holomorfa en Vi. Sea ¢ > 0, tal que B(0,e) C Vi. Si (ay)n>0 son los
coeficientes de la serie de potencias centrada en 0, tal que

h(w) = Zanw" Yw € B(0,¢),
n=0

entonces ap = 0, pues h(0) = 0. Por lo tanto, h(w) = w™ f(w)Vw € B(0,¢),
donde

m =min{n € N|a, #0},' f:B(0,¢) = C, f(w) = i apw™ ™.
Observe que f es holomorfa en B(0,¢), f(0) # 0. Por (3.2), existe un abierto
V C B(0,g), con 0 € V, y una funcién g : V.— C holomorfa en V', tal que

f(w) = g(w)™, VweV.
Luego h(w) = (wg(w))™, Vw € V. Sea ¢ : V. — C, definida como
Y(w) = wg(w), YweV.

Como 9’'(0) # 0, por el teorema de la funcién inversa, existen abiertos
C CV,D CC, tales que 0 € C, ¥(0) € D, y 1 establece una biyeccién
entre C'y D. Consideremos la carta compleja ¢1 = 9c o ¢1|¢;1(C) en X.
Observe que

o2(Fle1' ((w)) = (wg(w)™
= @)™, Vwed,

'Note que h no es identicamente nula, pues F no es constante, y U{ # 0.
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luego ¢o(F(¢7'(2)) = 2™, Vz € D.
Ahora, sea § > 0, tal que B = B(0,0) C D. Observe que

F(ei'(2)) = ¢3'(z™), z€B.

Consideremos los abiertos 7 (B) C X, F(p;*(B)) C Y. Como consecuen-
cia de la anterior igualdad, dado ¢’ € F(p;*(B)), con ¢’ # ¢, se verifica
que existen m preimagenes en gol_l(B) de ¢'. Se obtiene asi la unicidad del
entero m > 1, pues esta determinado por las propiedades topoldgicas de la
aplicacién en un entorno de p.

O

Definicion 3.4. Sea F : X — Y un morfismo en p € X, no constante. Se
define la multiplicidad de F' en p, o indice de ramificacion de F' en p, como
el dnico entero m > 1, que satisface la propiedad enunciada en el teorema
anterior. Se denota por e,(F).

Ejemplos 3.5.
1. Sily: X — X es la aplicacién identidad, entonces e,(Ig) =1, Vp € X.

2. Sea f : C — C, definida como f(z) = 2™, m € N. Observe que la
multiplicidad de f en 0 es m. En cambio, e,(f) = 1 para todo z € C*.

Proposiciéon 3.6. Sea F': X — Y un morfismo no constante, p € X. Son
equivalentes:

1. ey(F) =1

2. F es un isomorfismo local en p, es decir, existen abiertos conexos Uy C X,
conp € Uy, yVo CY, con q= F(p) € Vo, tales que F|y, : Uy — Vo es
un isomorfismo.

PRUEBA: Supongamos e,(F) = 1, y consideremos una carta ¢; : Uy — V2
en Y, centrada en ¢. Por (3.3), existe una carta ¢; : Uy — V; en X, centrada
en p, con U; C X conexo, F(Uy) C Uy, tal que

ppoFog; (2)=2 VzeW.

Por lo tanto, Fy, : Uy — F(U1) es un isomorfismo.

Supongamos ahora que existen abiertos conexos Uy C X, con p € Uy, y
Vo CY, con g € Vp, tales que F|y, : Uy — Vj es un isomorfismo. Conside-
remos una carta ¢y : Uy — Vo en Y, centrada en ¢. De nuevo, por (3.3), existe
una carta ¢1 : Uy — V1 en X, centrada en p, con Uy C Uy, F(Uy) C Us, tal
que

ppoFogrl(z)=2", VzeW,
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donde m = e, (F). Por inyectividad, necesariamente m = 1.
O
Existe una forma facil de calcular el indice de ramificacion sin necesidad de
utilizar cartas centradas. Sea F': X — Y un morfismo no constante, p € X.
Como F' es morfismo en p, existen cartas ¢q : Uy — V3 en X, ¢9 : Uy — V5
enY, con p € Uy, F(p) € Us, tales que F(U;) C Us, y la composicién

ppoFog;': V4 = C
h

es holomorfa en V;. Entonces,
ep(F) = min{n € N|h™(z) # 0},

donde h™ es la derivada n-ésima de h, y zo = ¢1(p). Como consecuencia, si
ep(F) > 1, entonces existe un abierto U C X, con p € U, tal que ey (F) =1,
para todo p’ € U \ {p}. En efecto, pues existe ¢ > 0, tal que B(zp,e) C Vi,
y W (2) #0,Yz € B(z,e).

Definicion 3.7. Sea F' : X — Y un morfismo no constante. Un punto
p € X es un punto de ramificacion de F si ep(F) > 1. Un puntoy € Y es
un punto rama de F' si es la imagen de un punto de ramificacion de F.

Como consecuencia de la anterior observacién, para todo morfismo F: X —Y
no constante, el conjunto R = {p € X |e,(F) > 1} es discreto. Por lo tanto,
si X es compacta, entonces R es un conjunto finito, pues R es cerrado, como
consecuencia de (3.6).

3.2. Propiedades globales de los morfismos

Ahora, nos interesaremos en las propiedades globales de los morfismos.
Introduciremos los conceptos de recubrimiento étale, recubrimiento ramifi-
cado y aplicacién propia, asi podremos enunciar el teorema de caracteriza-
cién de recubrimientos ramificados y la féormula de Hurwitz.

3.2.1. Aplicaciones recubridoras

Definicion 3.8. Sean X,Y espacios topoldgicos. Una aplicacion continua
F: X —Y esun recubrimiento €tale o espacio recubridor si es sobreyectiva,
y para todo q €Y existe un abierto VCY, g€V, tal que

V) =| U,

iel

20bserve que no existe V' C V; abierto, con zy € V, tal que h sea constante en V, luego
existe ng € N, tal que A" (z) # 0.
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donde U; C X es abierto, Fiy, : U; — V' es homeomorfismo, Vi € I.

En las condiciones de la definicién anterior, si F' : X — Y es un recu-
brimiento étale, entonces la aplicacién ¢ € Y — #F~!(q) es localmente
constante. En efecto, pues si ¢ € Y, entonces existe un abierto V C Y,
q €V, tal que

Fv)=||u,
i€l
donde U; C X es abierto, Fjy, : Ui — V' es homeomorfismo, Vi € I. Luego
#F~1(q) = #I, para todo ¢ € V.

Proposiciéon 3.9. Sean X,Y espacios topologicos, y F' : X — Y un recu-
brimiento étale. Si Y es conero, entonces la aplicacion q € Y — #F~1(q)
es constante. Al mimero #F~'(q), con ¢ € Y, se le denomina grado del
recubrimiento étale.

PrUEBA: Observe que A, = {¢ € Y |#F1(q) = #F(¢)},con g €Y, es
abierto y cerrado. Ademads, g € Ay, luego A, =Y.
O

Ejemplos 3.10.

1. Si X es un espacio topoldgico conexo, la aplicacion identidad I; : X — X
es un recubrimiento étale de grado 1.

2. La aplicacién exp : C — C* es un espacio recubridor. En efecto, pues si
so € C*, como consecuencia del teorema de la funcién inversa, existen
abiertos Uy C C, V) C C*, con sy € Vj, tales que expyy, : Up = Vo es una
biyeccién holomorfa. Luego

exp_l(Vg) = |_| U,, donde U, =2min+ Uy, Vn € Z.
nez

Observe que cada restriccién expy, : Un = Vo es homeomorfismo.

Definicion 3.11. Sean X,Y superficies de Riemann. Un morfismo F : X —Y
es un recubrimiento ramificado si para todo q € Y se verifica F~1(q) es finito
y no wvacio, y ademds, si F~'(q) = {p1,...,pr}, entonces existen cartas
¢; : Up = V; en X, centradas en p;, y ¢ : U — V enY, centrada en q, y
s
enteros e; > 1, tales que F~Y(U) = || U;, y el diagrama siguiente
i=1

1=

AN §¢

S

i ¢

B —

i

. >

=
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es conmutativo, donde ;(z) = z°.

Ejemplos 3.12.

1. Si X es una superficie de Riemann, la aplicacién identidad I : X — X
es un recubrimiento ramificado.

2. Sea m € N. La aplicacién f : C — C, definida como f(z) = 2™, es un
recubrimiento ramificado.

3.2.2. Teorema de caracterizacién

Definicion 3.13. Un espacio topoldgico X es localmente compacto si cada
punto de X tiene una base de entornos compuesta de conjuntos compactos.

Proposicién 3.14. Sea X espacio topoldgico Hausdorff. Entonces, X es
localmente compacto si, y solo si, en cada punto de X existe un entorno
compacto.

PrueBa: [Wil70, p.130]
O
Como consecuencia del resultado anterior, cualquier superficie de Riemann
X es un espacio localmente compacto. En efecto, pues si p € X, entonces
existe una carta ¢ : U — V en X, con p € U. Como V C C es abierto,
existe ¢ > 0, tal que B(¢(p),e). Luego ¢~ 1(B(¢(p),e)) € X es un entorno
compacto de p.

Corolario 3.15. Un espacio topoldgico Hausdorff, compacto, es localmente
compacto.

Definicion 3.16. Sean X,Y espacio topdgicos. Una aplicacion F: X —Y
es propia si F~Y(K) C X es compacto, para todo K CY compacto.

Ejemplos 3.17.

1. En cualquier espacio topologico X, la aplicacién identidad I : X — X
es una aplicacién propia.

2. Si X = {(z,y) € R?| 2y — 1 = 0}, la proyeccién 7 : X — R, 7(x,y) = =,
no es una aplicacién propia, pues 71 (K), con K = [~1, 1], no es acotado.

Proposicién 3.18. Sean X,Y espacio topogicos, y F : X — Y una apli-
cacion continua. Si X es compacto e Y es Hausdorff, entonces F es una
aplicacion propia.
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PrUEBA: Si K C Y es compacto, entonces K es cerrado, pues Y es Hausdorff.
Ademiés, como F es una aplicacién continua, F'~!(K) C X es cerrado, luego
compacto.

O

Proposicion 3.19. Sean X, Y espacio topdgicos Hausdorff, localmente com-
pactos, y F : X — Y wuna aplicacion continua. St F' es propia, entonces F
es cerrada.

PrUEBA: Sea A C X cerrado. Por (3.14), para cada y € Y, existe un
entorno K, C Y compacto. Observe que

F(A)NK,=FANFYK,)), VyeY.

Ahora, como X es Hausdorff, AN F~1(K,) es compacto. Por continuidad,
obtenemos F(A N F~1(K,)) es compacto. Como también Y es Hausdorff,
F(ANF~YK,)) es cerrado. Ademés, se verifica que F(ANF~1(K,)) C Ky,
luego

F(A)NK,=F(ANK,, VYycY.

Obtenemos asi F'(A) = F(A), pues |J K, =Y.
yey
O

El siguiente resultado caracteriza el concepto de recubrimiento ramificado.
Se denomina Teorema de Caracterizacién de Recubrimientos Ramificados.

Teorema 3.20. Sean X,Y superficies de Riemann, y F : X — Y un mor-
fismo no constante. Son equivalentes:

1. F es un recubrimiento ramificado

2. Para cada q €Y, el conjunto F~1(q) es finito y no vacio, y ademds, la
aplicacion que a cada q €'Y le asocia el nimero

es constante.

3. F es una aplicacion propia.

PrueBA: [DDO05, sec. 6.1]
O
Como consecuencia de los dos resultados anteriores, si F': X — Y es un
recubrimiento ramificado, entonces I’ es una aplicacién cerrada. Ademds,
recuerde que también es abierta, pues I’ es un morfismo no constante.
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Definiciéon 3.21. Sean X,Y superficies de Riemann, y F : X — Y un
morfismo no constante. St F' es un recubrimiento ramificado, al nimero

deg(F) = > ep(F),
PEF~1(q)
con q €Y, sele denomina grado del recubrimiento.
Corolario 3.22. Sean X,Y superficies de Riemann, con X compacta. Si

F: X —Y es un morfismo no constante, entonces F es un recubrimiento
ramificado.

PrueBA: Consecuencia inmediata de (3.18) y (3.20).
0

Proposicion 3.23. Sean X,Y superficies de Riemann, y F': X — Y un
recubrimiento ramificado. Consideremos

R={pe X|ey(F)>1}.

Entonces F(R) es un conjunto discreto y cerrado. Ademds, R es vacio si,
y solo st, F' es un recubrimiento étale.

PRrUEBA: Sea ¢ € Y. Como F es un recubrimiento ramificado, F~1(q) es
finito y no vacio, digamos F~'(¢) = {p1,...,ps}, y ademds existen cartas
¢; : Uy — Vi en X, centradas en p;, y ¢ : U — V en Y, centrada en q, y

”
enteros e; > 1, tales que F~Y(U) = || U;, y el diagrama siguiente
i=1

-FsU

S

o @

-

¥i

[,

=

es conmutativo, donde ;(z) = 2%. Sea ¢’ € U, con ¢’ # q. Observe que
en cada abierto U;, F' solo se puede ramificar en el punto p;, por lo tanto,
si p € F71(¢'), entonces e,(F) = 1. Obtenemos asi que U N F(R) C {q}.
Esto prueba que F(R) es un conjunto discreto. También se verifica que es
cerrado, pues F' es una aplicacién cerrada.

Por ultimo, si F' es un recubrimiento étale, la aplicacién que a cada g € Y
asocia #F~!(q) es constante, luego no pueden existir puntos de ramifica-
cién. Reciprocamente, si no existen puntos de ramificacion, todas las formas

locales son de potencia igual a 1, y entonces F' es un recubrimiento étale.
O
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Corolario 3.24. Sean X,Y superficies de Riemann, y F : X — Y un
morfismo, no constante, tal que F es un isomorfismo local. Si F~1(q) es
finito, Vq € Y, y la aplicacion que a cada q € Y le asigna el nimero de
elementos de F~1(q) es constante, entonces F es un recubrimiento étale.

PruEBA: Por (3.6), e,(F) = 1 Vp € X. Luego, la aplicacién que a cada
q € Y le asocia el niimero
Z ep(F)

pEF~1(q)

es constante. Por lo tanto, F' es un recubrimiento ramificado, como conse-
cuencia de (3.20). Ademds, F no tiene puntos de ramificacion.
O

Ejemplo 3.25.

Sea m € Z, m > 1. La aplicacién f : C* — C*, definida como f(z) = 2™, es
un recubrimiento étale de grado m.

3.2.3. Férmula de Hurwitz

En la seccién (1.2), habiamos justificado que toda superficie de Riemann
compacta es homeomorfa a una esfera con g asas. A continuacion, presen-
tamos un resultado, conocido como Formula de Hurwitz, que relaciona el
género de dos superficies de Riemann compactas a través de un morfismo
no constante.

Teorema 3.26. Sean X, Y superficies de Riemann compactas, y F: X =Y
un morfismo no constante. Entonces

29(X) — 2 = deg(F)(29(Y) = 2) + Y _(ep(F) = 1).
peX

PRUEBA: [Mir95, p.52]
O

Este resultado nos permitird determinar el género de las curvas hiperelipti-
cas que introduciremos en la siguiente seccion.

3.3. Mas ejemplos de superficies de Riemann

3.3.1. Estructura heredada

Sea X es una superficie de Riemann, Y un conjunto, y F' : X — Y una
aplicacién biyectiva. Dotemos a Y con la topologia heredada de X via F|,
es decir, U C Y es abierto si y solo si F~1(U) es abierto en X. Sea Ax el
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atlas complejo maximal en X que determina su estructura de superficie de
Riemann. Consideremos la siguiente coleccién de cartas complejas en Y,

Ay ={(F(U),po F1)|(U,¢) € Ax}.

Es rutinario comprobar que Ay es un atlas complejo en Y. Dotemos a Y
de la estructura compleja determinada por Ay. Como consecuencia, X le
confiere al conjunto Y estructura de Superficie de Riemann. Observe que Y
es un espacio topolégico Hausdorff, conexo. Es mas, se obtiene X = Y, pues
F' se convierte en un isomorfismo.

Proposicién 3.27. Sean X; superficies de Riemann, i = 1,2. Consideremos
un conjunto Y, y aplicaciones biyectivas F; : X; — Y. Si F{1 o F1 es un
isomorfismo de X1 a Xo, entonces las topologias y las estructuras complejas
en'Y heredadas de X; via F; son identicas.

PRrUEBA: Denotemos por Y; la superficie de Riemann resultante al heredar el
conjunto Y la topologia y la estructura compleja de X;, via F;. Consideremos
la aplicacién identidad I; : Y7 — Y. Como

Id:FQO(FQ_IOFl)OFl_l,

obtenemos que I; es un isomorfismo.

Ejemplo 3.28. (Cénicas lisas)

Sea C una cénica lisa en P2. En el apéndice (C) introducimos parametriza-
ciones cuadraticas de cénicas lisas en P?. Consideremos una parametrizacién
cuadratica f : C— C, y dotemos a C con la topologia y estructura compleja
heredada de ((A:, via f. Asi, C se convierte en una superficie de Riemann iso-
morfa a C. Ademids, como consecuencia del resultado anterior, la topologia y
la estructura compleja en C' no dependen de la parametrizacién cuadratica
elegida. En efecto, pues si g : C — C es otra parametrizacién cuadrati-
ca, entonces g~ ! o f es una transformacién de Mobius (C.4). Por lo tanto,
g 1o f:C — C es un automorfismo (2.20).

La superficie de Riemann C la denominaremos cénica lisa en P?. Observe
que es compacta. Es méds, C' es homeomorfa a S2.

3.3.2. Suma conexa de superficies de Riemann

Sean X, Y espacios topoldgicos. Supongamos que existe un homeomorfismo
¥ :U — V,donde U C X,V C Y son abiertos no vacios. Formemos la unién
disjunta X [[Y = (X x {1}) U (Y x {2}), y consideremos las inclusiones

ix : X > X[[v. iv: Y- X]]V,
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definidas como ix(x) = (z,1),iyv(y) = (y,2). Los abiertos de X [[Y son
los subconjuntos cuyas preimagenes por ix,iy son abiertos respectivos de
X,Y.

Sea R larelacién de equivalencia en X [[Y generada por {(u,¥(u)) |u € U}.
En el conjunto cociente (X [[Y)/R, existen tres tipos de elementos,

» conjuntos de un elemento {x} para x € X — U,
= conjuntos de un elemento {y} paray € Y -V,
» pares {u,(u)} para u € U.

Este cociente se suele denotar por X U¢ Y, o por X [[Y/v. En adelante,
para abreviar la notacién, lo denotaremos por Z. Mediante la proyeccion
m: X][Y — Z, dotemos a Z de la topologia final, es decir, un subconjunto
W C Z es abierto si y solamente si 7~ (W) es abierto de X []Y.

Lema 3.29. Las aplicaciones
moix : X =>4, moiy:Y = Z

son inyectivas y abiertas. Las denotaremos, respectivamente, por jx, jy -

PrUEBA: Veamos que son inyectivas. Sean x,2’ € X, tales que jx(z) =
jx (). Siz € X\U, entonces jx(x) = {x}, luego necesariamente 2’ € X\U,
' = z. En cambio, si € U, entonces jx(z) = {z,h(z)}, luego 2’ € U,
x' = x. Andlogamente, se prueba la inyectividad de jy.

Ahora, sea G C X abierto. Como 7~ !(jx(GQ)) = G][¥(GNU), obtenemos
Jjx(G) C Z es abierto. Actuando de manera similar se obtiene el caracter
abierto de la aplicacién jy.

[

Observe que las aplicaciones jx,jy son continuas. Es més, como conse-
cuencia del resultado anterior son inmersiones.

Lema 3.30. Si X, Y son espacios topolégicos conexos, entonces Z es conexo.

PRUEBA: Sea A C Z abierto, cerrado, no vacio. Por continuidad, j)_(l(A) es
abierto y cerrado de X. Si jy'(A) = 0, entonces j;-*(A) C Y \ V. Ademas,
A es no vacio, luego j;l(A) es un abierto, cerrado, no vacio de Y. Como
Y es conexo, obtenemos V' = {). Por lo tanto, necesariamente jy'(A4) = X.
Ahora, j;*(A) es un abierto y cerrado de Y. Ademds, j;'(A) # 0, pues en
otro caso, U = (), luego j;l(A) =Y. Obtenemos asi que A = Z.

O

Estamos interesados en estudiar qué ocurre cuando X, Y son superficies de
Riemann.
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Proposicién 3.31. Sean X,Y superficies de Riemann. Supongamos que
existe un isomorfismo ¢ : U — V, donde U C X, V C Y son abiertos
coneros no vactos. Si Z es Hausdorff, entonces existe una estructura de
superficie de Riemann en Z, tal que las inclusiones jx, jy son morfismos.

PrUEBA: Comencemos definiendo un atlas complejo en Z. Para cada carta
¢1: Uy — Vi en X, consideremos la carta compleja

b1 Oj)_(1 :jX(Ul) — V7.

Andlogamente, para cada carta ¢o : U — V5 en Y, consideremos la carta
compleja
b2 04y 1 jy (Ua) = Va

Justifiquemos que esta coleccién de cartas complejas en Z son compatibles
dos a dos. Es facil comprobar la compatibilidad si ambas cartas provienen
de X, o de Y. Supongamos entonces que jx(U1) N jy (Uz) # 0. En tal caso,

(p204y ") o(projy' ) (2) =daoog;'(2), VzeV,

donde V = ¢ o j)_(l(jX(Ul) N jy (U2)), luego la funcién de transicién entre
las cartas complejas ¢ 0 j;(l, $207y ! es holomorfa en V, pues ¢ es morfismo.

Este atlas complejo determinard una estructura compleja en Z. Ademas,
por hipétesis Z es Hausdorff, y por el resultado anterior Z es conexo, pues
tanto X como Y lo son. Finalicemos, probando que las inclusiones jx, jy
son morfismos.

Sea p € X. Consideremos una carta ¢1 : Uy — V5 en X, con p € Uj.
Observe que ¢ oj)_(1 : jx(U1) — V1 es una carta en Z, con jx(p) € jx(Uy).
Se verifica

(¢rojx)ojxodr (z)=2 VzeW,
luego jx es morfismo. Actuando andlogamente, se prueba que jy es morfismo.
O

En el resultado anterior, hemos exigido que Z sea Hausdorff para poder
dotarlo de estructura de superficie de Riemann. Esta hipdtesis es esencial.
En efecto, pues si X,Y = C, y consideramos el isomorfismo v : C* — C*,
definido como 9 (z) = z, entonces Z no es Hausdorff: los punto 0x, 0y no se
pueden separar.

Ejemplo 3.32. (Curvas hiperelipticas)

Sea f € C[z] un polinomio de grado 2g + 1 6 2g + 2, con raices dis-
tintas. Consideremos la curva plana afin X, determinada por el polinomio
w? — f(z) € Clz,w]. Definamos f = u2972f(1/u) € Clu]. Observe que f
también tiene raices distintas. Determinemos el grado de f , Vv sus raices:

1. Supongamos que el grado de f es 2¢g + 2.
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a) Si f(0) # 0, entonces f es de grado 2g + 2, y sus raices son las
inversas de las raices de f.

b) Si f(0) = 0, entonces f es de grado 2g + 1, y sus raices son las
inversas de las raices no nulas de f.

En ambos casos, f(0) # 0.
2. Supongamos que el grado de f es 2g + 1.

a) Si f(0) # 0, entonces f es de grado 2¢g + 2, y sus raices son las
inversas de las raices de f, més el cero.

b) Si f(0) = 0, entonces f es de grado 2g + 1, y sus raices son las
inversas de las raices no nulas de f, mas el cero.

Observe que f(0) = 0, en ambos casos.

Ahora, consideremos la curva plana afin Y, definida por el polinomio
v? — f(u) € C[u,v], y definamos la aplicacién ¢ : U — V como

1
v = (3.

donde U C X, V C Y son los abiertos, respectivamente

{(z,w) € X|2#0}, {(u,v) €Y |u=#0}.

Claramente v es biyectiva. Su inversa ¢! : V' — U estd definida como

_ 1
(0 l(uvv) = <uvugv+1> :

Probemos que 1 es morfismo. Sea p = (29, wg) € U. Si wy # 0, entonces 7,
es la carta en U de p. Ademds, como ¥ (p) = (up, vo) verifica que vy # 0, la
carta en V de 9(p) es m,. Por lo tanto,

(a0 0771 (s) = (mu 0 %) (5, 1(5)) =

En cambio, si wg = 0, entonces 7, es la carta en U de p? y 7, es la carta
en V de ¢(p). Obtenemos asf,

S

(Moo omy,t)(s) = (s 09)(r(s),5)) = (5T

Observe que ambas composiciones estan bien definidas y son holomorfas

en un entorno abierto respectivamente de zp, wp, pues ¥ es continua y
-1 -1

7, (s),m, (s) € U.

3Recuerde que f tiene raices distintas.
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Ademss, Z = X |J ¢Y es Hausdorff. Justifiquemos el caso p € X \ U,
q € Y \ V! Observe que los abiertos
Up={(z,w) e X||z] <1}, V,={(u,v) €Y ||ul <1}

no se cortan, y p € Uy, q € V.

La superficie de Riemann resultante de realizar el pegado X s Y, se de-
nomina superficie de Riemann hipereliptica asociada a la curva plana
afin X, o curva hipereliptica.

A continuacién, probaremos que Z es una superficie de Riemann compacta,
y que la aplicacién 7 : Z — @, definida como

|z s pelX,
”(p)_{ o si peY\V,
es un morfismo de grado 2.
El caracter compacto de Z se deduce a partir de la igualdad
Z ={(z,w) € X|[z]| <1} U{(u,v) € Y| |u| < 1}.

Centrémonos ahora en la aplicaciéon. Sea p = (20, wp) € X. Si wy # 0, la
carta en Z de p es m, o j)_{l, mientras que si yg = 0, la carta en Z de p es

Tw 0 jx - En ambos casos, la carta en C de 7(p) = 2o es ¢1. Entonces
hi(s) = gromo (ms 04" )7H(s) = ¢1(s) = s,
ha(s) = dromo (my 0 jx') "N (s) = m(r(s), ) = r(s),
2

con r(s) holomorfa en un entorno abierto de 0, verificindose f(r(s)) = s°.
Ahora, sea p = (0,v) € Y \ V. Distingamos los siguientes dos casos:

» Si deg(f) = 2g + 2, entonces f(O) # 0. Por lo tanto, existen (1, 32 € C*,
tales que 37 = f(O) Observe que necesariamente v = f[3;, para algin
1 =1,2. La carta en Z de p es m, oj?l7 y la carta en C de m(p) = oo es
¢2. Entonces

ha(s) = g2 om o (my 0 jy') " (s)
= ¢oomo jy(s,t(s))
= ¢goom(1l/s,t(s)/s7 ) =5, Vs#0,
hs(0) = ¢z 0o (my 0 jy') 7H(0) = 0.
= Sideg(f) =2g+1, entonces f(O) =0. Asi, v =0, y la cartaen Z de p es
Ty © j;l, y la carta en C de 7(p) = 0o es ¢2. Entonces
ha(s) = dzomo (my 0 jy') 7' (s)
= ¢y o7 o jy(b(s),s)
— g o m(1/0(5), 8/b()1) = b(s), Vs £0,
ha(0) = o oo (m, 0 j') 71 (0) = 0,

4Los casos restantes son triviales.
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con b(s) holomorfa en un entorno abierto de 0, verificandose f(b(s)) = s2.

Finalicemos determinando el grado del recubrimiento ramificado 7, y sus

puntos de ramificacién. Haciendo uso de las funciones h; que hemos calculado
previamente, obtenemos:

» Puntos p = (20, wp) € X, con wy # 0. La funcién a estudiar es hy(s) = s,
cuya derivada no se anula. Por tanto, estos puntos no son de ramificacién.

» Puntos p = (20,0) € X. Se corresponden con las raices de f. La funcién
a estudiar es la derivada de ha(s) = r(s), en s = 0. Como s = f(r(s)),
obtenemos 2s = f'(r(s))r’(s). Ademds, f(r(0)) = 0, luego f'(r(0)) #0, y
entonces 7/(0) = 0. Por tanto, estos puntos son de ramificacién. Observe
que hay tantos como el grado de f.

» Puntos p = (0,61), (0, 82) € Y, para deg(f) = 2g + 2. A partir de hg, es
inmediato que no son de ramificacién.

= Punto p = (0,0) € Y, para deg(f) = 2g+1. Hay que estudiar la derivada
de la funcién ha(s) = b(s), en s = 0. Como f(b(0)) = 0, deducimos
1 (b(0)) # 0. Ademas, 2s = f'(b(s))V(s), por lo que b'(0) = 0. Por lo

tanto, es un punto de ramificacién.

En conclusion, de manera independiente al grado de f, obtenemos 2¢g + 2
puntos de ramificacion, con indice igual a 2, pues la imagen inversa de un
punto z € C, tal que f(z) # 0, consta de dos puntos. Ahora, si aplicamos la
férmula de Hurwitz, obtenemos que

29(Z) — 2 = deg(m)(29(C) —2) + > _(ep(m) — 1)

PER
=2(=2)+29+2=29—2,

luego ¢g(Z) = g.

Observaciones 3.33.

> Consideremos la curva plana afin X,, determinada por el polinomio
w? — af(z) € Clz,w], cona € C*,

y denotemos por Z, la superficie de Riemann hipereliptica asociada a
la curva plana afin X,. Aunque no lo probaremos aqui, se verifica que
7 = Z,. Este hecho lo usaremos en (7.8).

> Sean aq,...,a, numeros complejos distintos, con n un natural par. Con-
sideremos la curva plana afin X7, determinada por el polinomio

w? — (z—a1) (2 — an) € Clz,w],
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y denotemos por Z; la superficie de Riemann hipereliptica asociada a la
curva plana afin X;. Andlogamente, consideremos la curva plana afin X5,
determinada por el polinomio

w? — (2 —by) - (2 — bp_1) € Clz,w],

donde b; = 1/(a; — ap), y denotemos por Z3 la superficie de Riemann
hipereliptica asociada a la curva plana afin Xo.

En el apéndice (D) demostramos que ambas curvas hiperelipticas son
isomorfas. Este hecho también lo usaremos en (7.8).



Capitulo 4

Introduccion a funciones
elipticas

En el presente capitulo, introducimos el concepto de funcién eliptica y de-
rivamos sus principales propiedades. Como ejemplo, presentamos en detalle
la funciéon o de Weierstrass, y determinamos la ecuacién diferencial que
satisface. Ademas, estudiamos algunas funciones relacionadas con g para
caracterizar el conjunto de ceros y polos de las funciones elipticas no cons-
tantes.

4.1. Funciones elipticas

Comencemos precisando el concepto de aplicacion meromorfa.

Definicion 4.1. Sea X una superficie de Riemann. Una aplicacion f: X ~C
es meromorfa en X si f es un morfismo, y f~1(00) C X.

Observaciones 4.2.

> En las condiciones de la definicién anterior, observe que si f : X — C es
meromorfa en X, entonces, como consecuencia de (2.18), f~1(co) es un
subconjunto discreto de X.

> Si X es una superficie de Riemann, es usual denotar al conjunto de apli-
caciones meromorfas en X por M(X). Se prueba que M(X) es un cuerpo
que presenta estructura de C-algebra. Por lo tanto, si f,g : X — C son
meromorfas en X, entonces f+g, fgy 1/f (si f # 0) son meromorfas en X.

> Sea Q C C una regién. Si f € M(Q), entonces Q; = Q\ f~1(c0) C C es
una region, f~1(c0)'NQ = 0, y se verifica que Jio, + €1 — C es holomorfa.
Ademis, si 29 € f~!(c0), entoces zg es un polo de fio.- En efecto, pues

53
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si (z,) € Q1 es una sucesion, tal que nthOlO zZn = zg, entonces

i fio (o) = i () =
Reciprocamente, si 21 C 2 es una regién, tal que A’ N Q = (), donde
A=Q\Q,y f: 91 — C es una funcién holomorfa que verifica

lim f(s) =00, Vz€A,

S—z
entonces la funcién f. : 2 — C, definida como

felz) = lim f(s), VzeQ,

S—z
es meromorfa en 2. Obtenemos asi una correspondencia entre las funciones
meromorfas en €2, y las funciones holomorfas en regiones contenidas en §2
con polos en el complementario respecto de 2. En adelante, para abreviar
la notacién, si f € M(2), entonces a fig, también la denotaremos por f.

Sean wi,ws € C, linealmente independientes sobre R, y consideremos el
reticulo A generado por wi, ws.

Definicién 4.3. Una funcion f € M(C) es eliptica con periodos wy,ws Si

f(z)=f(z+w1) = f(z+w2), VzeC.

Las funciones constantes son ejemplos triviales de funciones elipticas. En
(4.2) introduciremos un ejemplo no constante de funcién eliptica. Observe
que si f, g son funciones elipticas con periodos wy, wa, entonces f+g, fg,1/f
(si f #0)y f' también son funciones elipticas con periodos wy, we.

Si f es eliptica con periodos wy, ws, entonces

f(z)=f(z+w), VzeC,VweA.
Por lo tanto, f estd determinada por sus valores en
P, ={a+ A w1 + Pw2|0 < A\, B < 1},

con a € C. En efecto, pues dado z € C, existe un tnico 2z’ € P,, tal que
z=2" (méd A). A P, se le denomina periodo o paralelogramo fundamental.
Ademis, como f~1(c0) = ), deducimos que f~!(co) N P, es un conjunto
finito, ya que P, es acotado. Andlogamente, si f no es identicamente nu-
la, se deduce que f~1(0) N P, también es un conjunto finito. En tal caso,
denotaremos por N, al nimero de ceros de f en P,, y por N, al nimero
de polos de f en P,, contados los ceros y polos tantas veces como indiquen
sus respectivos ordenes. Observe que tanto A, como N, no dependen del
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-7
a a+ wy

Figura 4.1: Paralelogramo fundamental

periodo P,. Cuando hablemos de los ceros y polos de f siempre deberemos
entender que nos estamos refiriendo a los conjuntos 7(f~1(0)) y 7(f~1(c0)),*
respectivamente, donde 7 : C — C/A es la proyeccién al conjunto cociente.

En el siguiente teorema presentamos los resultados basicos correspondientes
a ceros y polos de funciones elipticas.

Teorema 4.4. Si f es una funcion eliptica, no constante, con periodos
w1, wo, entonces:

1. f~Y(o0) # 0, o equivalentemente, f tiene polos.

2. La suma de los residuos de los polos de f es igual a cero.

3. Ne =N,

4. Siay,...,an (resp.by,..., by) son los ceros (resp. polos) de f, se verifica

a4 tan=b+--+by (médA).

PrUEBA: Antes de comenzar con la prueba, observe que en cualquier sub-
conjunto acotado de C solo existen un niimero finito de ceros y polos de f.
Por lo tanto, elijamos a € C, tal que P, N f~1{0,00} = 0.

1. Supongamos por reduccién al absurdo que f~!'(co) = . En tal caso,
existe M > 0 tal que |f(z)] < M, Vz € P,, pues f es continua, y P, es
un conjunto compacto. Por periodicidad, deducimos

If(z)| <M, VzeC,

luego f esta acotada. Por lo tanto, como consecuencia del teorema de
Liouville obtenemos la contradicciéon deseada, pues f no es constante.

2. Por el teorema de los residuos, la suma de los residuos de los polos de f
en P, es igual ﬁ /. op, f(2)dz, donde OP, esté orientada positivamente.

!Habitualmente, a través de representantes de las clases de equivalencia describiremos
tales conjuntos. Ademas, de acuerdo al orden correspondiente se repetiran representantes.
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Ahora, sean I'y, ..., "4 los lados consecutivos dirigidos de dP,, con I'y el
lado que une a con a + w;. Observe que

f(z)dz= | f(z+we)dz=— [ [f(z)dz,
I I's

Iy

f(z)dz= | flz+w)dz=— [ f[f(z)dz,
Ty Iy

Ty

4
luego [5p f(2)dz = kzl Jr, f(z)dz=0.

. Por el principio del argumento

G e
2mi Jom, () 2= Ne M

Ademads, como f’/f es una funcién eliptica, no constante, con periodos
w1, ws, deducimos por el apartado anterior f oP % dz = 0.

. Por el teorema de los residuos,
n n 4
1 f'(z)
Sa-db=gy [ e
= = 2mi 1/ Tk f(2)

Ahora, observe que

PR, [ FE,
/1“1(Z+w2) OIS 0

1 fl(z) . w f'(z)
2mi [/p *“ T P i ey 1)
Obtenemos asi
(2)
z)

para algin s € Z, pues

1)
2mi Jp, f(2)

donde n(f(T'1),0) denota el indice de f(I';) respecto de 0.

Andlogamente, se prueba

Ll ) g

luego

dz = swo,

dz = n(f(rl)’o) € Z,

para algin r € Z.



4. Introduccién a funciones elipticas Y

Si f es una funcién eliptica, no constante, con periodos wi, we, al niimero
N, se le denomina orden de f. Observe que dado ¢ € C, el orden de f, = f—c
es igual al orden de f. Como consecuencia del resultado anterior, obtenemos
el siguiente resultado.

Corolario 4.5. Si f una funcion eliptica, no constante, con periodos wi, wa,
entonces, en cada paralelogramo P,, f asume cada valor el mismo nimero
de veces.

4.2. La funcién o de Weierstrass

Sean wi,wy € C, linealmente independientes sobre R, y consideremos el
reticulo A generado por wi,wy. Por (4.4), si f es una funcién eliptica, no
constante, con periodos w1, ws, entonces f~1(00) # (). Adem4s, su orden N,
debe ser mayor o igual a dos, pues la suma de los residuos de los polos de f es
igual a cero. Si suponemos que ./\/p = 2, entonces o bien f presenta tan solo
un polo de orden dos, o bien f presenta dos polos simples no congruentes.
En esta seccién presentamos un ejemplo del primer caso.

La funcién p de Weierstrass para A estd definida como

w#0

donde la suma se extiende sobre todos los puntos w € A, no nulos. A
continuacién, probaremos que p es una funcién eliptica con periodos wi, wa,
y determinaremos sus principales propiedades.

Lema 4.6. Para cualquier nimero real r > 2, se verifica
1

2T <
w

w#0

PrUEBA: Para cada k € N, consideremos los conjuntos

A = {mw1 + nws ]m,n € 7, \m] + W = k}7
Sk = {zw) + yws | z,y € R, |z| + |y| = k}.

Observe que, para cada k € N se verifica
A C Sk, Sk =kS1, |Ag| = 4k.
Por lo tanto, para todo w € Ay se verifica

|w| > ¢k, donde ¢ = min |z|] > 0.
z€S81
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Como consecuencia,

1 > 1 41
szzzwﬁd«;kr1<°®-

w#0 k=1 weAg

Lema 4.7. Sea K C C compacto. St K N A =0, entonces la serie
< : ; )

Z — )2 2

s (z —w) w

converge uniformemente en K ?

PrUEBA: Dados z € C\ A, w € A\ {0}, se verifica

1 1 22w — z)
G=—w? W (z-wpu?

Si ademds |w| > 2|z|, entonces

1 1| 10[
(z—w) w7 |wP’
pues
5
2w — z| < <|w|, \z—w\zm.
2 2

Ahora, basta aplicar el criterio mayorante de Weierstrass, como consecuencia
del lema anterior.

O

Del resultado anterior, deducimos que g define una funcién holomorfa en

C\ A. Ademis, observe que cada punto w € A es un polo de p de orden dos.

Teorema 4.8. La funcion p de Weierstrass para A es un funcion eliptica
par, con periodos wiy, w2, de orden 2.

PRUEBA: Sea z € C\ A. Se verifica que

®Bastarfa con exigir que K N (A \ {0}) = (), para obtener la misma conclusién.
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como consecuencia del caracter incondicionalmente convergente de la serie.
Ahora, probaremos

p(2) = p(z +wj;), VzeC,

para j = 1,2. Derivando término a término, obtenemos

plz)=-2) (Z_lw):,) VzeC\A.
wEA

Por lo tanto,

ﬁ@+wﬂ——2z:@_@iwwp,VzeC\A

weA
De nuevo, debido al caracter incondicionalmente convergente de la serie;

deducimos
o(2)— ¢ (z+w;) =0, VzeC\A

Como C \ A es una regién, existe a; € C, tal que
o(z) = p(z +wj) +aj, YzeC\A.
Por ultimo, observe que a; = 0, pues

(5 = o2 = o(F) +q

O]

Como consecuencia de la prueba anterior, es fcil probar que ¢’ es una
funcidn eliptica impar, con periodos wi, wa, de orden 3.

Corolario 4.9. Sean z1, 20 € C. Entonces

p(z1) = p(z2) si, y solo si, zo ==z (mdd A).

PRUEBA: Supongamos que p(21) = p(22). Si p(21) = oo, entonces 21, 22 € A.
En cambio, si p(z1) # oo, definamos f : C — C como

f(2) = p(2) — p(z1), VzeC.

Observe que f(z1) = f(z2) = 0. Ahora, si z; # —z; (mdd A), entonces £2;
constituyen los ceros de f.4 Por lo tanto, zo = +2; (méd A). Si 21 = —2;
(méd A), entonces ¢'(z1) = ¢'(—21) = —¢'(21). Deducimos asi f'(z1) =0,
luego necesariamente z3 = z; (mdéd A), pues 21 es un cero de orden 2 de f.

La implicacién contraria es consecuencia inmediata del teorema anterior.
O

SA —w; = A, para j =1,2.
“Note que el orden de f es 2.
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4.2.1. Ecuacion diferencial para ¢
Sean
1 1
92292(/\):602@, g3:g3(A):14OZE
w#0 w#0

Por (4.6), observe que ambas series son absolutamente convergente.

Teorema 4.10. La funcion o satisface la ecuacion diferencial
(¢')? = 40" — g2 — g3.

PrueBa: Fijado w € A\ {0}, se verifica
1 1 <
o —I—Zn—l— n+2, vz e B(0,|wl),
pues

= an 1 vze B(0,1).

Sustituyendo y reordenando términos, obtenemos

1 o0
o(z) = ) + z:lanz”, Vz e B(0,r)
n—=

donde

1
a, =(n+1) E — r= min {|w|}.
w00 w weA\{0}

Ademsds, como @ es una funcién par, deducimos que a, = 0 si n es impar.
Por lo tanto,

o(2) 1/Z2+3G222+5G3z4+... ,
O/ (2) = —2/2% + 6Gaz + 20G52° + - - -
p(2)> = 1/2° + 9G2 /2% + 15G; + -

(

/

)
O (2)? =4/25 — 24Go/2* —80G3+~--,
Yz e B(0,r), donde

G, = Z 1/w?™, ¥Yn>1.
w#0

Obtenemos asi,

p,(2)2—4p(2)3+92p(2):—gg+ ) VZGB(()’T)
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Como consecuencia, deducimos
¢ (2)” — 40(2)* + gap(z) = —gs, Vz€C,

pues la funcién (p')? — 493 + gop es eliptica con periodos wy, ws, sin polos?
O

Corolario 4.11. Sean

w1 + w2

2 )

€1 = @(?)7 €2 = 9(7)7 €3 = @(

Los valores e; son distintos, y son las tres raices del polinomio f € Clz],

f=42"— g2z — g3.
PRUEBA: Sea w cualquiera de los tres nimeros complejos 4, 2, %
Como ¢ es impar, y ©'(2) = ¢/'(z + 2w), ¥V z € C, deducimos g'(w) = 0.
Por lo tanto, f(p(z)) = 0, como consecuencia del resultado anterior.
Ahora, justifiquemos que los valores e; son distintos. Como ' (w1 /2) = 0,
y @ tiene orden 2, por (4.5), deducimos que necesariamente eg,e3 # ej.

Razonando andlogamente, se deduce es # e3.
O

w1 w2 witws

Del corolario anterior, deducimos que los niimeros complejos b, 2, 15

constituyen los ceros de @', pues el orden de ¢ es 3.

Corolario 4.12. Sea A = g3 — 27g3. Entonces A # 0.

PrueBA: Como f no tiene raices multiples, deducimos que f y f’ no tienen
raices comunes. Las raices de f’ son £4/¢g2/12, luego

F(EVg2/12) = ¢§ggm—gg £ 0.

4.3. Las funciones ( y o

En esta seccion nos proponemos caracterizar los ceros y polos de las fun-
ciones elipticas no constantes. Con tal fin, introduciremos algunas funciones
auxiliares relacionadas con la funcion p de Weierstrass.

®La tnica singularidad posible serfa 0 (salvo congruencia), pero es ficil deducir de la
igualdad que le precede que no es un polo.
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Sean wi,ws € C, linealmente independientes sobre R, y consideremos el
reticulo A generado por wy,ws. Las funciones ( y o para A estdn definidas
como

1 1 1
C(z>_z+z<z—w+w+u;>’

w#0
O'(Z) - H <1 o 5) ez/w—‘—%(z/w)Q'
w#0

donde la suma y el producto se extienden sobre todos los puntos w € A\ {0}.
Lema 4.13. Sea K C C compacto. Si K N A = (), entonces la serie

1 1 z
> (Zptata)
Z—w w w

w#0

converge uniformemente en K9

PrUEBA: Dados z € C\ A, w € A\ {0}, se verifica

1 1 z 22

z—w w  w? wiz-—w)

Si ademds |w| > 2|z|, entonces

1 1z 2|z|?
+ < .
zZ—w w w

Basta ahora aplicar el criterio mayorante de Weierstrass, y usar (4.6).
O

Como consecuencia del resultado anterior, observe que ¢ define una funcién
holomorfa en C \ A, con polos simples en A. Ademés, derivando término a
término obtenemos

('(2) = —p(z), VzeC.
Corolario 4.14. Existen dos constantes n1,ns € C tales que
((z+wj) =C((2) +n;, VzeC.

PrueBA: Consecuencia inmediata de la identidad anterior.

%De nuevo, observe que bastarfa con exigir que K N (A \ {0}) = 0.
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Teorema 4.15. Sea 2 C C abierto, y consideremos una sucesion f, : @ — C
de funciones holomorfas en Q. Supongamos que existe una sucesion (a,) de
numeros reales no negativos, tal que

Z:an<oo7 Ifn(z) =1 <an,, VzeQ VneNl.
n=1

o0
Entonces, [] fu(z) define una funcion F holomorfa en Q. Ademds,
n=1

uniformemente en compactos K C Q\ F~1(0).

PRUEBA: [SS03, p.141]

Lema 4.16. EIl producto
H (1 _ i) eZ/er%(Z/w)z’
w#0 w

define una funcion entera, cuyos ceros son A\ {0}.

PrUEBA: Para cada w € A\ {0}, definamos E,, : C — C como

By(z) = (1= = ) et/ uherm?,

Consideremos la rama principal del logaritmo log : C\ (—o0, 0] — C. Es bien
conocido, que

log(l—2) =-S5 "=
og(l—z)=-2 5
k=1
2 .3
z¢ z
——z-= _Z ... VYzeB(,1).
P g VEEBOL
.- 1 & sk .
Fijemos s € B(0, 5), y definamos v = — » 5. Se verifica
k=3
o0
[sI* _ 2 5_1
<N Bl 5B < =
|’U| Z k — 3’8’ — 27
k=3
>k
-1 =1Y s s <o
Do 1=
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Por lo tanto,

2 4
(1= )T — 1] = Je" = 1] < 2] < gsf* < 25"

Sea r > 0. Observe que si |w| > 2r, entonces

r3

|Ew(z) — 1| <2—, Vze€ B(0,r),

jw[?”

como consecuencia de los razonamientos anteriores. Ahora, basta aplicar
(4.6) junto con el teorema anterior.
O

Debido al resultado anterior, ¢ define una funcién entera, cuyo conjunto
de ceros es A. Observe que todos sus ceros son simples. Ademds, se verifica

(2) =((2), VzeC\A.

O./
o

Teorema 4.17. Sea Q C C una region simplemente conexa. Si f : Q — C
es una funcion holomorfa que no se anula en 2, entonces existe una funcion
g : Q — C holomorfa, tal que e9%) = f(2),Vze.

PRUEBA: [SS03, p.100]

Corolario 4.18. Para cada z € C, se verifica

o(z +wj) = —o(2)etCGre/2 g =19,

PRUEBA: Sea a € C\ A. Fijemos € > 0, tal que B=B(a,e) C C\ A. Por el
teorema anterior, existen funciones g1, ge : B — C holomorfas, tales que

eN®) = g(z), 2 = o(z+wj;), VzeB.

Derivando, obtenemos

=((z4+w;) —((2) =n;, VzeB,
como consecuencia de (4.14). Por lo tanto,
92(2) — g1(2) = mjz +dj, Vz€ B,
con d; € C, pues B es una regién. Obtenemos asi

o(z +wj) =cje¥*0(z), VzeB,
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donde ¢; = e%. Por (2.10), la igualdad anterior se extiende a C. Por tiltimo,

para determinar c;, usemos que o es impar, es decir, 0(—2) = —0(2), Vz € C’
Como w. w. w.
o(5) =o(-5 +wy) = Cje_"jwj/sz(*jj)v

deducimos c¢; = —eNiwi/2,
O

Teorema 4.19. Eziste una funcion eliptica f con periodos wi,ws, cuyos
ceros y polos son, respectivamente, ai,...,an y b1,...,by, si, y solo si,

ar -+t an=by 4 +b, (méd A).

Es mdas, f estd univocamente determinada salvo una constante multiplicativa.

PrUEBA: La condicién necesaria se probé en (4.4). Justifiquemos ahora el
caracter suficiente de la condicién. Por hipétesis, existe w € A, tal que

n n
E ajp — E bk = w.
k=1 k=1

Supongamos que w = 0, y definamos f : C — C como

n

fz)=][ ez =an)/ [[ oz - bs)-
k=1

k=1

Observe que f es una funcion eliptica con periodos wy, ws, como consecuencia
del corolario anterior. Ademas, f tiene los ceros y polos deseados.

Por 1ltimo, supongamos que fi, fo son funciones elipticas con periodos
w1, we, cuyos ceros y polos coinciden. En tal caso, fa/f1 es una funcién

eliptica con periodos w1, ws, sin polos, luego es una constante.
O

"Observe que A = —A.
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Capitulo 5

La funcion modular

En el capitulo anterior definimos las cantidades gx(A), k = 2,3, para un
reticulo A arbitrario, y probamos que g3 —27g§ # 0. Esto plantea la siguiente
pregunta:

Sean ¢, c3 € C, tales que c3 — 27¢3 # 0. ;Existe un reticulo A cum-
pliendo gi(A) = ¢, para k = 2,37

La cuestién anterior se denomina problema de inversién. En este capitulo
probaremos que efectivamente existe un reticulo A cumpliendo gi(A) = ¢,
para k = 2,3, y mas aun, A serd el unico reticulo que lo cumpla. La prueba
que exponemos aqui esta basada en propiedades de la funcién modular J. Por
tal motivo, comenzaremos definiendo la funcién modular J, y precisaremos
sus principales propiedades.

5.1. Las funciones g, g3

Sean wi,wy € C, linealmente independiente sobre R. En (4.2.1) habiamos
definido las cantidades g9, g3 respecto de un reticulo arbitrario. Tales canti-
dades pueden ser consideradas como funcién de wq, ws, es decir,

/ 1
012 = 02 G g

/ 1
g3(wr,wz) =140y (mwr + nwy)®’

donde la suma " se extiende sobre todos pares de enteros (m,n) # (0,0).

Lema 5.1. Las funciones g, k = 2,3, verifican las siguientes propiedades:

1. gi es homogenea de grado —2k,
9w, Awa) = A2 gy (w1, wz), VA€ C*

67
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2. Sia,b,c,d € Z, tales que ad — bc = £1, entonces

g (awr + bwsy, cwy + dws) = g (w1, wo).

PrUEBA: La primera propiedad es inmediata. Con respecto a la segunda,
definamos
w) = awy + bwo, why = cwy + dws.

Como ad — bc = £1, obtenemos
w1 = +(dw] — bwh), wy = +(—cw| + awh).

Si A es el reticulo generado por wi,ws, y A’ es el reticulo generado por
wh, wh, entonces A = A’ como consecuencia de las igualdades anteriores. Asi,
debido al cardcter incondicionalmente convergente de las series que definen
las cantidades gi (w1, w2), se obtienen las identidades deseadas.
O
De la prueba anterior deducimos que para cualesquiera a, b, c,d € Z, tales
que ad — bc = £1, el reticulo generado por

w] = awy + bws, wh = cwy + dwsy

coincide con el reticulo generado por wi,wy. Ademads, el reciproco también
es cierto, es decir, si w), w) € C, linealmente independiente sobre R, generan
el mismo reticulo que wi, w9, entonces existen a,b,c,d € Z, ad — bc = +1,
tales que

w] = aw; + bws, wh = cwy + dws.
En efecto, pues
/ / /
w] = ajwi + brwa, wy] = cpwy + d1w2,
/ / /
Wy = agwi + bawo, wa = cow] + dawy,

con a;, b;, c;, d; € Z, luego
<Reu/1 Im wj ) B < ar by > ( c dy > < Rew] Imwj )
Rew) Imw) ) \ a2 by ey dy Rew) Imuw) )’
o equivalentemente,
<a1 b1><cl d1>_<1 0)
az by co do 01 )"
5.2. La funcién modular J

Sea H = {z € C|Imz > 0}, y consideremos las funciones g, A : H — C,
k = 2,3, definidas como

9k(2) = gr(1, 2),
A(2) = go(2)® — 27g3(2)%, VzeH.
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La funciéon modular J : H — C, est4 definida como

J(z) = gz((i);, VzeH.

Debido a (4.12), deducimos que la funcién modular J estd bien definida,
pues A no se anula en H.

Teorema 5.2. La funcion modular J es holomorfa en H.

PrUEBA: Observe que bastard probar que las funciones g; son holomorfas
en H. Sean a,b > 0. Dado z € H, z = x + iy, m,n € Z, se verifica

|m + nz|> = m? + 2mnx + nx? + n?y>.

Elijamos 0 > 0, tal que % < 6% < 1, y reescribamos

2
Im +nz|> = (1 —6*)m? + (6m + %) + {gf + <1 — 612> xQ} n?.

Si suponemos |z| < a, y > b, entonces
1
Im + nz|> > (1 —6*)m? + [bQ + <1 - (52) a2] n?.
Ahora, como 1 — §2, b% + (1 — 5%) a® > 0, fijemos € > 0, tal que

Im +nz|? > e*(m?* + n?).

Obtenemos asi
1 1 1

im+nz| = e |m+ni|’

para todo m,n € Z, no ambos nulos. Ademés, por (4.6) se verifica

/ 1
Zm<00, parar>2,

luego basta aplicar el criterio mayorante de Weierstrass para deducir que la
serie

/ 1
Z W, parar > 2,

converge uniformemente en {z € H| |Rez| < a,Imz > b}.
0

Sean a,b,c,d € Z, tales que ad — bc = 1. Consideremos el automorfismo

Gg: @ — C, definido como
az+b

cz+d

G(z) =
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Dado z € C\ R, se verifica que

(az +b)(cz +d) Imz
| =1 = .
mG(z) = Im lez +dJ? lcz + dJ?

Asi, deducimos que v = G es un automorfismo en H. Ademads, es rutinario
comprobar que el conjunto constituido por todos los automorfismos en H de
esta forma presenta estructura de grupo bajo la operacion de composicion.
A este grupo se le denomina grupo modular, y se le denota por I'.

Teorema 5.3. La funcion modular J satisface la ecuacion
J(v(z)=J(z), VzeH,Vyel.

az+b

c+q- Como ad — be = 1, obtenemos

PrRUEBA: Sea y € I', y(z) =

gx(2) = gr(cz +d,az +b) = (cz + d) " gp(7(2)), VzeH,

para k = 2,3, como consecuencia de (5.1). Asi, se deduce

92(7(2))* = (cz + d) 2 ga(2)?,
g3(v(2))? = (cz + d)?g3(2)?, VzeH.

5.3. Region fundamental para I’

Comencemos definiendo una relacién de equivalencia en H. Dados z, 2’ € H,
z estd relacionado con 2/, z ~1 2/, si existe v € ', tal que 2’ = ~(z). Las clases
de equivalencia resultantes las denominaremos I'-érbitas. Asi, las I’-érbitas
son idénticas o disjuntas, y la unién de todas las I'-érbitas es igual a H.

Ahora, un subconjunto F' de H es una regién fundamental para I' si F' es
conexo por caminos, y cada [-érbita interseca con F en un unico punto.
Observe que la funcién modular J es constante en cada I'-érbita, como
consecuencia de (5.3), por lo tanto, si F' es una regién fundamental para T',
la funcién modular J estd determinada por sus valores en F'.

Teorema 5.4. Sea

1 1 1
F={zecH| —igRez<§,\z\>1}U{z€C\ —§§R62§0,|Z|:1}.
Entonces, F' es una region fundamental para T.

Los puntos p, i, p+1, con p = _1%‘/‘%, se denominan vértices de F'. Observe

n
que los automorfismos T'(z) = z+ 1, U(z) = —1/z de H estan en T".
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PruEBA: Comencemos probando que cada I'-6rbita tiene interseccién no

vacia con F. Fijemos z =x +iy € H. Siy €T, v(z) = gj_tg, entonces

Y
cx+d)? + (cy)?

Asi, deducimos que existe vy € I, tal que

Im~(2) = (

Im~p(2) = méxIm~(z).
~yel

Sea n € Z, tal que —% < Rez < %, donde zyp = Y9(z) — n. Observe que z
es un punto de la I'-6rbita de z. Ademads, como Im zyp = Im vy(z), deducimos
que necesariamente |zg| > 1, pues en caso contrario, obtendriamos

Im zg

I (—1/20) =

> Im zg,

que contradice la maximalidad de Im zg. Asi, zp es el punto deseado en la

I-6rbita de z, salvo que |zp| = 1, en cuyo caso, el punto deseado es —1/z.
Ahora, justifiquemos que cada I'-6rbita interseca a F en un solo punto.

En (5.11), probaremos que Jip + F' = C es una aplicacién biyectiva. Por

lo tanto, si una I'-6rbita interseca a F en dos puntos zi,zo distintos, se

obtendrfa J(21) = J(z2), contradiciendo la inyectividad de J|p.

O

Corolario 5.5. Cualquier reticulo A puede ser generado por elementos
wy,we € C*, tales que wa/wy € F.

PRUEBA: Sean w},w) € C, linealmente independientes sobre R, y conside-
remos el reticulo A generado por w}, wj. Sin perdida de generalidad, supon-
gamos zp = wh/w| € H. Por el teorema anterior, existe v € I', y(z) = ‘Cfig,
tal que v(z9) € F. Sean

wy = dw] + cw), wy = bw} + aw).

_1-12 /2 4

Figura 5.1: Regién fundamental F'
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Como ad — bc = 1, deducimos que wy, ws generan el reticulo A. Ademas, se

verifica 'y b
awy + dwy
wo /w; = ——— =~(2zg) € F.
2/ w1 cwh + dw} 7(20)

5.4. Expansion de Fourier de J
Por (5.3), deducimos que
J(z+1)=J(z), VzeH.

Asi, la funcién modular J es una funcién holomorfa de periodo 1. Ahora,
consideremos la aplicacién ¢t : H — C, definida como

t(z) = ¥™* Yz e H.

Observe que t(H) = B, donde B = B(O, 1). Ademsds, dado zp € H, si
to = t(20), se verifica que t~1(tg) = {20 + k| k € Z}. Por lo tanto, la aplica-

cion f: B — C, definida como
f(t(=) = J(z), VzeH,

estd bien definida. Es méds, usando el teorema de la funcién inversa es facil
comprobar que f es holomorfa en B. Como consecuencia, f admite un desa-
rrollo en serie de Laurent en B, es decir, existen coeficientes (an)nez univo-
camente determinados, tales que

oo
f)=> ant", VteB.
oo
Asi, obtenemos que
0 .
J(z) = Zanezmnz, Vz e H.
o0

En (5.8), probaremos que a_; # 0, y que a,, = 0, para todo n < —2. Esto nos
permitird determinar el comportamiento asintdtico de la funcién modular J
cuando Im z — 00, lo cual serd requerido en la siguiente seccion.

Lema 5.6. Sea K C C compacto. St K NZ = (), entonces la serie

> ()

m#0
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extendida sobre todos los enteros no nulos, converge uniformemente en K.
Ademds, se verifica que

1 1
t == 7.
ot mz z+§ < ), VzeC\

0 z—l—m_%

PRUEBA: [AhI78, p.189]
O

Desarrollando en series de Laurent ambos lados de la identidad anterior

sobre z = 0, e igualando los coeficientes asociados a 23, 2°, se obtiene

1 7 =1
D D R v
m— m_

Lema 5.7. Sea Y ;2 apth una serie de potencias de radio de convergencia
R > 1, y consideremos la funcion f: B(0,1) — C, definida como

=> atf, Vte B(0,1).

Entonces, 2?21 f(t™) converge uniformemente en compactos contenidos en
B(0,1). Como consecuencia, la funcion g : B(0,1) — C, definida como

- if(t”), Vi e B(0,1),

n=1

es holomorfa, y su serie de potencias centrada en 0 se obtiene sumando
formalmente las series de potencias centradas en 0 de f(t), f(t?),... .

PrUEBA: Sea r € (0,1). Si |[t| < r, entonces

f&")) < Z ]ak]r”k, Vn e N.

Intercambiando el orden de sumacioén, obtenemos

o oo
ZZ|ak|r" Z|ak| E S 1 Z\ak\r < 0.

n=1 k=1

Ahora, basta aplicar el criterio mayorante de Weierstrass, para obtener el
resultado.
O
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Teorema 5.8. Para cada z € H, se verifica

nt".
J(2) 1728t + Z @

PrRUEBA: Las funciones g, k = 2,3, son holomorfas en H de periodo 1, es
decir,
g(2) = gi(z +1), VzeH!

Determinemos las expansiones de Fourier de g, k = 2, 3.
Comencemos por go. Como

+1
2_1 Zn—i—l_'_Z

n=0

—(1+225”), VseC,ls| <1,

obtenemos
t+1
t—1
= —mi(14+2t+2>4+-..), VzeH.

mcotmz = mi

Igualando con la expresién obtenida en (5.6) y derivando, tres y cinco veces,
deducimos que

1

6y ———— =167"(t + 8> + 27t - .-

Z(m+z)4 ot + 87+ ),
E 1 6 2 3

donde ambas series se extienden sobre todos los enteros.
Asi, obtenemos que

;1
D=0 Gy
_60<2Z+2Z Z CERTL )

n=1m=—oo

7t 167 n om
60(45 3 (t"+8t" +---)|, VzeH

n=1

! Consecuencia inmediata de la prueba del resultado (5.3).
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Usando ahora el lema anterior, conseguimos que

4
g2(2) = 7r4(§ +320t+---), VzeH.

Por un razonamiento similar, usando ahora la igualdades

obtenemos

Asi,
A(z) = ga(2)® — 27g3(2)* = 72(4016t + ---), Vz € H.

Corolario 5.9. Sea z = x + iy € H. Entonces
lim tJ(z) =
S, 17(2) = T

uniformemente en x.

5.5. Valores de J

Para solucionar el problema de inversién necesitamos conocer los siguientes
dos resultados.

Lema 5.10. Se verifica

92(p) =0, g3(i) = 0.

Respectivamente, es equivalente a

PrUEBA: Sea A, el reticulo generado por 1, p. Como pA, = A,, obtenemos

42(p) = 60 Z’(mlv)zl = o 02(p),

luego necesariamente ga(p) = 0, pues p~4 # 1.



76 Anélisis complejo

Por otro lado, sea A; el reticulo generado por 1,i. Observe que iA; = A;,

luego
1

(fw

(i) = 1403

Por lo tanto, g3(i) = 0.

L = —g3(1).

O]

Teorema 5.11. La funcion modular J asume cada valor complejo ¢ en la
region fundamental F, definida en (5.4). Es mds, si ¢ # 0,1, entonces es
asumido tan solamente una vez en F', y si ¢ = 0,1, entonces

J(z)#e, YzeF\{pi}.

Como consecuencia, Jip : F' — C es una aplicacion biyectiva.

PRUEBA: Sea ¢ € C. Definamos f : H — C, como
f(z)=J(z)—¢, Vz=x+1iyecH.

Por (5.9), observe que limy_,, f(z) = 0o, uniformemente en z. Por lo tanto,
existe yp > 2, tal que |f(z)| > 1, Vz € H, con y > yp. Como consecuencia,
f presenta un ntimeros finito de ceros en F. Denotemos por N el nimero de
ceros de f en F', contados estos tantas veces como indiquen sus respectivos
ordenes, y consideremos la curva de Jordan C' orientada positivamente, cons-

tituida por los cincos lados etiquetados ¢y, ..., ¢5, descritos en Figura 5.2.
—1/2 +iyo s 1/2 +iyo
dﬁ

a+ ?@

%\LES\
P p+1
Figura 5.2

Para determinar N, distinguiremos los siguientes tres casos:

= Supongamos que f no presenta ceros en C. En tal caso, por el principio
del argumento, obtenemos que
1

271

N=—(Ar+-+As),
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donde

_ [ ['®) .
A]_/zj ) dz, Vj=1,...,5.

Ahora, como f(z+ 1) = f(z), Vz € H, deducimos A; = —Ay4. Andloga-
mente, deducimos Ag = —Ag, pues f(—1/z) = f(2), Vz € H. Luego,

1)
= ami ), 7o)

Usando de nuevo (5.9), obtenemos que la aplicacién g : B = B(0,1) — C,
definida como

g(t(z)) = f(2), VzeH?

presenta un polo simple en 0. Adema4s, la aplicacién t transforma el seg-
mento de curva f5 en una circunferencia de radio e~ 2™, orientada nega-
tivamente. Como consecuencia,

1 "(z 1 "(z
2mi U5 f(Z) 2mi t(¢s) g(Z)

= Ahora, supongamos que f presenta ceros en C, pero no en los vértices.
Observe que estos ceros vienen en pares, los cuales son simétricos respecto
de la recta z = 0. Modifiquemos la curva C cerca de estos ceros como
en Figura 5.3, de modo que el automorfismo 7" envie la modificaciones
realizadas a ¢ a las modificaciones realizada en ¢4, y el automorfismo U
envie la modificaciones realizadas a ¢9 a las modificaciones realizada en
£3. Argumento como el caso anterior, volvemos a obtener que N = 1.

dﬁ

Figura 5.3

= Por dltimo, supongamos que f presenta ceros en algunos de los vérti-
ces. En tal caso, modifiquemos la curva C introduciendo arcos circula-
res de radio r > 0, suficientemente pequeno, sobre los vértices como en
Figura 5.4.

2Observe que g estd bien definida , y es holomorfa en B.
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Co

Figura 5.4

Aplicando de nuevo el principio del argumento, y actuando como antes,

obtenemos s

1
No=14+-—Y A(Cj),
0 * 271 Z ()

J=1
donde Ny denota el nimero de ceros de f en F \ {p,i}, contados estos
tantas veces como indiquen sus respectivos ordenes, y

A(Cj):/cn J;/((;) dz, Yj=1,...,3.

Sean m,, mj,m,1 las respectivas multiplicidades de f en p,i,p + 1.
Observe que existe € > 0, tal que

f'(z) mp :
= +9g,(2), Vze€ B(pe),
f(z) z—p P( ) ( )
donde g, : B(p,e) — C es una funcién holomorfa. Como consecuencia,
/ _
}1_1}(1) A(Ch) = 3 Mp-

Por un razonamiento analogo,

lim A(Cy) = —imm,,

r—0
3 i
71}_1}6 A(Cg) = — gmpﬂ.

Asi, obtenemos que

m; mp
No+—+—"F=1
o+ 9 + 3 3

pues m, = m,41. Ahora bien, como hemos supuesto que f presenta ceros
en algunos de los vértices, deducimos que necesariamente las soluciones
a la ecuacion anterior son

(No,mi,m,) = (0,2,0),(0,0,3).
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5.6. Solucion al problema de inversion

Resolvamos el problema de inversién mencionado en la introduccién del
capitulo.

Teorema 5.12. Sean co,c3 € C, tales que c3 — 270% =# 0. Entonces, existe
un unico reticulo A cumpliendo

ge(A) = cp, k=23 (5.14)

PrueBA: Por (5.5), cualquier reticulo A puede ser generado por elementos
w,wz, con w € C*, z € F, asi que bastard con determinar las soluciones de

gk (w,wz) = ¢, k=2,3, (5.15)

con w € C*, z € F. Distingamos los siguientes tres casos:
Si ¢g,c3 # 0, entonces (5.15) es equivalente a

g3 (w,wz) _ 3 g3(w, wz) _a
g (w,wz) — 273 (w,wz) ¢ —273"  ga(w,wz) ¢
Es mds, por (5.1) esto equivale a
c
J(z) = —2 5.16
0= g% (5.16)
w? = 6293(2). (5.17)
c392(2)

Por (5.11), existe una tnica solucién zg € F' de (5.16). Ademads, co,c3 #0,
luego J(z0) # 0,1, lo cual es equivalente g2(20), g3(20) # 0. Por lo tanto,
existen dos soluciones +wy € C* de la ecuacién

w2 c293(20)
c392(%0)

Observe que las dos soluciones obtenidas de (5.15), wg, wozo y —wo, —woZ2o,
generan el mismo reticulo A, el cual es la tinica solucién de (5.14).
Si ca = 0, entonces c3 # 0. Ademds, (5.15) equivale a

0, (5.18)
c3. (5.19)

92(2)
w0g3(2)

Como consecuencia de (5.10) y (5.11), deducimos que p es la tnica solucién
en F' de (5.18). Por lo tanto, obtenemos seis soluciones de (5.15), a saber,

w,wp con w € V/g3(p)/cs.
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Ahora, es rutinario comprobar que estas seis soluciones generan el mismo
reticulo A, el cual es la unica solucién de (5.14).

Si c3 = 0, entonces ¢ # 0. Ademds, en este caso (5.15) equivale a
g3(z) =0, (5.20)
wge(2) = . (5.21)

Como consecuencia de (5.10) y (5.11), deducimos que 7 es la tnica solucién
en F' de (5.20). Por lo tanto, las soluciones de (5.15) son

w,wi con w € \/ga(i)/ca.
Observe que estas cuatros soluciones generan el mismo reticulo A, el cual es

la tinica solucién de (5.14).
t



Capitulo 6

Curvas elipticas

Las superficies de Riemann las cuales son isomorfas a toros complejos se
denominan curvas elipticas. Las curvas elipticas pueden ser dotadas con
una estructura de grupo analitico. Ademads, dicha estructura estd univoca-
mente determinada por la eleccion del elemento neutro. En este capitulo
probaremos que las curvas hiperelipticas asociadas a curvas planas afines
determinadas por polinomios de la forma

2
w? = (2 — a1)(= — az) (= — ag),
con aq, az, az numeros complejos distintos, son curvas elipticas, y reciproca-
mente, cualquier toro complejo es isomorfo a una curva hipereliptica de este
estilo.

6.1. Curvas elipticas

Definicion 6.1. Una superficie de Riemann X es una curva eliptica si es
isomorfa a un toro complejo, es decir, si existe algin reticulo A, tal que

X = C/A.

Sea A un reticulo, y consideremos el toro complejo T' = C/A. A lo largo
del capitulo, con el fin de abreviar la notacién, denotaremos por z la clase
de equivalencia en C/A de z € C, es decir, z = z + A.

Es obvio que T es una curva eliptica. Ademés, como A es subgrupo aditivo
de C, el conjunto cociente C/A presenta estructura de grupo, a saber,

P

21+ 22 =21+ 22, VZz1,22 € C/A.
Sean 21,29 € T, y consideremos las cartas complejas en T’

¢z T(By) — Bay,
Dz 7T(BZ2) — B,,,
Guwy © T(Buwy) = Buyg,

81
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con wy = 21 + z2. Observe que existe un abierto V C B,, x B,,, tal que
z 4w € By, V(z,w) € V. Por lo tanto,

buo (021(2) + 05,1 (W) = 2 +w, V(z,w) € V.

Como consecuencia, 1" presenta estructura de grupo analitico. Esto significa
que, en términos de cartas locales sobre dos puntos cualesquiera 21,23 € T,
la adicién es una funcién holomorfa de dos variables complejas. Es mas, a
continuacién probaremos que esta es la Unica estructura de grupo analitico
en T, tal que 0 es el elemento neutro.

Lema 6.2. Sea A un reticulo, y consideremos el toro complejo T = C/A.
Entonces, eriste una unica estructura de grupo analitico en T, tal que O es
el elemento neutro.

PRUEBA: Supongamos que 1" presenta otra estructura de grupo analitico,
distinta de la estructura anterior, determinada por la adiciéon @, tal que 0
es el elemento neutro. Bastard probar que

1P =2+2, Vz,n€eT,

para obtener la contradiccién deseada. Evidentemente, si zo = 0, la identidad
es obvia. Si 23 # 0, entonces la aplicacién Gz : T — T, definida como

G5(2)=2Z® 2z, VzeT,

es un automorfismo sin puntos fijos. Por lo tanto, como consecuencia de
(2.23), existe g € T, 5 # 0, tal que

G(3)=%+4p, VZeT,

o equivalentemente, B
Z®zn=z+p, Vzel.

Asi, deducimos zo = 3, pues

O
Si X es una curva eliptica, entonces existe un reticulo A, y un isomorfismo
F:T — X, donde T'= C/A. Mediante el isomorfismo F, la curva eliptica
X hereda la estructura de grupo analitico de T'. Para ello, basta definir la
adiccion
F(z21)+ F(%) =F(Z1+2), Vza,2¢eT.

Asi, F' se convierte en un isomorfismo de grupos. Ademads, observe que F(0)
es el elemento neutro de la estructura de grupo analitico heredada en X.
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Teorema 6.3. Sea X una curva eliptica, pg € X. Entonces, eriste una
unica estructura de grupo analitico en X, tal que py es el elemento neutro.

PRUEBA: Por hipétesis, existe un reticulo A, y un isomorfismo F': X — T,
donde T'= C/A. Consideremos el automorfismo G : T'— T, definido como

GZ)=%—-%, VIeT,

donde zp = F(pg). Observe que Go F' : X — T es un isomorfismo, tal que
Go F(py) = 0. Por lo tanto, basta dotar a X de la estructura de grupo
analitico heredada de T via (Go F))~!, como en el razonamiento anterior que
precede al enunciado del teorema.

Ahora, justifiquemos la unicidad. Supongamos que X presenta otra estruc-
tura de grupo analitico, distinta de la estructura anterior, determinada por
la adicién @, tal que pg es el elemento neutro. En tal caso, dotemos a T de
ambas estructuras de grupo analitico heredadas de X via Go F'. Basta ahora
usar el lema anterior para obtener la contradiccion deseada.

O

Corolario 6.4. Sean X1, Xy curvas elipticas, con elementos neutros p1, ps,
respectivamente. St F' : X1 — Xy es un isomorfismo, tal que F(p1) = F(p2),
entonces

F(x+vy)=F(x)+ F(y), Va,ye€ X;.

Como consecuencia, F' es un isomorfismo de grupos.

PrueBA: Basta dotar a X5 de la estructura de grupo analitico heredada de
X1 via F', como consecuencia del teorema anterior.

O]

6.2. Modelos algebraicos

Sean aq, ag, a3 numeros complejos distintos. Consideremos la curva plana
afin X, determinada por el polinomio

w? — (2 — a1)(z — az)(z — az) € Clz,w],
y denotemos por S, = S(ai,as,as) la superficie de Riemann hipereliptica
asociada a la curva plana afin X. Recuerde que S, = X [[Y/v, donde Y es
la curva plana afin determinada por el polinomio

v? — u(l — a1u)(1 — agu)(1 — azu) € Clu,v].

Ademsds, el conjunto S, \ X C Y estd constituido por un unico elemento
g0 = (0,0).
A continuacién, probaremos que S, es una curva eliptica.



84 Anélisis complejo

Teorema 6.5. La curva hipereliptica S, es una curva eliptica.

PRUEBA: Sea s = ) a;. El cambio de variable
z=ux+s5/3, w=1y/2,
transforma la ecuacién w? = [[(z—a;) en y? = 4[[(z—e;), con ¢; = a; — s/3.
Ademas, observe que la ecuacién y? = 4 [[(z—e;) es equivalente a la ecuacién

y2 = 42® — cox — c3,

donde
Cy = —4(6162 +eres + 6263), c3 = 4H €,
pues »_ e; = 0. Ahora, como consecuencia de (5.12), existe un reticulo A,

tal que gi(A) = ci. Es més, por (4.10), la funcién p de Weierstrass para A
satisface la ecuacién diferencial

(¢)? = 49" — c20 — 3.
Consideremos la aplicacién F': C/A — S,, definida como

F(3) = { (9(2) +5/3,9(2)/2) siz¢A,

qo0 siz €A

Observe que F estd bien definida. A continuacién, probaremos que F' es un
isomorfismo. Asi, obtendremos que S, es una curva eliptica.

Comencemos justificando que F' es una aplicacién biyectiva.
Sea (zg,wo) € X. Distingamos los siguientes dos casos:

= Si zg # a;, entonces wy # 0. Ademds, como p es una funcién eliptica de
orden dos, deducimos de la ecuacion diferencial que la ecuacion

p(2) = 20 — 5/3

presenta dos soluciones z7,z3 € C/A. Observe que bastard probar que
¢ (21) # @' (22). Por (4.9), obtenemos que z3 = —z1, luego

9 (22) = ' (—=21) = —¢'(21),

pues g’ es una funcién eliptica impar. Por lo tanto, ¢'(21) # ¢'(22).!

= Si zg = a;, entonces wy = 0. Ademas, usando de nuevo que g es una
funcién eliptica de orden dos, deducimos de la ecuacién diferencial que la
ecuacion

p(z) =20 —5s/3
presenta una tnica solucién z; € C/A. Es més, observe que ©'(z1) = 0,
luego F'(21) = (20, wo).

'Note que g’ (z1) # 0.
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Por 1ltimo, centrémonos en probar que efectivamente F' es morfismo.
Sea zp € C/A, y consideremos la carta compleja ., : 7(B,,) — B, en C/A.
Distingamos los siguientes dos casos:

= Sizg ¢ A, entonces la carta en S, de F(zy) depende del valor p(z), es
decir, si p(z9) # e, entonces la carta es 7, oj;(l, y si p(z0) = e;, entonces
la carta es m, o j)_(l. Asi, en el primer caso obtenemos que
(0 53) 0 F o (m2)"4(2) = (m= 045} 0 D)
= (m2 0 ix ) p(2) + /3,6 (2)/2)
= p(2) + /3,

y en el segundo caso

(mw 0 jx') 0 F o (1) (2) = (mw 0 jy') 0 F(Z)
= (1w 0 jx')(p(2) +5/3,0'(2)/2)
= ¢(2)/2.

Observe que ambas composiciones estan bien definidas y son holomorfas
en entornos abiertos de zg.

» Sizp € A, entonces la carta en S, de F(z9) = qo es my oj;l. Por lo tanto,

(7 oj;l) oF o (my)” ( ) = (my ijl) F(2)
= (my 0 jy ) (p(2) + 5/3, ¢/ (2)/2)
o (P (p(2) +5/3,¢'(2)/2))
_# ZF# 2
P CCET e
(v 0 jyt) o Fo(my)  (20) = 0.

De nuevo, observe que la composicién estd bien definida y es holomorfa
en un entorno abierto de zg, pues

T AN
205 2 (2) + 5/3)2
O

Teorema 6.6. Sean wi,ws € C, linealmente independiente sobre R, y con-
sideremos el reticulo A generado por wy,wa. Entonces, C/A = S(ey,e2,e3),
donde

w1 w9
e1r = @(?), €y = @(7)» e3 = g

con p la funcion de Weierstrass para A.

w1 + w2

),

PRUEBA: Basta reproducir la prueba anterior.
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Capitulo 7

Teorema de Poncelet

El principal objetivo de este capitulo es demostrar el teorema de Poncelet
para dos cénicas lisas C'y D en posicion general. Para tal fin, comenzaremos
definiendo la correspondencia de Poncelet M para C'y D, y precisaremos
la aplicacién de Poncelet 1 asociada a M. Concretamente, probaremos la
siguiente reformulacién del teorema de Poncelet, en términos de 7:

Sea n € N, con n > 3. Si la aplicacién 7™ presenta un punto fijo,
entonces 1" es la aplicacién identidad.

Para probar la afirmacién anterior, identificaremos M a través de una apli-
cacién biyectiva con una curva algebraica lisa v en C?, asi M heredara la
topologia y la estructura de superficie de Riemann de . A continuacién,
probaremos que M dotada con esté estructura heredada es una curva elipti-
ca. Como consecuencia, podremos dotar a M con una estructura de grupo
analitico, y mostraremos que la aplicacién n es una traslacién con respecto
a la estructura de grupo. El teorema de Poncelet se deducird facilmente de
este ultimo hecho.

7.1. Correspondencia de Poncelet

Sean C'y D dos cénica lisas en P2. La correspondencia de Poncelet M
para C'y D esta definida como

M={(z,§)|zeC, e D xed},

donde D* es la cénica dual de D. Observe que las proyecciones 7, : M — C,
et M — D¥,

WI(IE,S) =7, Wg(:c,f) = 5’ V(l’,f) eM,

son aplicaciones sobreyectivas. Es mas, fijado z € C, existen tnicamente
dos rectas &,& € D*, tales que (z,¢), (x,&') € M, salvo que x € C N D,
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en cuyo caso, existe tan solamente una recta & € D*, tal que (z,§) € M.
Andlogamente, fijada una recta £ € D*, existen tnicamente dos puntos
z, 2’ € C, tales que (z,&), (2/,€) € M, salvo que £ € C* N D*, en cuyo caso,
existe tan solamente un punto z € C, tal que (z,§) € M.

Precisada esta notacién, consideremos las aplicaciones o, 7 : M — M,

0'(:13,5) = (xlvg)a T(l‘aé) = (-’1375,), V(l’,f) e M.

Observe que ambas aplicaciones son involuciones de M. Es més, como conse-
cuencia de la observacién anterior, (z,£) € M es punto fijo para o (resp. 7)
siysolosi & € C*ND* (resp. z € CND). A la composicién de las aplicaciones
anteriores, 7 : M — M, definida como

n=rToo,
se le denomina aplicaciéon de Poncelet para M.

X

C

Vo

x/

Figura 7.1: Aplicacién de Poncelet para M

Lema 7.1. Las conicas lisas C' y D estdn en posicion general si, y solo st,
C* y D* estan en posicion general.

PruEBA: Sea F = {(z,&) |z € CN D, € C*ND* z € £} Observe que
(x,€) € F siysolosi C'y D son ambas tangentes a £ en x. Ahora bien,
C y D estdn en posicién general si y solo si F = (). Ademds, por dualidad,
C* y D* estan en posicién general si y solo si F = ().

O

7.2. Ecuacion algebraica para M
Sea q : C — C3, la aplicacién definida como

2,2%) siz
=] 2 dzec

(0,0,1) siz=o0.
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Por (C.3), C'y D* admiten parametrizaciones

con A,B € // (3x3,C), invertibles. Estas ecuaciones paramétricas permiten
identificar C? con C x D*, mediante la aplicacién m : C> — C x D*,

m(z,w) = (2(2),6(w), V(zw) € C.
Ademas, consideremos la aplicacién P : C2 > C, definida como

P(z,w) = z(2) - {(w)
=Tq(2) - q(w) (T = [t]} ;=9 = B'A)
= (TU(Z)le(Z)’TQ(Z))'Q(w)v V(z,w) 6(627

donde T; : C — C, estd definida como T;(z) = (to, ti1,ti2) - q(z), Vz € C.
Observe que la restriccién de la aplicacién P a C? determina un polinomio

p € C[z,w], a saber,
2

2
p= (Z tijzj)wi.
=0

i=0 ;=0

Es mas, es facil comprobar que dado (z,w) € (@2, si v es la curva algebraica
en C? definida por el polinomio p, entonces (z,w) € v siy solo si P(z,w) = 0.
Como consecuencia, mpy 1y — M es una biyeccién, pues

x-£€=0, V(z,§) e M.
Sea A: C — C, definida como

A(z) = Ti(2)? — 4Tp(2)Ta(z), VzeC.

Lema 7.2. Sea z € C. Entonces
z(z) e CND si, ysolosi, A(z)=0.

Como consecuencia, C' y D estdn en posicion general si, y solo si, A tiene
cuatro raices distintas en C.

Antes de comenzar con la prueba, observe que las aplicaciones T; no tienen
raices comunes en (6, pues T' es una matriz regular y ¢(z) #0, Vz € C.

PrUEBA: Recuerde que existen dos rectas distintas en z(z), tangentes a
D, salvo que z(z) € C'N D, en cuyo caso tan solamente existe una tdnica
recta. Por lo tanto, x(z) € C'N D si y solo si existe un tinico w € @, tal que
P(z,w) = 0. A continuacién, probaremos que esto iltimo equivale A(z) = 0.
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Si Ta(z) # 0, entonces P(z,00) # 0. Como consecuencia, las soluciones de
la ecuacién P(z,w) = 0 son

w— —T1(2) + VA(2)

2T2(Z) ’

y la equivalencia es obvia.

Ahora, supongamos T»(z) = 0. En tal caso, observe que P(z,00) = 0. Si
ademds Tj(z) = 0, entonces P(z,w) # 0, Vw € C, pues Tp(z) # 0. En
cambio, si T1(z) # 0, entonces la tnica solucién de la ecuacién P(z,w) = 0
en Ces w = —Ty(z)/T1(2). Asi, concluimos que existe un tnico w € C, tal
que P(z,w) = 0, si y solo si T1(z) = 0, o equivalentemente A(z) = 0, pues
Az) = Ti(2)%

O

Podemos obtener un resultado andlogo al anterior intercambiando los roles
de las variables z y w. Observe que

P(z,w) = q(z) - T'q(w)
= Q(Z) ’ (To(w)le(w)aTQ(w))v V(Za w) S @27
donde fj : C — C, est4 definida como fj(w) = (toj, t1j,t25) - q(w), Yw € C.
Sea A : C — C, definida como

A(w) = Ty (w)? — 4Ty (w)Ty(w), Yw € C.

Lema 7.3. Sea w € C. Entonces
E(w) € C*ND* s, y solo si, Aw)=0.

Como consecuencia, C' y D estdn en posicion general si, y solo si, A tiene
cuatro raices distintas en C.

PrUEBA: Basta reproducir la prueba realizada en el lema anterior inter-
cambio los papeles de las variables z y w. La consecuencia es inmediata de
(7.1).

O

7.3. Estructura compleja en M

Consideremos los polinomios

q= Zzp(l/sz)a
r=w’p(z,1/w),
s = 22w’p(1/z,1/w),
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y los subconjuntos Be, Bp+~ de M, definidos como

Be ={(z,§) e M|z € CN D},
Bp+ ={(z,§) e M|& € C*ND*}.

Lema 7.4. Sea (a,b) € C2. Entonces, m(a,b) € Be si, y solo si,
1. p(a,b) = pw(a,b) =0, si a,b+# oo,

2. q(0,b) = qu(0,b) =0, si a =00, b+# o0,

3. r(a,0) =1y(a,0) =0, si a# oo, b= o0,

4. 5(0,0) = 5,(0,0) =0, si a,b=o0.

PRUEBA: Probaremos la equivalencia correspondiente al primer caso. Los
restantes casos son andlogos,' y se dejan como ejercicio para el lector.

Sea (a,b) € C2. Por (7.2), m(a,b) € Be siy solo si p(a,b) = A(a) = 0.
Ademas, se verifica que

p(a,b) = Tg(a)b2 + T1(a)b + To(a),
pw(a,b) = 2T5(a)b + T1(a),

luego

A(a) = p2(a,b) — 4T3(a)p(a, b).

Usando ahora (7.3), obtenemos un resultado similar al anterior.

Lema 7.5. Sea (a,b) € C2. Entonces, m(a,b) € Bp+ si, y solo si,
1. p(a,b) = p.(a,b) =0, si a,b# 0,

2. q(0,b) = q.(0,b) =0, si a =00, b+# o0,

3. r(a,0) =71,(a,0) =0, si a# oo, b= o0,

4. 5(0,0) =s,(0,0) =0, si a,b=oc0.

Como consecuencia de los resultados anteriores obtenemos el siguiente
teorema.

'Realice los respectivos cambios de variables.
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Teorema 7.6. Sea (a,b) € C2. Entonces, m(a,b) € F si, y solo si, (a,b)
es un punto singular de v. Como consecuencia, vy es una curva algebraica
lisa en C2 st, y solo si, F = 0, o equivalentemente, C y D estdn posicion
general.

PruEBA: Basta tener en cuenta F = Bg N Bp-.

Observaciones 7.7.

> En adelante, supondremos que C y D estan posicién general. En tal
caso, y presenta estructura de superficie de Riemann, como consecuencia
del resultado anterior. Por lo tanto, M hereda la topologia y la estruc-
tura compleja de v, via m,. A continuacién, justificaremos que estas
estructuras heredadas por M son independientes de las parametrizaciones
cuadraticas elegidas de C'y D.

Sean R N R
z(z), Vze€C, &(w), Yw e C,

otras parametrizaciones cuadraticas de C'y D, respectivamente. Consi-
deremos la curva algebraica lisa 5 en C? con ecuacién Z(z) - £(w) = 0, y
la aplicacién m : C> — C' x D*, definida como

(z,w) = (#(2), €(w)), V(zw) € C.
Observe que bastard probar que ¢ : v — 7, definida como
Y = (mﬁ)_l o mh/v

es un isomorfismo de v a 7, como consecuencia de (3.27). Por (C.4), esto
iltimo es inmediato, pues cada componente de ¢ es una trasformaciéon
de M&bius.

> Supongamos que hemos probado que las proyecciones
T M—=C, m:M— D"

son morfismos? En tal caso, por (3.22), observe que son recubrimientos
ramificados, pues M es compacta. Ademas, si R, R¢ denotan respectiva-
mente los puntos de ramificacién de m,, 7¢, entonces 7, (Ry), ¢ (Re) son
ambos conjuntos finitos, ya que ambos son conjuntos discretos y cerrados,
como consecuencia de (3.23). Por lo tanto, deducimos

deg(m,) = deg(me) = 2.

2En la siguiente seccién probaremos que ambas proyecciones son morfismos.
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Es mas,
R, = Bc, R¢= Bp-.

Por dltimo, observe que F = BocNBp+ = 0, pues C'y D estan en posicién

()
N 7

Figura 7.2: Puntos de Ramificacién de 7., m¢

7.4. M es una curva eliptica

En esta seccion probaremos que v es una curva eliptica, es decir, existe un
reticulo A, y un isomorfismo F' : T'— v, donde T'= C/A. Como consecuen-
cia, obtendremos que M es una curva eliptica, pues M = ~.

Comencemos probando que las proyecciones 7, m, : v — C,

T (z,w) =z, my(z,w) =w, VY(z,w) €,

son morfismos.
Consideremos los subconjuntos de ~y

B.=m " (Bc), By =m"'(Bp-).
Como consecuencia de (7.4) y (7.5), observe que:

= Si (a,b) € v\ B, entonces 7, (resp. 1/7,) es la carta en v de (a,b) si
a # oo (resp. a = 00).

= Si (a,b) € v\ By, entonces m, (resp. 1/m,) es la carta en v de (a,b) si
b # oo (resp. b= o0).
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Probemos que 7, es morfismo.
Sea (a,b) € v\ B,. Distingamos los siguientes dos casos:

= Si a # 0o, entonces la carta en C de 7.(a,b) = a es ¢1. Por lo tanto,
¢rom 0 (1) (2) = 2.

= Sia = o0, entonces la carta en C de 7.(a,b) = 00 es ¢o. Por lo tanto,
brom 0 (1/m) N (z) = 2.

Ahora, basta aplicar (2.19), para deducir que 7, es morfismo. Actuando
analogamente, se obtiene facilmente que m,, es morfismo.

Como consecuencia, observe que las proyecciones
T M—=C me: M— D*

son morfismos. En efecto, pues

Ty =L OM, 0 (mh)*l,

e =Eomy o (mh)_l.

Ahora, probaremos que y es una curva eliptica.
Teorema 7.8. La superficie de Riemann v es una curva eliptica.

PruEBA: Observe que la restriccién a C de la aplicacién A determina un
polinomio f € CJ[z], con raices distintas. Es maés, si A(co) = 0, entonces
deg(f) = 3, y si A(oco) # 0, entonces deg(f) = 4, como consecuencia de
(7.2).

Consideremos la curva plana afin X, determinada por el polinomio

w? — f(2) € Clz,w],

y denotemos por Z la superficie de Riemann hipereliptica asociada a la
curva plana afin X, es decir, Z = X [[ Y/, donde Y es la curva plana afin
determinada por el polinomio

v? —u' f(1/u) € Clu,v].

Por (6.5), Z es una curva eliptica;’ luego bastara probar que Z es isomorfa
a .

Antes de seguir, observe que como consecuencia de la prueba del resultado
(7.2), fijado z € C, (z,w) € 7 si, y solo si,

3Véase los isomorfismos entre curvas hiperelipticas [3.33, p.51].
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T (z Az .
. w:%, si To(z) # 0,

» w =00, si Th(z) =Ti(z) =0,

0B si Ty(2) = 0,Ti(2) # 0.

= w=00 6 w=
Sea Xo = {(z,w) € X |Ta(z) # 0}. Definamos F' : Xy — 7 como

T (z) +w

Fzw) = (Z’ 2T (2)

> . V(z,w) € Xp.
Es rutinario comprobar que F' estd bien definida. Adem4s, es inyectiva y
continua. Extendamos F' a Z, es decir, definamos

F(p)= lim F(z,w), VpeZ\Xp.
(z:w)—p
(z,w)eXo

Comprobemos que esta extension estd bien definida. Distingamos los siguien-
tes cuatro casos:

» Puntos p = (20, wp) € X, con T5(29) = T1(20) = 0. En este caso,

lim  F(z,w) = (20, 00).
(zw)—p
(z,w)eXo

» Puntos p = (29, wg) € X, con Ta(z9) = 0, T1(20) # 0. Observe que nece-
sariamente wy = T1(29) 6 wo = —T1(20). En el primer caso, wg = T1(z0),
se obtiene que

—To(20)
lim F(z,w) = (20, =——),
(z,w)—p () = T1(20)
(z,w)€eXop
sin embargo, en el segundo caso, wg = —T1(2p), se verifica que

lim  F(z,w) = (20, 00).
(z,w)=p
(va)GXO

» Punto p = (0,0) € Y, para deg(f) = 3. Si Tz(c0) # 0, se obtiene que

, —T1(00)
1 F(z,w) = (00, ———2).
GHmF(zw) = (00, 500 )

(z,w)eXo
En cambio, si T5(z) = 0, se verifica que

lim  F(z,w) = (00, 00).
(z:w)—=p
(z,w)EXo
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» Puntos p = (0,v) € Y, para deg(f) = 4. En este caso, necesariamente

v € y/A(c0), pues
lim u?A(1/u) = A(co).

u—0

Ademas, si Th(00) = 0, entonces v = Ty (o0) 6 v = —=T1(), ¥

lim  F(z,w) = (00, 0),

(z,w)—p

(z,w)eXo

) —T1(0)

lim F(z,w) = (o0, )
(z,w)—p (2, 0) = Th(o0) )
(z,w)EXo

respectivamente. En cambio, si Ta(00) # 0, entonces

, —T1(00)+U

lim F(z,w)=(c0, ——F———
(i Flzw) = (00 5 0)
(z,w)€eXo

).

Como consecuencia de la comprobacién anterior, observe que la extension
es una aplicacion continua y biyectiva.

Ahora, probemos que es morfismo. Sea p = (zg, wy) € Xp, tal que A(zg) # 0.
Observe que la carta en Z de p es 7, o j)_(l, y la carta en vy de F(p) es m,,
pues (zp,wp) € v\ B;. Por lo tanto,

w0 Fo(m, 0jy') " (2) = 7. 0 F((2,h(2)))
—T1(2) + h(z)

= m,(z, 2T(2) )=

Asi, obtenemos que F' es holomorfa en p. Ademds, como F' es continua en
Z, basta aplicar (2.19) para obtener la conclusién deseada.
O

7.5. Los automorfismos o, Tyn

Consideremos las aplicaciones oy, 7y : v — 7, definidas como
— -1 = -1
0w = (m}y)” 00 omy, T = (Mm},)"" oTomy,.

Observe que ambas aplicaciones son involuciones. Es mas, (a,b) € v es punto
fijo para o, (resp. i) si y solo si (a,b) € By, (resp. (a,b) € B,).

En esta secciéon nos proponemos como objetivo probar que ambas invo-
luciones son automorfismos de . Como consecuencia, obtendremos que las
aplicaciones o, 7,7 son automorfismos de M, pues m/, es isomorfismo.

Teorema 7.9. Las involuciones o4 y T son automorfismos de 7.
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PRUEBA: Probemos que 7, es automorfismo.*

Sea (a,b) € v\ B;. Distingamos los siguientes dos casos:

» Si a # oo, entonces existen cartas complejas (U, ), (U’,7,) en v, con
(a,b) € U, 1x(a,b) € U, tales que

UU Cy\B., UNU =0, mU)=mrU").

Por lo tanto,
moomo(m) H2)=2 VzeUl.

» Si a = oo, entonces existen cartas complejas (U, 1/7,), (U',1/m,) en 7,
con (a,b) € U, 1i(a,b) € U’, tales que

UU Cy\B.,, UnU =0, 1/, (U)=1/m,(U").
Por lo tanto,

1/m oo (l/m) Y (2)=2 Vzel.

Obtenemos asi que 7, es holomorfa en 7\ B,. Ahora, bastard probar que 7
es continua en B, como consecuencia de (2.19).

Sea (a,b) € B,. Supongamos por reduccién al absurdo que 7y no es continua
en (a,b). En tal caso, existe un abierto U C ~, con (a,b) € U, y una sucesién
(@n, by) C v\ B; convergente a (a,b), tal que

Te(an, b)) = (an, b)) ¢ U, Vne N?

Ahora bien, v es compacta, luego existe una subsucesién (ap,, b, ) conver-
gente a cierto (ag,bp) € . Observe que necesariamente

ap = a, bo#bv

pero esto es una contradiccién, pues xz(a) € C'N D.
L]

7.6. Automorfismos involutivos del toro complejo

Sea A C C un reticulo arbitrario, y consideremos el toro complejo 7' = C/A.

Teorema 7.10. Si G : T — T es un automorfismo involutivo, distinto de la
aplicacion identidad, con al menos un punto fijo, entonces existe 8 € C, tal
que

Gz+AN)=—2+p+A, VzeC.

4Probar que 0. es automorfismo es similar.

SObserve que b}, # by, pues (an,bn) & B..
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Reciprocamente, si G : T — T estd definida como
Gz+A)=—-z2+p+A, VzeC,

con B € C, entonces G es un automorfismo involutivo con cuatro puntos

fijos.

PrRUEBA: Sea G : T — T un automorfismo involutivo, distinto de la apli-
cacién identidad, con al menos un punto fijo. Por (2.23), existen «, 3 € C,
al = A, tales que

G(z+A)=az+B+A, VzeC.

Por lo tanto,
z+A=a’2+Ba+1)+A, VzeC.

Asi, obtenemos
(> —1)z+B(a+1)€A, VzeC.

Observe que necesariamente o = £1. Es més, si o« = 1, entonces 8 € A, pues
en caso contrario G no presentaria ningin punto fijo.

Ahora, centrémonos en el reciproco. Sea G : T' — T, definida como
G(z+A)=—2+B+A, VzeC,
con 8 € C. Como consecuencia de (2.23), G es un automorfismo. Ademas,

es rutinario comprobar que G o G = Ip, donde Iy : T — T es la aplicacion
identidad. Por dltimo, es facil calcular que los cuatros puntos fijos de G son

1
§(ﬁ+mw1 +nwe) + A, m,n=0,1,

con wi,ws € C, linealmente independientes sobre R, generadores del reticulo A.
O

El siguiente corolario es consecuencia inmediata del resultado anterior.
Corolario 7.11. Si Gy, Gy son automorfismo involutivos de T', distintos de

la aplicacion identidad, con al menos un punto fijo, entonces Go o Gy es una
traslacion de T', es decir,

GooGi(z+A)=2z+F+A, VzeC,

con B € C.
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7.7. Prueba del teorema de Poncelet

Por (7.8), M es una curva eliptica, luego existe un reticulo A, y un iso-
morfismo F' : T'— M, donde T' = C/A. Ademas, recuerde que mediante el
isomorfismo F'; M hereda la estructura de grupo analitico de T'. Para ello,
basta definir la adiccién

F(21)+F(%)=F(z1+%), Vz,»2eT.

Teorema 7.12. La aplicacion n es una traslacion de M, es decir, existe
be M, tal que
np) =p+b, VpeM.

PrueBA: Consideremos los automorfismos involutivos Gi,Go : T — T,
definidos como

Gi=FloooF,
Go=FloroF

Por (2.8), ambos automorfismos tienen cuatro puntos fijos. Aplicando (7.11),
obtenemos Gy o G1 es una traslacién de T, es decir,

GooGi(z+AN)=z+8+A, VzeC,
con 3 € C. Por lo tanto, 1 es una traslacion de M, pues
GooGi=FltonoF.

O]

Prueba del teorema de Poncelet. Sea n € N, con n > 3. Supongamos
que existe pg € M, tal que n"(pg) = po. En tal caso, por el teorema anterior,

n(p)" =p+nb
=p, VpeM,

pues pg + nb = py.
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Apéndice A
La esfera de Riemann

Es conveniente en Anélisis Complejo anadir el punto del infinito como un
punto mas del plano complejo. Con tal fin, se le une a C un elemento adicio-
nal que no esté en él. Tal elemento se denota por co. Se obtiene asf el plano
complejo extendido o completado C=Cu ioo} A continuacién, a través de
la proyeccion estereografica, dotaremos a C de una topologia métrica, res-
pecto de la cual C serd un espacio compacto. Ademads, la topologia relativa
a C resultante coincidira con la topologia euclidea.

Sea S? la esfera de Riemann, es decir,

52:{(1’,3/,2) €R3]x2+y2+z2:1}.

Consideremos la proyeccién estereografica p : C — S% \ {IN}, definida como

e(z m(z) |z]?
(Z):<2R() 2Im(z) H+1>’ veec,

T4 2271+ 22" |22+ 1

Figura A.1: Proyeccion estereografica

101
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donde N = (0,0,1). Observe que p es una aplicacién biyectiva. De hecho,
p~1: 5%\ {N} — C, viene dada por

p_l(wvyuz) L—i_ V(l’,y,Z)GSQ-

= 1——

11—z 1-2

Nosotros estamos interesados en la extensién de la proyeccion estereografica
a C, esto es, p: C — S?, definida como

— « [ plz) sizeC,
p(z){N si z = 00.

Teorema A.l. Sea d. la distancia euclidea en R3. Entonces, la aplicacion
X :C x C — R, definida como

X(z,w) = do(p(2), B(w)) V¥ (z,w) € CxC,

es una distancia en C, denominada distancia cordal. Ademds, explicitamente

2|z—w|
(1+]21?) (1+[w[?)
X(z,w)=4¢ 0 st Z,w = 00,
2

\/TW SiZGC,'LUZOO.
z

siz,w € C,

Teorema A.2. Denotemos por T. la topologia inducida en C por la distancia
cordal. Se verifica:

1. La topologia relativa de T. a C es la topologia euclidea Te.

2. ACC es entorno de oo si y solo si existe v > 0 tal que

{0} U{z€Cl|z| >r} C A
3. La extension de la proyeccion estereogrifica a C es un homeomorfismo.

PRUEBA:

1. Probaremos que la aplicacién identidad Iy : (C,d.) — (C, &|c) es homeo-
morfismo. Observe que la proyeccién estereogrifica p : C — S\ {N}
es homeomorfismo. Por lo tanto, dado z € C, ¢ > 0, existe § > 0,
tal que de(p(z),p(2')) < e, para todo 2z’ € B(z,0). Obtenemos asi la
continuidad de la aplicacién identidad Iy : (C,d.) — (C,X|c), pues
Xc(z,w) = de(p(2),p(w)), V(z,w) € C x C. Anadlogamente, se obtiene
la continuidad de la aplicacién identidad Iy : (C, X|c) — (C, de), sin més
que tener en cuenta la continuidad de la aplicacién p~! : $?\ {N} — C.
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2. SiAC C es entorno de 00, entonces existe € > 0, tal que By(oo,¢) C A.
Luego,

{0} U{z€Cl|z| >r} C{oo}U{z €C]| <e} CA,

2
V1422
donde r = 2/e. Reciprocamente, si existe r > 0 tal que

{x}U{zeC||z| >r} C A,

2
entonces By (0o,¢) C A, donde ¢ = T

3. Basta tener en cuenta

X(z,w) = d.(p(2), p(w)), V(z,w)eC xC.
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Apéndice B

Curvas algebraicas

Curvas algebraicas en C?

Sea p € C[z,w] un polinomio de grado positivo. Consideremos el subcon-
junto
v ={(a,b) € C*|p(a,b) = 0} C C*.
Al subconjunto 7 se le denomina curva algebraica en C2?, determinada por
el polinomio p.
Sea (a,b) € 7. La curva algebraica ~ es singular en (a,b) si

p-(a,b) = py(a,b) = 0.

En tal caso, al punto (a,b) se le denomina punto singular de la curva alge-
braica . La curva algebraica 7 es lisa si no contiene puntos singulares.

Ademads, supuesto que p es un polinomio irreducible, puede probarse que
7 es un espacio topolégico conexo por caminos.! La prueba de la afirmacién
anterior puede ser consultada en [Ahl78, cap.8, sec.2].

Curvas algebraicas en C?

Sea p € C[z,w] un polinomio de grado positivo. Consideremos los poli-
nomios

q==2"p(1/z,w),

r=w"p(z,1/w),

s=z"w"p(l/z,1/w),
donde m = deg, p, n = deg,, p. Al subconjunto

7y ={(a,b) € C*|p(a,b) = 0} € C

'La curva algebraica vy es un subespacio topoldgico de C2.
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se le denomina curva algebraica en @2, determinada por el polinomio p.
Precisemos la propiedad p(a,b) = 0, cuando a = oo 6 b = oo:

p(oo,b) =0, con b e C, siq(0,b) =0,
p(a,00) =0, cona€C, sir(a,0)=0,
p(00,00) =0, si s(0,0) = 0.

Sea (a,b) € v. La curva algebraica « es singular en (a,b) si

= s, (a,b

En tal caso, al punto (a,b) se le denomina punto singular de la curva alge-
braica 7. La curva algebraica 7 es lisa si no contiene puntos singulares.
De nuevo, supuesto que p es un polinomio irreducible, puede probarse que

7 es un espacio topolégico conexo por caminos?

2La curva algebraica 7 es un subespacio topoldgico de c2.



Apéndice C

Ecuaciones paramétricas de
conicas lisas

Sea P2 el plano proyectivo complejo, es decir,

P? = {m(x1, 22, x3) | (1,22, 23) € C*\ {0}},

donde 7 es la proyeccién al conjunto cociente resultante de la relacién de
equivalencia ~ en C3\ {0},

z,y € C3\ {0}, =~y si Ja e C* tal que y = ax.

Definamos « -y := x1y1 + T2y2 + x3y3, Va,y € C3. Ademds, para cada
a = (a1,as,a3) € C3\ {0}, denotemos por I, al subconjunto

{n(z) € P*|a -z = 0}.

Observe que [, es una recta en P2. Es més, l, = I, si, y solo si, a ~ b.

Sea C' una conica lisa en P2. Consideremos el haz de rectas m, de un
punto m € C. Cualquier recta | € m, interseca la cénica C' en otro punto,
que denotaremos por m;, salvo que [ sea la recta tangente a C' en m.

l
C my

m

Figura C.1: Parametrizacion de cénicas lisas
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Por lo tanto, la aplicacién fS : m, — C, definida como

fc(l) | m, silestangente a C' en m,
mY 1 my, caso contrario,

es biyectiva. Ademsds, fijadas dos rectas I, [, € my distintas, la aplicacion
que a cada t € C asocia la recta lig4p, cON looq+p := lq, €s una biyeccion de
C en m,. Asi, obtenemos una parametrizacién de la cénica C,

FS(liars), teC.

Observe que la parametrizacién depende del punto m € C, y de las rectas
la,lp € my, aunque si fijamos otras rectas l.,ly € m, distintas, es facil
comprobar que la composicion

£ luera) ™ 0 £ (liasn)

es una transformacién de Moebius, pues las homografias en la recta proyec-
tiva compleja se identifican con las transformaciones de Moébius.

Una aplicacién f : C—>C biyectiva es una relacién de coordenadas ho-
mogéneas (abreviado r.c.h) en C| si existe m € C, tal que

) = £S (lars), Vi€ C,

para algunas rectas l,, [, € m, distintas.

Lema C.1. Sea C una conica lisa en P?, y T : P2 — P? una homografia
determinada por una matriz A € # (3 x 3,C) invertible, es decir,

T(r(z)) = n(Az), YaeC3\{0}.

Si f es una r.c.h en C, entonces T o f es una r.c.h en la conica D = T(C).

PrUEBA: Sea f = fS(ljurp), con m € C, y lg, Iy € my rectas distintas.
Se verifica que
T<lta+b) = ltA*a+A*b7 Vit e (C7

donde A* = (A~1)t. Por lo tanto,

T(f5 (la+s)) = frmliararans), Vte C.

Sea q : C— C3, la aplicacién definida como

[ (,4t%) siteC,
q(t)—{ (0,0,1) sit=oo.
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Para cada transformacion de Moebius + : C— (@,

at+b ~
t) = —— VteC
v(t) Gt d eC,

con a,b,c,d € C, ad — bc # 0, definamos ¢, : C — C3 como
¢(t) = (ct+d)*q(1(t)), VteC.

Es rutinario comprobar que para cada t € @, ¢+(t), q(y(t)) son vectores no
nulos proporcionales. Ademas, se verifica que

q,(t) = Aq(t), VteC,

donde A € #(3 x 3,C) es la matriz

d? 2cd 2
db cb+da ca
b2 2ab a?

Sea Cj la cénica lisa de ecuacién

T1T3 — x% =0.

Lema C.2. Sea C una cénica lisa en P2. Si f,g son r.c.h en C, entonces
la, composicion g~' o f es una transformacion de Mdéebius.

PRUEBA: Sin perdida de generalidad, supongamos que C' es la cénica lisa
Co.! Observe que m = (0,0,1),n = (1,0,0) € Cy. Ademds, supongamos que

f=f5lass), 9= f< (lucta)
con a,b,c,d € C3\ {0},

a=(1,0,0), c=(0,1,0),
b=(0,—1,0), d=(0,0,—1).

Se verifica que

F&(lays) = q(t), VteC,
fg(luc—i—d) = Q(U), VueC.
Asi, R
I8 luera) ™ 0 fS (liays) =t, VYt e C.
O

Para cualesquiera p,q € C, p # ¢, existe una homografia T : P> — P2 tal que
T(C)=Co, T(p) =my T(q) =n.
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Teorema C.3. Sea C una conica lisa en P2, y £ (lyarp) una r.c.h en C.
Entonces, existe una matriz A € # (3 x 3,C) invertible, tal que

FC lass) = Aq(t), VteC.

Es mds, la matriz A estd univocamente determinada salvo una constante
multiplicativa no nula.

Reciprocamente, si A € (3 x3,C) parametriza la conica lisa C, es decir,
la aplicacion Aq(t) es una biyeccion de C en C, entonces A es no singular
y Aq(t) es una r.c.h en C.

PruUEBA: Sea f una r.c.h en Cj. Como consecuencia del lema anterior,
existe una transformaciéon de Mdebius v, tal que f = g¢,. Por lo tanto, existe
Ae #(3 x3,C), tal que

f(t) = Aq(t), VteC.

Ademsds, la matriz A es invertible. En efecto, pues en caso contrario, existiria
c € C3\ {0}, tal que Alc = 0, luego

~

c-Aq(t) = Alc-q(t) =0, VteC,

es decir, Cy C [.
Ahora, sea T' una homografia, tal que T'(C') = Cy. Por (C.1), es ficil deducir
la existencia de una matriz A € .#(3 x 3,C) invertible, tal que

£ (lays) = Aq(t), VteC.

Probemos que la matriz A est4 univocamente determinada salvo constante
multiplicativa. Sea B € . (3 x 3,C) invertible, tal que

Aq(t) = Bq(t), VteC.
Fijemos cuatros distintos t1,...,t4 € C. Observe que

p1=q(t1),...,ps = q(ts)

son cuatro puntos distintos en Cy. Como Cj es una coOnica lisa, los puntos
P1,...,Pa estdn en posicién general. Ademads, Aq(t;) = Bq(t;), luego existe
a € C*, tal que B = aA.

Por tltimo, centrémonos en el reciproco. Sea A € .# (3 x 3,C), tal que
Aq(t) es una biyeccién de C en C. Por un razonamiento similar al realizado
anteriormente se deduce que A es invertible. Ademas, si T" es la homografia
determinada por la matriz A~!, entonces

T(Aq(t)) = q(t), VteC.

Por lo tanto, Ag(t) es una r.c.h en C, como consecuencia de (C.1).
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Corolario C.4. Sea C una cénica lisa en P?, y A,B € .#(3 x 3,C).

St ambas matrices parametrizan la conica C, entonces
Bg(u)~" o Aq(t)

es una transformacion de Moebius.

PrueBA: Consecuencia inmediata de la afirmacién reciproca del teorema
anterior.
O
En este documento, las parametrizaciones de cénicas lisas en P? que siempre
usaremos son de la forma

Aq(t), teC,

con A € #(3 x 3,C), invertible. Por parametrizaciones cuadraticas nos
referiremos a tales parametrizaciones.
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Apéndice D

Isomorfismo entre curvas
hiperelipticas

Sean aq,...,a, nimeros complejos distintos, con n un natural par. Consi-
deremos la curva plana afin X, determinada por el polinomio

w? — (z—ay) (2 —an) € Clz,w],

y denotemos por Z la superficie de Riemann hipereliptica asociada a la
curva plana afin X;. Andlogamente, consideremos la curva plana afin X,
determinada por el polinomio

w? — (z—by) (2= by_1) € Clz, ],

donde b; = 1/(aj — an), y denotemos por Z, la superficie de Riemann hi-
pereliptica asociada a la curva plana afin Xs.
A continuacién, probaremos que ambas curvas hiperelipticas son isomorfas.
Sean Fy C Z1, Fy C Z5 los subconjuntos

{(an,0)} U (Z1\ X1), {(0,¢),(0,—c)} U (Z2\ Xa2),
respectivamente, con ¢ una raiz cuadrada de —by - - - b,_1. Recuerde que:

» 71 = X1[[Y1/%, donde Y; es la curva plana afin determinada por el
polinomio
v?2 — (1 —ayu) - (1 — apu) € Clu,v).

» 7y = Xo[][Y2/v, donde Y3 es la curva plana afin determinada por el
polinomio
v —u(l —biu) - (1 = bp_1u) € Clu, v].

» El conjunto Z; \ X; C Y] estd constituido por dos elementos, a saber,
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» El conjunto Z5\ X2 C Y5 estd constituido por un tinico elemento go = (0, 0).

Ahora, consideremos la aplicacién f : Z; \ E1 — Zs \ E», definida como

1 cw
zZ,w) = , , V(z,w) e Z1\ Ei.
feu) = (s ) Y ez B
Es rutinario comprobar que f es una aplicacion biyectiva y continua.

Interesémonos en la extensién a Zi, es decir, F' : Z1 — Zs, definida como

flp) sipeZi\ By,
q0 si = (an,O),
F = .
D=\ 0.0 sp-s
(0,—c) sip= pg.

Por (2.19), bastara probar que F' es holomorfa en Z; \ E1, y continua en Fy,
para obtener que F' es isomorfismo.

Comencemos probando que F es continua en E7. Sea Go C Zs abierto, tal
que qo € Ga. Observe que

ren = (o o)

1 cw
_d)(z—an’(z—an)”ﬂ)
=(z—ap,cw), VY(z,w)e X1\ {(an,0)}.

Por lo tanto, existe un abierto G; C X1, tal que (an,0) € G1 y F(G1) C Ga.
Ahora, sean G3,G3 C Zy abiertos, tales que (0,¢) € G3, (0,—c) € G3.
Se verifica que

Fu,v) = F($~ (u,v)
(i)

—< Y v >, V(u,v) € Y1,

1—apv’ (1 — apu)"/?

con u # 0, tal que ¥~1(u,v) # (an,0), luego existen abiertos G1,G? C Y7,
tales que pj € G, pj € G7 v F(G1) € G3, F(GY) € G3.

Por ultimo, comprobemos que F' es holomorfa en Z; \ Fj.
Sea p = (20, wp) € Z;1 \ E1. Distingamos los siguientes dos casos:

= Si 29 # a;, la carta en Z; de p es 7, 0 j)_(ll, y la carta de F(p) en Zy es
T, 0 j_l. Entonces
Xo

1

S —ay,

(M2 0x,) 0 Fo(mojy) 7 (s) =
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= Sizg = a;, la carta en Z; de p es my, oj)_(ll7 y la carta de F(p) en Zs es
T, O jfl. Entonces
Xo

(T 0 jxL) 0 F o (my 0 ixh) 7H(s) = () — a2’

con h(s) holomorfa en un entorno abierto de 0, verificindose

s = (h(s) —a1) - (h(s) — an).

Observe que ambas composiciones estan bien definidas en un entorno abierto
respectivamente de zg, 0, pues F' es una aplicacién continua.
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