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Resumen

El objetivo del presente estudio es resaltar la importancia de las maquinas de
vector soporte, conjunto de técnicas de aprendizaje supervisado aplicadas a resol-
ver tareas de clasificacion. Ademads, se enfatizan algunos de los enlaces entre los
métodos de optimizacién matemaética y la clasificacién supervisada. Muchas areas
diferentes de optimizacion matematica desempenan un papel central en los méto-
dos de clasificacion supervisada. Por otra parte, la optimizacién matemaética resulta
extremadamente 1til para abordar cuestiones importantes en la clasificacion, como
la identificacién de variables relevantes o la mejora de la interpretabilidad de los
clasificadores.

Antes que nada, se hace un desarrollo tedrico de los fundamentos matematicos
de las méquinas de vector soporte [l Se comienza el desarrollo por el caso més sen-
cillo, es decir, el caso de clasificacion binaria y, atendiendo al tipo de separabilidad
de los ejemplos de entrada, se consideran distintas opciones. Asi, en primer lugar,
se aborda el caso ideal de ejemplos linealmente separables para, seguidamente,
abordar el caso de ejemplos no linealmente separables, donde las SVM demuestran
su gran potencialidad. Para este ultimo caso, se introducen las funciones kernel
que hace que las SMV sean aplicables para cualquier conjunto de datos.

Finalmente, estas técnicas estudiadas son utilizadas para la clasificacién de ma-
mografias, lo cual permite construir un clasificador que separe la clase de tumores
benignos de la clase de tumores malignos, a partir de un conjunto de datos to-
mados de “UCI Machine Learning Repository: Breast Cancer Wisconsin”. De esta
forma, el objetivo sera construir el mejor clasificador para dicho conjunto de datos.

! También conocido por las siglas SVM.






Abstract

The aim of the present study is to highlight the importance of support vector
machines, which are a set of supervised learning techniques applied to solve classifi-
cation tasks. In addition, some links between mathematical optimization methods
and supervised classification are emphasized. Many different areas of mathemati-
cal optimization play a central role in the methods of supervised classification. On
the other hand, the mathematical optimization turns out to be extremely useful
in order to deal with important issues in classifications, as the identification of
relevant variables or the improvement of the interpretability of classifiers.

First of all, a theoretical development of the mathematical foundations of sup-
port vector machines (SVM) is presented. The development begins for the simplest
case, that is to say, the case of binary classification and attending the type of sepa-
rability of the input examples, we can consider different options. Firstly, the ideal
case of linearly separable examples are approached, afterwards, the case of not li-
nearly separable examples is approached as well, where the SVM demonstrates his
great potential. For the latter case, to apply the SVM for any set of information,
kernel functions are introduced.

Finally, these techniques are used for the classification of mammograms, which
allows to construct a classifier that separates the class of benign tumours from the
class of malignant tumours, from a set of data taken of “ UCI Machine Learning
Repository: Breast Cancer Wisconsin”. In this way, the aim will be to construct
the best classifier for the set of data mentioned before.






Indice general

I Ticadnl
[1.1. Aprendizaje Automaticol . . . . . . . . . . .. ... ... ... ...
(1.1.1. Algunos métodos| . . . . . . . ... ... ... ...,

2. SVM y Métodos Kernell
[2.1. Maquinas Vectoriales de Soportef. . . . . . . . . .. ... ... ...
[2.1.1. Clasificador de margen maximo| . . . . . . . . . . ... ...
[2.1.2. Margen blando| . . . . . . ... ..o

[2.2.1. Ejemplos de funciones Kernel| . . . . . . ... ... ... ..

[2.3. Optimizacion de funciones| . . . . . . . . . . . ... ... ... ...

10
14

19
19
20
36
40
44
48
49
50

55
57
61
65

67






Capitulo 1

Introduccion

La construccion de maquinas capaces de aprender de la experiencia ha sido
durante mucho tiempo objetivo de debate tanto filoséfico como técnico, ya que la
posibilidad de crear maquinas que adquieran conocimiento, que fueran mas alla
del conocimiento del disenador del algoritmo, ha fascinado desde siempre.

Desde el punto de vista filosofico, el problema de aprender de los datos ha sido
investigado por los filésofos a lo largo de la historia, bajo el nombre de inferen-
cia inductiva. Aunque fue en el siglo XX, gracias al trabajo fundamental de Karl
Popper, cuando se reconocié la induccién pura como imposible, a no ser que se
asumiese algin conocimiento previo. Ademds, hay una larga historia del estudio de
este problema dentro del marco estadistico y del area de la inteligencia artificial.
Alan Turing [I] planteé la idea de que las maquinas pueden pensar en 1950, pero
fue pocos anos mas tarde cuando comenzaron a desarrollarse los primeros ejemplos
de estas maquinas, como el borrador de Arthur Samuel [2],que fue un ejemplo tem-
prano de aprendizaje de refuerzo, o el perceptrén de Frank Rosenblatt [3]. Hasta
que finalmente, las Support Vector Machine E[) fueron presentadas por Vladimir
Vapnik y sus colaboradores en el COLT [4], a principio de los anos noventa.

Desde el punto de vista técnico, las maquinas tienen un nivel significativo de ca-
pacidad de aprendizaje, aunque los limites de esta capacidad no estan claramente
definidos. Asimismo, la disponibilidad de sistemas de aprendizaje es de gran impor-
tancia, ya que hay muchas tareas que no pueden ser resueltas mediante técnicas de
programacion clasica al no haber un modelo matemaético del problema disponible.

'En espaiol se le denomina Méquinas de Vector Soporte. A lo lago del trabajo, se va a denotar
como SVM



Capitulo 1. Introduccion

Una estrategia alternativa para resolver este tipo de problemas es que la maquina
intente aprender la funcionalidad de entrada/salida a partir de ejemplos.

1.1. Aprendizaje Automatico

Como se mencioné anteriormente, desde que se inventaron las méaquinas, nos
hemos preguntado si podrian hacerse para aprender. Si se podria entender cémo
programarlas para que aprendan (para mejorar autométicamente con la experien-
cia), por ejemplo, para saber qué tratamientos son més efectivos para nuevas en-
fermedades en funcion de los registros médicos. Ademas, una comprension exitosa
de cémo hacer que las maquinas aprendan abriria multiples usos nuevos de estas.

El Machine Learning (aprendizaje automdtico) busca resolver la cuestién de
cémo construir programas de maquinas que mejoren automaticamente con la ex-
periencia. En los tltimos anos, se han desarrollado muchas aplicaciones exitosas
de aprendizaje automatico, desde programas de extraccién de datos que detectan
transacciones fraudulentas con tarjeta de crédito, sistemas de filtrado de infor-
macién que aprenden las preferencias de lectura de los usuarios, hasta vehiculos
auténomos que aprenden a conducir en autopistas publicas. Al mismo tiempo, han
habido avances importantes en la teoria y los algoritmos que forman los cimientos
de este campo.

Se basa en conceptos y resultados de muchos campos, incluidas la estadistica,
la inteligencia artificial, la filosofia, la teoria de la informacién, la biologia, la cien-
cia cognitiva, la complejidad computacional y la teoria del control. La teoria del
aprendizaje automatico pretende responder al siguiente tipo de preguntas: “; Cémo
varia el rendimiento del aprendizaje con la cantidad de ejemplos de entrenamiento
presentados?”, “; Qué algoritmos de aprendizaje son los més apropiados para va-
rios tipos de tareas de aprendizaje?”.

A dia de hoy, no se sabe como hacer que las maquinas aprendan tan bien co-

mo la gente aprende. Sin embargo, se han inventado algoritmos que son efectivos
para ciertos tipos de tareas de aprendizaje y estd empezando a surgir una com-

10



Capitulo 1. Introduccion

prension teodrica del aprendizaje. También han comenzado a aparecer aplicaciones
comerciales significativas para problemas tales como el reconocimiento de voz. A
continuacion, se va a definir qué se entiende por aprendizaje de manera amplia,
para incluir cualquier programa que mejore su ejecucion en alguna tarea a través
de la experiencia,

Definicién 1. Se dice que un programa aprende de la experiencia E con respecto
a alguna clase de tareas T y la medida de rendimiento P, si su ejecucion de tareas
en T', medido por P, mejora con la experiencia E.

En general, para tener un problema de aprendizaje bien definido, debemos
identificar las tres caracteristicas siguientes: la clase de tareas, la medida del ren-
dimiento que se debe mejorar y la fuente de la experiencia. Disenar un enfoque de
aprendizaje automatico implica una serie de opciones de diseno, que incluyen elegir
el tipo de experiencia de entrenamiento, la funcién de destino que se debe apren-
der, una representacién para esta funcion objetivo y un algoritmo para aprender
la funcién objetivo a partir de ejemplos de entrenamiento. Es méds, implica una
busqueda a través de un espacio de posibles hipdtesis para encontrar la hipdtesis
que mejor se ajusta a los ejemplos de capacitacion disponibles y otras limitaciones
o conocimientos previos.

Los algoritmos de aprendizaje automatico han demostrado ser de gran valor
practico en una variedad de dominios de aplicaciones. Son especialmente 1tiles en:

1. Problemas de Data Mining (mineria de datos)ﬂ, donde grandes bases de da-
tos pueden contener valiosas regularidades implicitas que se pueden descubrir
automaticamente. Por ejemplo, analizar resultados de tratamientos médicos
de bases de datos de pacientes.

2. Dominios en los que los humanos podrian no tener el conocimiento necesario
para desarrollar algoritmos efectivos. Por ejemplo, reconocimiento de rostros
humanos a partir de imagenes.

3. Dominios donde el programa debe adaptarse dinamicamente a las condicio-
nes cambiantes. Por ejemplo,adaptarse a los cambiantes intereses de lectura
de las personas.

2Una introduccién de Data Mining la podemos encontrar en [5]
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El aprendizaje automaético se divide en dos areas principales: aprendizaje su-
pervisado y aprendizaje no supervisado, estos conceptos hacen referencia a qué
queremos hacer con los datos. Uno de los usos mas extendidos del aprendizaje
supervisado consiste en hacer predicciones a futuro basadas en comportamientos
o caracteristicas que se han visto en los datos ya almacenados (el histérico de
datos). El aprendizaje supervisado permite buscar patrones en datos histéricos re-
lacionando todos los campos con un campo especial, llamado campo objetivo. En
cuanto al aprendizaje no supervisado, usa datos histéricos que no estan etiqueta-
dos. El fin es explorarlos para encontrar alguna estructura o forma de organizarlos.

A lo largo de este trabajo, se va a estudiar un caso particular dentro del apren-
dizaje automatico supervisado, que son las SVM. En este contexto, se puede dife-
renciar distintos problemas en funcién del tipo de salida que generen, de manera
que podemos establecer la siguiente clasificacion.

Definicién 2. Un problema de aprendizaje con salidas binarias se define como
problema de clasificacion binaria, uno con un numero finito de categorias como
clasificacion de clases maltiples y cuando estas salidas son valores reales se conoce
como un problema de regresion.

Asi, un problema de clasificacién que es una técnica muy 1til, usada en diversos
campos como el de reconocimiento de patrones, predice una categoria, mientras
que uno de regresién predice un nimero. Las SVM se pueden aplicar tanto para
problemas de casificacién como de regresién, no obstante, sélo se va a hacer un
estudio de las SVM aplicadas a problemas de clasificacién.

Como se menciond anteriormente, la clasificacion supervisada cuenta con un
conocimiento a priori, es decir, la tarea de clasificar un objeto dentro de una cate-
goria o clase cuenta con modelos ya clasificados. Por lo tanto, se pueden diferenciar
dos fases dentro de este tipo de clasificaciéon: en primer lugar, se parte de un con-
junto de entrenamiento con el que se disena el clasificador, que va a ser el modelo
o regla para la clasificacion, y en segundo lugar, se clasifican los objetos de los que
se desconoce la clase de pertenencia (el conjunto de dichos objetos se conoce como
conjunto test).

En definitiva, en la clasificacién supervisada ([5],[6]), dado un conjunto de ob-
jetos en €2 divididos en un conjunto de clases C' con el objetivo de, a partir de ellos,
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clasificar nuevos objetos. Cada objeto ¢ € Q tiene asociado un par (x;, y;), donde
x; es el vector predictor, que toma valores en un conjunto X e y; € () va a ser la
clase a la que pertenece el objeto i . Generalmente, suponemos que X C RP. De
aqui en adelante, se usa el término variable para referirse a cada componente del
vector predictor. Sin embargo, no toda a informacion sobre los objetos en €2 esta
disponible, sélo se conoce la clase a la que pertenecen los objetos i que estan en un
subconjunto I C €2, llamado conjunto de entrenamiento. Con esta informacién, se
busca una regla de clasificacion, en definitiva, una funciéon y : X — C', que asigne
la etiqueta y(x) € C al vector predictor z, Vz.

En su forma basica, C' consiste en un conjunto finito de valores nominales, sin
una clasificacién intrinseca (por ejemplo, C={benigno, maligno}), aunque parte
de la teoria se extiende al caso en que C' es un conjunto finito equipado con una
relacion de orden, o un segmento de la linea real. En este 1iltimo caso, tendriamos
un problema de regresién en su lugar [7], como ya se adelanto.

La clasificacién supervisada se ha aplicado con éxito en muchos campos di-
ferentes. Se encuentran ejemplos en la categorizacién de texto [§], la indexacién
de documentos, la clasificacién de paginas web y el filtrado de correo no deseado.
También se encuentran muchos ejemplos en el ambito de la biologia y la medicina,
como la clasificacién de datos de expresién génica [9, [10], detecciéon de homologia
[T1], prediccién de interaccién proteina-proteina [12], [I3], cerebro anormal clasifi-
cacién de actividad [14] y diagnéstico de cancer [15, [16]; la visién artificial [17] [18];
la agricultura [19]; o la quimica [20], por citar algunos campos y referencias.

Las aplicaciones empresariales han tenido un comienzo posterior, a pesar de
esto, hoy en dia podemos encontrar muchas aplicaciones de clasificacién supervisa-
da en marketing, banca, entre otros [21], 22], 23] 24]. Las aplicaciones empresariales
tipicas son la puntacién de crédito [25], la quiebra [26], deteccién de fraude [27],
orientacién de clientes [28], lealtad del cliente [29, [30], analisis de cesta de mercado
[31], recomendador sistemas [32], gestién de ingresos [33], cancelacién de reservas
de servicios [34], calificaciones de riesgo pais [35], prediccién de la salud costos [36]
o previsién del mercado de valores [37].

Cabe destacar la importancia de la optimizaciéon matemética ([38, 39]), ya que

va a ser el nicleo de estos métodos. El éxito de la optimizacion matematica cuan-
do se aplica a la clasificacién supervisada tiene uno de sus principales exponentes
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en SVM ([40], [41], [42], [43]), una técnica arraigada en la teoria del aprendizaje
estadistico ([42], [43]) que ha demostrado ser uno de los métodos mas modernos
para el aprendizaje supervisado, pero no va a ser el unico. Para el caso de dos
clases, SVM tiene como objetivo separar ambas clases por medio de un hiperplano
que maximiza el margen, es decir, el ancho del banda que separa los dos conjuntos.

1.1.1. Algunos métodos

Dentro del ambito del Aprendizaje Automatico y mas concretamente de la
clasificacién supervisada, se han desarrollado numerosos métodos entre los cuales
podemos destacar los siguientes:

Arboles de decisién

El aprendizaje del arbol de decisién es uno de los métodos mas utilizados y
préacticos para la inferencia inductiva. Es un método para aproximar las funciones
objetivo de valores discretos, en el que la funciéon aprendida se representa me-
diante un arbol de decisiones, que es resistente para datos dispares y capaz de
aprender expresiones disyuntivas. Las ramas constituyen los patrones reconocidos
en el proceso de aprendizaje, mientras que en las hojas de las ramas se situan las
predicciones para cada patron.

Este método buscan un espacio de hipotesis completamente expresivo para evi-
tar las dificultades de los espacios de hipétesis restringidos. Su sesgo inductivo es
una preferencia por arboles pequenos sobre drboles grandes.

Los arboles de decision se han aplicado con éxito a una amplia gama de tareas,
desde aprender a diagnosticar casos médicos hasta aprender a evaluar el riesgo de
crédito de los solicitantes de préstamos.

Un érbol de decisién estd formado por un conjunto de nodos de decision (inte-
riores) y de nodos-respuesta (hojas), donde:

o Un nodo de decision esta asociado a uno de los atributos y tiene 2 o mas
ramas que salen de él, cada una de ellas representando los posibles valores
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que puede tomar el atributo asociado. De alguna forma, un nodo de decisién
es como una pregunta que se le hace al ejemplo analizado, y dependiendo de
la respuesta que de, una u otra de las ramas salientes.

o Un nodo-respuesta estd asociado a la clasificacion que se quiere proporcionar,
y nos devuelve la decision del arbol con respecto al ejemplo de entrada.

Sin embargo, la construccién del arbol de decision no es unica, si aplicamos
una estrategia u otra a la hora para decidir el orden de las preguntas sobre los
atributos podemos encontrar arboles muy dispares. De manera que, entre todos
los posibles arboles, se busca aquellos que cumplan las mejores caracteristicas. Un
método para construir arboles de decision que presentan muy buenas caracteristi-
cas (buen balanceo y tamano pequeno) es el algoritmo ID3. Este tiltimo, construye
un arbol de decisién de arriba a abajo, de forma directa y basandose en los ejem-
plos iniciales proporcionados, usando el concepto de ganancia de informacién para
seleccionar el atributo mas 1til en cada paso.

Redes Neuronales Artificiales

Una Red Neuronal Artificial ([44]) es un modelo matemaético inspirado en el
comportamiento bioldgico de las neuronas y en como se organizan formando la
estructura del cerebro. La unidad fundamental de la red neuronal es el perceptron,
que es un elemento que tiene varias entradas con un cierto peso. Respecto a su
funcionamiento, el cerebro puede ser visto como un sistema inteligente que lleva
a cabo tareas de manera distinta a como lo hacen las maquinas actuales. Estas
ultimas son muy rapidas en el procesamiento de la informacion, pero existen tareas
muy complejas, como el reconocimiento y clasificacion de patrones, que demandan
demasiado tiempo y esfuerzo en las maquinas mas potentes de la actualidad. Sin
embargo, el cerebro humano es més eficiente para resolverlas, muchas veces sin
aparente esfuerzo (por ejemplo, el reconocimiento de un rostro familiar entre una
multitud de otros rostros).

Las redes neuronales artificiales (ANNE[) proporcionan un método general y
practico para el aprendizaje de ejemplos de valores reales, valores discretos y valo-

3Estas siglas estdn tomadas del nombre inglés, Artificial NeuralNetwork, aunque también
se pueden encontrar las siglas en espanol RNA.
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res de vectores, que es resistente a errores en los datos de entrenamiento. Se aplica
con éxito a problemas tales como la interpretacién de escenas visuales, el recono-
cimiento de voz y el aprendizaje de estrategias de control de robots. Para ciertos
tipos de problemas, como aprender a interpretar datos complejos de sensores del
mundo real, las redes neuronales artificiales se encuentran entre los métodos de
aprendizaje mas efectivos actualmente conocidos.

El estudio de las redes neuronales artificiales se inspiré en los sistemas de
aprendizaje biolégico, que estan formados por redes muy complejas de neuronas
interconectadas. Por ello, se construyen a partir de un conjunto de unidades simples
(llamados nodos o neuronas) densamente interconectadas que estan organizados
en capa, donde cada unidad toma una cantidad de entradas de valores reales y
produce una sola salida de valor real. Cada neurona esté conectada con otras neu-
ronas mediante enlaces de comunicacion, cada uno de los cuales tiene asociado un
peso. El algoritmo “Propagacion hacia atras” es el método de aprendizaje en red
mas comun.

Las ANN son sistemas adaptativos que aprenden de la experiencia, esto es,
aprenden a llevar a cabo tareas mediante un entrenamiento o aprendizaje. Gracias
a este entrenamiento, crean su propia representacion interna del problema (por ello
se dice que son autoorganizadas), con el fin de generar estos casos a otros nuevos.

Ademas, las ANN realizan el procesamiento de la informacién en paralelo, lo
que permite que muchas neuronas pueden estar funcionando al mismo tiempo. Es
ahi donde reside una parte fundamental de su poder de procesamiento. El tipo de
representacion de la informacion que manejan, tanto en los pesos de las conexio-
nes como en las entradas y salidas de informacion, es numérica. En definitiva, las
ANN se inspiran en la estructura del sistema nervioso, con la intencién de construir
sistemas de procesamiento de la informacion paralelos, distribuidos y adaptativos
que pueden presentar un cierto comportamiento inteligente.

Aprendizaje Bayesiano

El razonamiento bayesiano proporciona un enfoque probabilistico para la in-
ferencia. Se basa en la suposicion de que las cantidades de interés, se rigen por
distribuciones de probabilidad y que las decisiones éptimas se pueden tomar ra-
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zonando sobre estas probabilidades junto con los datos observados. Consiste en
sopesar las diferentes hipotesis y asignarles una probabilidad de acuerdo a los
datos de entrenamiento que clasifica correctamente. Por esa razon, forma la base
para aprender algoritmos que manipulan directamente las probabilidades, asi como
un marco para analizar el funcionamiento de otros algoritmos que no manipulan
explicitamente las probabilidades.

Los algoritmos de aprendizaje bayesiano que calculan probabilidades explici-
tas para hipotesis, como el clasificador ingenuo de Bayes, se encuentran entre los
enfoques mas practicos para ciertos tipos de problemas de aprendizaje.

En el aprendizaje automético a menudo nos interesa determinar la mejor hipdte-
sis desde algin espacio H, dados los datos de entrenamiento observados D. El teo-
rema de Bayes va a proporcionar una forma de calcular la probabilidad de una
hipotesis en funcién de su probabilidad previa, las probabilidades de observar va-
rios datos dada la hipétesis y los datos observados; de forma que ésta va a ser
hipotesis 6ptima en el sentido de que ninguna otra hipotesis es mas probable.

En el aprendizaje bayesiano, cada ejemplo de entrenamieto observado puede
incrementar o disminuir la probabilidad estimada de una hipétesis. El conocimien-
to a priori se obtiene a partir de la probabilidad para cada hipdtesis candidata
y la distribucién de la probabilidad sobre los datos observados para cada posible
hipotesis. Ademas, el conocimiento a priori puede ser combinado con los datos
observados para determinar la probabilidad final de una hipdtesis.

Una dificultad practica en la aplicacién de métodos bayesianos es que, general-
mente, requieren un conocimiento inicial de muchas probabilidades. Cuando estas
probabilidades no se conocen de antemano, a menudo se estiman basandose en el
conocimiento previo, datos disponibles previamente y suposiciones sobre la forma
de las distribuciones subyacentes. Una segunda dificultad préactica es el significa-
tivo coste computacional requerido para determinar la hipdtesis 6ptima de Bayes
en el caso general.

En particular, una SVM es un algoritmo de aprendizaje automaético capaz de
identificar un separador. Es decir, si consideramos un conjunto finito de vectores
de R separados en dos clases, construir un clasificador consiste en construir una
funcién que toma como valores de entrada un vector del conjunto y devuelve como
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salida la pertenencia del vector a una de las clases. Las SVM proporcionan una
solucion a este problema con buenas propiedades de generalizacion.

SVM tiene algunas ventajas en comparaciéon con otros métodos. Primero, re-
suelve un problema de programacién cuadratica (QP), que asegura que una vez
que se obtiene su solucién, es la solucién unica (global). En segundo lugar, la
escasez de SVM asegura una mejor generalizacién. En tercer lugar, en lugar del
principio empirico de minimizacién de riesgos, SVM implementa el principio de
minimizacion del riesgo estructural que minimiza el limite superior del error de
generalizacién. En cuarto lugar, tiene una clara intuicién geométrica en la tarea
de clasificacion.

Por consiguiente, podemos resaltar la relacion existente entre SVM y per-
ceptrén, o neurona artificial, cuya diferencia es que el perceptron busca reducir
el nimero de errores en cada iteracién.

La primera idea del disenio de SVM fue partir de un tipo de funciones sencillas
buscando una solucién 6ptima y, posteriormente, ampliar el tipo de funciones que
pueden aprenderse usando kernel sin aumentar excesivamente la complejidad del
proceso. En particular, las SVM buscan el hiperplano con menos riesgo desde el
punto de vista estructural, de manera que el objetivo va a ser maximizar el margen
de la solucion; esto lo podemos entender como buscar un clasificador de forma que
separe en mayor medida las dos clases. Dicho proceso de maximizar nos va a llevar
a un problema de optimizacion.
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SVM y Métodos Kernel

2.1. Maquinas Vectoriales de Soporte

SVM es un algoritmo de aprendizaje automéatico capaz de identificar un clasifi-
cador. En el aprendizaje supervisado, la maquina de aprendizaje recibe un conjunto
de ejemplos de entrenamiento (o entradas) con etiquetas asociadas (o valores de
salida). Por lo general, los ejemplos estan en forma de vectores caracteristicos, de
modo que el espacio de entrada es un subconjunto de R"™. Una vez que los vec-
tores caracteristicos estan disponibles, se podria elegir un ntimero de conjuntos
de hipotesis para el problema. Entre estas, las funciones lineales son las mejor
entendidas y las mas simples de aplicar. Por ello nos referiremos a las maquinas
de aprendizaje que utilizan hipétesis que forman combinaciones lineales de las va-
riables de entrada como maquinas de aprendizaje lineal, ya que en estos casos las
maquinas pueden representarse en una forma particularmente 1til que denomina-
remos representacion dual.

Como se cit6é anteriormente, SVM fueron introducidas por Vapnik a partir de
sus trabajos sobre las teorias del aprendizaje estadistico, en los que acotaba el error
en funcién de la complejidad del espacio de hipdtesis. Sin embargo, es su capaci-
dad para producir buenos modelos, para multiples tipos de aplicaciones practicas,
la que le ha llevado a tener una gran popularidad. En un principio, se diseniaron
exclusivamente para resolver problemas de clasificacién binaria, pero con el tiempo
su uso se extendié a tareas de regresion, clasificacion multi-categoricas, agrupa-
miento, etc. SVM busca producir predicciones en las que se pueda tener mucha
confianza a costa de producir ciertos errores, es decir, pretende construir modelos
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confiables lo que se conoce como el principio Minimizacién del Riesgo Estructural
(un modelo que estructuralmente tenga poco riesgo de cometer errores ante datos
futuros). En definitiva, las SVM se utilizan para predecir datos una vez que se
haya entrenado la maquina, de esta forma, su resolucién se basa en una primera
fase de entrenamiento (se les informa con muchos ejemplos) y una segunda fase de
uso para la resolucién de problemas.

2.1.1. Clasificador de margen maximo

Para comenzar, se definen algunos conceptos para referirnos a las entradas, sali-
das, conjuntos de entrenamiento, etc. A las cantidades introducidas para describir
los datos las llamaremos caracteristicas, mientras que las cantidades originales
seran los atributos.

Definicién 3. Usualmente X se conoce como el espacio de entrada, Y para el do-
minio de salida y F como el espacio de caracteristicas. Generalmente, tendremos
X C R, mientras que para la clasificacion binaria Y = {—1,1}, para la clasi-
ficacion en m clases Y = {1,2,...,m}, y para la regresion Y C R. Un conjunto
de entrenamiento es una coleccion de ejemplos de entrenamiento, que también se
llaman datos de entrenamiento. Se suele denotar por

S={(x1,91), s (1, 0)} € (X X Y),

donde 1 es la cantidad de ejemplos. Nos referimos a las x; como ejemplos o ins-
tancias y a las y; como sus etiquetas. El conjunto de entrenamiento S es trivial si
las etiquetas de todos los ejemplos son iquales. Hay que tener en cuenta que si X
es un espacio vectorial, los vectores de entrada son vectores de columnas al igual
que los vectores de ponderacion. Si deseamos formar un vector fila a partir de x;
podemos tomar la traspuesta .

Se va a comenzar el estudio analizando el caso mas sencillo en el que se tienen
dos clases linealmente separables. El procedimiento general a seguir va a ser cons-
truir un hiperplano que separe el conjunto de datos en dos semiespacios lo més
amplios posibles. Para ello, se va a definir el concepto de hiperplano (que va a ser
una herramienta fundamental en el estudio).
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Definicién 4. En un espacio p-dimensional, un hiperplano es una variedad afin
plana (p-1)-dimensional. Cuya ecuacion general puede ser expresada como:

W1T + WeTy + ... +Fwpzy, +b =0

Se parte de un conjunto de muestras dado

Figura 2.1: Representa un conjunto de muestra cualquiera.

que estan etiquetadas en dos clases distintas, y dado un nuevo individuo se
busca saber a qué clases de las anteriores pertenece.
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Figura 2.2: Cada uno de los colores representa una clase, mientras que el punto
rojo representa un nuevo individuo.

La idea central es definir un problema de optimizacién basado en los vectores
que conocemos la clase de pertenencia. La clasificacién binaria se realiza frecuen-
temente utilizando la funcion de valores reales, f : X C R” — R, de manera que a
los datos de entrada x = (xy, ..., x,)" se asigna a la clase positiva si f(z) > 0y, en
caso contrario, la clase negativa. Consideramos el caso donde f(z) es una funcién
lineal de x, de modo que se puede escribir como

fz) = (w-x) —|—b:Zwi:L*i+b,
=1

donde (w, b) € R™ xR son los pardmetros que controlan la funcién. La metodologia
de aprendizaje implica que estos parametros deben aprenderse de los datos, ya que
dicho hiperplano tiene que separar los datos iniciales. Para construir el clasificador
aplicamos la funcién signo al valor devuelto por f,

h(z) = sgn(f(x)),

usaremos el convenio de que sgn(0)=1.
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Se utiliza la funcién signo como clasificador debido a que un nuevo vector x* se
clasifica en la clase 1 si f(z*) = (w - *)+b > 0, mientras que se clasifica en la clase
-1si f(z*) = (w-2*) + b < 0. Ademas, la cercania o lejania de z* al hiperplano
puede ayudar intuitivamente a decidir cémo de buena ha sido nuestra eleccién de
clasificacién. De este modo, si f(z*) es un nimero lejano a 0, la eleccién tiene més
garantia de ser acertada que si fuese cercano a 0.

Una interpretacion geométrica de este tipo de hipotesis es que el espacio de
entrada X se divide en dos partes, el limite de separaciéon entre las dos clases viene
dado por f(x) = (w-x) + b= 0y este borde es un hiperplano afin en el caso de
un separador lineal. Un hiperplano es un subespacio afin de dimensién n — 1 que
divide el espacio en dos espacios medios que corresponden a las entradas de las
dos clases distintas. El vector w define una direccion perpendicular al hiperplano,
mientras que al variar el valor de b mueve el hiperplano paralelo a si mismo. En
particular, se necesita una representacion que implique n + 1 parametros libres, si
se quiere representar todos los posibles hiperplanos en R".

Figura 2.3: La linea representa el hiperplano de separacién entre ambas clases,

().

Nos referiremos a las cantidades w y b como el vector de ponderacién y el sesgo,
términos tomados de la literatura de redes neuronales. A veces —b se reemplaza
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por #, una cantidad conocida como umbral. Tanto los estadisticos como los in-
vestigadores de redes neuronales han utilizado con frecuencia este tipo simple de
clasificador, denominandolos respectivamente discriminadores lineales y perceptro-
nes.

Perceptron

El primer algoritmo iterativo para el aprendizaje de clasificaciones lineales es el
procedimiento propuesto por Frank Rosenblatt en 1956 para el perceptron. Es un
procedimiento ‘en linea’ y basado en errores, que comienza con un vector inicial de
peso wy (normalmente wy = 0, el vector nulo) y lo adapta cada vez que un punto
de entrenamiento se clasifica erréneamente por los pesos actuales. El algoritmo
actualiza directamente el vector de ponderacién y el sesgo.

Algoritmo del Perceptron

Funcién Perceptrén(S): un hiperplano
wy — 0; 40
repetir
para ¢ desde 1 hasta n hacer
si y;(wy, ;) < 0 entonces
Wiy & W + YT
t—t+1
fin si
fin para
hasta que no haya errores en una iteracion
retorna w

Se garantiza que este procedimiento converge siempre que exista un hiperplano
que clasifique correctamente los datos de entrenamiento. En este caso, decimos que
los datos son linealmente separables. Si no existe tal hiperplano, se dice que los
datos no son separables.

Si ambas clases son linealmente separables, en definitiva, si es posible encon-

trar un hiperplano que separe los ejemplos de cada una de las clases sin errores, el
problema planteado tiene multiples soluciones ya que habra muchos hiperplanos
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capaces de separar correctamente los ejemplos.

Suponiendo el conjunto S linealmente separable, la idea central de SVM es que,
ademas de separar las muestras de cada clase, es necesario que el hiperplano corta
“justo en el medio”, es decir, el hiperplano que esté mas alejado de los ejemplos
de ambas clases , que defina una frontera “mas ancha”. Esto va a ser la principal
diferencia con respecto al algoritmo del perceptréon que selecciona el primer hiper-
plano que clasifica bien todos los ejemplos, sin tener en cuenta otros factores.

Figura 2.4: Para una misma muestra S que sea linealmente separable, existen
muchos hiperplanos capaces de separa las clases. Sin embargo, hay uno que va a
ser mejor, que estd mas distanciado de ambas clases. En este caso, el hiperplano
que mejor separa las clases lo representa la linea continua negra.
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Figura 2.5: Para una misma muestra S que sea linealmente separable, existen
muchos hiperplanos capaces de separa las clases. Sin embargo, hay uno que va a
ser mejor, que esta mas distanciado de ambas clases. En este caso, el hiperplano
que mejor separa las clases lo representa la linea continua negra.

Para definir formalmente esta nocién, de hiperplano con la frontera mas ancha,
necesitamos el concepto de margen que puede entenderse de dos formas diferentes
y validas, es decir, va a haber dos tipos de margenes relacionados entre si:

1. Margen funcional Este margen hace referencia a la menor diferencia entre
aplicar la funcion f a los ejemplos de la clase positiva y negativa,

9y = min(f(z4)) - mix(f())

2. Margen geométrico Va a ser la distancia entre los ejemplos de ambas
clases. Esta distancia la podemos calcular como la suma de la distancia del
hiperplano definido por w y b al ejemplo més préximo de cada clase, es decir,

Vg = mJ:’n(d(w, b;xy)) — méx(d(w, b;x_))
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Definicién 5. Definimos el margen de un ejemplo (x;,y;) con respecto a un hi-
perplano (w,b) como la cantidad

Yi = yi({w - z;) +b),

donde v; > 0 implica que el ejemplo (x;,y;) estd clasificado correctamente.

La distribucién del margen de un hiperplano (w,b) con respecto a un conjunto
de entrenamiento S es la distribucion de los mérgenes de los ejemplos en S. A
veces nos referimos al minimo de la distribuciéon del margen como el margen de
un hiperplano (w, b) con respecto a un conjunto de entrenamiento S. En ambas
definiciones si reemplazamos el margen funcional por el margen geométrico obtene-

mos la cantidad equivalente para la funcién lineal normalizada | —w Lb), que

[[wll =7 Jlw]]

mide las distancias euclidianas de los puntos del limite de decision en el espacio de
entrada. Finalmente, el margen de un conjunto de entrenamiento S es el margen
geométrico maximo sobre todos los hiperplanos. Un hiperplano que se da cuenta
de este maximo se conoce como hiperplano de margen maximo. El tamano de su

margen sera positivo para un conjunto de entrenamiento linealmente separable.

o
™~ {(w,zy+b=0

Figura 2.6: Hiperplano que es perpendicular a w y cuya distancia al origen depende
de by de ||w]|

27



Capitulo 2. SVM y Métodos Kernel

Figura 2.7: Margen geométrico en dos puntos con respecto a un hiperplano en dos
dimensiones.

Teorema 1. Sea S un conjunto de entrenamiento no trivial y sea

R = max||z;|.
1<i<

Supongamos que eziste un vector Wep tal que ||wop| =1 y
yi((wopt . xz> + bopt) Z Y

para 1 < 1 < [. Entonces, el nimero de errores cometidos por el algoritmo del
perceptron en linea en el conjunto S es como madximo

()

Para el analisis, se aumentan los vectores de entrada mediante una coordenada

* Demostracion:

adicional con valor R. Se va a denotar el nuevo vector por z; = (z}, R)’, donde se
denota z’ como la traspuesta de x. De manera similar, se agrega una coordenada
adicional al vector de ponderaciéon w incorporando el sesgo b, para formar el vector

de peso aumentado w = (v, }—%)’ . El algoritmo comienza con un vector de peso
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aumentado wy = 0 que se va actualizando en cada error. Sea w;_; el vector de peso
aumentado antes del t-ésimo error. La actualizacién t-ésima se realiza cuando

~

Yi(—q - ) = yi({wey - ) + 1) <0

by
donde (z;,y;) € S es el punto mal clasificado por wi_; = (w]_,, ——)'. La actuali-

R

zacion es la siguiente:

by R .
= (w;_4, %)’ + nyi(z}, R) = w1 + ny: %,

ya que b, = b,y + ny; R*.
La derivacion

(W - Wopt) = (Wi—1 = Wopt) + NYilTi - Wopt) > (Wi—1 - Wopt) + 1Y
implica (por induccién) que

<wt : wom) > tny.

De forma similar, se tiene
[oe]|* = [[ae—1l|* + 20y (e - 25) + 0P|
<l 1P + 7?1212
< e |[I* + m?([|l]|* + R?)
< [ldoa|® + 20°R?,

lo que implica que
[ ||* < 2tn*R*.

Las dos desigualdades combinadas dan la relacién

HwOptH\/%nR > ||w0pt||||wt|| > <wt>wopt> > tny,
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que juntos implican el limite

2 2
2

ts2<5) o2 < (—R) |
Y Y

ya que b, < R para una separacion no trivial de los datos y entonces,
[@ape|* < [fwope|* + 1 = 2.
O

El teorema demuestra que el algoritmo converge en un numero finito de ite-
raciones siempre que su margen sea positivo. Simplemente iterando varias veces

2
en el mismo conjunto S, después de una serie de errores limitados por (%3) el
algoritmo perceptron encontrard un hiperplano de separacién y, por lo tanto, se
detendra, siempre que exista uno.

En los casos donde los datos no son separables linealmente, el algoritmo no
convergerd. Sin embargo, existe un teorema similar al de Novikoff, que limita el
nimero de errores cometidos durante una iteracion. Utiliza una medida diferente
de la distribucion del margen utilizando los méargenes obtenidos por los puntos de
entrenamiento distintos de los mas cercanos al hiperplano.

Definicién 6. Fijado un valor v > 0, podemos definir la variable de holgura de
margen de un ejemplo (x;,y;) con respecto al hiperplano (w,b) y el margen objetivo
v como

5((‘7:17 %)» (w’ b)vfy) - él = mé,X(O,’}/ - yz(<w ’ IZ> + b))

Informalmente, esta cantidad mide cudnto falla un punto que tiene margen ~
desde el hiperplano. Si §; > 7, entonces x; estd mal clasificado por (w, b). La norma
|€||2 mide la cantidad por el que el conjunto de entrenamiento no obtiene el mar-
gen 7 y tiene en cuenta las clasificaciones erréneas de los datos de entrenamiento.

30



Capitulo 2. SVM y Métodos Kernel

Figura 2.8: Muestra el tamano de las variables de holgura para los puntos mal
clasificados para un hiperplano con norma de unidad. Todos los demas puntos de
la figura tienen su variable de holgura cero, ya que tienen un margen (positivo)
mayor que -y

Teorema 2. Sea S un conjunto de entrenamiento no trivial sin ejemplos dupli-
cados, con ||z;|| < R. Sea (w,b) cualquier hiperplano con |w| =1, con v > 0 y
definimos

D = ng = Zf(('xi?yi)a(wvb>77>2'

Entonces, el numero de errores en la primera ejecucion del bucle for del algo-
ritmo perceptron en el conjunto S estd limitado por

(22
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x Demostracion:
La prueba define un espacio de entrada ampliado parametrizado por A en el que
hay un hiperplano con margen v que tiene la misma funcionalidad que (w’,b)" en
datos no vistos. Luego, se puede aplicar el Teorema 1 en el espacio extendido.
Finalmente, optimizando la eleccion de A dara el resultado. El espacio de entrada
extendido tiene una coordenada adicional para cada ejemplo de entrenamiento.
Las nuevas entradas por ejemplo x; son todas cero excepto para el valor Delta en
la i-ésima coordenada adicional. Se denota #; al vector extendido y S el conjunto

de entrenamiento correspondiente. Ahora, se extiende w con el valor % en la

i-ésima entrada adicional para dar el vector w. Observar que
yi((w - &) +b) = yi((w - 25) +b) + & =7,
mostrando que (i@, b) tiene un margen y en S. Notar, sin embargo, que

D2

de modo que el margen geométrico 4 se reduce por este factor. Como los ejemplos
de entrenamiento extendido tienen entradas distintas de cero en diferentes coor-
denadas, ejecutar el algoritmo perceptron para el primer bucle forzado en S tiene
el mismo efecto que ejecutarlo en S y se puede enlazar el niimero de errores por

el Teorema 1 por
2

<§> 2 B 4(R* + A%)(1 + %)
,}/2

g

El limite es optimizado eligiendo A = v/ RD dando el resultado requerido.

O

Es importante tener en cuenta que el algoritmo de perceptron funciona al agre-
gar ejemplos de entrenamiento positivo mal clasificados o al restar los negativos
de clase erronea a un vector de peso arbitrario inicial. Sin pérdida de generalidad,
hemos supuesto que el vector de peso inicial es el vector cero, por lo que la hipétesis
final serd una combinacion lineal de los puntos de entrenamiento,

l
w = E ;Y Tq,
i=1
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donde, dado que el signo del coeficiente x; viene dado por la clasificacién y;, los o
son valores positivos proporcionales al niimero de veces que la clasificacién errénea
de z; ha ocasionado que se actualice el peso. Aquellos ejemplos (puntos) més difici-
les de clasificar tendran valores més altos de «;, mientras que los ejemplos bien
clasificados valdra 0 en todas las iteraciones (esta cantidad a veces se conoce como
la fuerza de insercién del patrén z;). Una vez que se ha fijado un conjunto de en-
trenamiento S, se puede pensar en el vector o como una representacion alternativa
de las hipotesis en coordenadas duales. Esta expansion, sin embargo, no es tnica
ya que diferentes o pueden corresponder a la misma hipdtesis w. Intuitivamente,
uno también puede considerar o; como una indicacién de la dificultad de clasificar
el ejemplo z;. En el caso de los datos no separables, los coeficientes de los puntos
mal clasificados crecen indefinidamente. La funcion de decision se puede reescribir
en coordenadas duales de la siguiente manera:

h(z) = sgn({w, z) + b)

!
= sgn (<Z QYT .:1:> + b)
i=1
!
= sgn (Z i (T; - ) + b) ;
i=1

y el algoritmo del perceptrén también se puede expresar completamente en esta
forma dual, lo que aporta buenas propiedades ya que los puntos dificiles de apren-
der se pueden utilizar para clasificar los datos de acuerdo con su contenido de
informacion.

El problema de aprender un hiperplano que separa dos conjuntos de puntos
(separables) es un problema planteado, en el sentido de que, en general, existen
varias soluciones diferentes. El peligro de los problemas mal planteados es que no
todas las soluciones pueden ser igualmente ttiles. De esta forma, podemos elegir no
aprender cualquier regla que separe correctamente las dos clases, sino la que esta
a una distancia maxima de los datos. Este es el hiperplano que realiza el margen
maximo.

Para tratar de maximizar cualquiera de estos margenes hay que maximizar uno

de ellos y mantener el otro fijo. Lo mas habitual es maximizar el margen geométri-
co manteniendo fijo el funcional. De modo que consideramos sélo los hiperplanos
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canoénicos, donde os parametros w y b estan restringidos por las siguientes condi-
ciones que sirven para fijar el margen funcional:

min((w, z4) +b=+1,)

méx((w,z-) +b=—1.)

Con ello, podemos calcular el margen geométrico 7, para un hiperplano canéni-
co cualquiera:

Vg = mjn(d(wv b7 ZL’+)) - m_l'n(d(w, b7 l’_))

~ min (|<w,|a|:;ﬂ+b!) _min <\(w,|ﬂrl;T|+b|>

I ESTIESY
[wl ol
2

[Jw]|
En definitiva, para maximizar el margen geométrico debemos minimizar la norma
de w, luego tenemos un problema de optimizacién de la siguiente forma:

min ||wl|
sa. ((w,z;) +b) > +1, Vz; € +1, (2.1)
((w,z;) +b) < —1, Va; € —1.
cuya solucién sera el hiperplano de margen geométrico maximo que clasifica co-
rrectamente todos los ejemplosﬂ.

Para simplificar y facilitar la resoluciéon del problema anterior sustituiremos
la funcién objetivo (|Jw||) por su equivalente ({(w,w)) y se incluird a constante
multipicativa (%) Ademads, unificaremos las expresiones de las restricciones y ob-
tendremos una formulacion equivalente al anterior problema de minimo que es el

siguiente:
i L fw,w)
min = (w,w
92 (2.2)

sa. y((w,x;)+b)>1, i=1,..n.

IPara resolver dicho problema se van a aplicar métodos conocidos de optimizacién de funciones
que se desarrollan mas adelante en la seccién 2.3.
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La funcién langrangiana asociada a dicho problema es:

1
L(w,b,a) = =

5 (w,w) = Z%[%((iﬂaf@ +0) = 1],

siendo los «; > 0 las variables duales que se denominan multiplicadores de Lagran-
ge. El signo negativo del sumatorio viene dado al invertir las restricciones de < a
>. El problema dual se determina diferenciando la funcién lagrangiana respecto a
las variables primales (w y b),

OL(w, b, «) a
 ow w = ;Oéiyﬂz’ =0,

wba Zazyz—o

A partir de las ecuaciones anteriores obtenemos la relacién entre variables primales
y duales, que viene dada por,

n
w = E QYT
i=1

Mediante esta relaciéon podemos pasar al problema dual sustituyéndola en la fun-
cién lagrangiana,

L(w,b, ) = % (w, w) — Zai[yi«w,xi) +0) —1]

n

= — Z Z ala]yly] ZT; .QZJ Z Z Qi CYiY; (2 1’]>

’Lljl =1 j=1

- Z iy;ib + Z Q
=—— Z Z ;Y5 (i) Z Q;

21]1
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El problema dual equivalente es el siguiente:

mix — % Z Z ;oYY (T, ) + Z o
i—1

i=1 j=1

n
s.a. E ay; = 0,
i=1

a; >0 1=1,...,n.

(2.3)

Los productos escalares que aparecen entre los ejemplos de entrenamientos se
pueden sustituir por la aplicacién de una funcion kernel. Ademaés, las caracteristicas
de las funciones kernel nos garantizan que el problema dual siga teniendo solucion
(debe ser simétrica y definida positiva). El valor de la variables b, que no aparece
en el problema dual, se calculard una vez obtenido el valor 6ptimo de w, que lo
denotaremos por w*. El valor 6ptimo de b (b*) va a venir dado por las restricciones
obtenidas al fijar el margen funcional, es decir,

po— _ mdx_((wz)) ;r min ((w*, ) (2.4)

A partir de los datos obtenidos del problema dual de w*,b* podemos construir
el clasificador que buscamos utilizando el signo al aplicar la funcién f a cualquier
x:

h(x) = sgn(f(z)) = sgn <Z iy (xi, x) + b*> ) (2.5)

La solucién, en particular, va a ser una combinacion lineal de aquellos datos
de entrenamiento que tengan un multiplicador de Lagrange distinto de 0. Dichos
ejemplos los denominaremos vectores soporte, que en el caso separable van a ser
los que estén justo en el margen de cada clase de forma que el resto (es decir, los
ejemplos que tengan multiplicador cero) podriamos eliminarlos antes del aprendi-
zaje y se generaria el mismo hiperplano separador.

2.1.2. Margen blando

El problema que se ha estudiado hasta el momento, en el que los ejemplos son
linealmente separables, tiene un escaso interés desde el punto de vista practico
ya que es muy dificil encontrar aplicaciones reales con este tipo de ejemplos. La
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unica posibilidad es generar, a partir de ciertos kernel, espacios de caracteristicas
de muy alta dimensién donde los datos fueran mas facilmente separables, aunque
en estos casos es muy posible que nos sobreajustemos a los datos de entrenamien-
to al emplear un espacio de hipétesis excesivamente rico. En definitiva, debemos
generalizar el problema de forma que determinados ejemplos puedan estar mal
clasificados por el hiperplano elegido (el problema de encontrar el hiperplano que
clasifique de manera correcta el mayor nimero de ejemplos cuando el conjunto de
entrenamiento no es linealmente separable).

Por otro lado, permitir que algunos ejemplos estén mal clasificados se traduce
en que las restricciones de dichos ejemplos puedan ser violadas, es decir que no se
verifiquen siempre. Para ello, en cada restriccion original se introduce una variable
de holgura, que denotaremos por & y nos va a indicar el nimero de veces que se
viola la condicién de clasificar bien dicho ejemplo. De esta forma, las restricciones
originales las vamos a sustituir por las siguientes:

vilfw,z;)) +b) >1-&, i=1,...n.

Asi, & valdra cero cuando el ejemplo esté en la zona definida por su margen, y
tomard un valor positivo (mayor que cero) en caso contrario. Luego, dicha cantidad
refleja la diferencia funcional entre el valor que toma el ejemplo y el que deberia
tomar para estar en la region de su clase determinada por el margen. Es decir, el
ejemplo debe estar bien clasificado y mas alla del margen. Para la funcién objetivo,
ademas de maximizar el margen debemos anadirle los errores que esta cometiendo
el hiperplano y nos indique el coste de la soluciéon. En definitiva, el problema de
optimizacién para el caso general no separable linealmente viene dado por:

n
min % (w, w) + Cz&,
= (2.6)
sa. y((wx) +b)>1-¢, i=1,..n,
&>0 1=1,...,n.

La constante C' permite regular el grado de sobreajuste que permitimos a la
hipétesis generada (es decir, en qué grado influye dicho término en relacién con la
minimizacién de la norma). Va a ser uno de los parametros claves al aplicar una
SVM. La funcién lagrangiana asociada va a tener dos grupos de multiplicadores
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de Lagrange, uno para cada conjunto de restricciones:

1
L(w,b,&, o, B) = 5w, w) + CZ& Zaz yi((w,z;) +b) — 1+ &] — Z@@
Para obtener las relaciones entre las variables primales y duales, como en el caso
linealmente separable, calculamos las derivadas parciales respecto a las variables
del problema primal que en este caso son w,b y £ e igualamos a cero:

8L(w7b7§7 a’ /8) =
Jw =w— Z oy = 0,

(U}bf, 7 Zazyz_o

OL(w, b,§,a,ﬁ)
08,

= _O% 51—0

De manera que las relaciones definitivas entre ambos grupos de variables vienen
dadas por las siguientes restricciones:

n
w = E ;Y Tq,
i=1

Introduciendo estas relaciones de nuevo obtenemos el problema dual definitivo que

queda,
max — —ZZ@ Yy (i, ;) Zaz

i=1 j=1

n
s.a. E a;1y; = 0,
i=1

OSOKZ' S C 1= 1,...,n.
Lo que se asemeja mucho al caso separable, con la diferencia de que los valo-

res de los multiplicadores de Lagrange asociado a las restricciones relativas a la
clasificacién de cada ejemplo, «;, estan acotados superiormente con la constante C'.
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Figura 2.9: Valores de los multiplicadores de Lagrange. El valor a de cada ejemplo
depende de la posicion en la que se encuentre respecto del hiperplano y la frontera
de margen de cada clase.

Para un problema de clasificacion de clase miltiple, el dominio de salida es
Y ={1,2,..,m}. La generalizacién de las maquinas de aprendizaje lineal para el
caso de m-clases es sencilla: a cada una de las m-clases se le asocia un vector de
ponderacién y un sesgo, (w;,b;), con i € 1,..,m y la funcién de decisién estd dada
por
c(x) = arg max ((w; - ) + b;).

1<i<m

Geométricamente, esto equivale a asociar un hiperplano a cada clase, y a asig-
nar un nuevo punto z a la clase cuyo hiperplano estd mas alejado de él. El espacio
de entrada se divide en m regiones conectadas y convexas. Existen algoritmos para
aprender los m hiperplanos simultaneamente a partir de datos, y son extensiones
de los procedimientos basicos descritos anteriormente.
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2.2. Métodos Kernel

Los métodos kernel es una familia de algoritmos cuyo elemento elemento comin
y pieza fundamental en todos es la funcion kernel, su utilidad en el anélisis de datos
reside en la representacion de la informacién. Este tipo de métodos presentan la
ventaja de que son aplicables a cualquier tipo de datos, ademas se pueden aplicar
algoritmos lineales y obtener con ellos soluciones no lineales. Las representacio-
nes Kernel ofrecen una solucién alternativa al proyectar los datos en un espacio
de caracteristicas de alta dimensién para aumentar la potencia de cédlculo de las
maquinas de aprendizaje lineal.

La ventaja de utilizar las maquinas en la representacién dual deriva del hecho
de que, en esta representacion, el niimero de parametros ajustables no depende del
numero de atributos que se utilizan. Al reemplazar el producto interno con una
funcion de kernel elegida apropiadamente, se puede realizar implicitamente una
funcién no lineal a un espacio de caracteristicas de alta dimension sin aumentar el
nimero de parametros ajustables, siempre que el niicleo calcule el producto interno
de los vectores de caracteristicas correspondientes a las dos entradas. Por tanto, el
problema consiste en elegir un kernel adecuado para la SVM. El principal interés
de los kernel, en el contexto de SVM, es que lo que se ha visto en el caso de sepa-
racion lineal también se aplica facilmente a la separacién no lineal mediante su uso.

SVC con kernel lineal SVC con kernal RBF

Figura 2.10: Para la nube de puntos representada el kernel RBF va a ser méas
adecuado que el lineal para SVM.
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Dado un conjunto de objetos S = {1, ...,x;}, cada z; € X representa un objeto
diferente que puede ser una proteina, imagen, cliente, etc. Una manera de repre-
sentar los datos consiste en definir para cada objeto x; € X una representacion
¢(z;) € F que puede consistir en un vector de niimeros reales, una secuencia de
longitud la dimensién del espacio de 0’s y 1’s, una cadena de caracteres de tamano
fijo, etc; de forma que se podria representar S como el conjunto de representaciones

de cada objeto, ¢(S) = {@(z1), ..., p(x)}.

Con frecuencia se busca identificar el conjunto méas pequeno de caracteristicas
que que contenga la informacion esencial de los atributos originales, lo que se
conoce como reduccion de dimensionalidad,

X= (xlu ..,SC[) = ¢(X> = (le(X)? ) (bd(x))vcon d < lu

lo que puede ser beneficioso, ya que tanto el rendimiento computacional como el
de generalizacién puede degradarse a medida que aumenta el nimero de carac-
teristicas, cuanto mayor sea dicho conjunto, mas probable es que la funcién que se
va a aprender se pueda representar utilizando una maquina de aprendizaje estan-
darizada y, ademés, puede crear problema de sobreajuste.

Para aprender relaciones no lineales con una maquina lineal necesitamos selec-
cionar un conjunto de caracteristicas no lineales y reescribir los datos en la nueva
representacion. Esto es equivalente a aplicar una funcién no lineal fija de los datos
a un espacio de caracteristicas, en el que se puede usar la maquina lineal. Entonces,
el conjunto de hipdtesis que consideramos seran funciones del tipo

f(z) = sz‘@(l") + b,

donde ¢ : X — F es una funcién no lineal del espacio de entrada a un espacio de
caracteristica. Esto significa que se construyen méquinas no lineales en dos pasos:
primero, una asignacion fija no lineal que transforma los datos en un espacio de
caracteristicas F y, posteriormente, se usa una maquina lineal para clasificarlos en
el espacio de caracteristicas.

Las méaquinas de aprendizaje lineal se pueden expresar en una representacion
dual. Una consecuencia importante de la representacion dual es que la dimensién
del espacio de caracteristicas no tiene por qué afectar en el calculo. Con dicha repre-
sentacion, la hipdtesis se puede expresar como una combinacién lineal de los puntos
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de entrenamiento, de modo que la regla de decision se puede evaluar utilizando
solo productos internos entre el punto de prueba y los puntos de entrenamiento,
es decir:

flz) = Z aiyi (p(x) - ¢(x)) + b.

De manera que si tenemos una forma de calcular el producto interno (¢(z;) - ¢(z))
en el espacio de caracteristicas directamente en funcién de los puntos de entrada
originales, es posible fusionar los dos pasos necesarios para construir una maqui-
na de aprendizaje no lineal. A este método de céalculo directo lo denominaremos
funcion de kernel. Los métodos kernel son algoritmos que procesan la informacion
representada mediante el uso de funciones kernel, es decir, reciben la informacién
a procesar en forma de matrices calculadas mediante una funcién kernel.

La ’kernelizacién’ de algoritmos consiste en reemplazar el producto escalar de
la formulacién original por la evaluaciéon de una funcién kernel. Con este truco, se
puede extender la aplicacion de algoritmos clasicos en espacios vectoriales dotados
de un producto escalar a cualquier otro tipo de datos siempre que se pueda definir
un kernel. Esto lo podemos aplicar a muchos campos de aplicaciones a dia de hoy
como en el &mbito de la biologia [45].

Como hemos citado anteriormente, el perceptrén [46] forma parte de la familia
de los clasificadores lineales, algoritmos que producen una funcién lineal que se
pueden utilizar para diferenciar entre ejemplos de dos clases. Este tipo de algorit-
mos se adaptan a muchos problemas reales como decidir si un paciente tiene o no
una enfermedad, si se le concede un préstamo bancario a un cliente, etc. La idea
es que la funciéon no lineal que representa la soluciéon que buscamos en el espacio
de entrada es una funcién lineal en algtin espacio de caracteristicas.

Los métodos kernel representan la informacion mediante una funcion k, & :
X x X — R, que calcula la similitud de cada par de objetos del conjunto de en-
trada X. De esta forma, la representacion del conjunto S viene dado por la matriz
K de ntimeros reales con dimension [ x [, donde cada elemento de dicha matriz es
el resultado de aplicar la funcién k a cada par de objetos del espacio de entrada,
es decir, K;; = k(x;,z;). Esta matriz se conoce como la matriz kernel, y en este
contexto, utilizaremos el simbolo K para denotarla.
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Una de las ventajas que presentan este tipo de representacion es su modulari-
dad, es decir, que son capaces de disenar algoritmos genéricos que manipulan la
informacion de matrices de niimeros reales sin la necesidad de conocer la funcion &
que se utilice ni el tipo de objetos del dominio. Ademaés, permiten que algoritmos
de andlisis relativamente sencillos encuentren relaciones complejas entre objetos.

Definicién 7. Una funcion kernel es una funcion k: Xx X — R, que asigna a cada
par de objetos del espacio de entrada, X, un valor real correspondiente al producto
escalar de las tmdgenes de dichos objetos en un espacio F, que denominaremos
espacio de caracteristicas, es decir,

Kz, z) = (6(x), ¢(2))
donde ¢ : X — F.

Definicién 8. Una funcion k: Xx X — R es simétrica si para cada par de objetos
x,z € X se tiene que

kx, z) = k(z,x).

Definicién 9. Una funcion k: X x X — R es semi-definida positiva si

zn: Xn: CiCjk?(l’i, ZE]') > 0

i=1 j=1

para cualquier conjunto de n objetos x1, ..., x, de X y cualquier conjunto de valores
reales cq, ...,c, con n > 0

La clave de este enfoque es encontrar una funcién kernel que pueda evaluarse
de manera eficiente. Una vez que tengamos tal funcién, la regla de decision puede
ser evaluada por, como maximo, 1 evaluaciones del kernel:

!
flz) = Z%‘yzk(xz‘@) +b.
i=1
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Un aspecto importante del uso de kernel es que no necesitamos conocer la
funcion subyacente para poder aprender en el espacio de caracteristicas. Ademas,
un kernel generaliza el producto interno estandar en el espacio de entrada, ya
que dicho producto interno proporciona un ejemplo de kernel haciendo que la
caracteristica trace la identidad

kx, z) = (x-2).

También podemos tomar la funcién de caracteristicas mediante una transfor-
macion lineal fija x — Ax, para alguna matriz A. En este caso, la funcién kernel

esta dada por
kx,z) = (Ax - Az) = 2/ A’Az = 2/ Bz,

donde, B = A’A que es una matriz cuadrada, simétrica, semidefinida positiva.

Vamos a ver ahora algunos ejemplos de las funciones kernel mas relevantes,
cémo se contruyen y condiciones que tienen que cumplir.

2.2.1. Ejemplos de funciones Kernel

Las funciones kernel més habituales aplicables cuando X C R™ son:

(a) Kernel lineal:

(b) Kernel polinémico:

Una funcion kernel polinémica de grado d se expresa como

bz, 2) = ((z - 2))"*
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o de la siguiente forma,
k(x,2) = ((z-2) 4+ ¢)?

Corresponde a una proyeccién de ¢(x) en un espacio de caracteristicas donde
cada componente ¢;(z) es un producto de componentes de z con grado menor
que d, es decir, un monomio. El separador calculado a partir de este kernel
es un polinomio de grado d, cuyos términos son las componentes de x. En
definitiva, la funcién ¢ asociada a dicho kernel lleva a cada vector de entrada
en un vector con todos los posibles monomios de grado d, para el primer caso,
o a vectores compuestos por todos los monomios de grado menor o igual a
d, en el segundo.

Kernel gaussiano:

Se trata de una funcién de base radial gaussiana

_lle—z|?
kx,z) =e 22

Corresponde a una proyeccion en un espacio de dimensiones finitas. El kernel
gaussiano tiene la peculiaridad de que k(z,z) = € = 1 Vo € X, luego
llo(x)]| = 1. Ademas, k(x,z) > 0 para todo z,z € X esto nos lleva a que
el angulo entre cualquier par de imdgenes es menor que 7, de forma que las
imédgenes de los vectores del espacio de entrada caen dentro de una regién

restringida del espacio de caracteristicas.

Combinacion de funciones kernel:

Sean:

k1, ko, ks tres funciones kernel.

f una funcion de valores reales.

¢ una funciéon que proyecta los vectores en otro espacio vectorial.
e B una matriz semidefinida positiva.
e p un polinomio con coeficientes positivos.

e ( un numero positivo

entonces, las siguientes funciones k& también son funciones kernel:
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1. k(x,z) = ki(z,2) + ka(x, 2)
2. k(z,2z) = ak(z, 2)

3. k(x,z) = ki(x, 2)ka(x, 2)
4. k(x, 2) = f(x)f(2)

5. k(r,2) = < (), 6(2))

6. k(z,2) =

7. k(x,2) :p(kl(a: z))

8. k(x,z) = exp(ki(z,2))

Vamos a determinar las propiedades de una funcién k(x, z) que son necesarias
para garantizar que se trate de un espacio de caracteristicas del kernel. Para ello,
la funcién debe ser simétrica y satisfacer las desigualdades que se derivan de la
desigualdad de Cauchy-Schwarz,

k(z,2)* = (6(x) - 9(2))" < l|o() Pl 6(2)|?
= (0(z) - (2)) (¢(2) - 9(2)) = k(z, 2)k(2, 2).

Aunque estas condiciones no son suficientes para caracterizar la existencia de un
espacio de caracteristicas. A continuacién vamos a ver el teorema de Mercer, que
proporciona una caracterizaciéon de cuando una funcién k(z, z) es un kernel.

Proposicién 1. Sea X = {z1,...,x,} un espacio de entrada finito con k(x, z) una
funcion simétrica en X. Entonces, k(x,z) es una funcion kernel si y solo si la
matriz

K = (Kij)itjoy = (k(i, 25))3

5,j=1>

es semidefinida positiva (es decir, tiene autovalores no negativos).

Una generalizacion de un producto interno en un espacio de Hilbert al intro-
ducir una ponderacién \; para cada dimension,

(9(z) - o(2)) = Z Aigi(x)¢i(2) = k(z, 2),
i=1
de modo que el vector caracteristica se convierte en

¢(x) = (o1(2), §2(), ., du(), ...)
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De forma que, el teorema de Mercer da las condiciones necesarias y suficientes para
que una funcién simétrica continua k(z, z) admita tal representacién

k(z,2) = Z Aigi(T)i(2),

con \; no negativo, que es equivalente a k(z, z) siendo un producto interno en el
espacio de caracteristica F' D ¢(X) , donde F' es el espacio [ de todas las secuencias

V= (1,09, 0515, )
para las cuales
D A} < oo
i=1

Esto inducira un espacio definido por el vector de caracteristicas como consecuencia
de que una funcion lineal en F' estara representada por

00 l
fl@) = Nthii(x) +b =" asy;k(z,z;) +b,
=1

J=1

donde la primera expresion es la representacién primal de la funcion y la segunda
es la dual, la relacién entre ambas representaciones viene dada por

l
V= ;).
j=1

Observacion 1. El numero de términos del sumatorio en la representacion primal
coincide con la dimensionalidad del espacio de caracteristicas, mientras que en el
dual tiene | términos (donde [ es el tamano de la muestra).

Teorema 3 (Mercer). Sea X un subconjunto compacto de R™. Supongamos k una
funcién continua y simétrica tal que el operados integral Ty, : Lo(X) — Lo(X),

(Tof)() = / k(- 2) f(x)d,

X
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es positivo, eso es
| k2@ f(:)dadz > 0
XxX

para toda f € Lo(X). Entonces, podemos expandir k(z,z) en una serie uniforme-
mente convergente (en X x X) en términos de ¢; € Ly(X), que son las autofun-
ciones de los T} s, normalizada de tal manera que ||¢;||L, = 1, y los autovalores
positivos asociados \; > 0,

(r.2) = 30 065 ()es ().

Las condiciones del teorema de Mercer son, por lo tanto, equivalentes a re-
querir que para cualquier subconjunto finito de X, la matriz correspondiente es
semi-definida positiva. Las funciones que satisfacen esta propiedad las llamare-
mos kernel (o kernel de Mercer). Las caracteristicas de Mercer proporcionan una
representacion de los puntos de entrada por medio de su imagen en el espacio
de caracteristicas con el producto interno definido por el nimero potencialmente
infinito de autovalores del kernel. El subconjunto formado por la imagen del es-
pacio de entrada esta definido por los autovectores del operador kernel. Aunque
las imégenes de los puntos ¢(x) € F no se computaran, sus productos internos se
pueden calcular utilizando la funcion kernel.

2.3. Optimizacién de funciones

El objetivo final en los problemas de optimizacién es obtener los valores que
maximizan o minimizan una funcién, pero considerando que dichos valores tie-
nen que cumplir una serie de restricciones. La estructura general de este tipo de
problemas es la siguiente:

min  f(w), weQ,
sa. ¢, <0, 1=1,.. k.
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Este tipo de problema, que se denomina primal, pretende obtener los valores
de las variables primales, que estan representadas por w, que minimizan la funcion
objetivo f(w). Las soluciones estdn sujetas a que tienen que respetar las restriccio-
nes, que pueden ser de igualdad, desigualdad o ambas en funcién del caso (en el
anterior solo aparecen restricciones de desigualdad), g;(w). Si todas las funciones,
f v las distintas g;, son lineales se denomina problema de programacion lineal; en
cambio, si f es cuadratica y las restricciones lineales se dice problema de programa-
cion cuadrdtica. Al conjunto de todos los puntos del dominio que cumplen todas
las restricciones se le llama conjunto factible, un elemento de dicho conjunto sera el
optimo, que se denota por w*. El 6ptimo va a ser el elemento del conjunto factible
que verifica que para cualquier otro elemento del conjunto f(w*) < f(w).

2.3.1. Convexidad

La convexidad va a ser un punto clave en la resolucién, ya que la convexidad
del dominimo y de la funcién objetivo elimina la posibilidad de 6ptimos locales.

Definicién 10. Un dominio ) es convexo si y solo si el segmento de la recta que
une cualquier par de puntos del dominio esta también incluido en el dominio,

Q es convero < Yu,v € Q,V0 € (0,1) entonces 6u + (1 — 0)v € Q.

En particular, en el caso de tener un problema cuadratico, si el dominio {2 es
convexo entonces el conjunto factible también lo es, ya que las restricciones lineales
no pueden eliminar la convexidad del dominio 2.

Definicién 11. Una funcion f : R* — R se dice que es convexa, si Yu,v € R? y
para cualquier 6 € (0, 1),

fOv+ (1= 0)u) <Of(v) + (1 —0)f(u).
Es decir, que el segmento de la recta que une el valor de la funcién en cualquier
par de puntos, v y v, queda por encima del valor de la funciéon en los puntos entre

u y v. Si la desigualdad fuera estricta, entonces la funcién seria estrictamente con-
vexa. En particular, una forma de ver que una funcién doblemente diferenciable
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sea convexa es estudiar si su matriz Hessiana es semi-definida positiva.

Se dice que un problema es convexo cuando tanto el dominio, como la funcién
objetivo y las restricciones son convexas. Este tipo de problemas son de gran in-
terés gracias a la inexistencia de minimos locales, lo que facilita la busqueda del
optimo porque el primer minimo encontrado va a ser también el minimo global de
la funcién.

Proposiciéon 2. Si una funcion f es convexa, entonces cualquier minimo local w*
es también minimo global.

* Demostracion:
Por definiciéon de minimo local, para cualquier v # w* existirda un 6 suficientemente
cerca de 1 tal que,

luego f(w*) < f(v) para cualquier v, y por tanto w* es minimo global.

2.3.2. Dualidad

La teoria de Lagrange permite caracterizar las soluciones e indica cémo obte-
nerla. Fue establecida originalmente por Lagrange para problemas sin restricciones
y completada por Kuhn-Tucker anadiendo el caso de restricciones de desigualdad.
Los dos elementos principales de la teoria son los multiplicadores de Lagrange y
la funcién lagrangiana.

Definicién 12. Dado el problema de optimizacion con funcion objetivo f(w), de-
finida sobre el dominio Q@ C R? limitido por k restricciones gi(w) < 0, se define la
funcion lagrangiana como:

L(w, o) = f(w) + Zaigi(w)a
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donde los distintos «; se denominan multiplicadores de Lagrange y deben tener
valores no negativos.

A los multiplicadores de Lagrange también se les denomina wvariables duales,
que indica la importancia de cada restriccién, a mayor valor, mas dificil es cumplir
la restriccion. A partir de la funcién lagrangiana se puede definir el problema dual
de la siguiente forma:

max Wi(a)= inf L(w,q),

weN

s.a. «a; > 0.

El interés del problema dual es que puede ser mas sencillo de resolver que el
primal y, bajo ciertas condiciones, al resolverlo se puede obtener una solucién del
problema primal asociado.

Teorema 4. (Dualidad débil)

Sea w € Q una solucion factible del problema primal y o una solucion factible del
problema dual, entonces W (a) < f(w).

* Demostracion:

W(a) = inf L(v,a) <

e
k
< L(w,a) = f(w) + 3 aigi(w) <
< f(w),

Como w y « son factibles (del problema primal y dua respectivamente), entonces
el sumatorio de las restricciones tiene que ser una cantidad negativa ya que las
funciones g;(w) seran negativas y los «; positivos.

g

Por tanto, de este teorema podemos sacar dos conclusiones:
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Capitulo 2. SVM y Métodos Kernel

1. El valor del problema dual esta acotado superiormente por el primal:

sup{W(a) : o; > 0} < inf{f(w) : g(w) <0}

2. Si f(w*) = W(a*), respetandose las restricciones g;(w*) < 0y a; > 0,
entonces w* y o son, respectivamente, las soluciones factibles del problema
primal y dual.

A continuaciéon vamos a ver el teorema de Kuhn-Tucker que indica las condi-
ciones que deben cumplirse para poder resolver un problema primal gracias al dual.

Teorema 5. (Teorema de Kuhn-Tucker)

Sea un problema de optimizacion primal, donde tanto el dominio 2 como f son
convexas y las restricciones g; son funciones lineales, las condiciones necesarias y
suficientes para que un punto w* sea optimo, es que exista o* tal que

OL(w*, o) _0
ow
a;jgi(w’) =0, 1=1,.k,
gi(w*) <0, i=1,..k,
a; >0, i=1,..,

Al conjunto de todas estas condiciones se les denomina condiciones de Karush-
Kuhn-Tucker o condiciones KKT. En caso de cumplirse, estamos garantizando que
el valor en los éptimos del problema primal y dual coinciden (f(w*) = W(a*)), ya
que todos los sumandos anadidos a la funcion lagrangiana serian iguales a cero.

La segunda condicién de las KKT, es decir, afg;(w*) = 0 se denomina condi-
cion complementaria. Esta condicion indica que para las restricciones g; activas
(aquellas que valen exactamente cero) su multiplicador de Lagrange puede ser ma-
yor o igual que cero; sin embargo, para las inactivas (valen estrictamente menor
que cero) el multiplicador asociado debe ser exactamente cero. Esto determina una
propiedad muy importante de las SVM como es la dispersion de la solucién.

En la préctica, partiendo del problema primal, se transforma en el dual igualan-
do a cero las derivadas parciales de la funcién lagrangiana respecto de las variables
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primales y sustituyendo las relaciones obtenidas de nuevo en la funcion lagrangiana.

De esta forma, la funcién dual va a contener como variables los multiplicadores de
Lagrange y la tenemos que maximizar teniendo en cuenta que dichos multiplica-
dores deben ser no negativos. Si se cumplen todas las condiciones KKT, entonces
al resolver el problema dual se tendra resuelto también el primal.
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Capitulo 3

Experimentacion

En este capitulo, se va a aplicar el desarrollo tedrico que se ha visto en capitulos
anteriores, de SVM y Métodos Kernel, a un caso concreto que podria ser real. Para
ello, vamos a utilizar una base de datos estandar, pero el estudio no cambiaria si
esa base hubiese sido de datos reales. El objetivo va a ser el mismo que se expuso
al desarrollar la teoria, es decir, se parte de un conjunto de datos que van a estar
separados en dos clases distintas, de forma que, se pretende construir el clasificador
que separe las clases y, ademas, que sea el que mejor clasifique nuevos individuos.

La base de datos que se va a utilizar para realizar el estudio, es la base de
datos de diagnéstico de cancer de mama de Wisconsin. Esta base de datos estéd
formada por 569 muestras y 32 atributos, que son reales, de las cuales una es el
numero 1D y otra es el diagndstico de si el tumor es benigno o maligno. Luego, en
realidad, de los 32 atributos para el estudio no va a influir el ID. Para visualizar
la forma que va a tener el conjunto de datos, se va a tomar, por ejemplo, las 5
primeras muestras (van a ser las filas) con los 5 primero atributos (que aparecen
en columnas).
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mean radius mean texture mean perimeter mean area mean smoothness

0 17.99 10.38 122,30 1001.0 011340
1 20.57 1777 132.90 1326.0 0.05474
2 19.69 21.25 130.00 1203.0 010960
3 11.42 20.35 T7.58 3861 014250
4 2029 14.34 135.10 12970 010030
5 12.45 15.70 &2.57 4771 012750

Figura 3.1: Conjunto de datos de las 5 primeras muestras y los 5 primero atributos,
sin contar con ID.

1200 -

1000 -

800 -
—— maan radius
mean kexture
= mean penmeter
—— mean area
800 - . mean smoothness
400 -
200 -
e i e _"‘“—-\_h,_‘_\_‘_‘_‘_h
_\_\-""‘-_\_\__'_,_,—F"'_'-'_
0- —
[ 1 ] 3 q 5
mean radius 17.99 5T 1960 1147 k] 7 45
TMean TExture 038 77 75 038 JESC) 57
mean perimeter T7E pErE] 00 7158 JELD B2 57
mean area 1001.0 260 120310 386.1 2970 LIERY
mMean Smoothness OITES [ELEYE] 01056 01475 01003 0.177TH

Figura 3.2: Se visualiza el conjunto de datos en forma de grafica. Tomando en este
caso también las 5 primeras muestras y atributos.
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Los atributos se va a separar en dos matrices, que llamaremos X e Y. Por un
lado, la matriz X tiene los atributos quitando el nimero ID y el diagnéstico del
tumor, es decir, es una matriz de 569 filas y 30 columnas. Por otro lado, Y que en
realidad es un vector, de 569 filas, nos da las clases de las muestras, ya que es el
atributo del diagndstico del tumor. De forma que, si el tumor es benigno la variable
Y de esa muestras concreta vale 1 y si es maligno vale 0. En particular, en dicha ba-
se de datos se tienen 212 muestras de tumores malignos y 357 de tumores benignos.

Sin embargo, para realizar el estudio, nos interesa dividir la base de datos en
dos y de esta forma tener el conjunto de entrenamiento, a partir del cual se ge-
nera el clasificador, y el conjunto test, que van a ser los nuevos individuos que
se pretenden clasificar correctamente mediante el clasificador. Esto se va a hacer
de manera aleatoria utilizando el comando train_test_split y fijando una semilla
para que siempre tome los mismos conjunto. De esta forma, se toma el 80 % de las
muestras para el conjunto de entrenamiento y el 20 % para el conjunto test. En
definitiva, el conjunto de entrenamiento, que se denota por (x, y), estd formado
por 455 de las 569 muestras, mientras que el conjunto test, (xtest, ytest), lo forman
las 114 muestras restantes.

Con todo ello, se tiene lo necesario para comenzar la construccién del clasifica-
dor y el estudio del mejor clasificador para dicho conjunto de datos. Para realizar
el estudio de los clasificadores se va a seguir siempre el mismo procedimiento: pri-
mero, entrenamos el clasificador con el conjunto de entrenamiento, seguidamente
predecimos las y del conjunto de entrenamiento y, por 1ltimo, predecimos las y del
conjunto test calculando la bondad del modelo.

3.1. Kernel lineal

Como se mencioné anteriormente, en primer lugar, se va a construir el clasifi-
cador que entrenamos con el conjunto de entrenamiento (x, y).
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from sklearn import svm
cl= sym.SVC(kernel="linear")

cl.fit(x,y)

SWC(C=1.9, cache_size=28@, class_weight=None, coefé=0.@,
decision_function_shape="owr', degree=3, gamma='auto', kernel='linear’,
max_iter=-1, probability=False, random_state=Mone, shrinking=True,
tol=8.881, verbose=False)

Figura 3.3: Construccién del clasificador mediante SMV utilizando el kernel lineal,
que seguidamente entrenamos con el conjunto x.

Seguidamente, se predicen las y del conjunto x, que denotaremos por y_pred.
Se sabe que del conjunto de entrenamiento 291 muestras son tumores benignos y
164 malignos, en cambio la y_pred nos ha salido que tiene 298 tumores benignos
y 157 malignos. Con lo que se deduce que va a haber muestras que el clasificador
no predice correctamente su clase de pertenencia. Para ello, vamos a realizar un
estudio para saber la bondad de ajuste del modelo.

import numpy as np
from sklearn.metrics import accuracy_score
accuracy_scorel(y, y_pred)

B.9626373626373627

Figura 3.4: Comando accuracy_score para ver bondad del modelo.

El comando accuracy_score calcula la precision del clasificador para dicho con-
junto. Este pardmetro lo que indica es que el modelo ha acertado en un 96, 26 % en
la clasificacion de las muestras del conjunto de entrenamiento. Asimismo, podemos
visualizar la matriz de confusién (y la matriz de confusién normalizada), que nos
da un recuento de los verdaderos benignos, falsos benignos, verdaderos malignos y
falsos malignos, en nuestro caso.
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Matriz de confusion Matriz de confusion normalizada

malignant 12 malignant

reales
reales

benign benign

Fredichos Fredichos

Figura 3.5: A la izquierda la matriz de confusion y a la derecha la matriz de
confusion normalizada.

Gracias a la matriz de confusién se puede decir que de los 164 tumores malig-
nos que hay en el conjunto de entrenamiento, 152 los ha predicho correctamente y
los 12 restantes ha predicho que son tumores benignos (siendo malignos), mientras
que de los 291 tumores benignos, 286 los ha clasificado correctamente y 5 los ha
clasificado en la clase de los tumores malignos siendo benigno. Luego, el 93 % de
los tumores malignos y el 98 % de los benignos han sido clasificados correctamen-
te mediante el kernel lineal. Ademas, el error cuadratico medio sale un valor de
0.0373626.., que es un valor muy cercano a 0 con lo que podemos deducir que
el clasificador utilizando un kernel lineal es bastante bueno para el conjunto de
entrenamiento.

Se va a ver también una tabla que resume los resultados de bondad del modelo
para cada clase. El comando preciston calcula la presicion, que es la habilidad del
clasificador de no etiquetar como 0 una muestra que es de la clase 1 y viceversa (el
mejor valor es 1 y el peor valor es 0). El comando recall calcula la memoria, que es
la habilidad del clasificador para encontrar todas las muestras de una clase, (donde
el mejor valor vuelve a ser 1 y el peor es 0). El f1_score calcula la puntuacion f1,
que se puede interpretar como un promedio ponderado de precisiéon y memoria, en
el que la contribucién relativa de ambas son iguales (alcanza su mejor valor en 1
y su peor valor en 0).
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y_pred_class = np.int_(np.round(y_pred))
from sklearn.metrics import classification_report
print{classification_report(y,y_pred class))

precision recall fl-score  support

a.a a.97 .93 8.95 154

1.9 @.96 @.98 @.97 291

avg [ total a.96 @.96 8.96 455

Figura 3.6: Resumen de la precision, memoria y puntuacién fl para cada clase.

Ahora, se va a realizar el mismo procedimiento pero para predecir los nuevos
individuos del conjunto test (que son los que se buscan que estén correctamen-
te clasificados), utilizando el clasificador que hemos entrenado con el conjunto de
entrenamiento, que se va a denotar por ytest_pred. De esta manera, se obtiene
que 67 de ellos se clasifican en la clase de los tumores benignos y 47 en la de los
malignos. Mediante el comando accuracy_score se tiene que el modelo ha acertado
un 97,37 % en la clasificacién de los individuos del conjuntos test. En este caso, la
matriz de confusion va a ser la siguiente,

Matriz de confusion Matriz de confusion normalizada

malignant malignant

reales
reales

benign benign

(&\@ &

Predichos Predichos

Figura 3.7: Matriz de confusién y matriz de confusién normalizada.
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de la cual se tiene 46 y 65 de los tumores malignos y benignos estan clasificados
correctamente, es decir, el 96 % y 98 % respectivamente. Con un error cuadratico
medio de 0.026315.., luego se puede concluir el estudio del clasificador utilizando
un kernel lineal diciendo va a ser muy bueno para clasificar nuevos individuos en
el conjunto de datos con el que se esta trabajando.

ytest_pred class = np.int_(np.round(ytest_pred))
print{classification_report{ytest,ytest pred class))

precision recall fl-score  support

8.8 a.98 @.96 .97 48

1.8 a.97 8.98 .93 66

avg / total a.97 @.97 a.97 114

Figura 3.8: Resumen de la precision, memoria y puntuacion f1 para cada clase del
conjunto test.

3.2. Kernel gaussiano

En esta seccion, se van a seguir los mismos pasos que se realizaron al hacer el
estudio del clasificador utilizando un kernel lineal, pero en este caso se va a utilizar
el kernel gaussiano. Por consiguiente, comenzamos construyendo el clasificador y
entrenarlo con el conjunto x (de entrenamiento).

cr= svm.5SVC({kernel="rkf")
cr.tit(x,y)

SVC(C=1.8, cache_size=280, class_weight=None, coef@=8.8,
decision_function_shape='ovr', degree=3, gamms='asuto', kernel='rbf',
max_iter=-1, probability=False, random_state=None, shrinking=True,
tol=0.001, verbose=False)

Figura 3.9: Construccion del clasificador mediante SMV utilizando el kernel RBF,
que seguidamente entrenamos con el conjunto x.
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Seguidamente, predecimos la y del conjunto de entrenamiento, y se obtiene
que hay 291 muestras de la clase de los tumores benignos y 164 de los tumores
malignos. Estos niimeros coinciden con los que realmente hay por clase (como ya
se nombré anteriormente), lo que no se sabe es si ha sido coincidencia o porque
realmente ha clasificado correctamente el 100 % de las muestras. Para despejar
esta incognita, calculamos el parametro accuracy_score que sale 1, lo que quiere
decir que ha acertado el 100 %. Por tanto, este modelo va a ser a priori el modelo
hipotético. De ahi que el error cuadratico medio sea 0 y la matriz de confusion
tenga la siguiente forma,

Matriz de confusion Matriz de confusion normalizada 10

malignant malignant

reales
reales

benign benign

0.0

Fredichos Fredichos

Figura 3.10: Matriz de confusion y matriz de confusion normalizada.

y_predl_class = np.int_(np.round(y_predl))
print{classification_report(y,y predl class)

precision recall fl-score  support

a.a 1.0 1.88 1.8 1c4

1.8 1.9 1.aa 1.8 291

avg / total 1.9a@ 1.aa 1.88 455

Figura 3.11: Resumen de la precisiéon, memoria y puntuacion fl1 para cada clase.
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Igualmente, se va a predecir los nuevos individuos del conjunto test utilizando
dicho clasificador, que se va a denotar por ytest_predl. De tal modo se obtiene que
114 se clasifican en la clase de los tumores benignos y ninguno en la clase de los
malignos, con lo que acierta el 57,89 % y se tiene la matriz de confusién:

Matriz de confusion Matriz de confusion normalizada 10
0.8
malignant 0 malignant 0.00
0.6
n n
LY LY
[:] [:]
o o
0.4
benign 4 0 benign 0.00
0.z
0.0
be“\ be‘“ {';«Sf
) o R4
6&)
Predichos Predichos

Figura 3.12: Matriz de confusién y matriz de confusién normalizada del conjunto
test.

El error cuadratico medio es de 0,42105.., que ya no es un punto tan cercano a
0, lo que evidencia que este modelo no va a ser bueno a la hora de clasificar nuevos
individuos.

ytest_predl class = np.int_(np.round{ytest predl))
print{classification_report(ytest,ytest predl class)

precision recall fl-score  suppert

a.a @ .88 a@.ea o, e 45

1.@ a.58 1.88 a.73 15

avg [/ total a.34 8.58 8.42 114

Figura 3.13: Resumen de la precisiéon, memoria y puntuacion fl para cada clase.
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En definitiva, una vez realizado el estudio de ambos modelos, se pueden com-
parar los resultados con el objetivo de saber que modelo va a ser mas eficiente para
el conjunto de datos que se estd estudiando. En primer lugar, se van a comparar
mediante un histograma los resultados obtenidos para el conjunto de entrenamien-
to y, en segundo lugar, los obtenidos para el conjunto test. En dicho histograma
los resultados utilizando el clasificador con kernel lineal van a aparecer en azul,
mientras que los que utilizan el kernel gaussiano aparecen en verde.

Maligno Benigno Maligno Benignao

Figura 3.14: Comparacién de las puntuaciones del conjunto de entrenamiento uti-
lizando el clasificador linear frente a rbf (gaussiano).

1.00

Maligno Benigno Maligno Benignao

Figura 3.15: Comparaciéon de las puntuaciones del conjunto test utilizando el cla-
sificador linear frente a rbf (gaussiano).
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Por consiguiente, cabe destacar que aunque aparentemente parece que el cla-
sificador utilizando el kernel gaussiano va a ser el modelo mas eficiente, se puede
observar como no clasifica bien ninguna muestra que pertenece a la clase de los
tumores malignos.

3.3. Conclusion

Como se mencioné anteriormente, la idea central no solo es buscar el clasifi-
cador que separe las clases sino que sea el que mejor clasifique nuevos individuos.
En otras palabras, se busca que ante nuevos individuos, el clasificador sea un buen
predictor. De esta manera, nos vamos a fijar en el error que comete un modelo
sobre el conjunto test y no sobre el conjunto de entrenamiento, para ver la bondad
del modelo. Podemos agrupar los datos sobre lo errores cuadraticos medios obte-
nidos en una tablaﬂ de la siguiente forma,

Tabla de error cuadratico medio

H Conjunto de entrenamiento | Conjunto test H

Modelo lineal 0,04 0,03
Modelo gaussiano 0 0,42

En realidad que haya un error bajo sobre el conjunto de entrenamiento es indicio
de posible sobreajuste. Por tanto, para este caso concreto de conjunto de datos, el
kernel gaussiano tiene un gran problema de sobreajuste ya que el hecho de que cla-
sifique correctamente el 100 % de los datos del conjunto de entrenamiento no nos
asegura que sea una buena herramienta predictiva (en tal caso, el error cuadratico
medio es 0.42 que es bastante alto). El indicador que nos da la clave para saber
cudl de los dos es mejor herramienta de clasificacién es el error cuadratico medio
sobre el conjunto test.

En contra de lo que cabia esperar, el modelo utilizando el clasificador lineal tie-
ne un error cuadratico medio mucho menor que el modelo utilizando el clasificador

1En la tabla los errores estén redondeados a dos decimales.
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gaussiano. Por lo que podemos concluir que el mejor método para este problema
de aprendizaje es el clasificador lineal.

Conviene puntualizar que estas conclusiones son relativas para el conjunto de
entrenamiento concreto que estamos utilizando, sino los resultados cambiarian. En
resumen, para estos datos de cancer de mama, el modelo con clasificador lineal va
a ser el mas idoneo para predecir la clase de pertenencia de nuevos individuos.
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Conclusiones

Con este trabajo de fin de grado se ha intentado dar evidencia de la gran im-
portancia de los fundamentos matematicos y su estudio para resolver problemas
reales de la vida cotidiana y, en particular, de los problemas de clasificacién que
nos podemos encontrar. Desde problemas de clasificacién de vinos, plantas, hasta
problemas en el ambito de la medicina, como es el caso de clasificacién de mamo-
grafias.

De la misma forma que se ha realizado el estudio de separar la clase de los
tumores benignos y malignos de una base estandar, se podria haber utilizado una
base creada mediante pacientes concretos del hospital, ya que el estudio que se
tendria que realizar seguiria los mismos pasos que se han realizado en el trabajo.
Ademas, se podria haber tomado un caso en el que la clasificacién no fuese binaria,
en otras palabras, se podria haber tomado una base de datos que la clasificacién
fuera en 3 o mas clases.

En conclusién, se podria seguir profundizando acerca de este tema utilizando

otros métodos kernel apropiados para ciertos datos concretos, estudiando las dife-
rentes propiedades matematicas, los diferentes usos que podrian tener, etc.
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