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Abstract

In this work we present some theorems about fixed points, with an specific
goal: Fixed points of contractive and non expansive applications. Therefore,
we introduce the rule of the contractive applications and some generaliza-
tions. Finally, we study the uniformly convex spaces. Our approach can be
seen as an introductory course to this theory.
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Proélogo

Fue en 1922 cuando Stefan Banach (1892 — 1945) enuncié y demostré el
Teorema del Punto Fijo para aplicaciones contractivas, el cual ha sido de mu-
cha utilidad no solo en las matemaéticas, sino también en la fisica la biologia,
etc., formuladas habitualmente como ecuaciones funcionales. En la resolucién
de problemas no lineales del Analisis Funcional, se recurre habitualmente a
propiedades de los espacios topoldgicos y operadores involucrados que son de
tres tipos fundamentalmente:

1. Propiedades de completitud (Teorema del Punto Fijo de Banach)
2. Propiedades de compacidad (Teorema del Punto Fijo de Brouwer).

3. Propiedades de monotonia y ordenacién (Teorema del Punto Fijo de
Bourbaki-Kneser)

En este trabajo, por cuestiones de extension, abarcaremos solamente el pri-
mero. Nos enfocaremos en mostrar algunos teoremas que busquen mejorar el
Teorema del Punto Fijo de Banach al menos en cuanto que en su enuncia-
do aparecen aplicaciones mas generales. Y es que en el Principio de Ba-
nach se trabaja con contracciones, o sea, con aplicaciones de un espacio
métrico en si mismo que cumplen que para todo x,y, puntos del espacio
d(Tx,Ty) < kd(x,y) con k < 1; nos preguntamos qué ocurre cuando k = 1.
Estudiaremos primero distintas clases de funciones con la condicion de que
d(Tx,Ty) < d(z,y) y después veremos el caso d(Tx,Ty) < d(z,y). Cuando
k = 1 no funciona el Teorema de Banach, basta considerar las traslaciones
sobre R" para verificarlo, sin embargo el problema estd ahi, resulta ineludi-
ble. Estas nuevas aplicaciones las llamaremos aplicaciones no expansivas, y
seran aplicaciones continuas.

Por consiguiente, nos encontramos en un nuevo marco donde las aplicaciones
no expansivas son las mas importantes y para las cuales buscamos teoremas
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Prélogo

efectivos de existencia de puntos fijos.

Asi, comenzaremos nuestro trabajo definiendo las aplicaciones contractivas
y exponiendo y probando el Teorema del Punto Fijo de Banach. A continua-
cion, generalizaremos este concepto y veremos utilidades importantes de la
aplicacion contractiva. Para finalizar, en los espacios uniformemente conve-
xos definiremos las aplicaciones no expansivas, llegando asi al Teorema del
Punto Fijo para espacios de Hilbert y el Teorema del Punto Fijo de Brouwer.
Se completa la memoria con una lista de las referencias biliograficas que se
han consultado para su elaboracién.

No quiero pasar la ocasién sin agradecerle a mi tutor, el Prof. Rafael Espinola
Garcia, por su esfuerzo, paciencia y dedicacion.

También merece una mencién el que fue el primer tutor de estas memorias,
el Prof. José Maria Ayerbe Toledano, con quien se inicié el germen de este
trabajo. Y por ultimo a mi familia y pareja, por soportar tanta frustacion
por mi parte hasta que he conseguido acabar este trabajo.

A todos, muchas gracias.



Capitulo 1

El principio de la aplicacion
contractiva

Consideremos una aplicaciéon T de un conjunto X en X. En este contexto

general, cabe preguntarse si existe algin punto x € X tal que Tx = z. Tal
punto serd llamado fijo para la aplicacion 7. Vamos a estudiar cémo bajo
determinadas condiciones existen puntos fijos.
En este capitulo impondremos condiciones muy fuertes a T' (ser contractiva) y
muy débiles para X (ser un espacio métrico completo), obteniendo el teorema
del punto fijo de Banach o principio de la aplicaciéon contractiva, quizas el
teorema de punto fijo es mas conocido.

1.1. Aplicaciones contractivas

Definicién 1.1.1 Sea (X, d) un espacio métrico y M un subconjunto de X.
Una aplicacion T : M — X se dice contractiva si verifica que para todo
x,y € X con x # y se tiene que d(Tz, Ty) < d(z,y).

Proposicion 1.1.2 Toda aplicacion contractiva es uniformemente continua
en su dominio de definicion.

Demostracion. Supongamos que T es un operador contractivo. Tenemos que
ver que Ve > 0, 39 > 0 tal que Vz,y € M d(z,y) < § = d(Tz,Ty) < e.

Dado £ > 0 tomamos 0 = ¢. Entonces, si x,y € M tal que d(z,y) < § =
d(Tx,Ty) < d(z,y) <6 =c¢. O



Capitulo 1

Nota 1.1.3 Las aplicaciones contractivas no siempre tienen punto fijo. Para
mostrarlo basta considerar los siguientes ejemplos:

Ejemplos 1.1.4 1. Consideramos la aplicacién T : R — R dada por
Tx=1+In(1+e").

Se verifica que T" es contractiva, pero Vo € R |T'z — x| > 1 por lo que
no tiene punto fijo (para ver que 7' es contractiva basta observar que

|T'z| = 15; < 1y aplica el teorema del valor medio).

2. Sea C([0,1]) = {f : [0,1] — R tal que f es continua} y sea
M = {f ec(ol1]):0=f0) < f(t) < f(1) =1Vt € [01]}.

Consideramos

T: M — M tal que Tf(t) =tf(t),vt € [0,1].

Se verifica que M es cerrado, acotado y convexo, 1" es contractiva y no
posee puntos fijos.

Definicién 1.1.5 Sea (X, d) un espacio métrico y sea M un subconjunto de
X. Un operador T': M — X es llamado k-contractivo si
d(Tz,Ty) < kd(x,y) para todo z,y € M y k fijo, 0 < k < 1.

Nota 1.1.6 Toda aplicacion k-contractiva es contractiva.
Nota 1.1.7 Si k = 0 se tiene que Va,y € M,
d(Tz,Ty) =0= Tz =Ty.

Por tanto, T es constante.

1.2. El Teorema del Punto Fijo de Banach

Teorema 1.2.1 (del punto fijo de Banach o de la aplicacién k-contractiva).
Supongamos que:

1. Tenemos un operador T : M C X — M.

2. M es un subconjunto cerrado mo vacio de un espacio métrico completo
(X,d).
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Capitulo 1

3. T es k-contractivo.
Entonces podemos concluir lo siguiente:
1. Existencia y unicidad: T tiene un unico punto fijo x en M.

2. Convergencia de la iteracion: La sucesion {x, : n € N} definida por
xg € M tal que x, 1 = Tx, de aproximaciones sucesivas converge a la
solucion x, para cualquier eleccion arbitraria del punto inicial xo € M.

3. Estimacion del error: Para todo n = 0,1,2,... tenemos la estimacion
del error a priori, o velocidad de convergencia:
kn
1—k

d(z,,z) < d(wo, T1),

y la estimacion del error a posteriori:

d(Tny1,2) < md(lﬁamn—i—l)-

4. Ademds, podemos dar una aprorimacion. Para todo n = 0,1,2,... te-

nemos:
d(xps1, ) < d(xp,, x).

Demostracion. Vamos a suponer que d(zg, x1) # 0. En otro caso obtendriamos
que o = x1 = Txg y por lo tanto xy serfa un punto fijo. Primero, vamos a
probar que la sucesién {x,} es una sucesiéon de Cauchy en M.

Vn € N,

A(Tpy1, Tn) < kd(@p, 20 1) < K2d(Ty 1, 200) < ... < k"d(z1, 70).
Por lo tanto, para todo n,m € M:
d(.ﬁ(}n, xn+m) S d(In, anrl) + d(mn+17 'Tn+2) + ...+ d(nn+m717 xn+m) S

< (K" 4+ K R d (g, ) <
kn

SR+ R R d(w0, 1) = T

d(xg, 7).

Asi, hemos obtenido que Vn,m € N

n

1—k

d<xn7 :Uner) S d(an xl)'
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Sabemos que {k"} — 0. Dado ahora € > 0, tomo ny € N tal que:

ko < 8(1 B k)

d(lba 1'1)

y entonces obtengo que d(z,, Tpim) < €, Yn > ng,¥m € N de donde sigue
que {z,} es una sucesién de Cauchy en M.

Como M es un espacio métrico completo y {x,} es de Cauchy en M, sigue
que xr, — x € M.

Veamos que Tx = z. Por la continuidad de 7T, se tiene que lim Tz, = T'x.
n—oo

Pero ademas:

lim Tx, = lim Tx,,y =2
n—oo n—oo

Por tanto T'x = z, luego la aplicacion T tiene un punto fijo.
Veamos que el punto fijo es tnico.
Supongamos que Jdy € M tal que Ty = y.
Entonces
d(Tz,Ty) = d(z,y) < kd(z,y) =

(1 - k)d(z,y) < 0.

Yaquel—k>0,yd(z,y) >0=d(z,y) =0=z=1y.
En segundo lugar, puesto que Vn,m € N,

n

<
d($n7$n+m) =~ 1_F

d(x(% (El)

si n — 00 tenemos que

La estimacién a posteriori se obtiene de Vn,m € N
d(xn+17 In—&-m-{—l) S

S d(l'n—f—la mn—i—?) + d($n+2> xn—i—S) + ...+ d(xn+ma xn—f—m—&—l) S

< kd(xy, Tpi1) + K2 d(Tn, Togt) + o+ K" d(2y, Tp) <

12



Capitulo 1

< md(xnﬁnﬂ)-

Haciendo ahora que m — oo obtenemos que:

k
d(Tpi1,7) < md@m Ty1)-

Finalmente la velocidad de convergencia se obtiene de:
Vn e N
d(zpi1,2) = d(Tx,, Tr) < kd(z,, ).

g

Nota 1.2.2 Veamos que en el Teorema del Punto Fijo de Banach todas las
hipdtesis son esenciales:

1. El Teorema del Punto Fijo de Banach no es cierto si la aplicacién
no es k-contractiva. Concretamente, no es cierto si la aplicacién es
contractiva, como ya vimos en los ejemplos 1.1.4.

2. El Teorema del Punto Fijo de Banach no es cierto si M no es cerrado.
Contraejemplo:
Sea de nuevo X = R con la métrica d(z,y) = |z — y|.
Sea M = (0,1] que no es cerrado.
Sea T': M — M tal que Tw = 5. Se verifica que T es una aplicaciéon
%—contractiva, pues

m_
2

1
Y = Zd(z,y).

d(w,y) = o~y = :

Sin embargo, T no tiene punto fijo en M pues para Tz = v <

f=x<=2x=0pero0¢ M.

3. El Teorema del Punto Fijo de Banach no es cierto si 7" no es una
aplicacién de M en si mismo.

4. El Teorema del Punto Fijo de Banach no es cierto si M es vacio.

5. El Teorema del punto Fijo de Banach no es cierto si el espacio métrico
(X, d) no es completo.
Contraejemplo:

13
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Sea X = (0,1] con la métrica d(x,y) = |z — y| que es un espacio
métrico no completo (por ejemplo, la sucesién {1/n} es de Cauchy
Pero no converge).

Sea M = (0,1] que es un cerrado. Sea T': M — M tal que Tz = §

que es %—contractiva. Sin embargo T no tiene punto fijo en M.

Nota 1.2.3 La gran importancia del Teorema del Punto Fijo de Banach
deriva del hecho de que este teorema contiene siete elementos fundamentales
en el tratamiento tedrico y préactico de ecuaciones matematicas. A saber:

14

1.

2.

Existencia de una solucion.

Unicidad de la solucion.

. Existencia de un método convergente de aproximacion.
. Una estimacion del error a priori.

. Una estimacién del error a posteriori.

Una estimacién de la velocidad de convergencia.

Estabilidad del método de aproximacion, esto es, un cambio del ele-
mento inicial zy, no cambia el valor del limite de iteraciones.



Capitulo 2

Algunas generalizaciones del
principio de la aplicaciéon
contractiva

A lo largo de este capitulo consideraremos X un espacio métrico completo
y la aplicacién T : X — X. Estudiaremos diferentes generalizaciones del
Teorema del Punto Fijo de Banach, debilitando a las aplicaciones la condicién
de contraccién.

2.1. Primeras generalizaciones del Teorema
del Punto Fijo de Banach

Una generalizacién inmediata del Teorema del punto fijo de Banach es la
siguiente:

Proposicién 2.1.1 SeaT : M C X — M una aplicacion con las siguientes
propiedades:

1. M es un subconjunto cerrado no vacio de un espacio métrico completo

(X, d).

(m)
2. Existe m € N tal que T™ =T o ~~0T es k-contractivo.

Entonces T tiene un unico punto fijo en M.

15



Capitulo 2

Demostracion. Sea x el tnico punto fijo de T™ (que existe por el Teorema
del punto fijo de Banach). Se tiene que:

Txg=T(T"xy) =T"(Tx9) = Txy es un punto fijo para T,
entonces
T.CCO = Zg.

Por tanto z( es un punto fijo para 7. Supongamos ahora que T tiene otro
punto fijo yy. Entonces:
Tyo =yo =

Ty = Tyo = yo =

= T"yo = yo
= Yo = Zo-
Luego T tiene un unico punto fijo. O

Sea (X, d) un espacio métrico completo.

Definicién 2.1.2 Sea T : X — X una aplicacion continua. La aplicacion T
es llamada aplicacion contractiva débil puntual, si existe una una constante
K <1y Vz e X, existe un n = n(z) tal que Yy € X

d(T"(2), T"(y)) = Kd(z,y).

Lema 2.1.3 5i T : X — X es una aplicacion contractiva entonces, para
cada x € X, el nimero r(z) = sup,cy d(xz, T"(x)) es finito.

Demostracion. Para cada x € X sea

m(r) = méx{d(z, T"(z)) : 1 £ k < n(2)}.

Ahora si n es un numero arbitrario entonces existe s > 0 tal que sn(z) <
n < (s+ 1)n(z) y asi tenemos,
d(z, T"(z)) < d(T"@oT™ ™ (z), T (2)) + d(T™), z)
S Kd(T""(x), ) +m(x)
<m(x) + Km(z) + K*m(x) + ... + K*m(z)
< _m(z)
~(1-K)
U
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Capitulo 2

Teorema 2.1.4 Sea (X.d) un espacio métrico completo y T : X — X. Si
T es una aplicacion contractiva débil puntual entonces existe un unico punto

fijo de T.

Demostracion. Sea xp un punto arbitrario en X y sea ng = n(xg), 1 =
T (zg) y definimos por induccién una sucesién de nimeros y una sucesion
de puntos {z;} en X como sigue: n; = n(x;) y x;11 = T"(x;). Primero vamos
a probar que es una sucesién de Cauchy. Para esto calculamos d(x,,, Z,41)-
Tenemos:

d(ilfi, $Ci+1) = d(Tm*lCCifl, Tnixi)

S Kd(T" w1, 75-1)
§ § Kid(Tni.To,[Eo)
y esto implica, obviamente, para n > m que:

1

d(xp, xm) < Kmm

que muestra que {x;} es una sucesién de Cauchy. Vamos a ver que x es un
punto fijo de T. Supongamos que no es verdad. Entonces encontramos un
par de entornos separados U y V de tal maneraque z €e Uy y=Tx € V.
Sea dj la distancia

do = f{d(z,y) :x €Uy V} >0

y, dado que T' es continuo para un n grande, Tz, € V y también z, € U.
Ahora
d(xy, Tx,) = d(T" 0Tz, 1, T 'x,_1)

< Kd(Ttp1,001) < ... < K"d(Tio, 20)

y para n grande esto es una contradiccion. Asi Tx = x.
Como la unicidad es obvia, el teorema queda probado. O

El siguiente ejemplo muestra que existe una funciéon continua en un es-
pacio métrico que satisface la condicién del Teorema 2.1.4 y que ninguna
iteracion de la funcién es una funciéon de contraccion

Ejemplo 2.1.5 Sea X = [0, 1] con

17
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y observamos que X es de la forma

X =t/ 12 oy

La funcién f : X — X esta definida como sigue:
fely2my2n) - 12 127

por la relacion

1 1 (3n+5) ]

n+2 1 . 345 L
f(z) = W) @12y T a2y SLT € [m7'2n—1]
ont1s Si xr € [2—n7 m

y también f(0) = 0.

De la definicién se sigue que f es una funcién continua no decreciente en
[0, 1] con valores en [0,1] y el tnico punto fijo de f es z = 0. Hemos visto
que f satisface el Teorema 2.1.4.

En efecto, si x € [1/2",1/2"!] e y es arbitrario, entonces nosotros tenemos
que considerar los casos m = n y m < n tanto como y € [1/2™,1/2™] que
satisface la desigualdad

(n+3)
(n+4)

y asf, K = 1/2 para cadaz € X, x € [1/2",1/2"71], n(x) siendo n+ 3 y n(0)
nimeros enteros menores o iguales que 1.

Ahora veamos que cualquier iteracion de f no es una funcién contractiva.
En efecto, si K <1y con N dado veamos que existe z,y en X tal que

¥ () = fY ()] > Ko~y

Sea n > % — 2. Como f es continuo en un intervalo compacto, es unifor-

[f(x) = f(y)] <

|z — |

memente continuo y la afirmacién es valida para todo f°.
Esto implica que existe un 6 > 0 tal que

, ’ n+N+3
. 5 i _ri —2n+N+1
o=yl <6 1) - F)] <

para i = 1,2,3,..., N. Dado x = 1/2""! e y unos puntos de [1/2",1/2"7!] tal
que 0 < |x —y| <dyasi fi(x) y fi(y) estdn en

| 3(n+1i)+5 1 ]
2n+i+1(n + 7+ 2)’ on+i—1

18
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Esto nos da

[f(@) = f(y)l = (n+2)/(n + 3)[z — 9]
[f2(2) = F ()l = (n+2)/(n+ )|z —y]

¥ (@) = W)l = (n+2)/(n+ N +2)|z -y

y la afirmacién estd probada.

2.2. Teoremas de punto fijo para contraccio-
nes generalizadas

Veamos ahora algunas generalizaciones mas elaboradas del Teorema del
Punto Fijo de Banach.

Definicién 2.2.1 Sea (X, d) un espacio métrico completo y 7' : X — X.
Diremos que 7' es una aplicacion contractiva generalizada en el sentido de
Kranoselskii si:

d(Tx, Ty) < a(z,y)d(z,y),

donde o : X x X — R tiene la siguiente propiedad:
Para cualquier intervalo cerrado [a,b] contenido en los reales positivos, se
tiene:

sup{a(z,y) : a < d(z,y) < b} = A(a,b) < 1.

Nota 2.2.2 Si T es k-contractiva, entonces es contractiva generalizada en el
sentido de Kranoselskii con a(z,y) = k, Vz,y € X.

Teorema 2.2.3 Si T es una contraccion generalizada en el sentido de Kra-
noselskii, entonces existe un unico punto fijo x de T.

Demostracion. Sea {x,} la sucesién de X definida por zo € X cualquiera,
Tpy1 = Tx,, Yn € NU{0}.

Considero ahora la sucesion {a,, : n € N} dada por Vn € N, a,, = d(x,,, Tp,_1)-
Se verifica que:

1. {a,} es una sucesién decreciente en R. En efecto, Vn € N:
Qpy1 — Ap = d(xn+17 xn) - d(Z‘n, xn—l) =

19
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20

=d(Tx,, T, 1) —d(x,, xh-1) <
S a($n> xn—l)d(xna xn—l) - d(.ﬁlﬁn, xn—l) S
S )\(ana bn)d('rna CCn—l) - d<xn7 xn—l) < O

donde a,,b, € R",a, < b, se han elegido arbitrariamente pero de
forma que a, < d(x,.z,_1) < b, (esta eleccién siempre puede hacerse
exepto en el caso de que x, = x,_1, en cuyo caso I,_; seria un punto
fijo para T, que es lo que queremos probar. Suponemos que ese caso no
se da).

. {a,} esta acotada inferiormente = {a,,} debe ser convergente en R.

Sea a = lim a,,.
n—o0

. Veamos que a = 0.

En efecto, en otro caso habria de ser a > 0. Entonces puedo elegir N
suficientemente grande de forma que Vm € N

0<a<anim=d@Nim TNim-1) < a+ L.

Asi
AN4+m = d(xN—i-m,xN—i-m—l) =
= d(Trnim—1, TTNm—2) <
< A(TNgm—1, EN4m—2) A TN ym—1, TN4m—2) <
S [}\(G, a+ 1)]d($N+m—17 xN—l—m—Q) S
< [Ma,a+ )" Hd(zng, an) =
= [Ma,a+ )] ayy <
< [Ma,a+ 1)) Ha +1).
Por tanto, si @ > 0 obtenemos que Vm € N

anim < [Ma,a+ 1)) a +1)

y haciendo ahora tender m — +o00 tenemos que a < 0, lo que contra-
dice el hecho de ser a > 0.
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4. Sea ahora ¢ > 0, puesto que {a,} — 0 puedo elegir N tal que
any < 5[1 = X(5,¢)]. Sea A = {z € X tal que d(z,zy) < €}, veamos
que Ve € A, Tz € A.
En efecto, sea x € A tal que d(z,zy) < 5. Entonces

dTz,zy) <d(Tx,Tzy) +d(Taxy,zn) =

= d(T‘T7T‘rN) + d(xN+17'rN) = d(TLU,T;CN) +any1 <
< d(z,zn) +ay < g + 2[1 - A(g,g)] <e.

Por tanto, en este caso Tx € A.
Sea ahora x € A: § < d(z,zy) <€

dTz,zy) <d(Tx,Tzy) +d(Tzy,xn) <

<oz, zy)d(z,zn) +dxyir, zn) < )\(g,e)d(az,x]\/) +ay <
5 5 €
< — —_ P — fry
>\(2,€)€+ 2[1 >\(2,€)]
€ € € e €
2+/\(2,6)(5 2)_2+2 €

Por lo tanto, también en este caso Tz € A.

5. Veamos que {x,} es una sucesién de Cauchy en X. En efecto, sea e > 0
y elijo 0 < &’ < 5. Dado ¢’ > 0 puedo escoger N tal que

8,

N < %,[1 - )\(5’6/)]'

Sea A ={r € X :d(z,xy) < £'}. Se verifica que xy € A, y por tanto
Ty =xn41 € A,TZEN_H = TN42 € A...
Es decir, Vn > N z, € A. Asi, Vn,m > N

d(xp, Tm) < d(Tp, ) + d(zp, ) <
ERR -,
2 2

Como {z,} es una sucesién de Cauchy en el espacio métrico completo
(X,d), debe ser convergente.
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6. Sea lim z,, = z. Veamos que x es un punto fijo para 7. Como {z, } —

n—oo
x y T es continua (por como la tenemos definida en la Deficién 2.2.1)
sigue que
lim Tx, =Tx.
n—r00
Pero, Vn € N

Tx, =211 = lim Tz, = lim z,,, = .
n—oo n—0o0

Entonces, Tx = x.

7. Veamos finalmente que x es el unico punto fijo de T en X. En efec-
to, supongamos que Jy € X tal que Ty = vy, entonces d(Tz, Ty) <

a(z,y)d(z,y).
Si d(z,y) > 0, puedo elegir [a,b] = R*T — {0} tal que a < d(z,y) < b,
y por tanto a(x,y) < A(a,b) < 1. Asi obtenemos que

d(Tz, Ty) = d(x,y) < Ma,b)d(x,y) < d(z,y)

lo cual es una contradiccién.
Por lo tanto ha de ser d(z,y) =0 =z =y.

g

Nota 2.2.4 Obsérvese que la demostracion, aunque mas complicada, sigue
los pasos del Teorema del Punto Fijo de Banach, obteniéndose también que
la sucesion de Picard

xo € X,xp1 =Tx,,VneN

converge al punto fijo.

Otra interesante y natural generalizacién del Teorema de la Aplicacién
Contractiva fue dada por Rakotch, y es como sigue:

Definicién 2.2.5 Sea (X, d) un espacio métrico completo. Una aplicacién
T : X — X se dird Rakotch-contractiva si existe una funcién decreciente «
definida sobre el rango de la métrica con a(t) < 1 Vt y tal que

d(Tx, Ty) < a(d(z,y))d(z,y)

Vr,y € X, x #y.
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Nota 2.2.6 Si tomamos «(t) = k para todo ¢, podemos decir que una apli-
cacién contractiva es Rakotch-contractiva.

Una clase més general fue considerada por Body y Wong (1969) y es como
sigue:

Definicién 2.2.7 Sea (X, d) un espacio métrico completo. Diremos que una
aplicacion T : X — X es Body Wong-contractivo si existe una funcién ¢
definida sobre el rango de la métrica verificando:

1. 0 < p(t) <tVt>D0.
2. d(Tz,Ty) < p(d(z,y)).

3. ¢ es semicontinua superiormente por la derecha (<= Ve > 0,36 > 0
six € (xg, 0+ 0) = p(x) < p(x0) + €).

Nota 2.2.8 Si T es Rakotch contractiva, entonces 7' es Wody-Wong contrac-
tiva. En efecto, basta tomar ¢(t) = a(t)t siendo «a(t) la funcién de Rakotch.

Nota 2.2.9 Se observa que una aplicacion contractiva en el sentido de Body
Wong es uniformemente continua.

Para este tipo de contracciones, tenemos el siguiente Teorema del punto
fijo:

Teorema 2.2.10 Sea (X,d) un espacio métrico completo y T : X — X
una aplicacion contractiva en el sentido de Body Wong. Entonces existe un
unico punto punto x € X tal que Tx = x.

Demostracion. Se toma un punto cualquiera xg € X y se define la sucesién
de ntimeros reales

an = d(T"z, T" ‘7).

Se verifica que,

lim a, =0
n—oo

y que,
{T"z} es una sucesién de Cauchy en X.

El limite de esta sucesién es el tinico punto fijo de T" en X. Desde aqui la

demostracién es andloga a la del Teorema 2.2.3 (Teorema de Kranoselskii).
O
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Algunas aplicaciones del
principio de la aplicaciéon
contractiva

El Teorema del Punto Fijo de Banach es una herramienta muy ttil para
resolver una serie de cuestiones tanto de resultado tedrico como problemas
practicos. Definiremos métodos para resolver ecuaciones lineales, sistemas de
ecuaciones ineales y ecuaciones integrales. Por ejemplo, puede ser usado para
resolver el teorema de Picard-Lindelof sobre solucion de ecuaciones obtenidas.

3.1. Meétodos iterados para ecuaciones linea-
les

Sea X un espacio de Banach, donde A € £(X, X) = B(X), con L(X, X)
el conjunto de los operadores lineales y B(X) es un algebra de Banach con
la composicion de aplicaciones.

El objetivo de nuestro estudio serd las ecuaciones con operadores lineales

r=Ar+brec X (3.1.1)
y el correspondiente método iterado
Tp=Ax, 1+bxo € X,n=12,..
Definicién 3.1.1 Diremos que la ecuacién 3.1.1 tiene un método iterado

estable si tiene exactamente una solucién x para cada b € X, y la sucesion
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iterada {z, } converge a = para cualquier eleccién del elemento inicial o € X.
El niimero R, = log(||A"||'/") es llamado velocidad media de convergencia
para n iteraciones.

El nimero R, = lim R, es llamado la velocidad asintética de convergencia.
n—oo

Se verifica que R, siempre existe y Ro, = log,q7(A)™!, siendo
r(A) = lim (||A"||)"/™ el radio espectral (recordamos que r(A) < ||A]]).
n—oo

Nota 3.1.2 El inverso (I — A)~! existe como operador lineal y continuo
sobre X y (I — A)~1 = " A~
k=0

Por tanto, esta serie geométrica generalizada o serie de Neumann converge
en la norma de B (X).

Teorema 3.1.3 (principal para ecuaciones con operadores lineales).
Supongamos que A : X — X es un operador lineal continuo sobre el espacio
de Banach real o complejo X. Consideremos la ecuacion:

r=Azx+bbe X fijo. (3.1.2)
La tinica solucién de 3.1.2 es x = (I — A)~1b.

1. Criterio de la norma: Supongamos que ||A|| < 1. Entonces 3.1.2 tiene
un método iterado estable. Para n =0,1,2,... tenemos:

||z — z,|| < ||A||”% (Estimacion del error a priori)
. |01 — 2| : iy .
|z — 2piq]| < ||A||1—||A|| (Estimacion del error a posteriori)

|20 — Tog1|] < ||A||llz — ]| (Velocidad de convergencia)

2. Criterio del radio espectral: Supongamos que X es un espacio de Ba-
nach complejo y r(A) el radio espectral de A. Entonces, 3.1.2 tiene un
método iterado estable para r(A) < 1 y no lo tiene para r(A) > 1. Para
r(A) <1y x la dnica solucion de 3.1.2 el error estimado es:

2 — 2a]| < [|A"][|| = 2ol = 107" ||z — o], m = 1,2, .

Corolario 3.1.4 Sea A : X — X wun operador lineal continuo sobre un
espacio de Banach complejo X. Entonces:
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1.

Sir(A) <1, entonces {x,} = {Azx,_1 + b} converge para cada b € X
y para cualquier eleccion arbitraria del elemento inicial xo € X a una
unica solucion x de 3.1.2. Ademds para cada € > 0 existe un numero
positivo c(€) tal que:

|z = @]l < e(e)(r(A) + )" + o1 — wol[,n = 1,2, ...

Sir(A) > 1, entonces existe un punto b € X tal que {x,} diverge para
xo = 0. De hecho, si denotamos por

Ky ={be X : {x,} converge para o = 0} resulta ser un conjunto de
primera categoria de Bert en X.

Sir(A) =1y A tiene un autovalor A € C con |\ = 1 y autovector
correspondiente y, entonces las sucesiones {x,} e {yn} dadas por:

Ty = ATp_q
Ty = 0

{ Yn = Ayn—l
Yo=Y

no pueden converger simultaneamente al mismo punto x, es decir, 3.1.2
no tiene un método iterado estable.

A continuacion, demostraremos los apartados tanto del teorema como del
corolario.

Demostracion. (Apartado 1 del teorema). Sabemos que Vn € N,

1AL < [lAl"

y por tanto:

1]+ AL+ A% + oo < T+ [JA] A+ [JA]P + .

Asi, como ||A]] < 1 la serie converge, y por tanto también la otra. Asi, la

serie

F(A)=T+A+ A%+ ...

es absolutamente convergente en el espacio de Banach B (X). Ya que

I'=F(A)I - A) = (I - A)F(A),
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sigue que

F(A) = iAk = (I—-A).

Consideremos ahora el operador T : X — X tal que Tx = Ax + b. Se
verifica que X es un espacio de Banach (y por tanto métrico completo) y T
es un operador continuo. Ademas, Vr,y € X:

|Te = Ty|| = [|Az — Ayl| = ||A(z = y)[| < [|Allllz = yl]

Por tanto, al ser ||A|| < 1 resulta 7" un operador contractivo con k = ||A|| y
el resto de las afirmaciones de esta parte del teorema siguen del Teorema del
punto fijo de Banach.

(Apartado 1 del corolario) Definimos

||#]le = sup{(r(A) +&)"[|A"x[[;n € N}

para cada ¢ > 0.
Podemos introducir sobre X una norma equivalente a la de partida, es decir,
que verifique:

m(e)l[x]| < ||z|le < M(e)llx]], Ve € X

y que la correspondiente norma del operador ||A||. verifique
r(A) < |[Alle <7(A) +e.

Ya que r(A) < 1, puedo tomar € > 0 tal que r(A) + ¢ < 1, y asi asegurar
||Al|lc < 1. Entonces la parte 1 del teorema prueba que la ecuacién 3.1.2 tiene
exactamente una solucion para cada b € X, y si x,, = Az, + b tenemos:

|z = @l < AIZ]|21 — 2[|-(1 = [|A]l)-
Entonces:
m(e)||lz — zn|| < o — aa]]e <
(r(A) +&)"M(e)|lxr — mol| h-r(a)-e=
= c(e)(r(A) + &)"||x1 — zol|.

(Parte 2 del corolario) Sea r(A) > 1. Puesto que ||[A"||x — r(A) cuando
n —s oo, tenemos ||A"||= > ¢ > 1, y por tanto ||A"|| > ¢" para n suficien-
temente grande.
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Consecuentemente, ||A"|| — +oo cuando n — +o0.

Sea Ky = {b € X tal que x,,1 = Ax, + b, 29 = 0 converge}. Basta ver que
Ky es de primera categoria de Bert.

Se verifica que:

.1'0:0
3= A%+ Ab+b

[ T = A0+ Ao+ L+ Ab+ b

y por tanto
Tpi1 — T, = A"b,Vn € N.

Puesto que b € Ky, la sucesion {z,} debe ser convergente, y por tanto de
Cauchy en X, por lo que

Tpi1 — Tp = A"b — 0,

cuando n — 400 , Vb € K.
Si Ky no es de primera categoria de Bert, entonces es de segunda categoria,
y en ese caso el teorema de la acotacién uniforme Banach-Steinhaus nos lleva
a

sup||A"|| < 400,

contradiccién con ||A™||] — 400 cuando n — +o00. Asi K debe ser de
primera categoria y por tanto x — x; de segunda categoria y denso en X.
(Apartado 3 del corolario) Se verifica que ¥n € N,

Yn — Tp = A(yn—l - l‘n—l) -

= Az(yn,Q — l’n,2> = ..=
A(yo — xo) = A"y = Ny

puesto que Ay = Ay, por ser y un autovector correspondiente al autovalor \.
Ya que [A| > 1 ey # 0 se verifica que

A"yl = [A"[lyll = [lyll > 0,Yn € N,
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por lo que las dos sucesiones {x, } e {y,} no puede converger al mismo limite.
(Apartado 2 del teorema) Si r(A) < 1 la parte 1 del corolario prueba que la
ecuacion 3.1.1 tiene un método iterado estable. Ademas si z es el punto fijo
y x, = Ax,_1 + b tenemos que,

T—T,=Ar+b— Az, 1 —b=
= A(l’ — .fl?n_l) = Az(.ilj — .Z'n_g) =..=
= A"(z — x0)
y por tanto,
|2 — o] | < [[A™||[J2 = @o|| = 107"z — ]

Para r(A) > 1 la parte 2 del corolario asegura que la ecuacion 3.1.1 no tiene
método iterado estable. U

Nota 3.1.5 En el caso 7(A) = 1 no puedo afirmarse nada. En el caso de
que el operador tenga un autovalor A € C, |\| = 1 entonces el apartado 3 del
corolario permite asegurar que el método iterado no es estable.

3.2. Aplicaciones a sistemas de ecuaciones li-
neales

Tomamos el siguiente sistema lineal:

N
Z bijsj=ciconi=1,...,.N (3.2.1)
j=1

donde b;; # 0 para todo i, y reescribimos la ecuaciéon

N
G = Zaijgj +bconi=1,...N (3.2.2)

j=1
donde b; = bc—” y @i = ZTZ’ con i # jy a; = 0. El método iterativo correspon-
diente se denomina método de paso total y seve como:
N
" =3 ayd™ + by, conn=0,1,2,..,i=1,.., N. (3.2.3)

J=1
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Ejemplo 3.2.1 (Criterio de suma de filas y columnas para el método de
paso total).

Dado (b;;) una matriz compleja (N x N) que satisface una de las siguientes
condiciones para cada i =1,..., N

N
Z |bi;] < |bi;| suma de filas. (3.2.4)
py
N
Z |bri| < |bii| suma de columnas. (3.2.5)
k=1,K#i

Dado ¢; € C, i = 1,..., N la ecuacién 3.2.1 tiene exactamente una solucién
G € C,i=1,...,N, y el método iterativo 3.2.3 converge a esa solucién a
partir de elementos de arranque arbitrarios gi(o) cC,i=1,..,N.

Proposicién 3.2.2 Sea A = (a;;) una matriz compleja (N x N). Entonces
3.2.2 tiene un método iterativo estable exactamente cuando todos los autova-
lores X de A satisfacen |\| < 1.

Ejemplo 3.2.3 Fijados z = (¢, ...,sn), b= (b1, ...,by) y X = CV. Entonces,
la ecuacién 3.2.2 queda como la ecuacién x = Az +bcon A € L(X, X). Como
normas en X, tomamos |[|.||s y ||-||1, asf que obtenemos las siguientes normas
en A respectivamente:

N
|[Aloe = max;<i<n Z la;;| < 1. (3.2.6)
j=1
N
1Al = maXlgjgNZ |ai;| < 1. (3.2.7)

i=1
Hay que darse cuenta que la convergencia respecto de ||.|| y respecto a [|.||1

es equivalente a que gi(n) — ¢; cuando n — oo para todo .

Demostracion. El radio espectral satisface que r(A) = max;|\;| con \; un au-
tovalor de A, sabemos entoces que la ecuacién 3.2.2 tiene un método iterativo
estable exacto cuando r(A) < 1. O
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3.3. Aplicaciones a ecuaciones integrales

Vamos a aplicar el teorema principal para ecuaciones con operadores li-
neales a las ecuaciones integrales lineales.

Definicién 3.3.1 Llamaremos ecuacion integral de Fredholm de segunda
especie a una ecuacion de la forma

z(t) = ,u/b K(t,s)x(s)ds + f(t) (3.3.1)
con X =R o Cytela,b| donde:
1. f:[a,b] — X es continua.
2. K :[a,b] x [a,b] — X es continua y no idénticamente nula.
3. = :]a,b] — X es la funcién incognita.

Teorema 3.3.2 Existe una unica funcion x : [a,b] — K continua y solu-
cion de la ecuacion integral 3.53.1 para cada p € K con

1
b—a)maz{||K(t,s)]|:a <t,s <b}

\u!<(

Ademas la sucesion
¢
w0 = [ K 9)mi()ds + f(B)n = 1.2,..

converge a x para cualquier eleccion arbitraria del punto inicial xy € C([a, b]).

Nota 3.3.3 Puesto que por C([a,b], K') denotamos el espacio de Banach de
todas las funciones continuas X : [a,b] — K con la norma del supremo
||z|| = maxepp|(t)], la convergencia de {z,} — x debe ser entendida
como convergencia uniforme sobre |[a, b].

Demostracion. Escribamos la ecuacién 3.3.1 en la forma
r=Ax+ f
conx € X =C([a,b],K), f € X donde A: X — X tal que

b
(Az)(t) = u/ K(t,s)x(s)ds,Vt € [a,b].
Se verifica que el operador A € B (X). En efecto:
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1. Ve € X, Az € X si, y solo si Ve > 0,30 > 0 tal que
|t —to] < 0,Vt € [a,b]

entonces,
|(Az)t — (Ax)to| < € para cada ty € [a, D]

(Az)t — (Ax)to] < |1 / K (t,5) — K (to,5)||2(s)|ds <

< il [ 1800:5) = o s

Por la continuidad de K sigue que dado ¢ > 0, 30 > 0 tal que si
|t — to] < d, entonces,

|l |z][(b — a)

Asi, Vt € [a,b], [t — to| < 0 sigue |(Ax)t — (Ax)by| < e.

[K(t,5) = K(to, s)| <

2. Alineal <= A(z+2') = Az+ Az’ y A(Ax) = Nz, Vo, 2’ € K,YA € R
(trivial).

3. dn > 0tal que ||Az|| < n||z||,Vz € X <= Dadoxr € X ye > 0,30 >0
tal que Vo' € X ||2/ —z|| < 6 = ||Az — A2'|| < ¢

Az — Azl = [|A(z — 2)|| =

— maXa<t<b’,U/ K(t, S)(.T(S) — x'(s))ds] <

< |plmaxa<y <o K (L, 5)| ||z — 27|[(b — a)
y basta tomar

€

0= .
|N|maxa§t7é‘§b|K<t7 3)|(b —a)

Veamos finalmente que ||A|| < 1.
En efecto,
Al = supyj < || Az]]
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b
Jidol| = macealp [ it ha(s)ds| <

< [plmaxacy s<o k(L 8)[[|2][(b — a) <
< |plmaxa< s<pl K (2, 5)| (b — a) < 1.
Asi, YV € X con ||z]| <1,

[ Az]] < [plmaxacy s<p| k(E, 5)[(b—a) <1
y por tanto
Al = supjpay<a||Az]] < [plmaxacs s<plk (2, 5)[(b = a) < 1.

Estamos pues en las condiciones del apartado 1 del teorema 3.1.2. y se
puede concluir la tesis del teorema.

0
Por otra parte, tenemos el siguiente resultado:
Teorema 3.3.4 La ecuacion integral de Volterra:
t
x(t) = u/ k(t,s)z(s)ds + f(t),t € [a,b] (3.3.2)

con el correspondiente método iterado

amwzg/Kw@%l@w+fw

cont € la,bl, n=1,2,... xg € C([a,b], K) tiene una inica solucién para todo
p € K yla sucesion {x,} converge a dicho punto para cualquier eleccion del
punto inicial xo en C([a,b], K).

Demostracion. Escribimos la integral 3.3.2 de la forma:
r=Ax+ f,x € C([a,b], K)
donde .
(Az)(t) = 1 / k(t, )2 (s)ds.
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Razonando como en el teorema anterior es ficil probar que A € B(X).
Ademés se tiene lo siguiente,Vt € [a, b]:

|(Az)(8)] = \u/ k(t, s)x(s)ds| < |p|maxacs s<ol k(2 8)|[|][(t — a)

22%2)(0)] = [ K(t.5) Aa(s)ds| <

t
< Inhnasocrcalb(t, 9] [ (6~ a)ds =

_ PPt - a)?

n!

siendo C' = max,<; s<p|k(t, s)|.
Continuando este proceso obtenemos que

" C ][t = a)"

(A1) < -
y, por tanto,
||An£€|| — maXagtSbKAnx)t)’ S |VJ| C ||i|'|(b - a) ]
||An||:SU_p|| 33|| Sllu ( —CL) ‘
reX ||ZE|| n!

Por tanto, como el radio espectral es:

F(A) = lim [|A7]F < 1 (HC10 =)

i =0=>r(A)=0< 1.

Ahora la tesis del teorema sigue de la parte 2 del Teorema 3.1.3, lo cual nos
permite ademas evaluar el error. Il
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Espacios uniformemente
convexos: puntos fijos de
aplicaciones no expansivas

En este capitulo vamos a ver algunas nociones para finalmente poder ha-
blar de un Teorema de punto fijo para aplicaciones no expansivas. El objetivo
de este capitulo va a ser estudiar de qué forma el Teorema del Punto Fijo de
Banach puede ser extendido a operadores no expansivos. La clave va a ser,
como veremos, imponer restricciones sobre el espacio X, que ya no podré ser
tan general como un espacio métrico completo. Comenzaremos dando una
breve introduccién de los espacios de Hilbert.

4.1. Introduccion

Vamos a ver resultados de los espacios de Hilbert, que son un tipo muy
particular de espacios de Banach.
Vamos a introducir para ello el concepto de producto escalar (x|y) de dos
vectores z,y € KV

N
(aly) =Y w(k)y(k).
k=1
Un producto escalar en un espacio vectorial X, es una aplicacion

(z|y) — (z|y) de X x X en K que verifica:

37



Capitulo 4

1. Es lineal en la primera variable
(au +vly) = aluly) + (v]y)
con o € K, u,v,y € X.
2. Es conjugado-lineal en la segunda variable
(z|lou +v) =a(x|u) + (x|v)
cona € K, z,u,veX.

3. Es hermitica

(ylz) = (z[y)
con z,y € X.

4. Verifica que
reX,x#0= (z|z) > 0.

Definicién 4.1.1 Sea z € X, se define la norma euclidea ||.|| como:

||z]] = v/ (z[).

Definiciéon 4.1.2 H es un espacio de Hilbert, si es completo con respecto a
la norma euclidea.

4.2. Aplicaciones no expansivas

Definicién 4.2.1 Sea X un espacio métrico y sea T': D(T) C X — X un
operador. Diremos que T es no expansivo si d(Tz,Ty) < d(x,y) para todo
z,y € D(T).

Nota 4.2.2 Por lo tanto, todo operador k—contractivo es también no ex-
pansivo, aunque el reciproco naturalmente no es cierto.

Vamos a ver que condiciones deben cumplir las aplicaciones para tener
un punto fijo. Vamos a ver que la completitud no es suficiente.
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Nota 4.2.3 Veamos que la hipotesis de ser el espacio métrico completo no
es suficiente para garantizar la existencia de punto fijo para aplicaciones no
expansivas.

Contraejemplo : X = c0 con la norma infinito es un espacio de Banach no
uniformemente convexo, puesto que no es reflexivo.

El operador T : B(0,1) — B(0, 1) dado por Tx = (1 — ||z||, 21, 72, ...) es no
expansivo pero no tiene ningin punto fijo en c0.

Por lo tanto es fundamental exigir al espacio de Banach alguna condicién
adicional que permita asegurar la existencia de puntos fijos.

4.3. El Teorema de Punto Fijo para espacios
de Hilbert

Teorema 4.3.1 Sea H un espacio de Hilbert y sea C un cerrado convexo y
acotado en H. Si T : C — C es una funcion no expansiva en C entonces T
tiene puntos fijos en C.

Desmostracion. Sea xy un punto fijo en C' y consideramos una sucesion de
nimeros positivos (r,) convergiendo a 1y r, < 1.
Para cada n consideramos las funciones 7, : C' — C' definidas como sigue:

Tox =r,Tr+ (1 —7r,)T

y es facil ver que son funciones contractivas. Entonces buscamos un tnico
punto xz,, en C tal que
T,x, = Tn.

Ya que C es un cerrado y convexo, asi como un subconjunto en un espacio
de Hilbert buscamos una subsucesién débilmente convergente de (z,).
Suponemos, sin pérdida de generalidad, que (x,,) tiene esa propiedad, es decir
(x,,) es débilmente convergente. Dado

Tn — To

y entonces, x, estd en C.
Vamos a probar que z( es un punto fijo de 7T'.
Sea x un punto arbitrario de H asi tenemos,

|20 = 2l|* = [|(za — 20) + (0 — )||”
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= ||lzn — 20||* + |70 — 2||* + 2(20, — T0|TO — )

y observamos que
2(zy, — ol — ) — 0.

Asi (x,,) converge débilmente a . Ahora la sucesién (r,) converge a 1y esto
implica que

Tx, —xp = (rTa,) + (1 —1,)T0) — 2 + (L — 1) (Txp) — To)

Tyt — 2+ (1= )Tt — 70)
=(1—=ry)(Tz, — )

tiende a cero.
Tomamos ahora x = T'xy y obtenemos

lm(||Tzo — @al]* = [[(zn — 20)[I*) = ||lzo — Tol[*.
Como T es no expansiva tenemos
1 Tzn — To|| < [|zn — 2oll,

y asi,
||2n — Txo| < |20 — Tp|| + ||Tx, — Taol|

S [|lzn — Ty + |20 — xol|.
Esto implica la siguiente relacién

lim(||2y, — Tavol| — || — wol]) £ 0

y, por lo tanto

lim([|a, — Taol[* — [ — wo|[*) £ 0.

Esto claramente nos da
||(L’0 — T.I’0||2 = 0

es decir, oy es un unto fijo de 7. O
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4.4. Espacios uniformemente convexos

Definicién 4.4.1 Un espacio de Banach X es llamado uniformemente con-
vexo si para cada ¢ € (0,2] existe 6 € (0,1] tal que si ||z|| < R, ||ly|]| < Ry
||z —y|| > eR para todo z,y € X, R > 0 se sigue que

Tr+vy

=

<=0k

Nota 4.4.2 Podemos elegir la funcién € — §(¢) con las siguientes propie-
dades:
1. 0(2) = 1.
En efecto, dado € = 2, 36(2) € (0, 1] tal que si ||z|| < R, ||y|| < R,

Tty
le =yl 2 2R = ||——~ Il < (1 = 6(2))R.

Veamos que puede tomarse §(2) = 1. En otro caso Jz,y € X tal que,
||| < K
e —yll > 2R, (4.4.1)

¥

r—y
[l
En este caso, considero (z—y) € X. Se verifica que ||z|| < R, ||—y|| < R
v [l = (=y)|| = ||z +y|| > 0y por tanto, Je > 0 tal que ||z +y|| > eR.
Esto implica, al ser el espacio uniformemente convexo que

|| > 0.

[

< (-5E)R<R

entonces,
lz —yll <2R

lo que contradice 4.4.1.

2. Se define §(0) = 0, puedo suponer que la funcién ¢ : [0,1] — [0,2] es
estrictamente creciente, biyectiva y que d(g) — 0 sie — 0%,
En efecto, en el caso de que no tuviera ¢ estas propiedades, basta sus-
€d1(e)

tituirla por ds, donde 6;(g) = sup, (1 0(n) ¥ da(e) = =5
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3. Si denotamos por 7 : [0,1] — [0,2] la funcién mondtona creciente

inversa de la funcién § se tiene lo siguiente: Si x,y,z € X tal que

llz—z|| <R, ||z—y|| <Ry ||Z—@|| > r, para 0 < r < R, entonces
k—r

)

Vamos a probarlo por reducciéon al absurdo:

Sea z € X fijo, y supongamos que Jdz,y € X tal que

||z —y[| < Rn(

lz—z|| < R
lz—yll <R
Y -+
le = =2l =, (4.4.2)
pues,
k—r
-yl >R .
ko =il > Rn(—")
Sea ¢ = nR;" > (. Por definicién de espacio de Banach uniformemente
convexo, existe
R—1r
ie) = > 0
() ="
al ser:
|z —z|| <R
lz —yll < R,
I(z =2) = (z =y)ll = llx = yll > Re,
como

1(z = 2) = (z = y)ll > ke,

se debe tener que:

(z—2)+ (2 —y) r+y
| 5 | =1lz — | <
R—r

<(1-dER=(1-"25)

=T

que es una contradiccién con 4.4.2.
Y por tanto
I(z =) = (z = y)ll > Re'



Capitulo 4

con e <& = 4(g') > d(e).

Asi,

T +y
2

| < (1=06())R < (1-46(e))R.

|z =

Nota 4.4.3 Geométricamente, la convexidad uniforme para X significa que
para cualesquiera dos puntos z,y € B(0,1), el punto medio del segmento que
los une, es decir, el punto z = xTer esta dentro de una bola centrada en el
origen de radio r < 1, donde r depende de la distancia ||z — y||. Esto quiere
decir que la frontera de la bola unidad debe ser "redonda”.

Ejemplos 4.4.4 1. Sea X = R?. Entonces:

a) X es uniformemente convexa si introducimos la norma euclidea

|zl = /% + 23

Veamos que (R?||.||) es uniformemente convexo.
En efecto, sea 0 < € < 2y sean x = (x1,22), ¥ = (y1,y2) tal que
Nzl < R, |lyl] < Ry ||z —y|| > R para algin R > 0. Esto
significa que

|z]? < R= 21+ 22 <R

W?<R=yi+y; <R
|z —yl]” > £°R? =
(11— 91)> + (22 — 12)* > R =
]+ Y — 2myy) + 75+ Y5 — 2T0ys > 2R =

R* + R? — 2aqyy — 22915 > €2R? «—
2 R?

R? — 2191 — oy > <~

e?R?
5
Evaluemos ahora ||Z3¥||. Debe existir d(¢) € (0,1] tal que

T1y1 + Tays < R® —

||m+y
2

<1 -0)R

T+y 1
I 5 || = Z[(xl +11)* + (22 + 1) =
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1
= —[2? + 9 + 2wy + 22 yE 4 2may] <

4
1 1 2R?
S Z[R2 + R2 +2[E1y1 +21’2y2] S §[R2 +R2 — < 9 ] =

2 P2 2

s €°R 9 €

p— —_ == 1__
R 1 R*( 4)

Asi, [|5Y]] < - %R = (1 —4(¢))R, tomando

5(e)=1—1/1— %2 € (0,1] = (R%]./l.)

es uniformemente convexo.

b) X no es uniformemente convexo si introducimos la norma del su-
premo
[[z]] = max(fa |, [22]).

Vedmoslo, (R?,].||) no es uniformemente convexo.
Sea ¢ =2y sea R=1. Tomamos x = (—1,1) e y = (1,1) tal que
|2lloe =1, [[Yllc =1y [z = yllo =2=¢.
Sin embargo,
1= 31
2 2
que no es menor o igual a 1 — § para ningin ¢ > 0.

(0,2)[[ =1

2. Todo espacio de Hilbert es uniformemente convexo.
En efecto, sean x,y € H tal que ||z|| < R, |[y]| < Ry ||l —y|| > R
para € > 0.
Entonces, por la igualdad del paralelogramo:

THY T—Y 2
(A

1
= 7z +ull” +llz = yl”) =

1
= Sl + Iyl

Entonces,
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y asi

P < i-SR= (- be)R

donde §() = 1 — /1 — £ que es un valor factible para e € [0,2].

Nota 4.4.5 Todo espacio de Banach uniformemente convexo es reflexivo.
Este importante resultado fue dado por Yosida (1965) y no lo probamos. El
reciproco no es cierto, por ejemplo: (R ||.||s)-

4.5. El Teorema de Punto Fijo de Browder

Cuando se estudio el teorema del punto fijo de Banach ya dimos algtin
ejemplo de que si se sustituye la hipdtesis de que T' sea k—contractiva por la
de que T sea no expansiva (incluso estrictamente), no se obtiene en el marco
general de los espacios métricos completos la existencia de punto fijo para T'.
Ahora estamos en condiciones de dar el siguiente importante resultado.

Teorema 4.5.1 (Teorema del punto fijo de Browder) Supongamos que
la aplicacionT : M C X — M es no expansiva, donde M es un conjunto no
vacio, cerrado, acotado y convexo en un espacio de Banach uniformemente
convezo X. Entonces el conjunto de puntos fijos de T, Fix(T) es no vacio,
cerrado y convero.

Demostracion.

1. Mostremos primero que Fiz(T) # ().
Fijado p € M denotemos T,, : M — X definido por:

1
Thr=(1-— —)Tx—i—g, donde n € N,z € M.
n n
Veamos que Vn € N, T,,(M) C M, y por tanto T,, : M — M.
En efecto, puesto que T': M — M se cumple que Vo € M, Tx € M.
Asi,

T.(z) = \Tx + up

donde A =1 — %,u: % y, por tanto, A + p = 1.
Por tanto, T,,x es una combinacién lineal convexa de Tz y p que son
dos elementos de M, y asi en virtud de la convexidad de M sigue que
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T,r € M. Ademas, Vn € N, T, es una aplicacién contractiva. En
efecto,Va,y € M,

1 1
1wz = Tuyll < (1 = T2 = Tyll < (1 = )l = yl|.

Asi, el Teorema del Punto Fijo de Banach garantiza ahora que existe
una sucesién de puntos {z,} tales que Vn € N, T,,x,, = z,.

Puesto que {x,} es una sucesién acotada ya que estd en M y X es
un espacio de Banach uniformemente convexo, y por tanto reflexivo,
sigue que {x,} debe tener una subsucesion, que denotaremos por {z, }
débilmente convergente a cierto punto = (este punto x € c0{z,» : n €
N} y por tanto en nuestro caso, al ser M convexo y cerrado, sigue que
x € M necesariamente). Ya que Vn € N,

1
Ty =Thx, = (1——)T33n—|-£ ==
n n

1
Ty — Tx, = —Txn+£,Vn€N
n n

y haciento tender n" — +o0 obtenemos que x,,, — Tz, — 0 (observar
que la sucesiéon {T'z, : n € N} es acotada puesto que esta en M y
el producto %T x, — 0). Por tanto como la proposicién anterior el
operador (I — T') es semicerrado, sigue que

(I-Tr=0<=zr—-Te=0<z="Tz.

Luego x es un punto fijo de T'. Asi, Fix(T) # 0.

. Veamos ahora que Fix(T') es cerrado.

Sea {z,} una sucesiéon en Fiz(T) tal que {x,} — z. Veamos que
x € Fiz(T). En efecto, como {x,} — = y T es no expansiva y, por
tanto, continua, sigue que Tx,, — Tz, pero Vn € N, Tz, = x,. Asi
que tenemos
Tx, — Tx
{ Ty, =z, >

Entonces,
r=Tr =z € Fizx(T).
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3. Veamos finalmente que Fiz(T") es convexo.
Sea X un espacio uniformemente convexo y sean xg,x; € Fiz(T).
Entonces para todo ¢ € (0,1) existe un dnico y € X tal que:

d(xo,y) = td(wo, x1)
d(z1,y) = (1 = t)d(xg, z1).

Supongamos que existe un y; = txg + (1 — t)z; tal que:
d(‘rOJ Tyt) = d(T{L’(], Tyt) S d(l’o, yt) = td(‘rov 'rl)

d(xlaTyt) = d(T‘ThTyt) S d(‘rlvyt) = (1 - t)d(x(]?xl)
Asi Ty, = y,. Por tanto y; € Fix(T)
O

Nota 4.5.2 No hay desde luego expectativa de unicidad ya que el operador
identidad sobre un espacio de Banach X es no expansivo y en él, cada pun-
to es un punto fijo. Tomando pues X uniformemente convexo y M en las
condiciones del teorema sigue que Fiz(T) = M.

Nota 4.5.3 El siguiente contraejemplo muestra la importancia de que el
operador T sea no-expansivo para obtener teoremas generales de punto fijo.
Contraejemplo : Consideremos en el espacio de Hilbert [(Z) la base natural
que notaremos por {y, : n € Z} y para cada 0 < £ < 1 definamos el operador
T. : B(0,1) — B(0,1) dado por T.(z) = (1 — ||z||)yo + Uz donde U es el
operador U : 1*(Z) — 1*(Z) tal que U(x) = >, .z Tn¥nt1. En este caso se
verifica que ||Tx —Ty|| < (1+¢)||z —yl|| pero sin embargo, la aplicacién T" no
tiene ningun punto fijo. Se trata por tanto de un operador casi no expansivo
y que sin embargo no tiene punto fijo.

Nota 4.5.4 Veamos que las hipdtesis del Teorema del Punto Fijo para apli-
caciones no expansivas son esenciales:

1. T debe ser no expansiva. Como vimos en el contraejemplo de la Nota
4.1.4 esta hipdtesis es esencial, y que de hecho no se puede permitir a
T una condicién mas amplia en este sentido.

2. M no vacio, cerrado, acotado y conexo.
Contraejemplo : X = R, ||z|| = |z| espacio de Banach uniformemente
convexo.
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a) M = (0, 1] acotado, convexo y no vacioy T': M — M tal que
Tx =73

b) M = [0,+400) cerrado, convexo y no vacioy T : M — M, con
T = (22 +1)2.

¢) M ={0,1} cerrado, acotado y no vacioy T': M — M, tal que
To=1,T, =0.

3. X espacio de Banach uniformemente convexo. En la Nota 4.2.3 vimos
un contraejemplo de esto.

4.6. Aplicaciones a soluciones periédicas de
ecuaciones diferenciales
Teorema 4.6.1 Supongamos que:
1. X es un espacio de Hilbert real con producto escalar (.|.).
2. La aplicacion f : [0,4+00) x X — X satisface:

a) f(t+p,x) = f(t,z),Vt € [0,400),2 € X donde p > 0 es fijo.
b) (f(t,fﬁ) _f(t7y)|$_y) > 0>Vt € [0,+OO),ZE,y €X

3. Eziste un numero R > 0 tal que (f(t,z)|z) < 0,¥t € [0,p] yx € X con
lzl] = R

4. El problema de valores iniciales (PCo)
(1) = f(t,2(1)); 2(0) = o (4.6.1)
tiene solucion x : [0, +00) — X, Vg € X con ||zo|| < R.
Entonces la ecuacion diferencial 4.6.1 tiene solucion de periodo p > 0.
Demostracion.-

1. Veamos en primer lugar la unicidad de la soluciéon del problema de
Cauchy planteado. Para ella utilizaremos la formula

d(l!%( BII*) = 2(2/(t)|z(t)) (4.6.2)
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que luego probaremos.
Si z(.) e y(.) son dos soluciones de la ecuacién diferencial planteada
satisfaciendo ambas z(0) = y(0) = xo.

Se tiene:
%(Ill’(t) —y(®)1?) = 2(2'(t) — ¥/ (O)|x(t) — y(t)) =
=2(f(t, (1)) — f(t,y(t)|z(t) —y(t)) <0
Vt € [0, +00).

Por lo tanto la funcién g : [0, +00) — R tal que g(t) = ||z(t) — y(t)||
es decreciente, y asi

Si y solo si,

Entonces

2. Definimos el operador de Liapunov

L:X — R tal que L(z) = ||z]|*,Vz € X.

Si z(.) es una solucién de la ecuacién diferencial dada con ||z(t)|| = R
para algin t € [0, p| fijo, se verifica que
d d

L) = Zlle@IF = L' (0)]x(6)) = 2(/ (¢, z(1))](t)) < 0.

3. Sea M = {z € X : ||z|| £ R}. Sea xy € M cualquiera. Por 1 y 4
sabemos que el problema de Cauchy

{ x’(tg)g(z)f :(t,x-’fz(t)) (4.6.3)

tiene solucién tnica dada por z(.).
Definamos el operador T': M — M tal que T'zy = z(p), donde z es
la tinica solucién del problema de Cauchy 4.6.3. Se verifica:

a) T estd bien definida en virtud de la unicidad de la solucién.
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b) T(M) < M.
Vamos a probar que si z(.) es solucién de 4.6.1 con z(0) = g
v ||zo]] < R, entonces Vt € [0,p],||z(t)]| < R y por tanto en
particular ||Tzo|| = [|z(p)|] < R lo cual implica Txy € M. En
efecto, veamos que Vt € [0,p] tal que ||z(¢)|| = R,30 > 0 tal
que ||z(t)|| < R,Vt € (to,to + 0). Supongamos que ||z(ty)|| = R.

Entonces:
iLx(t ) = in(t )H2 < 0 por (2)
g T\ T gl p

= 36 > 0 tal que Vt € (to,to + 9),||z(t)|| < ||z(to)|| = R. Esto

implica que ||z(t) > R para algun t € [0, p|.

c¢) El operador T': M — M es no expansivo, esto es, Vg, ty € M,
[|Txo — Tyol| < ||xo — yol|- En efecto
| Tzo — Tyol| = [lz(p) — y(P)I| < [|z(0) — y(0)]| = [[zo — yoll-

d) M es un conjunto cerrado, acotado y convexo en el espacio de
Hilbert (y por tanto Banach uniformemente convexo) H. Podemos
por tanto aplicar el Teorema del Punto Fijo de Brouwer, Gohde
y Kink para obtener que dxg € M tal que Tzg = xy. Sea z(.) la
solucién del problema de Cauchy 4.6.3 tal que z(0) = xy que como
sabemos es unica. Se verifica que z(p) = Txy = .

4. Veamos que z(.) tiene periodo p > 0. En efecto, sea y(t) = z(t + p)
se verfica que Vt € [0,+00),y/(t) = 2/(t + p) = f(t + p,z(t + p)) =
f(t, 2zt +p)) = f(t,yt) y(0) = z(p) = o
Por tanto, y(t) es la tnica solucién del problema de Cauchy 4.6.3 =
Vt € [0,400),y(t) = z(t) <= Vt € [0,+00),z(t +p) = z(t) = X
es una soluciéon periédica de periodo p > 0 del problema de Cauchy
planteado.

g

Nota 4.6.2 Probaremos la férmula
d
@<||a:<t>||2> = 2(2/(t)]x(1)).

Lo haremos de la forma mas general. Sean f,g : R — X donde X es un
espacio de Hilbert real y f, g son derivables respecto de t. Entonces:

d

5 Dla(t) = (f'(D)]g(t) + (f()ld (1)).
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Demostracion.- Sea | : R — R tal que () = (f(¢)|g(t)). Entonces

C(lo(e) =

o M) =10 (gl ) — (FOlg(t) _

h—0 h—0 h

ggg0@+m—f@wa+m»+uwm@+m—gmﬂ=

b (LN =IO 514y 4 gy 2 =90

= (F'(Dlg(®) + (£ (B)]g'(*))-

)=

En nuestro caso particular seria:

d 2_d / W) / _
S le@F) = 2 (@(®)]2'(t)) = (@' (#)](2)) + (2(B)|2"(t)) =

g

Nota 4.6.3 Para garantizar la condicion 4 es suficiente, por ejemplo, que la
funcién f sea continua sobre [0, +00) x X y localmente Lipschiziana respecto
de X, esto es para cada (to, xg) € [0,+00) x X,3a,b> 0y L <0 tales que

1f(t,z) — f(t, )| < Ll|lz -yl
Vi€ R,z,y € X tales que |t — to| < a,||lz —zol| < by ||y — x0]| < 0.

Nota 4.6.4 La condicién 2 es fundamental para que el operador T sea no
expansivo.
La condicién 3 permitira concluir que el operador 71" aplica M en M.
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