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Abstract

The main goal of this work is to characterize the membership of composition operators
on the Hardy space H? of the unit disk to the Schatten classes.
Firstly, we will study the basic results for compact operators between Banach and Hilbert
spaces, and based on the spectral theorem for compact operators we will introduce the
operators ideal known as the Schatten classes and we will prove its more important pro-
perties.
Secondly, we will introduce the Hardy space H?, focusing on composition operators defi-
ned on this space. We will prove Littlewood’s theorem, that shows that these operators
are continuous, and we will study some basic results about compactness. Moreover, using
the pull-back measure we will see that our main problem is equivalent to characterize the
membership to Schatten classes of the embeddings from H? to L?(u), where i is a Borel
finite measure defined on the unit disc.
Finally, we will study the continuity and compactness properties of these embeddings and
we will present an alternative, new proof for Luecking’s theorem, that will solve our pro-
blem in the general framework and will give us the desired characterization of membership
for composition operators to Schatten classes.






Resumen

El objetivo principal de este Trabajo de Fin de Grado es caracterizar la pertenencia a
las clases de Schatten de los operadores de composicién en el espacio de Hardy H?2.
Para ello, introduciremos y estudiaremos las propiedades basicas de los operadores compac-
tos entre espacios de Banach y de Hilbert, y gracias al teorema espectral para operadores
compactos entre espacios de Hilbert presentaremos los ideales de operadores conocidos
como clases de Schatten y demostraremos sus caracteristicas mas importantes.
A continuacién, introduciremos el espacio de Hardy H?, centrandonos en los operadores de
composicion definidos sobre este espacio. Probaremos su continuidad gracias al teorema de
Littlewood y estudiaremos sus propiedades mas béasicas de compacidad. Ademads, gracias
al concepto de medida imagen, probaremos que nuestro problema inicial es equivalente
a caracterizar la pertenencia a las clases de Schatten de las inyecciones de H? en L%(u),
donde p es una medida boreliana finita en el disco.
Finalmente, estudiaremos las propiedades de continuidad y de compacidad de estas inyec-
ciones mediante el concepto de medida de Carleson y presentaremos una prueba novedosa
del teorema de Luecking, que resolverd nuestro problema en el marco general y nos dara
la caracterizacién buscada de pertenencia a las clases de Schatten para los operadores de
composicion.






Introduccion

FEn 1987, Daniel H. Luecking probaba en su articulo 'Trace Ideal Criteria for Toeplitz
Operators’ [9] una condicién necesaria y suficiente para que las inyecciones

Ju H? < LQ(M)

pertenezcan a las clases de Schatten S,(H?, L?(u)), donde p es una medida boreliana finita
en el disco unidad del plano complejo D.

Este resultado probaba, en particular, una caracterizaciéon para la pertenencia a las clases
de Schatten de los operadores de composicién definidos sobre H?2.

La meta final de este trabajo es probar con unas herramientas esencialmente diferentes
el teorema de Luecking, para poder asi ofrecer demostracién novedosa con métodos mas
elementales de la caracterizacién que mencionamos anteriormente.

Este texto se estructura en tres capitulos, a lo largo de los cuales presentaremos y estu-
diaremos detenidamente los conceptos involucrados en el teorema de Luecking, como son
las clases de Schatten, el espacio de Hardy H? y los operadores de composicién.

En el capitulo 1 comenzamos hablando sobre operadores compactos definidos sobre
espacios de Banach. Probaremos que conforman un subespacio vectorial cerrado de los
operadores continuos, y en particular veremos que conforman un ideal de Banach.

Acto seguido, nos restringiremos a los operadores compactos definidos entre espacios de
Hilbert y demostraremos el teorema espectral para operadores compactos, el cual asegura
que podremos escribir nuestro operador T' € K(Hy, Hz) como

0
T = Z an(T)en X fny
n=1

donde (e,,) v (fn) son sistemas ortonormales en Hy y Hj respectivamente y a,,(7) denota
a los nimeros de aproximacién de T.

Gracias a esta caracterizacién, definiremos entonces las clases de Schatten S, (H1, H2) para
0 < p < oo como los operadores compactos tales que

o

Z an(T)P < 0.

n=1
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Asi, definiremos la aplicacién o, : Sp(H1, H2) = R como

00 1/p
op(T) = (Z an(T)p> :
n=1

Veremos entonces que [S,(Hi, Hz), 0p] conforma un espacio cuasi-normado para 0 < p < 1
y un espacio normado para 1 < p < co. Ademas, caracterizaremos los casos p =1y p =2
como los operadores de clase de traza y los operadores de Hilbert-Schmidt respectivamente
y veremos que las clases de Schatten conforman un ideal de operadores.

Cerraremos el capitulo probando mediante el teorema de clase de traza que [S,(H1, H2), o))
conforman un espacio de Banach para 1 < p < oo y obtendremos también sus espacios
duales.

En el capitulo 2, definiremos el espacio de Hardy H?, que es el espacio de funciones
analiticas en el disco unidad del plano complejo

o0

fz)=3" f(n)z"

n=0

tales que la aplicacién
) 1/2
1flly = (Z \f(n)|2>
n=0

es finita, el cual conforma un espacio de Hilbert con la norma |-||,. Tomando f,.(e?) =
f(re) para todo 0 <r <1y e € T (donde T denota la circunferencia unidad) caracte-
rizaremos la norma |-||, como

1= s (o [ )

0<r<1

lo que probara que todas las funciones holomorfas acotadas en el disco estan en H2.
Podremos presentar entonces el concepto de operador de composicién. Dada ¢ € H(D) tal
que (D) C D definiremos el operador de composicién de simbolo ¢ como la aplicacién

C,: H> — H?
[ foe

Comprobaremos que todos los operadores de composicién son operadores lineales y conti-
nuos gracias al teorema de Littlewood, que serd consecuencia del principio de subordina-
cién, el cual también probd Littlewood.

Acto seguido, gracias a algunas nociones béasicas de analisis armoénico como la integral de
Poisson, dada f € H? introduciremos su limite radial f* € L?(T), que cumplird que

lim_f,(e"’) = f*(c")
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en casi todo € € T, lo que probaré que podemos identificar el espacio de Hardy H? con
el subespacio de L?(T) de las funciones con coeficientes de Fourier nulos para n < 0.
Gracias a este limite radial, podremos presentar algunos resultados parciales sobre com-
pacidad para los operadores de composicién, que junto con el concepto de medida imagen
nos ayudaran a probar que la pertenencia a cualquier ideal de operadores del operador de
composicion C, es equivalente a la pertenencia de la inyeccién

e o H? = L (my),

donde my+ es la medida imagen inducida por ¢*, que serd una medida boreliana finita en
el disco.

Asi, para conseguir caracterizar la compacidad y la pertenencia a las clases de Schatten de
los operadores de composicién, nos enfrentaremos al problema mas general de caracterizar
estas propiedades para las inyecciones

j# : H2 - L2(M)7

donde p denotara una medida boreliana finita en el disco.

Resolveremos este problema en el capitulo 3. Para ello, introduciremos el concepto de
medida de Carleson y probabremos el teorema de Carleson, que mostrara que las inyeccio-
nes continuas son precisamente aquellas asociadas a medidas de Carleson. A continuacién,
veremos que la compacidad de la inyeccién es equivalente a que la medida de Carleson sea
una medida vanishing.

Finalmente, probaremos el teorema de Luecking. Introduciremos primero algunos resulta-
dos técnicos sobre sumas directas de espacios de Hilbert que seran necesarios en la prueba.
Nuestro método consistird en escribir H? y L?(u) como sumas directas infinitas de cier-
tos espacios, obteniendo asi una forma matricial para nuestra inyeccién. Estimaremos la
norma de Schatten de los elementos diagonales y mayoraremos la norma del resto de ele-
mentos por los diagonales ya estimados.

Asi, aplicando uno de los resultados sobre sumas directas, obtendremos la siguiente esti-
macion:

oo 2"—1 1/p

op(in) = | D0 D (2" n(Bug))"?

n=0 j=0
donde

2mj 2n(j +1)

1 1
Roji={z€D:1— o <ol <1— goaqeang(z) € (5 —5— 1k

Asi, obtendremos nuestra caracterizacién de pertenencia a las clases de Schatten de los
operadores de composicion, y obtendremos la siguiente estimacion:

1/p

op(Cy) ~ Z Z (2nm<p*(Rn,j))p/2
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Ademés, hemos anadido un apéndice en el que introduciremos la topologia débil de un
espacio de Hilbert. Caracterizaremos la convergencia débil y probaremos que todo operador
compacto es completamente continuo, propiedad que usaremos repetidamente a lo largo
de todo el trabajo.



Capitulo 1

Clases de Schatten

El objetivo de este capitulo es presentar los ideales de operadores conocidos como clases
de Schatten o clases de Schatten-von Neumann y estudiar sus propiedades mas interesan-
tes.

En la primera seccién introduciremos el concepto de operador compacto para probar a
continuacién el teorema espectral para operadores compactos. Este resultado proporcio-
nara una sencilla y muy 1til caracterizacion que nos llevara de forma natural a la definicién
de las clases de Schatten.

Maés adelante, diseccionaremos las propiedades de estas clases, y finalizaremos el capitulo
caracterizando los casos mas interesantes de estos operadores y probando que conforman
un espacio de Banach.

1.1. Operadores compactos

Comenzaremos definiendo el concepto de operador compacto y estudiando sus propie-
dades més elementales.
Denotaremos por X e Y a espacios de Banach complejos y separables.
Merece la pena recordar ciertos aspectos topolégicos involucrados en el concepto de com-
pacidad.

Dado un espacio topoldgico T, diremos que un conjunto A C T es relativamente com-
pacto si A es compacto en T. En espacios métricos, esta propiedad es equivalente a que
toda sucesién en A tenga una subsucesién convergente en T

Ademas, si esta subsucesion converge en A, diremos que A es secuencialmente compacto.
Diremos que A es totalmente acotado si para todo r > 0 existen x1, ..., x, € X tales que

AC U B(zi,r)
i=1

11



12 CAPITULO 1. CLASES DE SCHATTEN

Cabe recordar que en los espacios métricos las propiedades de ser compacto y secuencial-
mente compacto son equivalentes, que a su vez son equivalentes a ser completo y totalmente
acotado.

Ya tenemos lo suficiente para poder dar la definicién de operador compacto y estudiar
sus propiedades elementales.

Definicién 1.1.1. Sea T' € L(X,Y). Diremos que T es compacto si para cualquier con-
junto acotado A C X se tiene que T'(A) es relativamente compacto en Y. Lo denotaremos
por T € K(X,Y). Si X =Y, escribiremos T € K(X).

Proposicién 1.1.2. Sea T' € L(X,Y). Entonces, T € K(X,Y) si y solo si T(Bx) es
relativamente compacto.

Demostracion.
Supongamos primero que 1" es compacto. Entonces, como claramente Bx es acotado, se
tiene que T'(Bx) es relativamente compacto.
Veamos la otra implicacién. Supongamos que T'(Bx) es relativamente compacto, y tome-
mos A C X conjunto acotado.
Dada una sucesién {wy,} en By, la sucesién {T'wy, }nen posee una subsucesion convergente
{Twy, }, ya que T(Bx) es relativamente compacto.
Sea ahora {x,} una sucesién en A. Recordemos que dado a € C~ {0} la sucesion {z,} es
convergente si y solo si lo es {ax, }.
Como A es acotado, existe r > 0 tal que A C B(0,r). Entonces, la sucesiéon {r~1z,} esté
contenida en By, y podemos extraer una subsucesién tal que {T'(r~'mz,, )} es convergen-
te, por lo tanto {T'z,,} es convergente y T'(A) es relativamente compacto, tal y como
queriamos probar. O

Proposicién 1.1.3. K£(X,Y) es un subespacio vectorial cerrado de L(X,Y).

Demostracion.
Veamos que K(X,Y) es un subespacio vectorial. Tomemos «, 5 € C, T, S € £(X,Y).
Sea T, una sucesiéon acotada en X. Entonces, podemos extraer una subsucesion z,, de
forma que Tz, es convergente. Ahora, estd claro que esta subsucesiéon es acotada, asi que
podemos extraer otra subsucesion (xnkJ) de forma que ankj es convergente.
Ademas, esta claro que OéTl‘nkj y ﬁS:Unkj son convergentes, por lo tanto

(aT + ﬂS’)mnkJ_

converge y esto prueba que o7 + S es compacto, por lo que K(X,Y) es un subespacio
vectorial.

Veamos ahora que C(X,Y") es cerrado.

Sea {T,} una sucesién en K(X,Y) y sea T € L(X,Y) con ||T,, — T|| — 0. Veamos que
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TeK(X,Y).

Como Y es completo, basta comprobar que para todo € > 0,7 (Bx) puede recubrirse con
un numero finito de bolas B(y;,€), con y; € Y. Tomamos n € N tal que

T, —T| <e/2.

Ahora, como T, (Bx) es relativamente compacto, T,,(Bx) C U, B(yi,€/2), con y; € Y
para todo ¢ € {1,...,n}

Por tanto, T'(Bx) C Ui, B(yi,€), y tenemos que T' es compacto. O

Vemos ahora un resultado que usaremos repetidamente a lo largo de todo el trabajo y
que en la practica proporciona la herramienta mas potente para probar la compacidad de
cualquier operador compacto:

Teorema 1.1.4 (Aproximacién por operadores de rango finito). Sea {T},} una sucesion de
operadores de rango finito en L(X,Y) y sea T € L(X,Y) tal que ||T,, — T|| — 0. Entonces
T es compacto.

Demostracion.
Tenemos que para todo n € N, T}, es un operador compacto. Como es de rango finito,
T(Bx) es un conjunto cerrado y acotado en un espacio vectorial de dimensién finita, por
tanto es compacto.
Ademads, T es limite de sucesién de operadores compactos, por tanto 1" es compacto. [

Gracias a este teorema podemos proporcionar los primeros ejemplos no triviales de ope-
radores compactos:

Ejemplo 1.1.5. (a) Esté claro que cualquier operador 7' : X — Y de rango finito es
compacto, como vimos en la prueba del resultado anterior.

(b) Tomemos (A,)nen de forma que A\, — 0 y definamos el operador

71:€2—+£2
(zn) = (Anxn).
Vamos a ver que T' € K(¢3) probando que puede ser aproximado por operadores de

rango finito.
Basta considerar para cada n € N los operadores

Th:€24%£2

de forma que T),(z1, 22, ...) = (A1Z1, ..., A\pZp, 0, ...). Entonces, esté claro que cada T,
tiene a lo mas rango n y para cada = € {5

- 1/2

[The =Tzl = | > [Asal? < sup Al (=],
[— k>n+1
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por tanto
T, — T < sup |\g| — 0.
k>n+1

Por tanto, T" es limite de una sucesion de operadores de rango finito y por el teorema
anterior es compacto.

Cabe destacar que el reciproco del teorema no es cierto en espacios de Banach en ge-
neral (Per Enflo construy6 un contraejemplo en 1973 en el que presentaba un operador
compacto que no era limite de operadores de rango finito, ver [5]). No obstante, es cierto
en algunos casos particulares, por ejemplo si Y es un espacio de Hilbert, como vemos en
el siguiente resultado:

Teorema 1.1.6. Sea H un espacio de Hilbert. Entonces, los operadores de rango finito
de L(X, H) son densos en K(X, H).

Demostracion.
Sea T € K(X,H) y sea ¢ > 0.
Veamos que existe un operador T, € £(X, H) de rango finito con |1 — T|| < e.
Sea K := T(Bx). Ahora, existen yi,...,yn € Y tales que K C Uj—; B(yi,€), ya que T es
compacto.
Tomamos M := span{yi,...,yn} (que es un espacio vectorial cerrado al ser de dimensién
finita) y definimos T := P o T, donde P es la proyeccién de H sobre M. Observamos que
P es de rango finito, y por tanto 7. también tiene rango finito.
Comprobemos que | 1. — T'|| < e. Si « € By, entonces existe ig € {1,...,n} tal que

1Tz — yioll < /2

Por tanto,
|PoTa - Pyyll < /2= |[PoTa —y,| < /2

Por tanto, dado = € Bx tenemos
|Tecx — Tz|| = ||PoTx —Tx|| < ||PoTx —yi|| + [|Tx — yip|| <e/2+e/2=¢

Asi que
1T =T <e,

tal y como queriamos probar. O

Finalmente, introducimos el concepto de ideal de Banach de operadores:

Definiciéon 1.1.7. Un ideal de operadores A es un método que asigna a cada par de
espacios de Banach (X,Y’) un subespacio vectorial A(X,Y) C L(X,Y), que cumple las
siguientes propiedades:
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(a) A(X,Y) contiene a todos los operadores de rango finito de X en Y.

(b) Si Xy y Yo son espacios de Banach y S € L(Xy, X), W € L(Y,Y)), entonces, para
todo T' € A(X,Y)
WTS e A(Xo,Yo)

Ademaés, si para cada X e Y espacios de Banach, A estd provisto de una norma « que
cumple

(¢) [A(X,Y),a] es un espacio de Banach.

(d) Si Xp y Yo son espacios de Banach y S € L(Xy, X), W € L(Y,Y)), entonces, para
todo T € A(X,Y)
a(WTS) < [W][a(T) S|

Diremos que [A, a] es un ideal de Banach de operadores.

Nota 1.1.8. En la anterior definicion hemos exigido que los ideales de operadores puedan
ser definidos entre espacios de Banach cualesquiera. También existen ideales que solo
pueden ser definidos sobre espacios de Hilbert.

De hecho, estos son los ideales que manejaremos en este texto. La definicién es exactamente
la misma, y salvo que haya lugar a confusién usaremos la misma nomenclatura para
referirnos a ellos.

Teorema 1.1.9. [K, ||||] es un ideal de Banach de operadores.

Demostracion.
Ya hemos probado que dados X, Y espacios de Banach, (X,Y") es un espacio vectorial.
Ademas, como K es cerrado, [K, ||-||] es un espacio de Banach.

Sean S € L(Xo,X), W € L(Y,Yp). Tomemos T € K(X,Y) y veamos que WT'S es un
operador compacto.

Para ello, tenemos que S(Byx,) es acotado en X, pues S es continuo. Por tanto, T'S(Bx,)
es relativamente compacto, y por continuidad WT'S(Bx,) también lo es. Esto prueba lo
que queriamos.

Finalmente, esta claro que

IWTS| < [IWIITI IS

pues los tres operadores son continuos.
Por tanto se cumplen las propiedades anteriormente enunciadas y se tiene el resultado. [

1.2. El Teorema Espectral

En esta seccion nuestro objetivo sera enunciar y probar el teorema espectral de opera-
dores compactos entre espacios de Hilbert, el cual nos conducird a la definiciéon natural de
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las clases de Schatten. De ahora en adelante trabajaremos con espacios de Hilbert com-
plejos y separables, los cuales denotaremos por Hi y Ho.

Comenzamos recordando el concepto de operador adjunto. Dado T € L(Hi, Hs), de-
finimos el operador adjunto de T' como el tnico operador T* € L(Ha, Hy) tal que
(Tz,y) = (x,T*y) para todo x € Hy, y € Hy (donde (-,-) denota el producto escalar).
Ademas, se verifica que ||[T*|| = ||T||.

Veamos que en efecto T™ estd bien definido, que es consecuencia directa del teorema
de representacién de Riesz:

Tomemos y € Hy. La aplicacién x — (T'z,y) claramente es un funcional lineal y continuo.
Por el teorema de Riesz, existe un tUnico elemento en H; que representa al funcional. De-
notamos a este elemento por T*y. De esta forma, definimos la aplicacion T : Ho — H;
que cumple para todo x € Hy,y € Hy (Tx,y) = (x,T*y) y es trivialmente lineal.
Finalmente tenemos

|T*|| = sup{||T*y|| : y € Br,} = sup{|(x,T"y)| : v € Bu,,y € Bm,}
=sup{|(Tz,y)| : € Bu,,y € Bu,}
= |7

Lo que prueba la igualdad de normas y la continuidad de T*. O

Enunciamos ahora algunas propiedades inmediatas de los operadores adjuntos.
Proposicién 1.2.1. Sean T, S € L(H,, H2), U € L(H3, H3). Se tiene

(a) T =T.

(b) (\T)* = \T*.

(c) (T+S) =T*+ S*

(d) (UT)* =T*U*.

(e) 17| = |[T]l. Bs mds, | 7T = ||

Pasamos a enunciar el teorema espectral:

Teorema 1.2.2 (Teorema espectral para operadores compactos). Sea T € L(Hj, Ho2).
Entonces T es compacto si y solo si puede ser representado de la forma

T= irn(-,en)fn, (1.1)
n=1

donde {e,} es un sistema ortonormal en Hy, {fn} es un sistema ortonormal en Hy y {7}
es una sucesion en C que converge a 0.
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Nota 1.2.3. De ahora en adelante usaremos la notacién x®y para referirnos a la aplicacién

('7 fL‘)y
Asi, tenemos que la igualdad en (1.1) puede escribirse de la forma

T = iTnen(g)fn (1.2)

n=1

Cabe destacar que si T' es de rango finito, entonces (1.2) es una suma finita ({7} es
nula a partir de cierto término.) Si 7" no es de rango finito, entonces (1.2) representa una
serie que es convergente respecto a la norma usual de operadores en L(Hy, Hs).
Llamaremos a (1.2) la representacion ortonormal (o representacion ON) del operador
compacto T'.

Observamos ademaés que la representacién ortonormal de T™ se obtiene facilmente:

o0

T" = Z ﬁfn ® en
n=1
lo que prueba que T' € K(H;, Ha) siy solo si T € K(Ha, Hy).
También nos serd conveniente el siguiente criterio de notacién: si {7y, ..., 7y} es un con-
junto finito, lo denotaremos por (7,,), donde entenderemos que es una sucesién en la que
todos lo términos a partir del (/N + 1)-ésimo son nulos.

Antes de ver la prueba del teorema espectral, enunciamos un lema que nos seré de mucha
ayuda en la demostracién:

Lema 1.2.4. Sea T' € K(H;, H2). Entonces existe un vector unitario xo € Hy tal que
T*Txo = ||T|*xo.
Es decir, ||TH2 es un autovalor del operador T*T asociado al autovector xg.

Demostracion.
Supongamos 1" # 0, ya que el caso T' = 0 es trivial.
Como T es compacto, veamos que podemos tomar una sucesién {z,} en By, de forma
que {Tx,} converge a cierto zo € Hy y tal que || Tz, converge a ||T]].
Como ||T|| = sup{||Tz|| : © € B, }, por la definicién de supremo existe una sucesién (y)
en By, tal que ||[Tyx| — ||
Ademas, como (yj) es una sucesion acotada y T es compacto, existe una subsucesiéon (yg,, )
tal que Ty, es convergente a un cierto yo en Ha, y que cumple ||Tyg, || — |7
Por tanto, basta tomar (x,) = (yx,, )-
Ahora, para cada n € N se tiene

T T — | TNPwnl® = (T*Tn — [T 20, T Tn — | T )
= 1T Tan* = 20T Tanl* + [T |n |
<|TI* = TP,
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De donde deducimos que
lim (T*Tz, — ||T|*z,) = 0.
n—oo
Por tanto, x,, converge a xg := ||T||~2T* 2. Este es el vector que buscamos. Claramente
lzoll <1,y T*Txo = ||T||*v0, y ademés tenemos
1T = M [Tz || = [[Tzol < [T|[zoll,

n—oo

de donde se sigue que ||zg|| = 1. O

Antes de la prueba, es conveniente probar que podemos reducirnos sin pérdida de ge-
neralidad al caso en el que T es inyectivo. Veamos por qué.

Sea T € K(Hi, Hs) y sean K := T~1(0) su ntcleo y R := T(H;) la clausura de su rango.
Observemos ahora que T induce un operador Ty : K+ — R que es claramente inyectivo
con rango denso, y que lo mismo es valido para su adjunto 7.

Ademaés, si consideramos P : H; — K= la proyeccién ortogonal canénica y

j : R — Hj la inyeccién natural, obtenemos la descomposicién

7.0 S Kkt R H,,
lo que prueba que podemos aplicar la reduccién anunciada.

Ya tenemos todo lo necesario para probar el teorema espectral.

Demostracion del teorema 1.2.2.
Supongamos que 7" puede ser representado como en (1.2). Entonces T" es aproximable por
operadores de rango finito de la forma

n
> Ther © fi

k=1

y por tanto es compacto.

Supongamos ahora que T es compacto, inyectivo y no nulo.

Sea {e,} una base ortonormal. Se tiene para todo z € Hy Tx = > ;2
T es inyectivo, tenemos ademas que T'e, # 0 para todo n, y por tanto

(z,en)Ten. Como

= Te
Tz =Y |[Ten|(x,en) .
nz::l C T en|
Ademas, tenemos que {e,} converge débilmente a 0 por el corolario A.0.3 y que T, por
ser compacto, es completamente continuo gracias al teorema A.0.6. Por tanto, || Te,|| — 0.
Asi que si pudiéramos elegir la base {e,,} de forma que la sucesiéon {T'e,} fuera ortogonal,

tomando f, = H;%ZII Y An = ||[Tey|| tendriamos el resultado.
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Veamos que podemos construir {e,} de la forma descrita y conseguir ademés que {7,} sea
una sucesion decreciente.

Construiremos los {e,} de forma recursiva. Para comenzar, supongamos que H; tiene
dimension finita NV € N. Usando el lema anterior, existe un autovector de 7*T' unitario
e1 € Hi que cumple T*Tey = ||T||%er y [T = || Texll.

Ahora sea 1 < n < N y supongamos que hemos encontrado autovectores de T*T ortonor-
males ey, ...,e, en Hi que cumplen

T*Tey, = ||Teg|*ex  para cada 1<k<n
y tomando Tp := T y T := Ty, e3r (1 <k <n),
1Tkl = |[Texs1ll para cada 0<k<n-—1. (1.3)

Cabe destacar que (1.3) implica que | Te1| > ... > [|[Tey,].

Observemos que Ty, lleva {e1,...,e,}+ # {0} en {Tey,....Te,}* : si x € {er,...,en}" y
1 <k < n, entonces (Tx,Tey) = (x,T*Tey) = ||Tex||*(x,ex) = 0.

Como T, es compacto, podemos aplicar de nuevo el lema para conseguir un autovector
unitario e,11 € {e1, ..., e} satisfaciendo T Thens1 = || Thl|?ent1, y por tanto | Teps1| =
HTnH < HTnfln = HTen”'

De esta forma, podemos construir una base ortonormal ey, ...,eny de Hj tal que ||[Ter| >
<> ||Tey||. Ademés, (Tey, Ten) = (T*Teg, em) = ||Texl|*(ex, em) para todo 1 < k,m <
n, y por tanto los vectores T'ey, - --Ten son ortogonales en Ho.

Esto completa la prueba en el caso en el que H; es finito dimensional. Si H; tiene di-
mensién infinita, podemos aplicar el mismo proceso recursivo que acabamos de describir,
obteniendo un sistema ortonormal (e,,) tal que (Te;,) es un sistema ortogonal y (||Te,]|)
es una sucesion decreciente que tiende a 0, por lo que obtendriamos que f, = ﬁ es
un sistema ortonormal en Hy y que 7, = ||T'e, || converge a 0 de forma decreciente, como
queriamos. Solo nos falta probar comprobar que (e, ) es de hecho una base ortonormal de
H.

Razonamos por reducciéon al absurdo.

Si (en) no fuera base, repitiendo los argumentos antes usados podriamos aplicar el lema
una vez més a la aplicacion 7' := Tenmenyt {en :n € N} = {Te, : n € N}, que es un

operador compacto y no nulo. Pero entonces 0 < ||T'|| < || Ty|| = || Ten| para todo n € N,
lo que implica que (||Te,||) no puede converger a 0, lo cual es una contradiccién, ya que
contradice el hecho de que T es completamente continuo. ]

Nota 1.2.5. Cabe destacar que la demostracién no solo prueba el Teorema Espectral, si
no que nos dice que podemos tomar la representacion ortonormal

oo
T:ZTnen®fn

n=1
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de forma que (e,) conformen una base ortonormal de autovectores de T*T', donde los

72 son los autovalores asociados y que ademés satisfacen

0< 11 <71 VneN. (1.4)
Esta ltima propiedad nos lleva a definir los nidmeros de aproximacion:

Definicién 1.2.6. Sea T' € L(H1, Hy). Para cada n € N, se define el n-ésimo niimero de
aproximacién (o namero singular) como

an(T) :=Inf{||T — 5| : S € L(H1, H2),18(S) < n} (n € N).
Es decir, a,(T") mide la distancia del operador T" a los operadores de rango < n.

La importancia de este concepto queda clara en el siguiente teorema, pues siempre
podremos representar cualquier operador compacto en funcién de sus niimeros de aproxi-
macion:

Teorema 1.2.7. Sea T € K(H1, Ha) representado como en (1.2) de forma que la sucesion
Tn, verifica (1.4). Entonces

Tn = an(T)
para todo n € N.

Demostracion.
Sea n € N.
Como S := ZZ;% Trer ® fr € L(Hy, Ha) tiene rango menor que n,

an(T) < || T = S|| = sup{|| Y (=, ex) fil : © € Bp, }

k>n

=sup{(D>_ 7l(x,ex))"/* : x € By, } < 7
k>n

Para probar la desigualdad contraria, sea S € L(H1, H2) cualquier operador de rango < n.
Como la dimensién de span{ f1, ..., fn} es estrictamente mayor que el rango de S, su niicleo
es no nulo, y asi podemos tomar xg := > j;_; £xex un vector unitario del nicleo de S. Como
Txo = > j—1 Tk fr tenemos por hipétesis

n
IT =S|l = | Two — Szoll = | Toll = (3 1wl = 7.
k=1
y por tanto a,(T) > 7. 0
Se tiene ademds que ||T|| = a1(T) > a2(T) > a3(T) > --- para todo T' € L(H;, Ha).

Veamos con los siguientes lemas algunas propiedades muy ttiles de los nimeros de apro-
ximacion:
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Lema 1.2.8. Sean m y n numeros naturales. Se tiene:
(a) Dados T,S € L(H, H2)

tmin—1 (T +5) < am(T) + an(S)

(b) Dados T € E(HQ,H?,), S e [,(Hl,HQ)

amtn—1(TS) < ap(T) - an(S) VYm,n €N

Demostracion.

(a) Sean Ty, So € L(H1, H2) tales que rg(T) < m y rg(S) < n. Entonces
rg(T + S) <rg(T) +rg(S) <m+n—1y se tiene

amtn-1 (T +5) < T+ 5 = (To + So)[| < IT" = Tol[ + [|S = Soll

Basta tomar infimo en el Gltimo miembro de la desigualdad y obtenemos lo enuncia-
do.

(b) Si Ty € L(Ha, Hs) tiene rango < n'y Sy € L(Hy, H2) tiene rango < m, entonces
U:=TpS+ (T —Tp)So € L(Hy, H3), tiene rango < m +n — 1 y se tiene

amin—1(TS) < TS = Ull = (T = To)(S = So)| < IT" = Tol| - |5 = Soll

y otra vez tomando infimo completamos la prueba. ]

Lema 1.2.9. Sean S € L(Hy, H1), T € L(Hy,H2) y W € L(Ha, H3). Se tiene que

an(WTS) < [[Wlan(T)[IS|| VneN

Demostracion.
Sea n € N. Recordemos que si U es de rango finito, entonces UA y AU son de rango
finito para cualquier operador A. Con esto en mente, tenemos que

an(WTS) = inf{|WTS — U|| : U € L(Ho, Hs),rg(U) < n}
< f{|WTS — WVS| : V € L(Hy, Hy),rg(V) < n}
< WImt{[|T = V[ : V € L(Hn, H2),rg(V) < n} S|
= [[W]l an(T) [15]]
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1.3. Clases de Schatten

Una vez que hemos probado el teorema espectral y hemos estudiado su relaciéon con
los nimeros de aproximacion, podemos ya introducir las clases de Schatten, que seran el
objeto principal de estudio el resto de este capitulo.

Definicién 1.3.1. Sea 0 < p < co. Se define la p-ésima clase de Schatten
Sp(H1, Ha)

como el conjunto de todos los operadores T' € K(Hy, Hy) que admiten una representacién
ortonormal (1.2) tal que

(Tn) € 4.

Ello motiva la definicion de la siguiente aplicacién, denominada p-norma de Schat-
ten:

o] 1/p
op(T) = (Z ITn|p>
n=0

que no depende de la representacién escogida. Es mas, se tiene

00 1/p
op(T) = (Z an(T )p>

n=1

para cualquier operador T' € S,(H1, Ha), pues basta reordenar nuestra serie y remitirnos
al teorema 1.2.7. Cabe destacar que podemos caracterizar la pertenencia de un operador
T a las clases de Schatten calculando o, (7).

Veamos un ejemplo de un operador que pertenezca a las clases de Schatten;

Ejemplo 1.3.2. Como ya vimos en el ejemplo 1.1.5, dada una sucesién (\,) que converge
a 0, el operador
T : 52 — 52

definido como
T(xn)neN = ()\nxn)nGN

es compacto.

Es muy sencillo obtener una representacién ortonormal de este operador. Si denotamos
en = (0,...,0,1,0,...) € £3 al vector con todas las entradas nulas salvo un 1 en la posicién
n, estd claro que (e,) conforma una base ortonormal en ¢, y que podemos representar T'
como

o0
T = Z Anén  €n.

n=1
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Asi, tenemos que

00 1/p
op(T) = <Z !MI”) :
n=1

Es decir, T' € Sp({2) si y solo si (\,) € £,, para cualquier 0 < p < oo.
Proposicién 1.3.3. Sea 0 <p < oo y sean T, S € S,(Hy, Ha). Entonces:
(a) op(T) =0 siy solo si T =0.
(b) o,(aT) = |a|op(T) para todo o € C.
(¢) ap(T +8) < 4P(a(T) + 0p(S))

FEs decir, o, es una cuasinorma y [S,(Hi,H2),0p] conforma un espacio vectorial
cuasi-normado.

Demostracion.

(a) Trivial.

(b) Tenemos que oI =Y 7° ya - an(T)en, @ fr. Por tanto,

op(aT)? = Y |aan(T)P = |afPoy(T).

n=0
(c) si 1 <p < oo tenemos que
op(T+8) = (3 an(T+ NP = (3 aza1 (T + S)P + 3 aza(T + S)P)/P

< 22 gt (T + SP)Y7 < 2Y7(3 (n(T) + an(S))7) 7

n

< 21/p(‘7p(T) +0p(9))-

Ahora, si 0 < p < 1 no podemos utilizar la desigualdad triangular que usamos en el
ultimo paso de la anterior cadena de desigualdades, pero si podemos deducir apli-
cando que (zy)P < 2P + yP que op(T + S)? < 2(0p(T)P + 0,(S)P).

Tomemos ahora r = 1/p y denotemos por 7* a su conjugado. Aplicando la desigual-
dad de Hoélder en la dltima desigualdad, tenemos

0p(T + 8) < 227 (a,(T) + 0,(S))",
de donde obtenemos que
op(T + 8) < 47 (0, (T) + 0(9)),

como queriamos.
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Finalmente, gracias a c), deducimos que S,(Hi, H2) es un espacio vectorial, y gracias a
las propiedades obtenidas deducimos que es un espacio cuasi-normado. O

Mas adelante probaremos que [S,(H1, H2),0p] es, de hecho, un espacio de Banach pa-
ra 1 < p < oco. En cambio, para 0 < p < 1 no es cierta la desigualdad triangular, y por lo
tanto, [S,(H1, H2), 0p] no serd un espacio normado.

Veamos un sencillo contraejemplo en dimensién finita.
Tomaremos H; = Ho = C?, p = 1/2 y consideraremos las aplicaciones lineales

() (Y

Claramente, si tomamos e; y e3 como la base canénica de C2, obtenemos una representa-
cién ortonormal directa de cada operador de la forma

A=e1®e, B=4es® eo.
Asi,
_ 2 _ _
op(T+S) = (1+V4)? =9 > 5= 0,(T) + 0,(S).

O
A continuacién, estudiaremos algunas de las propiedades mas importantes de este espacio
y probaremos que ¢, es una norma para 1 < p < oco. Ademads, finalizaremos la seccién
caracterizando el caso p = 2 como los operadores de Hilbert-Schmidt.

Proposicién 1.3.4. (a) Si 0 < p < o0, los operadores de rango finito son densos en
[SP(H17H2)aUP]'

(b) Si0 < p<q<oo,Sy(Hi,Hs) es un subespacio denso de [Sq(Hi, Ha),04], y 0q(T) <
op(T) para todo T € S,(Hy, Ha).

(c) Sea 0 < p < oo yT € L(Hy,Hs). Entonces T € S,(Hy,Hs) si y solo si T* €
Sp(Ha, Hy) y en este caso, op(T) = op(T™).

Demostracion.

(a) Sea T € Sp(Hi,H2) y Y pri Then ® fn una representacion ortonormal de 7.
Sea ¢ > 0 Como (7,) € ¢, existe N € N tal que

o) 1/p
(Z w) <e.
n=N



1.3. CLASES DE SCHATTEN 25

Basta entonces tomar S = Zfl\f _11 Tnén ® fn, que obviamente es de rango finito y

00 1/p
op(T'—95) = <Z ]Tn]p> <e.

n=N

(b) Este resultado se sigue del hecho de que £, C ¢4, asi S,(Hy, Ha) C Sy(H1,H2) y
op(T) < 04(T') para todo T' € Sp(H1, Hz). Ademas, como los operadores de rango
finito son densos en ambos espacios, se sigue que S,(H1, H2) es denso en Sq(H1, Ha).

(c) Basta observar quesi T =Y, e, ® f, entonces Y, T, fn ® €, €s una representacion
ortonormal de T™ y se sigue facilmente el resultado. O

A continuacién, veamos un resultado que serd crucial en el desarrollo del trabajo:

Teorema 1.3.5. [Sy,, 0] es un ideal de operadores con 0 < p < co. Ademds,
op(WTS) < [Wl[ap(T) S]]
para todos W € L(Hs, Hs), T € S,(H1,Hs) y S € L(Ho, Hy).

Demostracion.
Dados Hy y Hy espacios de Hilbert, ya hemos probado que S,(Hi, H2) es un espacio
vectorial. Por la proposicion anterior, es claro que contiene a todos los operadores de
rango finito.
Sean ahora Hy y Hjs espacios de Hilbert, y sean W € L(Haz, Hs), S € L(Ho, Hy).
Tomemos T' € S,(Hj, Hz). Ahora, si usamos el lema obtenemos 1.2.9

00 1/p 00 1/p
op(WTS) = (z an<WTs>p> < W] (Z an<T>p) IS = IWllo(T) IIS1],

n=0 n=0
lo que prueba que WT'S € S,(H;, Ha) d

Nota 1.3.6. Gracias a la desigualdad que acabamos de demostrar, quedara claro que
[Sp, op] es, de hecho, un ideal de Banach de operadores para 1 < p < oo cuando probemos
que es un espacio de Banach.

Con el siguiente teorema caracterizaremos de forma sencilla la pertenencia de cualquier
operador a S,(Hi, Hp) parap > 1:

Teorema 1.3.7. Sea 1 < p < 0.

(a) Un operador T € L(Hy, Hy) es compacto si y solo si dadas (e,) € Hy y (fn) € Ho
sistemas ortonormales cualesquiera, la sucesion ((Ten, fn)) converge a 0.
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b) Un operador T € L(Hy, Hs) pertenece a S,(Hy, Hs) si y solo si dadas (e,) € Hy y
2
(fn) € Hy sistemas ortonormales cualesquiera, la sucesion ((T'ey, fn)) pertenece a

Cp
Demostracion.

(a) Supongamos primero que 1" es compacto, y sean (e,) v (f,) sistemas ortonormales
en H; y Hs respectivamente.
Por la desigualdad de Cauchy-Schwarz tenemos que |(Tey, frn)| < || Ten||, que tiende
a 0, ya que T es absolutamente continuo por ser compacto y (e,) converge débilmente
a 0 (ver Apéndice A).
Para la otra implicacién, razonamos por reducciéon al absurdo. Supongamos que T’
no es compacto pero que

(Ten, fn) = 0

para todos los sistemas ortonormales (e,) en Hy, (f,) en Hs.
Ahora, como T no es compacto, tenemos que existe € > 0 de forma que a,(T) > ¢
para todo n € N. Es decir,

T — R| > ¢

para todo R € L(Hy, Hs), rg(R) < 0.

Vamos a construir dos sistemas ortonormales (e,,) en Hy y (fn) en Hy de forma que
|(Ten, frn)| > € para todo n € N y llegaremos a contradiccién. Para ello, vamos a
realizar una construccién recursiva.

Supongamos que tenemos e, ...,e, € Hy y f1,..., fn, € Ho de forma que |(Te,, fr)| >
¢. Tomamos los conjuntos

E :=span{ey,...,e,} F :=span{fi,..., fn}

y tomamos Pp1, Pr. las proyecciones ortogonales sobre E+ y F* respectivamente.
Vamos a ver que
|PpioT o Pgi| >e.

Basta ver que
PFJ_ OTOPEJ_ = (Zd—PF)OTO(Zd—PE)
=T —PproT —-ToPg+ProToPg
=T — R,
donde R = PproT + T o Pg— Prpol oPg es claramente de rango finito por ser suma
de operadores de rango finito. Por tanto, se tiene que ||PpL o T o Pp.|| > €, por lo

que existe 2 € Et con ||z|| = 1y ||PpL o Tz|| > €. Ahora, existe y € F* tal que
llyl| = 1 de forma que

|1Ppe(Tx)|| = (y, Ppo(Tx)) = (y, Tx).
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Asi, hemos obtenido vectores unitarios z € E+, y € F* tales que |(Tx,y)| > . Por
tanto, si tomamos e,4+1 = x, fn+1 =y tenemos que eq,...,en+1 € H1 Y f1,.0y fag1 €
H, son sistemas ortonormales. Repitiendo el proceso por recurrencia como ya diji-
mos, obtenemos dos sistemas ortonormales (e,) en Hy y (f,) en Hs tales que

|(Ten, fu)l > €

para todo n € N, lo cual es contradictorio y prueba que T' es compacto.

SeaT =317 1 am(T)Xm@Yym € Sp(Hi, Hz). Sitomamos p > 1y p* tal que %4—1% =1
tenemos que para cualquier sistema ortonormal (en) en Hy

Z am(T)|(en, mm)’2 = am(T)|(€n, xm)|2/p|(em $m)|2/p*
m=1

M8

Il
—

m

IA
hE

o0
Ao (T)P|(€n, ) |?) /P - Z (e, )| ?) /P
m=1

m=1

m(T)P|(en, xm)|2)1/p-

hE

< (

I
—

m

De igual forma, para cualquier sistema ortonormal (f,,) en Hy

Z am(T)|( ymafn Z am(T)P|(Ym, fn)] )l/p
m=1 m=1

Para p =1 se tiene trivialmente.
Ahora, para todon e Ny 1 <p <

am(T)1/2’(6m Ty ’am(T)l/QKyma In)l

hE

’(Tena f'fl)| S

I
-

m

(

IN

hE

am(T)‘(enaxm 1/2 Z am ymafn)|2)1/2
m=1

m=1

Y finalmente tenemos usando Cauchy-Schwarz en la suma exterior que

Z |(Temfn)|p < Z(Z am(T)p‘(envxm 1/2 Zam ym7fn)‘ )1/2
n=1 n m
< (Zam(T)pKemxm 172, Zam ym)fn)‘ )1/2

< i am(T)P < o0
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tal y como queriamos probar.

Veamos la otra implicacién. Sea 1 < p < oo y T € L(H1, Hz) tal que dados dos
sistemas ortonormales cualesquiera (e,) en Hi y (fn) en Ha, la sucesion (Tey, fr)
pertenece a £,,.

Ahora, sabemos por (a) que T es compacto, y por tanto admite una representaciéon
ONT =3 yThen ® frn. Ademds, como

o
Tenafn Z 7—m en’em fnafm) = Tn,

m=0

se sigue que
o0 oo
Z Z Tenvfn)p < o0
n=0
y por tanto T' € S,(H1, Ha). g

Si revisamos la prueba, hemos probado que dados dos sistemas ortonormales (e,) en Hp
y (fn) en Hy y T € S,(Hi, Ha) se tiene que

> 1(Ten, f)lP <> an(T)P (1.5)

gracias a esta desigualdad, podremos probar el siguiente resultado que nos caracterizara
Op:

Teorema 1.3.8. Sea 1 < p < oo, y sea T € S,(Hy, Hz). Entonces

op(T) = maz{( Z (Ten, f)IP)/P : (en) SON en Hy, (f,) SON en Hy}

Demostracion.
Por la desigualdad (1.5) esta claro que

sup{( Z (Ten, fn)P)/P : (en) SON en Hy, (f,) SON en Hy} < 0,(T)

Ademads, como T es compacto, tiene una representacion ON T = >>° | a,(T)zy, ® yn.

Entonces
oo o
Z ’(Txny yn)’p = Z an<T)p = J(T)pa
n=1 n=1

y se tiene lo enunciado. O

Corolario 1.3.9. [S,(H1, H2),0p] es un espacio normado para 1 < p < oo.
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Demostracion.
Ya sabemos que [S,(Hi, Hz),0,] es un espacio cuasi-normado para 0 < p < oo. Nos
valdremos del resultado anterior para probar la desigualdad triangular cuando p > 1.
En efecto, dado 1 <p < ooy T,S € S,(Hy, Hz) se tiene

op(T+85) = max{(i (T + S)en, fu)P)Y/? : (en) SON en Hy, (f,) SON en Hy}

n=1

< max{(}_ [(Ten, f2) )7+ (3 [(Sen, f)P)7
n=1 n=1
(en) SON en Hy, (fn) SON en Hs}

< max{(io: |(Ten, f2)P)'P : (en) SON en Hy, (fn) SON en Ha}

n=1

—i—max{(i \(Sen,fn)\p)l/p : (en) SON en Hy, (fn) SON en Hs}

n=1

= 0,(T) + 0,(S).

Por tanto, se verifica la desigualdad triangular y en consecuencia o, es una norma si
1<p<oo. ]

Finalmente, veamos un resultado que nos dard una forma de estimar o, en funcién de
cualquier base ortonormal de H;i, pero antes serd necesario el siguiente lema para asegu-
rarnos de la numerabilidad de las bases ortonormales en un espacio de Hilbert separable.

Lema 1.3.10. Si H es un espacio de Hilbert separable y (€;)icr es una familia ortonormal,
entonces I es a lo sumo numerable.

Demostracion.
Sea (e;)ier una familia ortonormal en H. Esté claro que

le; —ejll = V2, i#j.

Ahora, como H es separable, podemos tomar un conjunto {z; € H : j € J} denso en H,
donde J es a lo sumo numerable. Ahora, para cada i € I tenemos por densidad que existe
x; de forma que |e; — x;|| < v/2/4. Por tanto, para i # j tenemos

lzi = ejll = llzi — ei + e — 5| = llei — ejl| = [l — esl] > 3v/2/4.
Entonces, cada z; pertenece a la bola B(e;, v/2/2), pero

B(e;, V2/2) N B(e;, V2/2) = 0.
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Por tanto, si @ # j deducimos que x; # x;, asi que podemos establecer una biyeccién
de forma que a cada e; le corresponde el elemento z;, lo que prueba que I es a lo sumo
numerable. ]

Teorema 1.3.11. Sea T € L(H1, H2) y sea (gn) una base ortonormal cualquiera de Hy.
(a) Si0<p<2y(|Tynll) € ¢p, entonces T € S,(Hy,H2) y

op(T) < (D_|ITgulP)?
n=1

Es mds, existe una base ortonormal (e,) de Hi tal que

00 1/p
op(T) = (Z HTen\p>
n=1

(b) Si2<p<ooyT e Sy(Hi,Hs), entonces (||[Tgnll) € p y

(DT gul?)V? < 0y(T)

n=1

Es mds, existe una base ortonormal (e,) de Hy tal que

[e%¢] 1/P
op(T) = <Z IITean> :
n=1
Demostracion.

(a) Comencemos viendo que T es compacto.
Fijemos € > 0 y busquemos un operador de rango finito S € L(H;, Hz) tal que
IT— 5| <e.
Ahora, como (||T'gn||)n € £p, tenemos que existe N € N tal que

(Y ITgal?)? < &
n=N

Definimos entonces S = 7]:[;11 gn @ Tgn, que claramente es de rango finito. Falta

probar que [T — S|| < e. Para ello, sea € H;. Tenemos

1T =)l =11 (2, 90)Tgnll < (O (2, g))V2 | Tgnl| Y2
n=N n=1 n=N

oo
<zl (Y I1Tgal)VP < el
n=N
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de donde se sigue que ||T' — S|| < e. Por tanto, T' es compacto.

Ahora, tomemos T' =Y >° ; an(T)e, ® f, una representacién ortonormal. Para todo
r € Hq, tenemos
o

1Tz = 3 an(T)?|(x, )|,

n=0
y aplicando la desigualdad de Holder con exponentes 2/p y 2/(2 — p) obtenemos

Z an(T)p T)p Z |(gk7 6n Z Z an gk» en)| |(gk en)‘Q P
k=1

n=1 k=1n=1

7

S
Il
—

AN
NE
M3

TPl )PP (5 ) )7

£
Il
—
S
I
—

IN
hE
hE

(D~ an(T)?|(gr en))P/? = ZHTgkllp

B
Il
—

1

n

lo que prueba que T € S,(Hy, Hz), con o,(T) < (300 [|Tgn|P)"/P.

Finalmente, observemos que si tomamos (e,,) la base de autovectores de T7*T" como
describimos en la nota 1.2.5 entonces

o0 oo

[ee] o
ST ITenll’ = (Ten, Ten)?? = 3 (T Tey, e,)P* = Z

n=1 n=1 n=1

(b) Tomemos ahora T' = > 2 a,(T)e, ® fn € Sp(Hi, H2), donde 2 < p < oco. Ahora,
aplicamos de nuevo la desigualdad de Holder, pero con exponentes p/2 y p/(p — 2)
y obtenemos, para cada m € N:

1T gumll* = Zan 21(gm, €n) [P 1(gm, ) PE~D/P

[e.e]

< (Z an(T) | gm7€n Z grmen p 2)/2
n=1 n=1

< (3" an(T)P|(gm, €n))*'?,
n=1

de donde se sigue que

Z 1T gml|” < Z Zan |(gmsen)” =Y an(T)P = o (T,
n=1

m=1n=1

tal y como queriamos probar.

Finalmente, basta razonar igual que en (a) para obtener una base ortonormal (e,,)
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de H;p de forma que

00 1/p
op(T) = (Z IITean> ,
n=1

lo que finaliza la prueba. O
Es inmediato ver gracias a este teorema que o, es mondtona. Esto es
Corolario 1.3.12. Sean T, S € S,(Hi, Ha), y supongamos que
|Sz|| < ||Tz|| V z€ H;.

Entonces
op(S) < op(T)

para todo 0 < p < 00.

Demostracion.
Tomemos primero 0 < p < 2. Elijamos (e;,) la base de autovectores de 7*T. Entonces

oo [e.e]
ap(T)P =Y [ITen|” = 3 [|Senll” = 0,(S)P-
n=1 n=1
En cambio, si p > 2 elegimos (f,) la base de autovectores de S*S. Obtenemos

ap(S)P = Y ISFull” < DT Full” < 0p(T)P,
n=1 n=1
y obtenemos el resultado. O

Obervemos que en el teorema 1.3.11 tanto (a) como (b) son vélidos para p = 2. Podemos
enunciar entonces el siguiente resultado:

Corolario 1.3.13. Un operador T € L(H1, Hy) pertenece a So(Hy, Ho) si y solo si existe
una base ortonormal (e,) en Hy tal que

oo
Z [Ten|? < oo.
n=1

En ese caso, la suma > 024 ||T€n||2 no depende de la base ortonormal escogida; y de hecho,
para cualquier base ortonormal (f,,) de Hy tenemos

o2(T) = (D IITfal ).
n=1
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Estos operadores reciben el nombre de operadores de Hilbert-Schmidt, que cons-
tituyen un espacio de operadores clasico con una ttil caracterizacion para su norma.
Veamos cudl.

Es claro que dada (e,) base ortonormal en H, la aplicacién

oo
Z Tep, Sey)

define un producto escalar en So(Hi, H2), que genera la norma
- 2
1T = (3 I Tenl*)>.
n=1

Por el corolario anterior, tenemos que esta norma coincide con o9, lo que prueba que
[Sa(H7y, Hy), 09] es un espacio normado (de hecho, prehilbertiano). Méas adelante, cuando
probemos que, en efecto, [S,(Hi, H2),0p] es completo para 1 < p < oo, quedard patente
que So(Hip, Hy) es un espacio de Hilbert.

Merece la pena destacar también que, por polarizacion, el producto escalar anteriormente
definido no depende de la base (e,,) escogida, ya que o2 es independiente de dicha eleccion.

1.4. Dualidad de traza de las clases de Schatten

El trabajo de esta seccién girara en torno al objetivo de demostrar el siguiente teorema:
Teorema 1.4.1. Sip y p* son exponentes conjugados, se tiene:
(a) Sil < p < oo, [Sp<(Ha, Hi),0p] es isométricamente isomorfo al dual de [S,(Hi, Ha),
(b) [S1(Hi, H2),01] es isométricamente isomorfo al dual de [IC(Hz, Hy), ||-||]-

;Por qué es importante este resultado?
Sabemos que el dual de cualquier espacio normado es espacio de Banach. Como vimos
en la seccién anterior, [S,(H1, H2),0p] es un espacio normado, asi que con este teorema
probaremos que [S,(H1, H2), 0p| es isométricamente isomorfo a un espacio de Banach para
cualquier 1 < p < oo; y por tanto, serd espacio de Banach. Ademés obtendremos de una
manera elegante los duales de estos espacios.

Nuestro préximo esfuerzo ird en la direccién de encontrar el isomorfismo isométrico que
nos dé el teorema antes enunciado. Como el titulo de la seccién indica, este isomorfismo
estard directamente relacionado con el concepto de traza de un operador, el cual defini-
remos y daremos sentido a continuacién.

opl.
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Para ello, nos detenemos a estudiar las propiedades del espacio [S1(H1, H2),01], que nos
seran muy utiles para dicho fin.

Al igual que vimos con [S3(Hi, Hs),02], este es un espacio de operadores cldsico que
podremos caracterizar con otra norma, que serd mas manejable a la hora de definir y ca-
racterizar el concepto de traza. Estos operadores se conocen por el nombre de operadores
nucleares o operadores de clase de traza.

Definiciéon 1.4.2. Definimos los operadores de clase de traza como el conjunto
N(Hy, Hy) = {T € K(Hy, Hs) : Z T @ Yny I [ Tnll [[yn]| < 0o}

donde (z,,) ¥ (yn) son sucesiones en H; y Hj, respectivamente.
Definimos también la norma nuclear v : N(Hy, Hy) — R como

o0 o
= inf{z lznll lynll : T = Z Ty @ Yn}
n=1 n=1

Esta claro que la norma nuclear caracteriza a los operadores nucleares. Es decir, T' €
N (Hy, Hy) siy solo si v(T) < oo. Aunque pueda parecer precipitado llamar 'norma’ a la
aplicacién v, veremos pronto que esta denominacioén estéd justificada.
El préximo resultado ilustra la caracterizacion antes enunciada:

Teorema 1.4.3. S1(Hy, Hy) = N(Hy,Hs) y o1 = v.

Demostracién. Tomemos T € N (Hy, Hz). Dado € > 0, tomamos una representacién
T =3"021%n ® Y tal que

> llzall llynll < (1 + e)w(T).

n=1

Ademads, como T es compacto, tiene una representacién ortonormal de la forma T =
Yoo an(T)en ® frn. Calculemos o1(T):

n(T) Z Ten,fn Z Z enyxm ym7fn)

9
S
[
hE
Q

n=1
< 3O en )2 (yms f) )2 < Z [z | [[m]]
m=1 n=1 n=1 m=1

donde hemos usado las desigualdades de Holder y de Cauchy-Schwarz. Por tanto, se sigue
que 01(T> < I/(T) yT e Sl(Hl,HQ).
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Sea ahora T' € S1(H1, Hy). Basta tomar T'= Y 7", a,(T)e, @ fp. Es claro que
o0
v(T) < ) lan(Tenll | full = 01(T)
n=1
Por tanto, T € N(Hl,HQ) y 0’1(T> = V(T) O

Ahora explotaremos esta caracterizacion de o1 para obtener algunos resultados intere-
santes.

Por ejemplo, veamos un resultado analogo a la desigualdad de Hélder para operadores de
S1(Hy, Hs).

Proposicién 1.4.4. Seanp y p* exponentes conjugados, T € S,(Hi, H) y S € Sp«(Ha, Hy).
Entonces, ST € S1(H1) y
71(ST) < 0,0 (8)03(T)

Demostracion.
Supongamos primero p < 2, y por tanto p* > 2.
Tomamos T = > .0° | Then, ® f, una representacién ortonormal. Si (f,) no fuera base
ortonormal, la ampliamos a una y definimos 7,, = 0 en los términos anadidos a la sucesion.
Esté claro entonces que ST = Y o2 a,(T)e, ® S f,,. Por tanto,

a1(ST) < 3 [lmmenll 1S fall < O Imal?) P 118 £l )P
n=1 n=1 n=1

< (X Il 7o () = 0p(T)ope (5),
n=1

donde hemos usado la desigualdad de Holder y el teorema 1.3.11.
Supongamos ahora p > 2. Tomemos S = > 77 unen ® fr representacién ortonormal y
ampliemos (e,) a una base como hicimos anteriormente. Tenemos para cualquier x € Hy

S(Tz) = Z pn (T, en) frn = Z pin (2, T €n) f-

n=1 n=1

Se sigue entonces que ST =Y >°, u,T*e, @ fy. Por tanto,

a1(ST) < Y T enl ol < Qo NT enlP) P (1l
n=1 n=1 n=1

< (T ual” )7 = 0p(T)ape (5)

n=1

razonando como el caso anterior y usando o,(T*) = o, (7). g

Como ya avanzamos antes, es indispensable para construir nuestro isomorfismo el con-
cepto de traza de un operador.
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Definicién 1.4.5. Dado T' € S;(H;), definimos su traza como

o0

tr(T) = Z(T@n,en),

n=1
donde (e, ) es una base ortonormal de H.
Veamos que, en efecto, la traza estd bien definida.

Proposicién 1.4.6. Dado T € Si(Hy), tr(T') estd bien definida, no depende de la base
ortonormal escogida y
|tr(T)| < o1(T).

Demostracion.
Veamos que [tr(T')] < oo.
Tomemos T' = >"7°_| Ty @ Ym. Se tiene

|t’I"(T)| = | Tenaen | = | Z Z enaxm ymaen)|
n=1 n=1m=1
00 o0 00 oo
SZZ’emxm H ymven = ZZ €ny Tm Hym,en)|
n=1m=1 m=1n=1

0o 0o 1/2 / 1/2
( enaxm 2) (Z ymven )

= Z [[@m || [[ym | < oo
m=1

M

Lo que prueba que Y o1 >">°_,(en, Tm)(Ym, en) es absolutamente convergente y que po-
demos intercambiar el orden de sumacién. Por tanto

0o
tT(T) = Z Temen Z Z enyxm ymaen)
n=1

n=1m=1

00 00 00
= Z Z Bn,l'm ymaen Z ymaxm
m=1n=1 m=1

que no depende de la base elegida.
Finalmente, gracias al teorema 1.3.8, tenemos, dada (e,) base en Hy,

(D) =S (Ten ea)| < 01(T)

n=1
y se tiene el resultado. ([l
Cabe destacar también que la traza es un operador lineal, y que se cumple

tr(r®@y) = (y,)

Ya podemos enunciar y probar el teorema de la clase de traza.
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Teorema 1.4.7 (Teorema de la clase de traza). (a) Sil <p < oo yp* es su exponente
conjugado, entonces la aplicacion

¢ Sp=(Ha, H1) — Sp(H1, Ha)*
definida por
d(S)(T) :=tr(TS) T € Sp(Hi,Hs), S € Sy-(Ha, Hy)
es un isomorfismo isométrico.
(b) Andlogamente, la aplicacion
¢ S1(Ha, Hi) — K(Hy, H2)*
definida como en (a), es un isomorfismo isométrico.

Demostracion.

(a) Veamos que ¢ estd bien definida.
Para ello, sea S € Sy«(Hay, Hy). Probemos que ¢(S) € S,(Hy, Ha)*.
Claramente es lineal por la linealidad de la traza. Veamos la continuidad.
Tenemos por la proposicién 1.4.4 que, para todo T € S,(Hy, Hz), TS € S1(H2), y
que se cumple la desigualdad

01(T'S) < op(T)op-(5)
Por tanto,
[9(S)(T)| = [tr(T'S)| < 01(T'S) < 0p(T)op= (5)

Se sigue por tanto que ¢(S) es continua y [|¢(S)|| < op=(S).
Ahora, observamos con facilidad que ¢ es lineal.
Para la continuidad, tenemos, dado S € Sy« (Ha, Hy),

1S = sup{|¢(S)(T)] : 0p(T) = 1} = sup{[tr(T'S)| : 0,(T) = 1}
<sup{o1(T'S) : 0,(T) =1} < 0p=(5)

lo que prueba que ||¢]| < 1.

Veamos que, de hecho, ¢ es una isometria. Basta construir un operador T' € S,(Hy, Ha),
tal que 0,(T) =1y tr(T'S) = 0p+(5).

Asi tendremos

[6(S)| = sup{[tr(T'S)| : 0p(T) = 1} = 0= (5).
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Para ello, tomamos S = Y 0> a,(S) fn ® ey, una representacién ortonormal.

Si (en) no es base, realizamos el procedimiento de ampliaciéon que ya hemos llevado
a cabo anteriormente.

Como (an(S))n € £p~, existe (Bn) € £, tal quel|(By)|, =1y

Z Brn = II( an(S))an* .

Definimos entonces T' = Y02, fpen @ fn, que claramente estda en S,(Hp, Ha) y

op(T) = [|(Bn)ll,

Ahora, tenemos que

STen = Z Z Bmfmafn
n=1 m=1

Y por tanto

= Z(ST‘fnven) = Z an(S)Bn = Han(s)Hp* = op+(5),
n=1 =

lo que prueba que ¢ es isometria.
Falta probar que ¢ es sobreyectiva para terminar la demostracion.
Para ello, sea ¢ € S,(Hy, Hz)*. Definimos la aplicacién

B:Hy xHy—>C:(z,y) »<p,cQy >
Esta claro que 8 es sesquilineal. Ademas es continua, ya que

16(z,y)| < llellop(z @ y) = [lell 1] lyll -

para todo x € Hy,y € Hs. Por tanto, existe un tnico operador S € L(Hs, Hy) tal
que

5(%‘,y) = (JJ,S:[/) V(x7y) € Hl X H2

Veamos que S € Sy-(Hs, Hy). Basta tomar (ey,) y (f,) bases ortonormales en H; y
Hj y probar que ((en, Sfn)) € €,+, gracias al teorema 1.3.7.

Ahora, cada (7,) € ¢, define un operador T' = > 02| ey, ® fn, € Sp(Hy, Ha), y se
tiene

ZTn(en,an): ZTn< @, en @ fn>=<p,T>cC.

n=1 n=1
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Ademas, como (7;,) € £, era arbitrario, se sigue que ((ey, Sfp)) € £y, como querfamos.
Finalmente, si W = Y77 | 0p,gn @ hy, €s una representacién ortonormal de un opera-
dor cualquiera de S,(H1, H), tenemos

P(S)(W) =tr(WS) = ZUnS In ® hy) Z S*gn, h
n=1 n=1
Z gnaSh Zan<@agn®h >=< o, W >,

n=1 n=1

lo que prueba la sobreyectividad.

(b) La prueba de este apartado es similar a la anterior, pero tiene algunas diferencias

que hay que tener en cuenta para ejecutarla correctamente.

Para ver que ¢ esté bien definida, tomamos S € Sy (Ha, Hy).

La linealidad se sigue como en el caso anterior.

Para la continuidad, observamos que para todo T' € K(Hy, Ha), T'S € S1(H2) y

a1(TS) < [T} o1(5),

usando el teorema 1.3.5, y se obtiene lo que queriamos.
Ahora, esta claro que ¢ es lineal.
Veamos que ¢ es continua. Se tiene

()| = sup{[tr(T'S)| : T" € K(Hy, Ha), | T|| = 1}
<sup{[|[T|a1(S)| : T' € K(Hy, H2), [T = 1} = 01(5),

de donde obtenemos que ||¢|| < 1.

Ahora, queremos probar que ¢ es isometria. Cabe destacar que no podemos usar el
mismo argumento que en (a), ya que en este caso ¢} es isométrico a £, y el operador
que se construye no es compacto.

Vamos a tomar otro operador que si nos de la igualdad de normas.

Tomemos una representaciéon ON S = >">°, a,(S) fr, ® ey,. Para cada N € N, defini-
mos

N
TN:Z€n®fn

que claramente es compacto y ||Tx|| = 1, pues dado = € H;

N N 1/2
1 Twall = 1> (2, en) full = (Z (=, 6n)|2> < |=|
n=1 n=1
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y [[Tner| = 1.
Ademaés, esté claro que dado y € Hs, tenemos

N
TNSy = Z an(S)(ya en)en‘

n=1
Por tanto,
00 N
tr(TnS) =Y (TnSen,en) = Y _ an(S) VN €N,
n=1 n=1

de donde deducimos por tanto que [|¢(S)|| > SN, a,(S), lo que implica que ||¢(S)|| >
01(S) y por tanto ¢ es isometria, como queriamos probar.

Finalmente, la sobreyectividad se razona préacticamente igual en en (a). Simplemen-
te, para ver que S € S1(Ha, H1), basta tomar (7,,) € co, definir T = >">° | Then® fr, €
K(Hy, Hs) y actuar como en el apartado anterior. O

Como enunciamos al comienzo de esta seccién obtenemos como consecuencia los dos si-
guientes resultados, que cierran el estudio de las clases de Schatten:

Corolario 1.4.8. [S,(H1, H2),0p] es un espacio de Banach para 1 < p < co. En particu-
lar, los operadores de Hilbert-Schmidt [So(Hy, H2), 03] conforman un espacio de Hilbert.

Corolario 1.4.9. [S,(H1, H2),0p] es reflexivo para 1 < p < oo.

Nota 1.4.10. Como [S,(H1, H2), 0] es un espacio de Banach, dada una sucesion (T3, )nen €
Sp(H1, Ha) tal que

o
op(Th) < o0
n=1
se tiene que el operador
o0
T=>T,
n=1

estd bien definido y T € Sp(H;, Hz), donde ademads se cumple que

op(T) <) op(T).
n=1

En cambio, si 0 < p < 1, tenemos que [Sy(Hi, H2),0p] es un espacio cuasi-normado. Més
adelante, concretamente en el capitulo 3, necesitaremos manejar series de operadores en
estos espacios. Veamos un resultado que nos ayudard a manejar y a dar sentido a estas
series.
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Proposicién 1.4.11. Sea 0 < p < 1 y sea (Tp)nen € Sp(H1, H2). Supongamos ademds

que
(0.9}

Z 41/” ) < o0.

n=1

Entonces el operador
(o]
T=>T,
n=1
estd bien definido, pertenece a Sy(Hi, Ha) y

[e.e]

Z (41/Pyn

Para ver la prueba, necesitaremos el siguiente lema:

Lema 1.4.12. Sea (Ty)ren € L(Hi1,H2) tal que Ty, — T en la norma de L(Hi, Hs).
Supongamos ademds que existe una constante C > 0 tal que o,(T}) < C para todo k € N.
Entonces T € Sy(Hi, Hy) y op,(T) < C.

Demostracion.
Vamos a probar que si n € N entonces

an (1) — an(T)
cuando k — oo. Fijemos n € N. Para ello, basta ver que
|an(Ti) — an(T)| < ||T = Ti|| -
Si aplicamos el lema 1.2.8 (a), tenemos que
an(Tk) < an(T) + ar(T, = T) = an(T) + [|T — Ti|| -

Basta entonces despejar la ecuacién para obtener lo que queremos. Finalmente, tenemos
que

N N
op(T)P = Z an(T)? = lim Z an(T)P = khﬁn;() op(Tx)?

n=1 ko0 n=1

para todo NV € N.
Asi, 0,(T) < C y T € Sp(H1, Hz), como queriamos. O

Pasamos entonces a probar la proposiciéon anterior:
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Demostracion de la proposicion 1.4.11:
Comencemos viendo que

N
T= lim » T,

N—oo
n=1

esta bien definido. Basta observar que

00 00
DATull <37 ap(Th) < 0.
n=1 n=1

Ahora, veamos que cada suma parcial de la forma Zivzl T, estd acotada en o,. Recordemos
que si T, S € Sp(Hi1, Ha), se tiene que

op(T +5) < 4"7(0,(T) + 0,(5)).

Recordando esta propiedad, obtenemos que

(L1 < () ( () +0p(iTn))

n=1 n=2
N
(41/p) 41/p »(T2) + op( ZTn)>
n=3
N 0o
< Z(4l/p Z 41/p
n=1 n=1
=( < o0,

para todo N € N.
Asi, por el lema anterior se sigue que T' € S,(H1, Ha) y

)< S (47T,
n=1

ya que la sucesién S-N_| T, converge en L(Hy, Hy) a Ty ap(zgzl Tn) <C. O



Capitulo 2

Operadores de Composicién en H?

Una vez que estamos familiarizados con los operadores compactos y las clases de Schat-
ten, el siguiente paso es tratar de caracterizar la pertenencia de los operadores de compo-
sicién en H? a dichos espacios.

Para ello, en este capitulo presentaremos el espacio de Hardy H?, un espacio clsico de
funciones holomorfas en el disco unidad del plano complejo, y definiremos el concepto de
operador de composicién, que serd el protagonista mas destacado de este capitulo.
Nos centraremos en mostrar sus caracteristicas mas basicas: probaremos su continuidad
con el teorema de Littlewood y estableceremos algunos resultados interesantes que nos
hablaran de su compacidad.

Finalmente, gracias a las propiedades que presentaremos caracterizaremos nuestro opera-
dor de composicién como una inyeccién en un espacio L? sobre una medida de Borel finita
y positiva, lo cual nos llevard a afrontar un problema mas general, que serd resuelto en el
siguiente capitulo.

En cuanto a la notacién, denotaremos por D al disco unidad abierto del plano complejo,
por T al borde del disco (al que denominaremos toro) y por H(U) al conjunto de las
funciones holomorfas en un abierto U C C.

2.1. EIl Espacio de Hardy H?

Recordemos que si f € H(DD), se tiene que
F2)= 3 fm)z" vaeD,
n=0

donde f(n) denota el n-ésimo coeficiente de Taylor-MacLaurin de f.

43
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Definicién 2.1.1. Diremos que una funcién f € H(D) pertenece al espacio de Hardy
H? si (f(n)) € £3. BEs decir, si

e A
> (m))? < oo
n=0

Si definimos la aplicacién |||, : H2 — R

11l = O 1F )P,
n=0

observamos claramente esta bien definida por la unicidad de coeficientes de series de poten-
cias. Cuando no haya pie a la confusién, denotaremos ||-||, simplemente como ||-|| . Veamos
que el espacio de Hardy es, en efecto, un espacio de Hilbert:

Teorema 2.1.2. [H?, ||-||] es isométricamente isomorfo a [la, |-||,,]. Por tanto, H* es un
espacio de Hilbert con el producto escalar

(fi9) = if(n)ﬁ, f,g € H2.
n=0

Demostracion.
Definamos la aplicacién T : H? — /5 de forma que para cada f € H?

Tf = (f(n)nzo-

Esta aplicacién estd bien definida por la unicidad de series de potencias. Ademaés, es
claramente lineal e isometria. Tenemos que probar entonces que T' es sobreyectiva para
deducir que es un isomorfismo isométrico.

Para ello, tomemos (an)n>0 € ¢2. Basta entonces tomar

f(z) = Z anz".
n=0

Como la sucesién (a,) pertenece a fy estd acotada, define una funcién analitica en D.
Asi, T es sobreyectiva, y por tanto [H?, ||-||] es isométricamente isomorfo a [z, |-,], como
queriamos probar. O

Podemos obtener algunas propiedades muy interesantes de H? directamente de la defi-
nicion.

Veamos que siempre podemos dominar el crecimiento de las funciones del espacio de Hardy
si no estamos demasiado préximos a la fronteras:

Proposicién 2.1.3 (Estimacién de crecimiento). Para cada f € H?, se tiene

bl

z e D.

[F(2)] <
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Demostracion.
Tenemos

£ =1 Fm)2" < S IF )l < QO 1F )20 12172
n=0 n=0 n=0 n=0
1
V1—]z|?

donde hemos usado la desigualdad de Cauchy-Schwarz y hemos sumado la serie geométri-
ca, ya que |z| < 1. d

=[]

Esta desigualdad nos muestra que la topologia de H? es una topologia natural o compatible
para funciones analiticas, ya que implicard la convergencia uniforme en compactos:

Corolario 2.1.4. Sea (f,) una sucesion en H? que converge en norma a f. Entonces,
para cada K C I compacto, (fn) converge uniformemente a f en K.

Demostracion.
En efecto, supongamos que (f,) converge a f en norma, es decir, ||f, — f|| — 0. Ahora,
para cada 0 < R < 1, tenemos gracias a la estimacion de crecimiento que
[ fn = £l

\SE%W(Z) — f(2)] < Vi

por tanto (f,) — f uniformemente en el disco cerrado B(0; R).
Ademas, dado K C D compacto cualquiera, existe 0 < R < 1 tal que K C B(0; R), asi
que f, converge uniformemente a f en K, como queriamos probar. O

Antes de proseguir estudiando el espacio de Hardy, es conveniente proporcionar algunos
ejemplos.

N

Ejemplo 2.1.5. (a) Sea p(z) = a9+ ai1z+---+ ayz" un polinomio cualquiera.

Tenemos que
N
2
" =D lan|? < o0,
n=0

por ser un ntmero finito de sumandos. Por tanto, esté claro que H? contiene a todos
los polinomios.

(b) Tomemos f(z) = e*. Esta claro que

=3 (5 <o

n=0 '

Por tanto la exponencial también esté en el espacio de Hardy.
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(c) No todas las funciones de H? son funciones acotadas en el disco. Es también muy
facil comprobar que f(z) = log i € H?:

2 _ S
1P =3 =%

A pesar de la manejabilidad de la definicién de norma que usamos ahora, y a lo senci-
llo que es comprobar la pertenencia a H? de funciones cuyo desarrollos de potencias son
conocidos como acabamos de ver, existe otra caracterizacién de la norma que enfatiza el
comportamiento de la funcién cerca de la frontera del disco.

Definicién 2.1.6. Sea f € H(D). Dado 0 < r < 1, definimos

M= (217r /_ |f<rei9>r2de>” :

Merece la pena comentar algunos aspectos de esta definicién.
Consideraremos de ahora en adelante la medida de Lebesgue sobre T normalizada de forma
que m(T) =1, y dada f € H(D), definimos la familia de funciones

fr(€?®) = f(re??) Ve eT, 0<r<1,
estd claro que cada f, define una funcién de cuadrado integrable en T que cumple
My(f,r) = [l frll L2y -

Es decir, las cantidades My (f,7) miden la norma en L?(T) de cada funcién f, para 0 <
r < 1, o lo que es lo mismo, la norma de f en L?(rT).

Mas adelante sera conveniente recordar la definicién de esta familia f,., pues en la proxima
seccion estudiaremos el limite radial de f, un concepto que serd de vital importancia en
la teoria que desarrollaremos posteriormente.

De momento, nos conformamos con caracterizar la norma en H? en términos de Ma(f,r):

Proposicién 2.1.7. Sea f € H(D). Entonces

: 1 T % 1 7 7
712 = tim o [ (fGe )P = sup o [ |p(re)Pao

r—1- 0<r<1 27 —r
Por tanto, f € H? si y solo si May(f,r) estd acotado para 0 < r < 1.

Demostracion.
Supongamos que f € H (D). Observemos que si escribimos z = re’ € D y tenemos en
cuenta la ortogonalidad de las funciones (¢/?) en L?(T), tenemos para cualquier 0 < r < 1

10

T o

LT pre®) 2de = S | Fn) e
0 n=0

M3 = o |
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gracias a la identidad de Parseval. Esta igualdad prueba que Mas(f,r) es una funcién
creciente en r, y que si f € H?, entonces Ma(f,7) < ||f]|.
Ahora, supongamos que

lim Ms(f,r) = M < oo,

r—1-

entonces para cada N € N tenemos
N R ©
Yo < [fm)Prt < M2,
n=0 n=0

Si tomamos limite cuando r 1, observamos que cada suma parcial de la serie de || fH2
esta acotada por M2, por tanto, HfH2 < M?.
Asi obtenemos que f € H?, y la prueba esta completa. O

Corolario 2.1.8. Sea f € H(D) acotada. Entonces, f € H?.

Demostracion.
Como f esta acotada, existe M > 0 tal que |f(z)| < M para todo z € D. Por tanto, se
tiene

Mo(fr = o [ 15re) a0 < 022

= % .
Por tanto, Ma(f,r) estd acotado, f € H2 y ||f|| < M. O
Nota 2.1.9. Es necesario remarcar el hecho de que el espacio de Hardy H? no es el tinico

espacio de Hardy que puede definirse sobre ID. En general, se define el espacio de Hardy
HP con 0 < p < oo como

HP = {f € H(D): lim My(f,r) < oo},

donde M, (f,r) se define de forma analoga que Ms(f,r). Es decir:

My = (o [ 1senyras)

y se define la norma || f||, = sup My(f,r).
r—1-

Se tiene que [HP, ||||,] es un espacio de Banach para 1 < p < oo y un espacio cuasi-
normado si 0 < p < 1.

Aunque son unos espacios muy interesantes, en este trabajo nos centraremos tan solo
en H?, pues es un espacio de Hilbert y las clases de Schatten solo estan definidas para
operadores entre estos espacios.
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2.2. El Teorema de Littlewood

En esta seccion vamos a estudiar qué se entiende por operador de multiplicacion y
operador de composicién, y vamos a estudiar su linealidad y continuidad.
Comencemos viendo qué se entiende por operador de multiplicacion.
Denotaremos por H° al espacio de funciones analiticas acotadas en D.

Si definimos la aplicacién |||, : H* — R como
1Bl = sup [b(2)],
zeD

es inmediato comprobar que |[|-||., es una norma sobre H.

Ya sabemos por el corolario 2.1.8 que H® C H?. Ademés, la contencién es estricta, porque
como ya vimos, existen funciones no acotadas en H?2.

Cabe preguntarse ahora si dados f € H?, b € H™, la funcién bf estd bien definida y
representa un elemento de H?2.

Formulemos este problema en términos de operadores:

Definicién 2.2.1. Sea b € H*. Llamaremos operador de multiplicaciéon con simbolo
b a la aplicacién
M, : H* — H?
definida como
Myf = bf.
Nuestro problema ahora radica en preguntarnos si el operador M; esta bien definido.
Con el siguiente resultado damos una respuesta afirmativa:

Proposicién 2.2.2. Dado b € H*>, el operador My es lineal y continuo. Es decir, My, €
L(H?).

Demostracion.
Claramente, el operador M, es lineal. Dada f € H?, veamos que bf € H?.
Para ello, tenemos que

MZ(bf7 T)2

1/~ ; 1 /= ;

on | b e s < bl 5 [ 15 s
™ J—r 27 —T

= [1l1% M2 (£,

y por tanto, |[bfly < [0l || f]l2, lo que prueba que M, esta bien definida, que es un ope-
rador continuo y que || M| < 0] - O

Después de estudiar la multiplicacién, podemos plantearnos si fob € H?, donde b € H®.
Rapidamente observamos que para que esta composicién esté bien definida, debe ocurrir
que b(D) C D.

Podemos estudiar la composicién de funciones en términos de operadores:
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Definicién 2.2.3. Sea ¢ € H(D) de forma que ¢(D) C D. Definimos el operador de
composicién de simbolo ¢
Cy: H? —» H?

como

Cof = foo.

Esté claro que Cy, es lineal. La primera cuestién que cabe preguntarse es si C', define
un operador acotado.
La respuesta es afirmativa, pero no se seguira de una forma tan sencilla como en el caso
anterior. Este resultado es el teorema de Littlewood.
Comencemos primero suponiendo que 0 es un punto fijo de ¢, y con la ayuda de los auto-
morfismos conformes se seguird el resultado general.

Teorema 2.2.4 (Principio de subordinacién de Littlewood). Sea ¢ € H(D), de forma que
(D) C D, y tal que p(0) = 0. Entonces, C, € L(H?) y ||C,|| = 1.

Demostracion.

Consideramos el operador de "paso atras’ o backward shift B definido en H? como
0 A
Bf(z) =3 fln+1)2" (feH?
n=0

Esta claro que B esta bien definido y es lineal.
Ademads, como

IBAI? =" 1f(n+ D> <Y 1f ) =1l
n=0 n=0

se sigue que B es una contracciéon en H2.
Necesitaremos un par de caracteristicas especiales de B para la prueba. Dada f € H(D)
se tiene:

f(z) =f(0)+2Bf(z) (z€D),
B"f(0) = f(n) ¥neN. (2.1)
Ya tenemos lo necesario para probar el teorema.
Supongamos primero que f € H(D) es un polinomio.

Entonces, f o ¢ esta acotada en D y gracias al teorema 2.1.8, f o ¢ € H?.
Nos centramos ahora en estimar la norma de C,. Tenemos, usando (2.1), que

fow(z)=f(0) +¢(2)(Bf)(¢(2)) (z€D),
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Si reescribimos esta identidad en términos de operadores, tenemos
Cof = f(0)+ M,C,Bf.

Ahora, recordemos que ¢(0) = 0. Por tanto, la serie de potencias centrada en 0 de ¢ no
tiene término constante. Es decir, z es factor comin de todos los sumandos del desarrollo.
Asi, observamos que la funcién M,C,Bf tiene la misma propiedad, ya que aparece el
operador de multiplicaciéon por .

Deducimos entonces que esta funcién es ortogonal en H? a la funcién constante f(0).
Luego se tiene

ICoFII* = £ O + [MpCy BS|* < [£(0) + | Co B,

donde en la dltima igualdad hemos usado el hecho de que || Myl < [l¢]|,, < 1.
Ahora, si sustituimos en la desigualdad f por Bf, B2f,-- -, obtenemos:

IC.BSI? < BFO)P + .82

oo < s + e
En general:
|C,B f|I> < |B"f(0)* + HC@B”“fHQ Vn € N.

Combinando estas desigualdades obtenemos
" 2
ICofI2 < ST IBENO)F + |[coBm 1
k=0

para cada n € N.
Ahora, recordemos que f es un polinomio. Si tomamos n como el grado de f, tenemos
BTl f = 0 y reduce la tltima desigualdad a

IC I < D IBEHO) =Y IFR)IP = 1117,
k=0

k=0

usando (2.1) en la primera igualdad.

Esto prueba que C, es una contracciéon en el espacio vectorial de los polinomios.

Para finalizar, tomemos ahora f € H? cualquiera, y denotemos por f, a la enésima suma
parcial de su desarrollo de Taylor centrado en 0.

Esté claro que f, — f en la norma de H?, y por tanto, f, — f uniformemente en cualquier
compacto contenido en D, asi que f, o ¢ — f o ¢ también converge uniformemente en
cualquier compacto.
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Por supuesto, se tiene que || f,|| < || f]|, y acabamos de probar que || f, o | < || fv]| -
Asi, para cada 0 < r < 1 fijo, tenemos

My(fop,r) = lim My(fnop,r)< lim sup | fn ol
< lim sup || full < (7] -

Basta tomar limite » 1 para obtener que || f o ¢l < ||f].

Es decir, Cy, es continua y ||Cy|| < 1.

Para ver que ||Cy|| = 1, basta tomar f = 1 para obtener ||C, f|| = || f|| y obtenemos lo que
queriamos probar. O

Como ya comentamos, para probar el caso general en el que ¢ no fija necesariamente
el origen, nos apoyaremos en los automorfismos conformes.

Para cada p € D, definimos

_bpb—=

O‘p(z) - 1_7@7

que es claramente una funcién meromorfa en todo el plano complejo, con un polo simple
en z =1/p.

Como p € D, esta claro que |1/p| > 1. por tanto, oy, € H(D).

Ademis, op,(D) =D, o, (0) = p, ap(p) =0y a0 vy = id.

Es decir, a; es un automorfismo del disco en si mismo que intercambia al punto p con el
origen y que es su propia inversa.

Vamos a usar estas funciones para mover ¢(0) al origen.

Dada ¢ € H(D), tal que (D) C D, denotamos p = ¢(0). Entonces, la funcién holomorfa
Y = ap o ¢ lleva al disco unidad en si mismo y fija el origen.

Gracias a la propiedad de la inversa que comentamos antes, tenemos que ¢ = oy, 0 ). Asi,
obtenemos la ecuacion en términos de operadores

Cp = CyCa,.

Ya sabemos que Cy;, es continua (de hecho, hemos visto que es una contraccién), y sabemos
que la composicién de operadores continuos es continua.
Necesitamos probar entonces la continuidad de Cj,,:

Lema 2.2.5. Para cadap €D, C,, € L(H?). Es mds,

10| < (1+ |p‘)1/2'
Y 1 —|p|

Demostracion.
Comencemos tomando R > 1 y supongamos primero que f € H(RD). Entonces tenemos
que
-V S NP Lm i0y)2
712 = tim oo [ 1pre?)Pdo = o [ e Pa
—Tr

r—1- 27 J_» 2T
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Ahora, simplemente haciendo un cambio de variable obtenemos

1700yl = o [ Iftap(e®)Pds = 5 [ 1P la(elar
iy 1= [pl? 1—[p|? ( /7r ity|2 )
< -
2W/ P ot < e (5 [ PPt
1+p
2 .

Hemos probado esta desigualdad para funciones holomorfas en RID. En particular, se tiene
para los polinomios.

Ahora, basta con repetir el mismo razonamiento que usamos en el principio de subordina-
cién de Littlewood para transferir esta propiedad a cualquier funciéon de H?, y obtenemos
lo que queriamos probar. O

Ya tenemos todo lo necesario para probar la continuidad de cualquier operador de com-
posicién, fije o no el 0.

Teorema 2.2.6 (Teorema de Littlewood). Sea ¢ € H(D), tal que (D) C D. Entonces,
Cyp € L(H?) y
1+ |(0)]

C,ll <

Demostracion.
Como ya expusimos anteriormente, si tomamos p = ¢(0), tenemos que

Cp = CyCa,,

donde 9(0) =
Gracias al principio de subordinacién y al dltimo lema, se tiene que Cy y Cq, € L(H 3,
por tanto, C,, € L(H?).

Es més, usando el hecho de que ||Cyl|| = 1 se sigue que
1+ l9(0)]
1Coll S NCyll || Ca || < ,
® (4 || apH 1— [(0)]

como queriamos. ]

2.3. El limite radial. La integral de Poisson

Recordemos que para cada f € H(D), definimos la familia de funciones

fr(€®) = f(re??) Ve eT, 0<r<1.
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Hemos visto ademads que la pertenencia de una funcién holomorfa en ID al espacio de Hardy
depende directamente de su comportamiento cerca del borde.

Seria interesante poder caracterizar de alguna forma los valores limite de estas f, mediante
alguna funcién f* € Lo(T), que llamaremos limite radial.

Para ello, recordemos que dada

[e.e]
f(2) =3 f(n)z" € H?,
n=0
definimos para cada 0 < r < 1,
fr(€?) = f(re?) = > fn)rme™ vel® e T.
n=0
Parece entonces evidente que la definicion apropiada para f* debe ser
. 0 A . .
(e = Z f(n)e™?, e eT. (2.2)
n=0

El siguiente teorema prueba, que, en efecto, dicha eleccién es la correcta para obtener la
identificacion enunciada:

Teorema 2.3.1 (Teorema del limite radial). Sea f(z) = Y°°, f(n)z" € H?, y definamos
f* como en (2.2). Entonces se tiene:

(a) f* € LX(T) y [|f*[lz2emy = II£1l-
() 1 fr = ey = 0 sir =17
(¢c) fr — [* en casi todo T.

Demostracion.

(a) Basta con aplicar la identidad de Parseval:
0 A
1 z2emy = D2 1F )P = 1 fll g2 -
n=0
(b) Tomemos ¢ > 0. Gracias a la identidad de Parseval se tiene

1 = F1Z2emy = 1D F)(1 =™ |72
n=0

= Ifm)Pa—rm2

n=0
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Ahora, como la serie 32°% | f(n)|? es convergente, podemos tomar N € N de forma

que Y02 no | f(n)|? < &/2. Ademés, al ser una suma finita de términos, tenemos

también que
N

Yo IfmPa—r)? =0
n=0

cuando r — 17. Asi, existe rg € (0, 1) tal que para todo ro < r < 1 se tiene que

N
ST )P —rm)?<e/2.
n=0
Finalmente tenemos

N oo
1o = £ ey = 2 IFMPA =2+ 30 [f) P -
n=0 n=N+1
<ef2+¢e/2=¢.

Como € > 0 es arbitrario, se sigue el resultado. O

Falta por probar el apartado (c). Aunque a priori parezca un resultado sencillo de probar,
para poder justificar la convergencia en casi todo de f, a f*, vamos a necesitar introducir
algunos conceptos clasicos de andlisis arménico, como por ejemplo la integral de Poisson.

A pesar de que es una teoria muy interesante y ampliamente estudiada, vamos a limitarnos
a desarrollar los conceptos mas basicos y los resultados indispensables para la prueba de
este resultado.

Seréd conveniente identificar la frontera del disco T con el intervalo [—, 7].
Comencemos introduciendo el concepto de nicleo de Poisson:

Definicion 2.3.2. Se define el niicleo de Poisson como

[e.o]

P(0)= Y riMe

n=-—o00
para 0 € [—m, 7], 0 <r < 1.

Sera 1til extender el ntcleo de Poisson a todo R de forma peridédica cuando sea conve-
niente.
Es facil ver la siguiente caracterizacion:

Lema 2.3.3.
1—r2

P(6) = ,
(0) 1—2rcosf + r2

Vo € [—m,7m],0 <r<1.
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Demostracion.
Podemos escribir, tomando z = re®
> > 1 z
P.(0) = " zZ' =
- (0) Zz —1—22 1—z+1—§
n=0 n=1
1— |22 1—r?

T =222 1-2rcosf+12

como queriamos. O
Este lema prueba ademas que P, estd bien definida y es no negativa.

Definicién 2.3.4. Dada f € L!([—n,7]), definimos su integral de Poisson como

PUIe) = (75 P)O) = 5 [ Po =050t

Es muy sencillo comprobar que si f tiene desarrollo de Fourier de la forma Y 0° ane™.

n—=——oo n
entonces

P[f](rew): i anr™ein?.

n=—oo

En efecto, tenemos que

P[f](re?) = ;ﬁ/ﬂ f(t)( i T|n|e—in(t—9)> di

—T

n=—o0
© 1 ™ . )
_ Z T|n| </ f(t)e_mtdt) em@
= 2r J
n=-—o0
0 .
— Z anr\n|e'm€7
n=—oo

como queriamos.
Esta igualdad nos ayuda a relacionar la integral de Poisson con nuestro problema original.
Notemos que

P[f(re”) = 3 fln)rte™ =3~ f(n)(re)".
n=0 n=0

Si tomamos ahora re? = z € I, obtenemos claramente que P[f*] = f. Es decir, la integral

de Poisson del limite radial que definimos anteriormente es la funcién original en el disco.
Es mas, se tiene
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Por tanto, para probar la convergencia en casi todo enunciada en el teorema del limite
radial, basta probar entonces que si f € L'([—,7])

(Prxf)(0) — f(0) si r—1",

en casi todo 0 € [—m, 7.
Para ello, probaremos un teorema maés general, que enunciamos proximamente.
Antes, necesitamos introducir algunos conceptos como el de aproximacion a la identidad.

Definicién 2.3.5. Sea una familia de funciones { Kj}s~( definidas en R?. Diremos que es
una aproximacion a la identidad si cumple las siguientes propiedades:

() fou Ks(a)dr = 1.
(b) |Ks(x)| < ¢/6? para todo 6 > 0y x € R?
(c) |Ks(z)| < ed/|x|! para todo § > 0y = € R4

Recordemos ahora la definicion de punto de Lebesgue. Sea f € Llloc(]Rd), y © € R%
Diremos que es un punto de Lebesgue para f si

, 1 _
B /. 0 f@)ldy =0

Ademas, gracias al teorema de diferenciacién de Lebesgue se tiene que casi todo punto en
R es un punto de Lebesgue (ver [13], corolario 1.6.)

Teorema 2.3.6. Si {K;}s=0 es una aprozimacion a la identidad y f € L*(R?), entonces
(f x Ks)(x) = f(x) 0—0
para todo x € R punto de Lebesque. En particular, el limite se tiene en casi todo RC.

Para poder poner en pie la prueba, necesitaremos el siguiente lema técnico:

Lema 2.3.7. Sea f € LY(R?), y sea x punto de Lebesgue de f. Definamos

1
Ay = [ 10w =)~ @, >0

rd
Entonces A(r) es continua para r > 0, y
A(r) =0 r—0

Ademds, A estd acotada.
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Demostracion.
Tenemos la continuidad gracias a la continuidad absoluta de la integral de Lebesgue.
Para ver que A(r) tiende a 0 cuando r — 0, basta observar que la medida de la bola de
radio r es Cyr?, donde Cy es una constante dependiente de la dimensién del espacio.
Asi, gracias a que x es un punto de Lebesgue tenemos

Alr) = C’dm /\f 2)ldy — 0,

donde tomamos el limite m(B) — 0, con x € B Por tanto, tenemos que A(r) estd acotado
para 0 <r < 1.
Para terminar la prueba, basta ver entonces que si r > 1, se tiene

A <~ [ 1@ - y)ldy+ - Iy

rd ly|<r ™ Jyl<r
1
S 1f 11 (ray + Cal f(2)],

y por tanto, A estd acotada. ]

Ya podemos probar el teorema anterior:
Demostracion del teorema 2.5.6.
Como la integral de cada K es 1, tenemos

(£ Ko)(@) = f@) = [ (Fla=u) = F@)Ks(w)dy.
Asi,
(+ Ks)(a) = J(@)| < [ 7@ =) = F@)IKsw)ldy.

Por tanto, basta ver que el término derecho de la igualdad tiende a 0 en casi todo.
Para ello, escribimos

[ =) = F@)IKs()ldy =
= [ M=) = @5 (w)ldy

EZLMQK%H6<x—w—f@wKMwwy

Tratemos de acotar cada sumando.
Para el primero, si usamos la propiedad (b) de las aproximaciones a la identidad, obtenemos

[ e =)= sty < 55 [ 15 =) = 1@y
< cA(9).
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Ahora, para cada sumando restante tenemos, usando la propiedad (c):

[f (@ —y) = F(@)|[Ks(y)|dy

/2k5<y|<2k+15
cd
< W ~/|y|<2k+15 |z —y) = fz)|dy

CI

< — — _
S gy sy 9~ Sy
< 27k A28 1),
Asi, si combinamos ambas desigualdades, obtenemos que
(F # Kp) () — ()] < cA) + ¢S 2R A2M15),
k=0

Ahora, dado € > 0, tomamos N € N tal que 37~y 27k < ¢. Por tanto, tomando §
suficientemente pequenio, tenemos por el lema anterior que

A(2%5) <e/N, ke0,1,..,N—1.
Asi, ya que A(r) estd acotado, deducimos

|(f * K5)(x) — f(z)] < Ce,

y esto concluye la prueba. ]
Ahora nos falta comprobar que el niicleo de Poisson es una aproximacién de la identidad
considerando § = 1—r, 0 < r < 1y extendiéndolo a toda la recta real asignandole el valor
0 fuera del intervalo [—m, 7).

Proposicién 2.3.8. El nicleo de Poisson es una aproximacion a la identidad.

Demostracion.
Tenemos que comprobar cada una de las propiedades de la definicién:

(a) Siintercambiamos suma e integral gracias a la convergencia absoluta de la serie que
define el ntcleo de Poisson obtenemos

" P d@_/ Z [n| zn@de_z |n|/ zn@da

—T

(b) Tenemos

1+7’ 2
0) < ZTW*ZT —|—Zr 1—7“_1—7°7

n=—oo

como queriamos probar.



2.3. EL LIMITE RADIAL. LA INTEGRAL DE POISSON 99

(c) Tenemos
1—2rcosf+7r* = (1—7r%)?+2r(1 —cos) > 2r(1 — cosd) > CH?
con C > 0. Entonces, obtenemos

1—7r? 1-—
r <C r
1—2rcosf + r2 62

y por tanto el nicleo de Poisson es una aproximacién a la indentidad. O
Con esto, podemos enunciar este resultado:

Corolario 2.3.9. Sea f € LY([~m,7]), con serie de Fourier

o)
2 : anemzv.

n=—oo

00 mnx

Entonces, la serie Y.°°___ anr!™e™® converge a f(x) para casi todo z, cuando v — 1.

Demostracion.
Como ya comentamos anteriormente, tenemos que

[e's) ) 1 -
> awhlen = [* (o - y)P ).
= T J—m
n=—oo
Basta entonces extender f a toda la recta real definiéndola como 0 fuera del intervalo
[—7, ] y aplicar el teorema 2.3.6. Como acabamos de ver, el nicleo de Poisson es una
aproximacion a la identidad, y asi se tiene el resultado. O

Volvamos a nuestro teorema del limite radial.

Con el trabajo que hemos desarrollado en las ultimas paginas, ya podemos justificar la
convergencia en casi todo del limite radial.

Vemos entonces la prueba.

Demostracion del teorema 2.3.1 (c):
Como ya hemos visto, tenemos que para cada 0 <r < 1

fT(eiG) _ Z ']E(n)rneiné?'
n=0

’ ¥ 4 : : 00 F(r))pind
Ademas, sabemos que f* tiene como serie de Fourier > 2, f(n)e™.

Asi, por el corolario anterior, tenemos que

S Fmpment Y fu)e,
n=0 n=0
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en casi todo € cuando r 1. Es decir,
Fr(€?) = f*(e")
en casi todo € € T si r /1, tal y como queriamos probar. ]

Cabe recordar que hemos probado que dada cualquier f € H? f. convergerd en casi
todo a la funcién con serie de Fourier

Z f(n) ein@ )
n=0

Es decir, podemos identificar el espacio de Hardy con el subespacio de L?(T) de funciones
con coeficientes de Fourier nulos para n < 0.

A partir de ahora y cuando no haya lugar a confusién, dada f € H? la identificaremos en
T con su limite radial escribiendo

f(e0) = [ (%), e’eT.

2.4. Compacidad de operadores de composicion

Vamos a estudiar en esta secciéon las propiedades elementales de compacidad de los
operadores de composicién en H?.

Aunque veremos algunos resultados muy Tttiles, el objetivo de esta seccién no es caracte-
rizar la compacidad en general, si no construir una base de resultados que nos ayudaran a
transformar el problema de estudiar la compacidad y la pertenencia a las clases de Schatten
de operadores de composicién en el problema méas general de estudiar estas propiedades
para las inyecciones de Carleson, el cual resolveremos en el préximo capitulo.

Comencemos viendo un claro ejemplo de un operador de composicién compacto. Basta
tomar o € D y definir
p:D—=D:p(z)=a VzeD.

Asi, tenemos que dada f € H?, se tiene C,f(z) = f(«) para todo z € D.

Es decir, la imagen de H? por C,, es el espacio de las funciones constantes, que constituyen
un espacio vectorial de dimension 1.

Asi, C, tiene rango finito y por tanto es compacto.

Observemos que ¢ contrae de manera dréastica el disco unidad, ya que lo lleva a un solo
punto.

En cambio,si tomamos 1(z) = z, claramente ¢(D) = D y Cy, estd bien definido. Se tiene
que Cy(Bpy2) = Byz, que no es un compacto.
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Por tanto, nuestro operador Cyy, no es compacto.
Cabe preguntarse hasta qué punto tiene que comprimir una funcién ¢ € H(D) el disco
para que induzca un operador compacto.

Con el siguiente resultado vemos que basta pedir que ¢(ID) sea relativamente compacto en
D.

Teorema 2.4.1. Sea ¢ € H(D). Si ||¢|l, < 1, entonces C, € K(H?).

Demostracion.
Para cada n € N definimos el operador

n

Tof =Y f(k)e" (f € H).

k=0

Cada T}, es un operador lineal y continuo tal que lleva H? en el espacio vectorial engendrado
por las primeras n potencias de (.

Veamos que ||Cy, — T, || — 0. Como los T, son operadores de rango finito, tendremos que
Cy, es compacto.

En efecto,

IC=Trl =1 S i< S 17|

k=n+1 k=n+1
. . 1/2 o 1/2
< 3 F®) el < ( > If(k)|2) (Z ||80|i§)
k=n+1 k=n+1 k=n+1
n+1

' 4
< el gy 50
V-l

donde hemos usado la hipdtesis para sumar la serie geométrica. O
Podemos refinar algo mas el razonamiento usado en esta prueba para obtener un re-

sultado més fuerte.

Recordemos que dado T' € L(H;, Hs) es un operador de Hilbert-Schmidt (es decir, T' €

Sa(H1, H2)) si y solo si existe una base ortonormal (e,) de H; tal que

o0
Z HTen||2 < 0
n=1

Se tiene:

Teorema 2.4.2. Sea ¢ € H(D) tal que (D) C D. Entonces C, es un operador de Hilbert-

Schmidt si y solo si
& 1
————df < 0.
/—w 1 — ()2



62 CAPITULO 2. OPERADORES DE COMPOSICION EN H?

Demostracion.
Observemos que {1,z,22%,...} forma una base ortonormal de H?2. Est4 claro que dado
2", n € N, se tiene que Cp2" = 2" o = ™.
Entonces, C, es Hilbert-Schmidt si y solo si

o0
2
> g™ < oo
n=0
Tenemos
1 /” 1 1 [ ,
o> — [ — L __go— 7/ S (e o
— 0)|2
21 J_z 1 — |p(e?)] 21 Jor 2
> 1 T 0 00 )
=Y o [ el Pt = 3 1) Wy
n=0 TJr n=0
o0
2
= > le"I7,
n=0
tal y como queriamos probar. O

Veamos ahora un resultado que caracterizard la compacidad de un operador de com-
posicién en términos de convergencia débil.

Antes de enunciarlo, recordemos algunos conceptos de andlisis complejos que seran funda-
mentales en la prueba.

Sea 2 C C un conjunto abierto. Diremos que una familia F de funciones holomorfas en (2
es normal si cada sucesién de F tiene una subsucesion que converge uniformemente en
cada compacto de Q.

Si para cada compacto K C €2 existe M > 0 tal que

If(z)| <M VzeK, feF,

diremos que la familia F estd uniformemente acotada en los compactos de §2.
Ademas, diremos que la familia F es equicontinua en un compacto K C 2 si para cada
e > 0 existe 0 > 0 tal que si z,w € K con |z —w| < J, entonces

1f(z) = f(w)| <e VfelF.

El siguiente teorema, conocido como teorema de Montel, relaciona los anteriores
conceptos:

Teorema 2.4.3. Sea F una familia de funciones holomorfas en § uniformemente acotada
en los compactos de 2.
Entonces:
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(i) F es equicontinua en cada compacto de §Q.
(ii) F es una familia normal.
Ya podemos enunciar el resultado prometido anteriormente. Se tiene

Teorema 2.4.4. Sea ¢ € H(D) tal que (D) C D. Las siguientes condiciones son equiva-
lentes:

(a) C, € K(H?).

(b) Si (fn) es una sucesion acotada en H? y converge a 0 uniformemente en cada com-
pacto de D, entonces ||Cy fn| — 0.

Demostracion.
Sera conveniente recordar que gracias al corolario 2.1.4 la convergencia en H? implica la
convergencia uniforme en compactos de D.
Denotemos por B a la bola unidad cerrada de H2.
Veamos primero (a) = (b).
Supongamos que C, es compacto. Es decir, C,(B) es relativamente compacto en H 2,
Sea ahora (f,,) una sucesién acotada en H? que converge uniformemente a 0 en cada com-
pacto de ID. Basta probar que la funcién nula es el limite en la topologia de la norma de
la sucesién (Cy fr) -
Tenemos entonces que C, f, — 0 uniformemente en cada compacto de . Entonces, si
Cy fn converge en H 2 debe hacerlo a 0, ya que la convergencia en H? implica la conver-
gencia puntual en D. Ademads, como C,, es compacto, el conjunto {Cy, f,,} es relativamente
compacto, asi que la sucesion es convergente y tiende a 0, como queriamos probar.
Veamos ahora (b) = (a).
Sea (f,,) una sucesiéon acotada en H?. No hay pérdida de generalidad si asumimos que la
sucesion esta contenida en B.
Para ver que C, es compacto, basta encontrar una subsucesién convergente de (Cj, fy).
Ahora, como las funciones de B estdn acotadas uniformemente en los compactos de D,
gracias al teorema de Montel podemos extraer una subsucesién {gr = fn, } que converge
uniformemente en cada compacto de D a una funcién holomorfa g.
Veamos que g € H?2.
En efecto, para cada 0 < r < 1 tenemos

17 : 1 7 A
o | latre?)a0 = tim o [ gu(re) a0 < sup g < 1.
T J_r k—o0 27 —r k

Por tanto, obtenemos que g € H?, y de hecho |g|| < 1.
Asi, la sucesién (g, — g) estd acotada en H?, y gr — g — 0 en cada compacto de D.
Por tanto, gracias a la hipotesis, tenemos que

Cogr — Cogll = [|Cyp(gn — 9)Il = 0,
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lo que prueba que (Cyg;) es convergente, como queriamos. ]

Veamos ahora que la inyectividad o univalencia de ¢ nos permitira caracterizar la com-
pacidad del operador de composiciéon que induce:

Teorema 2.4.5. Sea ¢ € H(D) univalente tal que p(D) C D. Entonces, C, € H? si y
solo st )
L1l
lz|l»1- 1 — |z

La prueba de este resultado no es inmediata.
Debemos introducir para ello algunos conceptos vitales de la teoria de espacios de Hardy
que nos ayudara a dar una demostracién.

Primero, daremos una estimacién de la norma en H? en funcién de la integral de &rea
en 0. Denotaremos por dA = %dmdy a la medida de area en el plano complejo, normali-
zada de forma que A(D) = 1.

Proposicién 2.4.6. Sea f € H(D). Se tiene

SIf = O < [17GPA - 1edAE) < 1f - FO)I.

Demostracion.
Basta escribir la integral en coordenadas polares y usar el teorema de Fubini para obtener

/ F )R = [22)dA(z _2/ <27r /W | '(rei9)|2d9> (1= r2)rdr
2/0 (2 nQIf(n)|2r2"2> (1 —r®)rdr
2 i 712|f(n)|2/01 2721 — 2)rdr

n=1
)

n=1

Ademés, como se tiene que f(z) — f(0) = 2°°, f(n)z", se sigue que

SISO =3 Lol <3 iR < I - SO

y gracias a la igualdad anterior se tiene el resultado. O

El siguiente concepto que necesitaremos en la prueba es el de nicleo reproductor.
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Definiciéon 2.4.7. Para cada punto p € D, llamamos niicleo reproductor para p a la

funcién
o
— E ﬁnzn .

n=0

1

kp(2) == 1—pz

Esta familia de funciones cumple unas propiedades muy interesantes que vemos a
continuacién:

Proposicién 2.4.8. Sea p € D. Se cumple
(a) k, € H.
(b) Para cada f € H? se tiene

(c) Sea p € H(D) con p(D) C D. Entonces
Cokp = kp)

Demostracion.
Las propiedades (a) y (b) son triviales.
Veamos (c). Si tomamos f € H? se tiene

(fs C;kp) = (Cof,kp) = Cyuf(p) = fle(p)) = (f, ktp(p))a

lo que prueba el resultado. O

Con esta proposiciéon hemos probado que la evaluacién en un punto de D es un funcional
lineal y continuo sobre H?, cuyo representante que se obtiene en el teorema de Riesz es
precisamente el ntcleo reproductor.

Ademés, aunque no existe ninguna buena caracterizaciéon para el adjunto de un operador
de composicién, obtenemos un buen resultado para esta familia de funciones.

Vayamos entonces a la prueba.
Demostracion del teorema 2.4.5.
Supongamos primero que @ es univalente y que verifica

1—
L L-le(e)
|z|l-1— 1 — |Z|

Para probar que C, es compacto, vamos a usar la caracterizacién que nos da el teorema
2.4.4.

Supongamos pues que (f,) es una sucesiéon acotada en H?, y que converge a 0 uniforme-
mente en compactos de . Queremos probar que ||C., fy| — 0.
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De nuevo, sin pérdida de generalidad podemos asumir que || f,|| < 1 para todo n € N.
Sea € > 0. Por hipétesis, existe 0 < r < 1 tal que

1— 2|2 <e(l—|e(2)]?) para 1 < |z| <1. (2.3)

Ahora, gracias a la estimacién de la norma con la integral de area obtenemos
1
3 1Cofa = PO < [ (o 9) ()L = |2)dA(2)
/ (o) (P = 12)aA(2)
D\rD

Como f, o ¢ — 0 uniformemente en compactos de I, lo mismo ocurre para sus derivadas
(ver [14], teorema 5.3.)

Asi, la primera integral converge a 0, y lo denotaremos por o(1). Para tratar de estimar la
segunda integral, usaremos la desigualdad (2.3), cambiaremos el anillo D\ 7D por el disco
completo y haremos el cambio de variables ¢(z) = w, el cual es valido por la inyectividad
de .

Obtenemos

ICofu= FaleO)IP <o) e [ |(fuo ) (L= [p()AL)
)+ e [ 15 @EREL = @)l () FdAR)

o(1) +2 [ £, (w)(1 = [w*)dA(w)

o(1) + 2¢ || f — F(0)|?
o(1) + 2e,

IN

IN A

donde en la tltima desigualdad hemos usado el hecho de que || f, — f(0)|| < || fx]| < 1 para
cada n € N.
Ahora, como f,(p(0)) — 0, obtenemos que

limsup ||Cy, fo || < 2e.
neN

Como ¢ era arbitrario, se sigue que ||Cy fn|| — 0, y esto prueba que C, es compacto.
Veamos ahora la otra implicacion.

En esta prueba no usaremos el hecho de que ¢ sea univalente, asi que obtendremos un
resultado mas general:

Si C, es compacto con ¢ cualquiera, entonces

1—
o L= le@l
lz|l-1- 1 —|z]
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Para cada p € D definimos

folz) = kp(2) _Vi- |p‘2’

Rl 1Pz

es decir, f, es el nucleo reproductor de p normalizado.
Vamos a probar que

|Coto| =0 st Il =17
Una vez demostrado, aplicando las propiedades de los nicleos reproductores tendremos

1—|p|?

sl = @ = ekl = = 05w

lo que finalizara la prueba.
Recordemos que el adjunto de todo operador compacto es compacto, como vimos en el
capitulo anterior, por tanto Cj, también es compacto. Asi, el conjunto

{Cofp:p €D}

es relativamente compacto en H?, asi que cada sucesién tendra una subsucesién conver-
gente. Basta entonces probar que la funciéon nula es el tnico limite posible para cualquier
subsucesién.

Sea entonces (p) sucesién en D tal que [p,| — 17,y C5fp, — g en la norma de H?.
Vamos a probar que g = 0.

Para ello, tomemos h un polinomio cualquiera. Tenemos

= lim /1 — |pn[*(kpp,). ) = Hm /1 —|pn|? k(e (pn))
=0,

donde la ultima igualdad se tiene por ser h acotado en D. Por tanto, se tiene que g es
ortogonal a todos los polinomios. Como estos son densos en H?, se sigue que g es la funcién
nula, y esto acaba la prueba. O

Finalizamos la secciéon con un resultado que serd crucial para introducir las inyecciones
que estudiaremos en el préximo capitulo:

Proposicién 2.4.9. Sea ¢ € H(D) tal que p(D) C D. Si C, es compacto, entonces
()] < 1

en casi todo €9 € T.
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Demostracion.
Razonamos por reduccion al absurdo.
Supongamos que el conjunto

E:={0€[-mn]: |g0(ei9)\ =1}

tiene medida de Lebesgue positiva. Esta claro ademas que cada monomio 2" con n € NU{0}
pertenece a la bola unidad cerrada de H?, y que la sucesién (2") converge uniformemente
a 0 en cada compacto de D.

Por otra parte, tenemos

n 1 N % n 1 % n
ICoI? = o= [ et = o [ fe(e)as
1

=—m(FE) >0,

2w
donde m(FE) denota la medida de E. Asi, la sucesion (C,2") no converge a 0 en norma,
lo que contradice el hecho de que U, es un operador compacto. ]

Con esta proposicién vemos que la compacidad de C, estd intimamente relacionada con
los valores de ¢ en T. Es mas, observamos que es fundamental la disposiciéon geométrica
de ¢(T) en D: si ¢(T) NT tiene medida positiva, entonces C, no serd compacto.
Estudiaremos estas caracteristicas geométricas mediante el concepto de medida imagen.

2.5. Medidas Imagen

El objetivo en esta seccién es traducir nuestro problema sobre operadores de composi-
ci6én al lenguaje de la teoria de la medida.
Para ello, comenzamos extendiendo el concepto de funcion medible a aplicaciones que
toman valores en un espacio medible cualquiera:

Definicién 2.5.1. Sean (X, M) y (Y, A) espacios medibles, y sea T' : X — Y. Diremos
que T es medible si

T-YA) e M
para todo A € A.

Observemos que esta definicion incluye la nocién clasica de funcién medible en la que
T toma valores en un espacio euclideo: basta considerar el o—algebra de Borel en dicho
espacio.
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Definicién 2.5.2. Sea (X, M, pu) un espacio de medida, (Y,.A) un espacio medible y
T : X — Y una funcién medible.
Se define la medida imagen pr como

para todo A € A.

Veamos que efectivamente pr define una medida sobre (Y, A).
Tenemos

pr(0) = p(T7H(0)) = u(®) = 0.

Ademas, si tomamos {A, }nen una sucesién de medbiles disjuntos en A se obtiene
pr(J An) = w(T 1 An) = p(J T7H(AR) = D (T (An)),
n=1 n=1 n=1 n=1

como queriamos probar.
Podemos dar una caracterizacién interesante de las integrales respecto a la medida imagen:

Proposicién 2.5.3. Sea (X, M,u) un espacio de medida, (Y, A) un espacio medible, y
T:X =Y yg:Y — C funciones medibles.
Entonces, g es integrable respecto ur si y solo si goT lo es respecto p. Ademds,

/ gdwz/ goTdu
Y X
Demostracion.

Claramente g o T' es medible por ser composiciéon de medibles. Veamos la integrabilidad.
Supongamos primero g = xp, con B C Y medible. Asi, tenemos que go T = xp-1(p) ¥
por tanto

[ 9 dur = pr(B) = (1 (B) = [ _goTdn
Y X

y por tanto se tiene la igualdad para funciones caracteristicas.

Por la linealidad de la integral se tiene también para funciones simples medibles positivas.
Asi, se extiende la igualdad a funciones positivas gracias a la aproximacion por funciones
simples, y finalmente a funciones con valores complejos por la definiciéon de integral. [

Dado un espacio de medida (X, M, ), denotaremos por L?(u) al conjunto de funciones
de cuadrado integrable respecto p. Es decir:

L) i={f: X > € [ |ffPdy < oc)
X

Veamos ahora un resultado que serd fundamental a la hora de relacionar las medidas
imagen con los operadores de composicién:



70 CAPITULO 2. OPERADORES DE COMPOSICION EN H?

Proposicién 2.5.4. Sean ¢ € H(D) tal que o(D) C D, y supongamos que |o(e?)| < 1 en
casi todo € € T. Entonces

(fop) =foyp
para toda f € H?.

Demostracion.
Por hipétesis, tenemos que |p*(e?)| < 1 en casi todo e € T. Tomemos F C T de medida
1 tal que ¢ tiene limite radial en E' y que |¢*| < 1 en E. Entonces, como f es continua en
D, tenemos

(Fop) () = lim f(p(re”)) = f(#" ("))

-

para cualquier ¢ € D. Como m(E) = m(T), se tiene la igualdad en casi todo. O

Observemos ahora que dada ¢ € D tal que ¢(D) C D y tal que |p| < 1 en casi todo
T, su limite radial asociada ¢* induce una medida imagen en D, que denotamos por m«.
Esta medida serd una medida boreliana de probabilidad en ID. Nos interesara estudiar la
inyeccién formal

G+ H? < L?(me).

Proposicién 2.5.5. Sea ¢ € H(D) tal que o(D) C D y supongamos que |p(e??)| < 1 en
casi todo €. Definamos
T: Co(H?) = jmy. (H?)

de forma que
T(foy) = f € L*(my).

Entonces, T es un isomorfismo isométrico y se tiene el siguiente diagrama conmutativo:

H2

\ J

Demostracion.
Primero observemos que T estd bien definida y es lineal. Para probar que es isometria, se
tiene para cualquier f € H?

ICaI? =W 0 @ Eacry = [ 170 0)"Pdm = [ £ dm

= /D | fI2dmg-.

Ahora, para ver que T es isomorfismo, basta probar que es sobreyectiva, lo cual es trivial,
pues dada f € jy, . (H?) basta tomar f o ¢ € C,(H?).
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Finalmente, la conmutatividad del diagrama se sigue facilmente de la definicién de T'. [

Gracias al diagrama anterior podemos enunciar entonces el siguiente resultado:

Corolario 2.5.6. Sea A un ideal de operadores sobre espacios de Hilbert, y sea p € H(D),
tal que (D) C D y |p| < 1 en casi todo T. Entonces, C, € A(H?) si y solo si Jmg €
A(H?, L (mg+)).

Demostracion.
Supongamos primero que C, € A(H?). Por el diagrama conmutativo de 2.5.5, tenemos
que jm;fp = T o C,. Por tanto, gracias a la propiedades de los ideales de operadores,

jm?p € -A(H27 L2<m90*))~
Ahora, si jm: € A(H?, L*(m)) basta observar que C,, = T~ 1o Jjm,-- Aplicando de nuevo
las propiedades de ideales, obtenemos el resultado. O

Gracias a este corolario, hemos conseguido trasladar nuestro problema de estudiar la com-
pacidad y la pertenencia a las clases de Schatten de cualquier operador de composiciéon a
estudiar estas propiedades para las inyecciones

e o H? = L*(mye),

ya que, como vimos, si Cy, € KC(H?) entonces || < 1 en casi todo T, por lo que podemos
restringir nuestro estudio a estos simbolos.

En el siguiente capitulo generalizaremos nuestro problema. No nos contentaremos con
estudiar las inyecciones que provengan de la medida imagen de un simbolo, si no que
estudiaremos las propiedades de las inyecciones

jﬂ : H2 — L2<ILI/)7

con i medida boreliana finita y positiva en D.






Capitulo 3

Inyecciones de Carleson

Como ya expusimos en el capitulo anterior, nuestro objetivo es caracterizar las propie-
dades de compacidad y pertenencia a las clases de Schatten de las inyecciones

j,u : H2 — Lz(:u)v

pues asi obtendremos en particular caracterizaciones de estas propiedades para los opera-
dores de composicion.

A lo largo del capitulo usaremos la notaciéon A ~ B para denotar que existen constantes
¢, C > 0 tales que

cA < B < (CA.

Cuando solo se de unas de las desigualdades denotaremos por A < B 6 A 2 B, respec-
tivamente. Ademas, a lo largo de todo el capitulo denotaremos por p a cualquier medida
boreliana finita en D.

Caracterizaremos la continuidad y la compacidad de la inyeccién en la siguiente seccién.

3.1. Medidas de Carleson

Comencemos introduciendo el concepto de medida de Carleson, que jugara un papel
central en el trabajo a desarrollar.

Definicién 3.1.1. Diremos una medida boreliana finita p en D es una medida de Car-
leson si existe K > 0 tal que

1(S(b,h)) < Kh (3.1)

para todo b € T, 0 < h <1, donde
S(b,h) :={z€D:|z—bl <h}.

73
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Nota 3.1.2. Puesto que
3

D C |J S(e™*/2,1)

k=0

si p es una medida de Carleson tendremos que

3 3
p(D) <> p(S(e™/2,1)) < > K = 4K,
k=0 k=0
es decir, p(D) < 4K.

A veces puede resultar conveniente reemplazar los conjuntos S(b, h) por otros conjuntos
equivalentes mas sencillos de manejar. Nosotros usaremos principalmente las ventanas de
Carleson, definidas parabe T y 0 < h < 1 como

W(bh):={zeD:1-h<|z| <1~ €S h)}

2]
Esté claro que existe ¢ > 1 tal que para h suficientemente pequeno
W (b, h/c) C S(b,h) € W (b, ch),

por tanto, la condicién (3.1) se tendrd para los conjuntos S(b, h) si y solo si se tiene para
las ventanas, aunque la constante K puede cambiar.

Podemos entonces enunciar el teorema principal de esta seccion:

Teorema 3.1.3 (Teorema de Carleson). Dada p medida boreliana finita en D, se tiene
que las siguientes condiciones son equivalentes:

(a) u es medida de Carleson.

(b) ju es continua. Es decir, existe C > 0 tal que

[ 1P <
D

para todo f € H?.

(¢c) j. es continua para los nicleos reproductores. Es decir, existe C' > 0 tal que

[ o <

para todo p € D.
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Llamaremos inyeccién de Carleson a cualquier inyeccién que cumpla las condiciones
del teorema.
Esta claro entonces que

Corolario 3.1.4. Sea ¢ € H(D) tal que (D) C D y |¢p*| < 1 en casi todo T. Entonces
Jm . €8 inyeccion de Carleson.

Demostracion. Se tiene gracias al teorema de Littlewood que

1+ [»(0)]
1= [ (0)]

asi que se cumple la propiedad b) del teorema de Carleson y por tanto my+ es medida de
Carleson. ]

11 Z2mey = I 0 @llZ2imy = 10 Il < 1F 52 s

Para poder presentar la prueba del teorema de Carleson debemos introducir primero las
nociones basicas de las funciones de distribucion:

Definicién 3.1.5. Sea v una medida o-finita sobre un espacio medible (X, .A), y sea
f: X — [0,400) medible. Llamamos funcién de distribucién de f a la aplicacién que
a cada A > 0 le asigna

v{f>A)=v({z e X : f(z) > A}

Esta claro que es una funcién mondtona no-creciente en A, y por tanto es boreliana.

Estas funciones son ttiles para reemplazar integrales sobre un espacio de medida cual-
quiera por integrales reales en [0,+00). Aunque podriamos enunciar un resultado mas
general, nos contentaremos con mostrar el caso particular que nosostros utilizaremos:

Proposiciéon 3.1.6. Sea v una medida o-finita sobre un espacio medible (X, A), y sea
f € L*(v). Entonces

[ 15Par= [T 211> Apin
X 0

Demostracion.
Tomemos

E :={(z,t) € X x[0,400) : |f(x)]| >t}

Si f es una funcién simple, entonces E es la unién finita de rectdngulos medibles, y
por tanto es medible. Si f es una funcién medible, la medibilidad de E se sigue por la
aproximaciéon por funciones simples.
Ahora, definimos

E''={reX:(r,t)eE} (0<t<o0).
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Asi, la funcién de distribucion de | f] es

W(E') = [ xe(wdv(o).
X
Ahora, aplicando el teorema de Fubini obtenemos que

/ oz e X 1| f(@)] > ADdA = / T oAv(EYdA
0 0

:/Xdu(x) /Ooo xe(x,t)dt.

Ahora, si |f(z)| > t, entonces xg(z,t) = 1y 0 en otro caso. Por tanto, la segunda integral
del dltimo miembro de la igualdad anterior queda

|f ()] 5
| a=r@p,
0
y obtenemos el resultado. O

Ademés, necesitaremos desarrollar algunas nociones sobre funciones maximales para la
prueba.
Comencemos recordando la definicién de la funcién maximal de Hardy-Littlewood:

Definicién 3.1.7. Dada f € L'(R), definimos su funcién maximal como

Mf(z) = sup m(lB) [ 1rtee,

zeB

donde el supremo se toma sobre todas las bolas B que contienen a x.

Nota 3.1.8. En general, nosotros manejaremos funciones f € H?, de las cuales ya sabemos
que existe el limite radial f* en L?(T). Aunque estemos cometiendo un abuso de notacién,
utilizaremos la expresién M f(e?) para referirnos a la funcién maximal de la funcién radial.
Es decir,

Mf(e?) = su sup 7/\]” )| dt,
donde el supremo esté tomado sobre todos los intervalos del toro que contienen a e%.
Se tienen las siguientes propiedades:
Teorema 3.1.9. Sea f € L'(R). Entonces:
(a) Mf es medible.

(b) Mf es finita en casi todo.
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(c) M f verifica la desigualdad:

3
m{Mf>A}) < X 1fll 1y para todo A >0, (3.2)

donde m denota la medida usual de Lebesgue en R. Por la desigualdad 3.2 se dice
que M es de tipo 1-débil.

Sera determinante la siguiente desigualdad:

Teorema 3.1.10. Sea f € L?(R). Entonces, existe C > 0 tal que

IMfll 2@y < ClUl 2wy -

Demostracion.
Dado A > 0, consideramos la funcién b(z) = f(z) si |f(x)| > A/2 y 0 en otro caso.
Es facil comprobar que

A
Mf < Mb+M(f ~b) < Mb+ 7,

lo que implica que {M f > A} C {Mb > \/2}. Si aplicamos la desigualdad de 3.2 para b,
obtenemos

m({Mf > A}) < i/ 1£|dz.

[fI>A/2
Entonces se tiene

/ M f|2dx — /OO Am({Mf > A\})dA < /Oo 12 \f ()| dadA
R 0 0

|F1>A/2
2/f()]
—12 [ [T dAf@)de =12 [ 2f ()] f(@)da
R JO R
=24 [ |7(@)Pde = C° £
tal y como queriamos probar. ]

Sera indispensable para la prueba la siguiente funcién maximal:

Definicion 3.1.11. Consideremos el conjunto
Go:={zeD:|z—€? <3(1-z2)}, (—7<6<n),

que llamaremos regién de aproximacion no tangencial. Dada f continua en D toma-
remos My : T — C dada por

Mjy(e”) = sup{|f(2)| : = € Gy},

que denominaremos funcién maximal no tangencial.
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El papel clave que jugara esta funcion viene determinado por la siguiente desigualdad,
que como veremos es el paso fundamental para probar nuestro teorema.

Teorema 3.1.12. Eziste C > 0 tal que para toda f € H?
e . ™ .
[ g <o [ s Ras,
- -7

Necesitaremos el siguiente lema para poder presentar la prueba:

Lema 3.1.13. Dada g € L'([~,)) tal que g > 0 ewiste C > 0 tal que
Mpig(e") < Csup{P[g)(re”) : 0 <7 <1} Ve’ €T.

Demostracion.
Primero observemos que podemos reducirnos al caso particular § = 0 y aplicar una rotacién
para obtener el resultado general.
Recordemos que la integral de Poisson se define como

Plg](re) = % /_7; P,(6 — t)g(t)dt.

Ahora, observemos que si consideramos el nicleo de Poisson como una funcién de z = re®

y de e, podemos escribirlo como

1— |2

Pl = 1

Entonces bastara probar que existe C' > 0 de forma que
P(z,¢") < CP(|z],¢")

para todo z € Go y € € T. Ahora, tomando r = |z| nuestra desigualdad es equivalente a
probar que
le — ]2 < Cle — 2|2

Recordemos que Gop = {z € D : |z — 1] < 3(1 — |z|)}. Por tanto, si z € Gy se tiene que
lz—r|<|z—=1]+|1—7r| <41 —r|

Ademés, 1 —r = |e/| — |re?| < |e* — z|. Por tanto, gracias a estas dos desigualdades
tenemos
let —r| < e — 2|+ |z — 7| < | — 2| + 4|1 —r|
< 5le — 2.

Asi, tomando C' = 25 se tiene el resultado. O
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Demostracion del teorema 3.1.12.
Comencemos destacando que sera suficiente probar que existe C' > 0 tal que

M¢(e?)y < CMf(e") para todo 6 € [, 7],

ya que bastard entonces con extender nuestras funciones a toda la recta real por 0 y
remitirnos al teorema 3.1.10.

Recordemos que podemos recuperar cualquier funcién f € H? a través de la integral de
Poisson de su funcién radial: f(re??) = P[f*](re??) Vre? € D. Ademéds, como el niicleo
de Poisson es positivo, tenemos la siguiente desigualdad:

|P[f*](re®)| < [P f*](re®)  Vre® €D
Gracias al lema anterior aplicado a g = |f*|, serd entonces suficiente probar que
sup{|P[|f*|(re”)| : 0 <r <1} < M f(e”) Ve’ T

Ahora, al igual que en el caso anterior, bastara remitirnos al caso § = 0 y luego aplicar un
giro para obtener el caso general. por lo que podemos reducirnos a probar
1 ™

[ P@IrEnla < () ©<r <)

Para ello, fijemos 7 € [0,1). Tomamos arcos abiertos I; C T centrados en 1, de tal forma
que Iy Cc I, C---CI,_1,y pongamos [, =T.

Ahora, para cada 1 < j < n, denotemos por h; el mayor nimero positivo tal que hjxr; < P»
en 1. Definimos

K=
J

]+1 lea

n
:l

donde tomamos h,4+1 = 0. Como P,(t) es una funcién par en ¢ que decrece cuanto t 7,
estd claro que hj — hjqy1 >0, K = hj en I; N\ Ij—1 (con (I[p =0) y K < P,.
Por la definicién de M f tenemos claramente que

[ 1£71am < ) Wm().

Por tanto, si tomamos M = (M f)(1), se sigue que

n

LA dm = 30 i) 15 |dm<MZ hys1)m(7;)

=1 (3.3)
:M/KdmgM/Prdm:M.
T T
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Finalmente, puesto que P, es uniformemente continua, dado n € N, si elegimos los arcos
I; de forma que sus puntos extremos formen una particién suficientemente fina de T
obtenemos una funcién simple K, tal que

K, <P <Kp+1/n.

Asi, obtenemos una sucesién de funciones simples medibles K, que converge uniforme-
mente a P, por tanto gracias a (3.3) se sigue que

L Pridm < (ag)(0),
como queriamos probar. O
Ya podemos dar la prueba del teorema de Carleson:

Demostracion del teorema 3.1.8

Primero, observemos que (b) = (c), ya que todo nticleo reproductor esté en H?2.
Veamos que (¢) = (a).

Fijemos b€ T, 0 < h < 1y tomemos p = (1 — h)b, z € S(b, h). Se tiene

1 —pz[ =1 — (L= h)bz||b] = [b— (1 - h)2|
< |z —b| + h|z|] < 2h.

Por tanto, obtenemos que

1 2.1
> —.
‘1 —pz| — 4h?
Usando esta desigualdad deducimos que
S(b,h))
k| 2dp > / AL GIGION
/]D>| ol = S(b,h)’ ol = 4h?
Finalmente, usando (c), tenemos
(S(b,h)) < 4h2/ \ky|2dp < C” ane 0/47“ < 4C'h
:u I — D P /J’— 1_‘p|2_ 2h-h2_ )

y obtenemos que p es medida de Carleson, como queriamos.

Veamos finalmente que (a) = (b).

Tomemos f € H?,ysea A > 0. Como la funcién maximal no tangencial M # es semicontinua
inferiormente, se tiene que el conjunto

(e €T : My(e) > A}
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es abierto, por tanto es la unién finita o numerable de sus componentes conexas, que son
ciertos arcos abiertos I, j € J contenidos en T.

Ahora, tomemos A suficientemente grande tal que m({e? : M(e?) > A}) < L y sea
Sj :=S5(b,h), donde b es el punto medio del arco I; y y h es tal que la circunferencia

{zeC:|z—bl=h}

corta a I; en sus extremos.
Pongamos z = re’% y |f(2)] > A, y sea J, el arco {€ : 2 € Gy}. Estd claro que €% es el
punto medio de J, y si ¢ es un extremo del arco J,, tenemos por definicién de Gy que

2= ¢l =31 = [2]) = 3l — 2.

Por tanto, ' ' 4
€% = (| > |2 = ¢| = [ — 2| = 2] — 2|,

de donde deducimos que z € S(e?0, [¢f0—¢]).

Ahora, si z € Gy entonces M f(ew) > )\ para €/ € J,. Asi, J, estd contenido en I j para
algtin j, y por tanto S(e'®, [?0=¢|) C S}, lo que lleva a que z € S;.

Si aplicamos ahora la hipétesis (a) obtenemos

u({z €D ()] > A) si
< Kim(lj) = Km({e” : M(e?) > 7\}).
j=1

Ademss, en el caso en el que m({e?? : M;(e"?) > A\}) > 1/ tenemos gracias a la nota 3.1.2
que

p({z €D |f(2)] > A}) < u(D) < 4K < dnKm({e” : My(e”) > A}).
Asi, uniendo ambos casos tenemos que
p(fz €D:[f(2)] > A}) < dnKm({e” : My(e”) > A}).
Ahora, tenemos con el teorema 3.1.6 que
[ 1#@Pdr = [ 22u({z €D ()] > Apdx
< 4rK /0 T om({e? | Mp(e)] > A})dA

— 47rK/ M () 2d6.
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y finalmente gracias al teorema 3.1.12 obtenemos

[ 15 Pan < ani [ My a0 < cank [ () 2de, (3.4)
D -7

—T
como queriamos probar. O

Nota 3.1.14. Denotemos por ||| al infimo de las constantes K que cumplen la de-
sigualdad de la definicién de medida de Carleson. Observemos que hemos probado en(3.4)
que ||ju|| es menor o igual que una constante multiplicativa de || ,u||1/ 2. Asi, cuanto més
pequenia sea la constante que podamos escoger en (3.1), més pequena serd la norma de
nuestra inyeccion.

Ya podemos entonces caracterizar la compacidad. Necesitamos introducir un concepto
sobre medidas que tratard de formalizar la idea de que un operador compacto ’se acerca
poco’ al borde del disco unidad.

Definiciéon 3.1.15. Diremos que una medida boreliana finita en D u es una medida de
Carleson evanescente o una medida de Carleson vanishing si para todo b € T se tiene
que p(S(b,h)) = o(h). Es decir,

p(S(b, h))

lim =0

h—0

uniformemente en b.

Claramente cualquier medida de Carleson vanishing es una medida de Carleson. Insis-
timos en que en esta definiciéon también podemos intercambiar los conjuntos S(b,h) por
las ventanas de Carleson definidas anteriormente.

Gracias a este concepto podemos caracterizar la compacidad de las inyecciones de Carle-
son:

Teorema 3.1.16. Dada p1 una medida de Borel finita en D, la inyeccion j,, : H? — L?(u)
es compacta si y solo si p es una medida de Carleson vanishing.

Demostracion.
Supongamos primero que p es una medida de Carleson vanishing.
Para ver que la inyeccién es compacta, la aproximaremos por operadores compactos.
Tomemos 0 < r < 1 y definamos

pr: B(D) = [0,00) v : B(D) — [0,00)
B — u(BnNrD) B — (BN (D~ rh)).
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Claramente u, y v, son medidas sobre los borelianos de ID. Es mas, i, esta soportada
por el disco rD y v, por la corona D \ rD.
Esté claro que podemos escribir nuestra inyeccién como

ju = jur + jl/r‘

Veamos que la inyeccion j,, : H 2 < L?(u,) es compacta. De hecho, probaremos que es
un operador nuclear.

oo
Sea f € H?, con desarrollo Z f(n)z". Esta claro que

n=0
1f(2)] < i\f(n)]r" <o Vzerh.
n=0

Asi, si definimos los operadores

T, : H?> = L*(u,)
fe f(n)z"

obtenemos una sucesién de operadores lineales y continuos de rango uno tal que

o0
Z IIT,|| < oo que cumple

n=0
o0
Jur =, Ty
n=0

lo que prueba que j,, es nuclear y por tanto compacto.
Finalmente, basta ver que ||j,, || = 0 cuando r — 1 y tendremos la compacidad de j,.
Recordemos que existe C' > 0 tal que ||j,,. || < C'||v:||, donde

(W (b, h
!szsup{K>0:V(h())gK,ogh<1,beT},

asi que bastard ver que ||v,|| — 0.

Para ello, tomemos ¢ > 0. Como p es vanishing, existe hg € [0,1) tal que si h < hg se
tiene que (W (b, h)) < he para todo b € T.

Ahora, tomemos r = 1 — hg y veamos que v, (W (b, h)) < 2eh, para todo 0 < h < 1,b€ T,
lo que terminara la demostracién.

Notemos que si h < hg la desigualdad es trivial.

Supongamos h > hg. Si elegimos correctamente los puntos 7; € T, podemos cubrir el
conjunto

W (b,h) N (D~ (1 — ho)D)
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con a lo sumo [h/hg]+1 < 2h/hg ventanas de Carleson de la forma W (n;, ho). Asi se tiene

ve(W (b, 1)) < v (UiW (05, ho)) < > (W (nj, ho))
J
< €h0(2h/h0) = QEh,
como queriamos probar.
Supongamos ahora que j, es compacta.
Razonamos por reduccién al absurdo. Asumimos

KD |

asi que existe una sucesién (b, ) en T, h,, niimeros reales positivos tendiendo a ceroy 5 > 0
tal que p(S(bn, hy)) > Bhy. Pongamos a, = (1 — hy, )by, y consideremos las funciones

2
fn(Z) = (1 _Tnz)Q - kan(’z)
Como
L= > (e
—— = m(anz
(1 —an2)? = " ’
Es sencillo ver que
1 1
f P N
Wl G ™ g
or tanto, si tomamos g, = tenemos que g, — 0 unilormemente en compactos de
g | T ot ‘
nll2
D.
Ademas,

171(gn HL2 / |gn|*dp >

Ahora, si z € S(by, hy),
1= @nz| =1 = (1= hn)bpz| < [bn(bn = 2)| + |hnbnz| < 2hn,

2
anHZ/ WRLL

)

por lo que tenemos que |f,,[? > (2h @hoys 0 S(bn, hy), asi que deducimos que existe una cons-

tante C' > 0 tal que ||ju(gn)||2 > C para todo n € N, lo que va en contra de la compacidad
de ju, ya que al converger g, uniformemente a 0, tenemos que j,(gn) converge en casi todo
a 0, y por tanto cada subsucesién convergente de j,(g,) deberd converger a 0 en L?(), lo
que nos lleva a contradiccion. ]

Gracias a la propiedad de ideal de operadores de los operadores compactos y del diagrama
conmutativo que vimos en el corolario 2.5.5, deducimos la caracterizaciéon de compacidad
de los operadores compactos:

Corolario 3.1.17. Sea ¢ € H(D) tal que p(D) CD y |¢*| < 1 en casi todo T. Entonces
Cy, € K(H?) si y solo si my+ es medida de Carleson vanishing.
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3.2. Suma directa de Espacios de Hilbert

En esta seccion vamos a introducir una herramienta muy util que nos servird para
'pegar’ espacios de Hilbert y conservar su estructura, lo cual serd indispensable para pre-
sentar y demostrar la caracterizacion buscada.

Definicién 3.2.1. Dada (H,)nen una sucesion de espacios de Hilbert, definimos su suma
directa @ H,, como
123

00 0
@Hn = {(1‘1,33‘2,' ) ) € H Hy, Z Han2 < OO}
0o n=1 n=1

La clave de este concpeto es que nuestra suma directa es, a su vez, un espacio de
Hilbert separable, como veremos en el siguiente teorema:

Teorema 3.2.2. Sea (H,) una sucesion de espacios de Hilbert separables. Entonces,
@Hn es un espacio de Hilbert separable con el producto escalar
Lo

(z,y) = Z(‘Tnayn)y

n=1
donde © = (xy,),y = (yn) € @éz Hy,.

Demostracion.
Comencemos observando que Py, Hy, es claramente un espacio vectorial. Ademas, el pro-
ducto esta bien definido, ya que

[e's) o0 1/2 o0 1/2
(@, 9)] < Y (@0, yn)| < <Z IIxnl2> <Z ||an|2> < oo0.
n=1 n=1 n=1

Es obvio también que nuestro producto escalar satisface las propiedades exigidas en la
definicién habitual, por lo que @y, Hy, es prehilbertiano.
Veamos ahora que es completo.

Para ello, sea (z(™),en = (acg"), xén), -++) una sucesién de Cauchy en @, H,. Es facil ver

que para cada k € N, la sucesion (l’én))neN es una sucesion de Cauchy en Hy, y por lo
tanto converge a un cierto x; € Hy,. Tomemos x = (1, o, --) y veamos que z(™ — 2 en

@Ez Hn
Primero veamos que x € P, H,. Para cada ¢ > 0 existe ng € N tal que si n,m > ng

entonces Hx(”) — x(m)H < e. Asi, para cada N € N, se tiene

N
Z sz(n) — mgm)"Q < g2,
i—1
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Si tomamos n — 0o obtenemos

2
i — xz(m)H <&

N
2|
i=1

luego x — M e D, Hy para todo m > ng. Por tanto, si tomamos cualquier m > ny,
z=(z—zM)+zM ¢ Dy, Hy-
Finalmente, tomando N — co obtenemos

r— M| = 3 xn—x(m)2 1/2§5,
o =] = { X =)

lo que prueba que (™ — z, como querfamos demostrar.

Para ver la separabilidad, basta tomar sucesiones densas (x,(cn))keN en cada H, y consi-
deramos el conjunto formado por las n—uplas finitas de elementos de los (xgﬁn)) seguidas
de ceros, que claramente podemos identificar con elementos de @,, H,. Ademds, es un
conjunto numerable. Ahora, dado z = (21,72, ) € @y, Hn y € > 0, tenemos que existe

N € N tal que
[e.¢]
> Jlzall® < €2/2N.
n=N

2
Ahora, basta tomar wg-n) de forma que HIL‘n — mgn)H < €2/2N para n < N. Asi, tomando

1) (2 N
y= ($§ )7$§~ )7"' 71»‘5- ),0,"-) € @y, H, tenemos que
[z =yl <e,
por lo tanto nuestro conjunto es denso y ,, H, es separable. O

Gracias a este teorema, podremos discutir sobre la pertenencia a las clases de Schat-
ten de operadores donde una suma directa de espacios de Hilbert constituye su dominio o
codominio.

Veamos ahora algunos resultados de caracter técnico que necesitaremos mas adelante:

Proposiciéon 3.2.3. Sean (Hp)nen y (Kn)nen sucesiones de espacios de Hilbert y sean
T, € L(H,, K,) para cada n € N, de forma que

sup [|T,|| < oc.
neN
Entonces, el operador
T:PH, —~ PK,
Lo lo

(zn) = (Thzn)
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es lineal y continuo y se tiene que

o) 1/p

op(T) = <Z ap(Tn)p>

n=1

para todo 0 < p < 00.
Demostracion.

La linealidad es trivial.
Para la continuidad, tomemos x = (z,) € @,, H, de forma que Y 72, |, ||* = 1. Tenemos

2
T = ZIITn:EnII (SupHTnH),
neN

lo que prueba que T es acotado.
Ahora, para cada T, tomemos su representacion ortonormal

[e.e]
Z am (n ® f n)
m=1
Ahora, basta considerar
enm = (0,...,0,e™ 0,...) € @Hn,

(n)

donde ey’ ocupa la n-ésima posicion. De forma andloga, definimos (fy,m) € @y, Kn
Estd claro que (enm)nmeN ¥ (fam)nmen definen sistemas ortonormales en @, H,

@Dy, K respectivamente.
Por 1ltimo, dado = = (z,,) € @,, H, tenemos

m=1 n,m=1

Tr = (Tnxn) = <§: am(T )(w'rhe'g'y’r],l))f'r(r?)) = i am(Tn)(x7en,m)fn,m7
neN

de forma que obtenemos una representacion ortonormal para 1.

Por tanto,
op(T)P = Z am(Tn)? = Z Z am(Tn)? = Z op(Th)?
n=1

n,m=1 n=1m=1

como queriamos probar.

0

Proposicién 3.2.4. Sea T € L (H,®,, K,) donde H y K, son espacios de Hilbert.

Tomemos Ty, = mp 0T, donde 7y, : Dy, Kn — K, las proyecciones candnicas. Se tiene
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(a) Si0 < p<2, entonces
(b) Sip>2, entonces

Demostracion.
Recordemos que para cualquier operador S entre espacios de Hilbert se tiene que 0,(S*) =
op(S) para todo 0 < p < 00, asi que por conveniencia trabajaremos con los adjuntos.
Primero, observemos que dado y = (y») € @, Ky, tenemos la siguiente igualdad:

oo
Ty = Tiyn-
n=1

Veamos por qué. Sea = € H:

[e.9]

00 o)
n=1 n=1

Entonces (z, T*y — Y7 Try,) = 0 para todo x € H y obtenemos la igualdad buscada.

Ahora, como vimos en el teorema (1.3.11) podemos tomar bases ortonormales (eg?))meN
en K, de forma que

- 5 ]

para todo n € N.
(n)

Ahora, partiendo de estas bases (en’) de K, podemos formar una base ortonormal en
@®,, K» tomando los elementos de la forma e, ,, = (0, ,0, egf), 0,---), donde 67(7?) ocupa
la enésima posicion.

Finalmente, si usamos el teorema (1.3.11) tenemos para cada caso:

(a)

WP <3 S el = 3 3 e = X opry
n=1m=1 n=1m=1 n=1

7T 2 30 3T ennll” = 32 3 | Te|” = ap (T,
n=1m=1 n=1m=1

lo que termina la prueba. 0
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Proposicién 3.2.5. Sean (H,) y (K,) sucesiones de espacios de Hilbert, y tomemos
H=@, H,yK =@, Ky. SeaT € L(H, K). Definimos

TnJ' : Hn — Kj

como Ty, ; = m; oT o iy, donde i, denota la inclusion candnica. Supongamos que dado
0 <p< oo ezisten a € (0,1), C >0 tales que

0p(Tnj) < Cal"loy(Ty ) (3.5)
para todos n,j € N. Entonces
[e%s) 1/1’
op(T) = (Z Up(Tn’n)p> ,
n=1
donde las constantes solo dependen de C,a y p.

Demostracion.
Comencemos viendo que

o) 1/p
op(T) S (Z Up(Tn,n)> .
n=1

Para ello, definimos

T, :H— K
€como
Tj(zn)neN = (Tin+j)nTntj)neN

sij=>0y

o

Tj(xn)neN = Z(in—j S Tn,(nfj))xn

n=1

sij <O.

Observemos que Tj es la diagonal de la matriz (75, j) mientras que T representa las stper-
diagonales para j > 0 y las subdiagonales para j < 0. Entonces, aplicando la proposicién
3.2.3 y la hipétesis (3.5) obtenemos, si j > 0, que

e’} 1/19 ) [es) 1/]9
UP(TJ') = (Z UP(T(n+j),n)p> < Ca|]| (Z Up(Tn,n)p> .

n=1 n=1

De forma equivalente obtenemos la misma desigualdad para j < 0.

Ahora, observemos que
o0

T= > T

j=—o0
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Si p > 1, obtenemos usando la suma de la serie geométrica y la desigualdad triangular

o) 00 1/p
op(T) < Z ap(Tj) < 12_Ca ( Jp(Tn,n)p> .

n=-—o0o n=1

Tomemos ahora 0 < p < 1. Debemos trabajar algo més para obtener la desigualdad, ya
que 0, es una cuasinorma y no disponemos de la desigualdad triangular.

Primero, notemos que existe un jo de forma que 4/Paf0 < 1 /2. Definimos entonces los
operadores

Jo(k+1)—1

U= > T;

l71=jok

para k > 0. Observemos que cada U} representa dos bloques de la matriz: uno de stper-
diagonales y otro de subdiagonales, de forma que cada bloque estd constituido por jg
elementos. Asi, T' = Y72, Ui. Vamos a estimar o,(T) calculando primero o,(Uy).Si apli-
camos la proposicién 1.4.11 obtenemos

Jo(k+1)—1 -
Up(Uk)§4l/p Z (41/p)IJI—Jok+1Up(Tj)

l7l=dok

Jo(k+1)—1

00 1/p
< 4l/p Z (41/p)|j|*j0k+10a|j| (Z Up(Tn,n)p>

i =Jok o
i - 0o 1/p
_4l/rc Z (41/P)|J|a|1|+J0k*1 (Z ap(Tn,n)p> :

j=1 n=1

Ahora, como (4/7) > 1y a € (0,1), tenemos que (41/P)lil < (41/P)io y gliltiok=1 < giok
para todo |j|. Por tanto,

00 1/P
op(Uy) < C(4Y/P)011(2q + 1)a?oF (Z %(Tn,n)p> '

n=1
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Ahora, aplicando de nuevo la proposicién 1.4.11 deducimos que
(o]
ap(T) < (4'/7) 3" (4"/7) e, (U)
k=0
) 00 ) 00 1/p
< C(41/P)]0+2(2j0 + 1) Z(4l/p)kajok (Z Jp(Tn,n)p>
k=0 n=1
00 00 1/p
0(41/1) ]0+2 2]0 + 1 Z 41/pajo (Z O’p(Tn,n)p>
n=1
00 00 1/p
0(41/17 ]0+2 2]() + 1 Z 1/2 (Z (Tn,n)p>
k=0 n=1
) 00 1/p
= C(41/P)]0+2(2jo + 1) (Z Up(Tn,n)p> ,
n=1
como queriamos.
Veamos ahora la desigualdad contraria. Sea 0 < p < co.
Tomemos § > 0 tal que 4/7§ < 1. Ahora, estd claro que existe M € N tal que
(4C4¥P)M < §
AMrM < 1
En breve veremos el por qué de estas elecciones para § y M.
Vamos a descomponer nuestros espacios como las siguientes sumas directas:
K=DB1®---® By,
(e.) o0
donde A; = @ Hyyjy By = @ Kpi4j. Abhora, tenemos que
l2, 1=0 £, 1=0
op(T) 2 op(mp; 0T oig,).

Si llamamos 57 := wp Tiya,, se tiene que 0p(57) < 0,(T). Observemos que las entradas

matriciales de S7 = (Sn i )nken son S wk = Lj+(n—1)M, j+(k—1)M, POr tanto se sigue que

UP(SZL,k) = 0p(Tjr(n—1)M, j+(k—1)M)
< CaM" Moy (T vym, o e1ynr)
= C“M‘n_k‘gp(si,k)'
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Por simplificar notacién, llamemos momentineamente S a nuestro operador S7, con j €
{1,..., M} fijo. Al igual que hicimos en la prueba de la otra desigualdad, escribimos S =

o _ o donde S, estan definidos de forma andloga a los T},. Ahora, escribimos D = S—.Sj.

Recordemos que

[e'e] 1/p
op(S0) = <Z Jp(sn,n)p> .

n=1

Observemos que por nuestra eleccién de M y d, para todo 0 < p < oo se tiene

op(D) < UP(Z Sj> < 4l/p Z(4l/p)|j|ap(5j)
7#0 J#0
m . .
< 4MP2 3" 4Py CaMigy, ()
j=1
= C4P2 3" (4PaMi g, (Sp)
j=1
41/paM
1 — 41/pgM
(4C42/P)aM g, (So)
dop(S0)

= C41/P2 (o)

<
<

Asi, obtenemos que
0p(S0) < 4P (0,(D) + 0,(S)) < 4/750,,(S0) + 417, (9),

por lo que deducimos que

4YP(1 = §)o,(So) < 0,(S).

Observemos que la constante 4'/7(1 — &) > 0.
Con esto, hemos probado que

) ) ) 1/p 0o 1/p
Kop(S7) > Up(S(j)) = <Z Up(Sn,n)> = (Z Up(TlMJrj, lM+j)p>

n=1 =0

para cada j = 1,..., M, con K constante positiva.
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Finalmente tenemos que

0o 1/p M oo L/p
(Z ap(Tn,n)p> = (Z Z op(Tinr+j, lM+j)p)

n=1

lo cual concluye la demostracion. O

3.3. El Teorema de Luecking

En esta seccién enunciaremos y proporcionaremos una prueba original del teorema
de Luecking, que caracterizara la pertenencia de la inyeccién de Carleson a la clases de
Schatten. A lo largo de la secciéon denotaremos por p a cualquier medida de Carleson en
el disco. Es decir, cualquier medida boreliana finita en D de forma que la inyeccion

G H? = L*(p)

sea continua.
Comencemos considerando los siguientes anillos diddicos:

1 1

Esté claro que

D=||T,
n=0

asi que podemos escribir nuestro espacio L?(x) como una suma directa de espacios de
Hilbert de la siguiente forma:

L*(u) = D L (yr,),
£
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donde pr,, denota nuestra medida finita en el disco restringida al n-ésimo anillo.
A continuacién, nos convendrd dividir cada anillo I';, en 2™ piezas, que llamaremos cajas
de Luecking y que definimos como

2mj 2m(j+1)

1 1
Rn,]:{ZGD1—27§‘Z|<1—ﬁ,arg(2)6(2n, on ]},

conneNU{0}y0<j<2m

Asi, obtenemos que
2n—1

Tn=|] Ry
j=0

y por tanto las cajas de Luecking forman una particién del disco unidad.
Ya podemos enunciar nuestro teorema:

Teorema 3.3.1 (Teorema de Luecking). Sea 0 < p < oo. Entonces j, € Sp(H?, L*(1)) si
y solo st

oo 2"—1
222“ p/2<oo
n=0 j=0
Es mds,
oo 27—1 1/p
(2 S @unre]
n=0 5=0

Inmediatamente podemos formular entonces la caracterizacién de pertenencia a las
clases de Schatten de los operadores de composicion:

Corolario 3.3.2. Sea ¢ € H(D) tal que (D) C D y |¢*| < 1 en casi todo T. Entonces
Cy, € Sp(H?) siy solo si

Es mds,

oo 271 1/p
~ (Z Z 2" M ( )p/ 2) .
n=0 5=0
Demostracion.
Retomando la notacién que usamos en el corolario 2.5.5, tenemos el siguiente diagrama
conmutativo:

—>H2

\ J
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Tenemos entonces j, . =T o Cy, donde T' es un isomorfismo isométrico. Por tanto,
Up(jm<p*) < | T[lop(Cy) = op(Cp).

Ademss, C, = T 1o Jmge» con T-1 isomorfismo isométrico definido sobre Im(jm(p*).
Entonces
op(Cyr) < HT_lH Up(jmw*) = Up(jmw*)'

Asi, 0,(Cy) = op( jmw*) y por el teorema de Luecking deducimos que

oo 27—1 1/p
op(Cyp) & (Z Z (2"mgn (Rn,j))p/z) ;

n=0 ;=0

lo que prueba el resultado. ]

A veces serd més sencillo trabajar con conjuntos equivalentes a las cajas de Luecking. Serd
necesario en nuestro desarrollo tratar tambien con las ventanas de Carleson diadicas:
1 21§ 2m(j+ 1)
Wn,j = {Z ebh:1- 27 < ’Z| < 1,arg(z) € (277 on]},
conneNU{0} y0<j<2m
Puede demostrarse la siguiente equivalencia para ventanas de Carleson diddicas y cajas de
Luecking:

Proposicién 3.3.3. Sea 0 < o < c0. Entonces para cualquier medida boreliana finita p
en D se tiene

oo 2"—1 oo 2"—1
Do @ u(Rag))* = D0 D (2" (W)™
n=0 j=0 n=0 j=0

Demostracion.
Primero, observemos que R, ; € W, ; para todos n y j, por lo tanto es claro que

oo 2"—1 oo 2"—1
oD @ u(Rag)* <D0 Y (2" (W)™
n=0 j=0 n=0 j=0

Para la desigualdad contraria, debemos considerar los siguientes conjuntos:

1.

j _k _j+1
Hypj={ke{0,1,..,2' -1} S<y<i

definidos para I >ny j € {0,1,...,2" 1}

Comencemos observando que para todos n y j

Wn,jZU U Rk,

lZTL k‘eHl’nyj



96 CAPITULO 3. INYECCIONES DE CARLESON

y que, por tanto, como las cajas de Luecking son dos a dos disjuntas se tiene

pWai) =" > w(Ru).

I>nkeH; , ;

Trataremos primero el caso 0 < o < 1. Para ello, usaremos la conocida desigualdad que
para x1,...,zy > 0 afirma que

(1 + ... +aon)* <zl + -+ 2}, (3.6)
Tenemos entonces
co 27—1 2n—1 “
BB SELTUALESD SECH Dol SEIIN
n=0 j=0 7=0 I>nkeH; , ;
on—1
<20 Y m(Buw)”
=0 I>nkeH; , ;
oo 2t-1
=>_ > m(Ri)® > 2",
=0 k=0 (n.g)m>Lk€H) p,

Observemos que para cada n > [ existe un tnico j tal que k € H;, ;. Como se tiene

l
Z gna < Ca2la,

n=1

con C,, una constante que depende de a, se obtiene

oo 2n—1 oo 2t—1
Z Z 2na/$(Wn,j)a < Cq Z Z QZaH(Rl,k)aa
n=0 j=0 1=0 k=0

y obtenemos la desigualdad buscada.
Tomemos ahora o > 1. Ahora podemos usar la desigualdad de Holder. Llamemos (5 al
exponente conjugado de . Elegimos a de forma que 1 < a < 2 < a®. Entonces

p(Wog) = > (R

lZTLZkEHLnJ'
1/8 1/
—1 l
< X > adur|
lZn:kGHl,mj lzn:keHl,n,j

Ahora, si notamos el hecho de que |Hj,, j| = 2!~", obtenemos

1/8 1/B 1/8
—B\n
~18 _ I—n —18 ~{on (2a77) _ “n
[ E a } = [E 27 "a ] —<2 1—2aﬁ> =Cga™",

I>n:keH; , ; I>n
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donde de nuevo Cg es una constante que depende de 3. Finalmente obtenemos

oo 2"—1 oo 2"—1

Z Z 2naH(Wn,j)a < Z Z 2nacga—noc Z alaN(Rl,k)a

n=0 j=0 n=0 j=0 I>n:keH n, ;

oo 21

=05 Y wRy)¥a™ > (2/a)™

1=0 k=0 (n.g)m>Lk€H) 5,

oo 2t—1

SO w(Rik)¥d(2/a)
1=0 k=0
oo 20—1

=3 2 u(Rig)”,

=0 k=0

lo que prueba el resultado para o > 1. g

Gracias a esta proposicion, la caracterizacién enunciada en el teorema de Luecking puede
entonces reescribirse como

0o 27—1 1/p
op(u) (Z > (Q”M(Wn,j))p/z) :
n=0 j=0
Vamos a plantear un esquema de la prueba que desarrollaremos a continuacion.

= Primero, definimos los siguientes espacios:
HY :=span{z*: k=0,.., 21} c H?
X, =2 HZ 7 = span{2F  k=2" —1,.., 2" — 2} c H?

Tomaremos el convenio de denotar N = 2™, con n natural fijado.

= A continuacién, escribimos nuestros espacios H? y L?(u) como las siguientes sumas

directas
H?> =P X
y4

L (u) = D L (wr,)-
Lo

Asi, nuestra inyeccién
Ju:H 2 L (p)

tendra una forma matricial j,, = (jin,m)n,m>0, donde

jn,m X = L2(:“’|Fm)'
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= El siguiente paso serd probar que las entradas diagonales j,, : X, < L2(M|Fn)
cumplen que

2n—1 1/p
p(Jn.n) & ( > (Q"M(Rn,j))p/2)

§=0
para todo 0 < p < 00, lo cual obtendremos en el corolario 3.3.7 tras probar algunos
resultados auxiliares.

» Finalmente, en la proposicién 3.3.8 probaremos que existen C' > 0, a € (0, 1) tales
que
op(nm) < Calnimlap(jm,m)

y gracias a la proposicién 3.2.5, obtendremos que

oo 2"—1 1/p
p(ju) ~ (Z > (2"u(Rn,j)>p/2> ,

n=0 j=0
como queremos probar.

Comencemos entonces. Denotaremos por 6; = exp (2;?) j =0,...,N —1 a las raices

N-ésimas de la unidad. Serd conveniente, dado N = 2", definir los conjuntos
1
GN::{ZEDzl—N§\2|<1}.

Necesitaremos el siguiente resultado:

Lema 3.3.4. Sea 0 < p < oo y consideremos N > 2. Sea zy € Gy y tomemos 0 < § < 1
tal que 42/P§ < 8%3 y de forma que las bolas B := B(zo0j,0/N) sean disjuntas. Supongamos

que | estd soportada por
N-1

U B(Z()@j, (5/N) NGy
=0
y consideremos la inyeccion
T:HY < L*(p).

Se tiene que
N-1 1/p
op(T) = (Z (N#(Bj))pﬂ) ,
§=0

Demostracion.
Observemos que para cada f € HJ podemos escribir

N-1
Tf(z) =Y f(2)xs,(2).
=0
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Ahora, desarrollamos nuestra funcién, que es un polinomio de grado N

Taylor centrada en cada bola para obtener
N—1 /N-1
£ (200;
()= Y (Z (=~ 20t TC0 ) v (2)

N— l) 200
(2 — zoej)lf(“o@ﬂ)XBj(z)]

1=0
donde T; : HYY — L?(ut) esta definida como

N—
Tf(: z Y e LINE)

Asi, hemos escrito nuestra inyeccién como

N—
T=5S"T1,.
=0

—_

99

— 1, en su serie de

Vamos a calcular o, para cada 7. Para ello, definimos los operadores A; : Hév — Hév ,

By HY — 65 v S : 0) — L%(u1) de forma que

Af =)

XB;(2)-
Con estas definiciones, esta claro que T = S; o B; o A;:

HY s 12(p)

Vamos a aplicar las propiedades de ideales de operadores para estimar o,(1}). Primero,

calculemos las normas de A; y B;.
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Para A;, dada f(z) = YN0 f(n)z" tenemos A f(z) = SNt (n—1+ 1) f(n)z""!, por
tanto

0] 2:N_1 2. (0 _ 21 70012 < N2 2
[40%]" = 32 2o (n— 1 D21 f ) < N1
n=lI

asi que ||4;|| < N
Para B; tenemos

) 1 N—1 1 N—-1|N-1
2 A
| By =N 9(6;20)] =N 9(n); =,
7=0 7=0 In=0
1 N—-1 N-1
=5 2 2 mak)e;0; 24
7=0 n,k=0
1 N—-1 N-1
- = 93025 2
n,k=0 j=0

0 sin#k.

Por tanto obtenemos que

N—-1 N-1
1 N T _
HBog”2 =N 9(")9(@9? kzo 20
n,k=0 j=0
1 N1  N-1
=5 2 Imak)apel Yo 05"
n,k=0 §=0
N-1 N-1
= > gk Plaol™ < 7 |g(k)?
k=0 k=0
2
= [lgll”,

asi que Bj es una contraccion.
Finalmente, calculemos 0,(S;). Observemos que si definimos

z—0iz)
uj(z) = (ZG!]O)XBj (2),

nuestra S; queda como Sj(a;) = Z;y:}]l V' Naju;(z). Ahora, como las bolas B; son disjuntas,
estd claro que conforman un sistema ortogonal en L?(u), asf que obtenemos la siguiente
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representacion ortonormal para nuestro operador:

N-1
Uy
=Y VN |lujll 20 ¢ ® T

=0 et 2

donde (e;) denota la base canénica en /o.

Ahora, si z € B; entonces |z — 0j20| < £, asi que ”uj”LQ(“) < 1\%! p(Bj). Con esto en

mente, tenemos gracias a la representacion ortonormal obtenida para .S; que

1/p N_ 1 1/p
Z NP/2 ||u]||L2 ” < Nlll P/2 .

Jj=0 ]=0

Por tanto, se tiene que

N 1/p N 1/p
op(Th) < op(S) 1Bl [| Al < Nlll(z p/2) (Z p/z) .

Finalmente, si p > 1 podemos aplicar la desigualdad triangular para obtener que

=

-1

N-1 N-1 5 (N-1 1/p 1/p
op(T) < 0p<ﬂ>SZ“<Z<Nu<Bj>>p/2) §e5< (Nu(B >>p/2) .

Jj=0

Il
o

J

Ahora, si 0 < p < 1 gracias a la proposicién 1.4.11 y la suposicién de que 4/P§ < 1
deducimos que

N—

N 1/p
Z 41/p l+1 (Z p/Z) < (41/p)€ (

=0

2

1/p
(N (B, ))p/2> :

0

= J
lo que prueba una de las dos desigualdades que queremos demostrar.

Para la desigualdad contraria, observemos primero que Ag = id, por lo que Ty = Sy o By.
Ahora, veamos que By es invertible.

Para ello, notemos primero que las dimensiones de HY y de £) coinciden, por lo que
bastara probar que By es inyectiva.

Para ello, sean f,g € HY tales que Byf = Bog. Tomemos h = f —g € HJ'. Entonces, 0;z0
son ceros de h para todo j = 0,...,N — 1, pero h es un polinomio de grado N — 1, por lo
que h = 0 y por tanto B es inyectiva.

Tratemos de estimar la norma de By '. Como consideramos N > 2, obtenemos (1— +)2N >
%. Ahora, observemos que el operador B; no depende de [. Por tanto, tenemos gracias al
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céalculo anterior que

2

1 2N
IBogl = Z ()P0 = Ngl? (1 - )

1
> - lgll?

Asi, deducimos que HBO_IH < 4 para todo N € N.
Asi, como Sy =Tj o Bal, tenemos que 0,(Sp) < HB&IH op(To) < 4op(Th), por lo que

70(To) > 10(50))

N-1 1/p
= Z NP/ H“jH%(H) .
=0

Como [ = 0, tenemos que u; = xp; para todo j € {0,..., N — 1}. Asi, HUjHLQ(N) =/ u(B;j)

y por tanto
N 1 1/p
p/2 ’
J=0

( Ng p/z) 1/p |

Ahora, si p > 1, tenemos al igual que en el caso anterior

Ahora, recordemos que

por lo que deducimos que

»(To) >

]

N-1 N-1 g (N-1 1/p
(3 T < Y 5 | S (Na(B;)P?
=1 1=0 °° \ j=0
1 N-1g (N1 1/p
< 3 T (Nu(Bj )P .
=0 Jj=0

Basta entonces poner Ty =T — ZZI\; Il T; para obtener

N 1/p N— N 1/p
(Z Nu(B P/Q) < 0,(Th) < 0,(T)+0,( Z ) < op(T (Z P/Q) :
=0 7=0

j=0
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Asi, simplemente despejando la ecuacién obtenemos

N— 1/p
( Z p/2> < op(T).

Veamos el caso cuasi-normado. Notemos que para cada 0 < p < 1 gracias a la proposiciéon
1.4.11 se tiene

n—1 N-1 N 1/p ) N1 1/p
(> T) < 3 (' (Z ””) < e (Z(NM(B]-))”/Q)
=0

=1 =1

1 N-1 P 1/p
:W(jZO(NM(Bj))p) .

Razonando igualmente obtenemos

N 1/p ) No1 1/p
(Z ”2) s4l/P<ap<T>+W(Zwu(Bj))p/?) )

J=0

asi que despejando de nuevo queda

1 N-1 Lp
s (Z (Nu(Bj))”/Q) < o,(T),
=0

lo que concluye la prueba. O

Proposiciéon 3.3.5. Sea N = 2" € N y supongamos que p estd soportada por Gn. Sea
T: HY — L?(u) la inyeccion. Entonces

2n—1 1/p
op(T) = ( > (Q"M(Wn,j))p/z)

=0

Demostracion.
Tomemos primero N = 1. Este caso es trivial, ya que G1 = Wyo =Dy H21 es el espacio
vectorial de las funciones constantes. Es trivial que

T:( ,u(]D))) 18 z?D)’

donde [[1f, =1y [[xpll12(,) = V1(D), por lo que tenemos una representacion ortonormal
para T
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Asi, se sigue que

21 L/p
00(T) = /u(D) = /u(Woo) = (Z <2"u<wn,j>>p/2) .

Estudiemos el caso N > 2. Notemos que

n—1

Gy = ] Way.
j=0

Fijemos ahora 0 < p < ooy sea d > 0 cumpliendo las hipdtesis del lema anterior. Queremos
probar que existe M € N que depende solo de ¢ (y no de N), de forma que existan
21y ..., 2 € Wiy con

M
Wn,O - U B(Zl,5/N),
=1

y por consiguiente

M
Wn’j - U B(zlﬁj, (5/N)
=1

Para ello, basta con cuadricular la ventana W), g de la siguiente forma: Dividimos el recorri-
do del angulo en M; segmentos iguales y la longitud de la ventana en otros Ms segmentos.
Bastara tomar My, My € N tales que 27](4/1]\[ < % y 1]\/7];7 < %, por lo que quedara M; > %’T
y May > %

Entonces tomamos M = Mj - M>, por lo que no dependerd de N y elegimos z; como los
centros de cada cuadrildtero, los cuales llamaremos Q'. Asi, estd claro que conseguimos
un recubrimiento por bolas B(z;,0/N) de la ventana W, .

Para simplificar la notacién, llamaremos B' a cada bola B(z,6/N) y BJL = OjBl y
QL = 0;B".

Definamos A; = U;V:_Ol BJL. Entonces, Gy C Uz’\il A;. Ademss, si cogemos los rectangulos

Q' cerrados por dos de sus lados y abiertos por los dos restantes, esta claro que forman una
particién de W), o, y por tanto los rectangulos Qé forman una particién de W, ;. Escribimos
entonces

p=p1t e p,

con y; soportada por Uj-V;Ol Qi0; C A
Ahora, para cada [ definamos el operador

Ty : HY — L*(w).
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Como A; C Gy, se tiene que | Tf|| > |[Ti]| para toda f € HJY, por 1o que o,(T) > 0,(T})
para todo [ = 1,..., M. Elijamos [y € {1, ..., M} tal que
N-1
Z Nu(BY))P/? = max Z Nu(BO)P?:1=1,...,M5.
Esté claro que podemos aplicar el lema anterior a 7j,. Notemos también que para todo
j€{0,..,N—1}
M
W, C U B!

ast que u(Wy;) < M, u(B ) Por tanto, gracias a la desigualdad (3.6) tenemos, si 0 <
p <2

N— 1 N-1 M N-1 M
NP2 < (NZ Bl p/2 < Z Z (N Bl p/2
j:0 7=0 =1 7=0 =1
M N-1 N-1
Z N,u Bl p/2 MZ NN/ Blo p/?
=1 j=0 7=0

En cambio, si 2 < p < oo usamos la desigualdad triangular. Tomemos z = (N u(W), j))jv e

%\//2 y = (N,u(Ql ))] 0 € ZI])V/Q Asi, esté claro que = Y212, x;. Tenemos

N-1 M p/2
2 2
SO (Nu(W )12 = |||2) = 1> a5 < (anlum)
=1

J=0

=1

M N-— »/2
(Z Z Ny Bl p/2 2/10)

Zb
,_.o

lo\p/2
< MP/? 1l BjO)p/ )

N-—1 N-—1
(N (W, ]))p/ <G Z N(Blo)p/z
§=0 §=0

nemos

N_1 1/p N 1 1/p
ap<T>20p<n0>z( <Nu<B§-°>>P/2) > l/p( p/2> |
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Para la desigualdad contraria, observemos que como Gy C UM, A;, entonces T = "M, T;
y tenemos, usando el lema 3.3.4 para cada [ =1,..., M quesip > 1

1

M M [N-1 Ur o fN- 1/p
ap(T) <D op(T)) S ( (NM(B§))”/2) <> ( (Nu(Wn,j))p/Q)

Jj=0

Ahora, si 0 < p < 1 basta hacer el mismo razonamiento pero sacando (41/ PYM de factor
comun en la primera desigualdad, y asi obtenemos el resultado para 0 < p < oo. O

Corolario 3.3.6. Tomemos n < m y sea jnm : Xp — LQ(M\FW)- Se tiene que

1 1/p
linm) ~ (Z <2”urm<wn,j>>p/2) .

Jj=0

Demostracion.
Comencemos con el caso n = 0. Esta claro que Hi = Xp, y que la medida M, esta
soportada por G7.
Asi, gracias a la proposicién anterior tenemos que

m—1 1/p
op(Jo.m) = (Z (2”M|rm(Wn,j))p/2) :

=0

Sin > 1, observemos de nuevo que yr,, es una medida soportada por I'y, C Gan, por lo
tanto sabemos por la proposicion 3.3.5 que la inyeccién T : Hév — L2(,u|pm) cumple que

21 1/p
op(T) ~ ( > (Q”Mrm(Wn,j))p/z) :
=0

Ahora, definamos los operadores V : X,, — HY y W : L2(/,L|1“m> — L2(M|Fm) de forma que
V=22 fyWf=22"1f

X, " L,

o

HY —1 L(upr,,)
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Es facil ver que V' es una isometria, ya que dada f(z) = in:;ffl apz® € X, tenemos que
Vf(z) =1  apz®, de donde se sigue que || f|| 2 = ||V f| go-

Veamos que ademéas W es acotado. Si tomamos f € L2(M|I‘m) se tiene

W g = [ GG RAn< [1FGR = 1)

m m

Esta claro que jpm =W oT oV.
Asi, obtenemos que
op(Jnm) < [[Wllop(T) [V < op(T)

Para la desigualdad contraria, definimos las aplicaciones Vo Hé\’ - X,y W L2 ( erm> _
L2(,u|rm), de forma que Vf = zgn_lf y Wf _ 2—2"+1f'

7Y T L (ur,)

Jv |

X % L2 (.UJ|Fm)

Es inmediato que V es la inversa de V' y que también es una isometria. Andlogamente, W
es la inversa de W, y por el teorema de la aplicacién abierta serd acotada, pero debemos
comprobar que podemos dominar la norma de W con una constante que no dependa de

N.
n 277'

Para ello, observemos que si z € I'y,, entonces |z|?" > (1 — 2%) . Comom >n > 1,

tenemos que |2[*" > 1 para todo m > 1.

Asi, dada f € L2(M|Fm)

2

L2(wr,,) -

Wf‘

G PP <36 [ 1) =161, -

Gracias a esta desigualdad, y al hecho de que T' = Vo Jn,m © W, obtenemos entonces que

UP(T) < 4Up(jn,m)a

lo que finalmente prueba que

como queriamos. O
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Corolario 3.3.7. Sea jppn: Xp — Lz(u‘pn). Entonces

21 1/p
p(Jn.n) & (Z (Q”M(Rn,j))p/z) :

J=0

Demostracion.
Tenemos por el corolario anterior que

m—1 1/p
Tp(Jn,n) = (Z (2"M|rn(Wn,j))p/2) :

J=0

Esta claro que
Wi O Tn = Rn,j

para todo j = 0,...,2" — 1, de donde se sigue el resultado. ]
Proposicién 3.3.8. Dado 0 < p < oo, existen C' >0, a € (0,1) tales que
op(Jn,m) < Camim'Up(jm,m)'

Demostracion.
Vamos a distinguir dos casos:

(i) Supongamos primero que n < m. Entonces, sabemos por el corolario 3.3.6 que

2n—1
op(Jn,m)F = Z (2nM|Fm (Wn,l))p/Q'
1=0
Ademas, por el corolario 3.3.7
2m_1
op(Jmm)F =~ Z (2mM<Rm,l))p/2-
1=0

Ahora, observemos que para cada [ =0, ...,2" — 1 se tiene que

Wn,l N Pm = |_| Rm,ky
keA;

donde
Ap={2m " 2m (14 1) — 1}

es un conjunto de 2™~" indices que depende de [. Se tiene por tanto que

e, (Wat) = D (R ).
keA;
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Ademas, notemos que

2m—1 2m—1

Z Z 'M(Rme) = Z /L(Rm,l)'

1=0 keA, 1=0

Asi, si tomamos 0 < p < 2, tenemos usando la desigualdad (3.6) de la pagina 96 que

2m—1 2m—1
Tp(inm)? = > @, (Wa )2 = 3720 S (R )P
=0 =0 keA;
2n—1 on \ p/22"~1
< 3 St < (35) S @
=0 keA, =0

1\ (m-—np
<\/§> Up(]m,m)pa

y tomando raiz p-ésima obtenemos que

wolinm) S (5) " Oplimm).

Si 2 < p < oo debemos dar otro razonamiento para obtener lo que buscamos, pues
no contamos con la desigualdad (3.6). Como p/2 > 1, tenemos que dada una medida
de probabilidad P sobre un espacio medible X se tiene que

( /X deP)p/2§ /X 24P (3.7)

para toda funcién f € L'(PP). Ahora, para cada | = 0, ...,2" — 1 definimos la medida
P; en A; como Py(B) = Qm%n|B|, para todo B C A;. Est4 claro que cada P; es medida
de probabilidad, ya que |A4;| = 2",

Ademas, dada f : A; — C medible, se tiene que

1
N fdPr= oo > fk).

keA;

Por tanto, si definimos f(k) = u(R, %) para todo k € A;, tenemos usando la de-
sigualdad (3.7) que

p/2
1 1
(an Z M(Rn’k)) : om—n Z M(Rn,k)pﬂ-

keA; keA,
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Por tanto

p/2
1
(2, (W) = 27072 (zm_n > u(Rn,w)

keA;

1
< 3 (R
keA;
Finalmente obtenemos

2" —1 2m—1

. n 1 m
Op(Jn,m)? = Z (2 //J|F"L(Wn,l))p/2 < om—n Z (2 ,U(]'zﬂ"b,k’))p/2
=0 k=0

S ng(jm,m)p~

Basta entonces tomar raiz p-ésima para deducir que

. 1 \m=—m
Up(]n,m) S_, (M) Up(]??’mm)7

como queriamos probar.

Supongamos ahora que n > m. La idea consiste en escribir nuestro espacio X, como
suma directa de espacios de la misma dimensién que X,;:

gn—m_j
Xn= P Xn,
k=0
donde I, = 2" + (k — 1)2™, para k € {0,...,2" ™ — 1}.
Si llamamos Y;, = 2z X,,,, entonces podemos escribir nuestro operador Jn,m como la

suma
an—m_1

jn,m - Z jn,m|yk-
k=0

El siguiente paso es estimar oy, ( jn,m\yk) para cada k. Fijemos entonces k € {0, ..., 2" "™ —
1}. Definimos los operadores A : Y, — X, y B : L*(uyr,,) = L*(pr,,) de forma que

Af =27 f y Bf = 2% f. Observemos que por nuestra definicién de Y, A esté bien
definida y es una isometria. Es mas, se tiene que jn7m|yk = B o jmmoA:

jn,mly
Yk 4 L2 (,U,|Fm)

[+

Xm M L2(M|Fm)
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Veamos que B es acotado. Para ello, observemos que si z € I',, entonces

. 1 I 1 2m+llk/2m+l
|Z|’“<<1—2m+1) :<1_2m+1> :

2m+1
Ahora, basta observar que la sucesion (1 — % converge a e~ ! y es estricta-
) om+

mente creciente, por lo tanto todos los miembros de la sucesién estaran acotados por
e~ 1. Asi, obtenemos dada f € Lz(uwm)

21 2
[ PR < /)T g, -
Por tanto, deducimos que

op(Inmyy,) < 1Al op(Gm.m) [ Bl < (1/€) 27 0 (Jm,m)-

Ahora, si recordamos que [ = 2" + (k — 1)2™ obtenemos que
' 1\ 22" "+ (k=1)) _
(i) < () (i)

(&

1 )<2nm+<k—1>>

i) = (72

Usaremos esta acotacion para obtener la desigualdad que queremos probar.
Si 1 <p < oo tenemos que

2n-m ]
op(Jnm) = 0p ( Z jn,m|yk)

k=0
277,7771_1 2774*771_1 2n7'm k‘—l
1\ 2" (k-1)
< Up(,jn,m Y,) < Z () Up(jm,m)
k=0 i k=0 \/é
1 1 2n7m2 m_1
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y obtenemos que

Up(jn,m) <

1 1 \n—m .
e _1 (%) op(Jm,m)s

como queriamos.

Tomemos ahora 0 < p < 1. Como ya ha ocurrido otras veces, debemos afinar mas el
razonamiento en el caso de la cuasinorma, ya que no disponemos de la desigualdad
triangular.

. . 1/ .
Primero, observemos que existe N > 0 de forma que il[; < % Vamos a intentar
e

dividir nuestra suma en bloques como hicimos en la prueba de la proposiciéon 3.2.5.

Tomemos
2n—m _ 1
o= {NJ ’

donde |-] denota la parte entera. Entonces esté claro que podemos escribir

a—1(r+1)N-1 on—m_jq
]nm - Z Z ]n Yy, + Z ]n MYy,
r=0 k=rN k=aN

Por tanto, gracias a la proposiciéon 1.4.11 se tiene que

a—1 (7“+1)N—1 on—m__1
oplinm) < @Yoy |3 Gumgy | @ oy (X

r=0 k=rN k=aN

Ahora, dada r =0, ..., — 1 tenemos

(r+1)N—1 (r+1)N—1
Op ( Z jn,m|yk) < (41/p> Z (41/p)k_TNO—P(jn,m‘yk)

k=rN k=rN
(r+1)N—1

< (41/p fl/pyk—rN L
<Y (

(41/p>N+1N< 1 >(2n—m+rN)

Ve Ve

@2rm+(k-1)) )
> Up(]m,m)

IA

Gp(jm,m)v

donde usamos que (4/P)k="N < (41/P)N (ﬁ)( ) < (ﬁ)( o para
todo k.



3.3. EL TEOREMA DE LUECKING 113

Ademas,

on—m_q on—m_1q
Op ( Z jnvak) < (41/p) Z (41/p)ker0_p(jn7m|Yk)

k=aN k=aN
(a+1)N—1
< (41/17) Z (41/p)k—rNO_p(jn’m‘Yk)
k=aN
1/p\N+1
QUG

Ve Ve

IN

(@m4aN)
) Op (Jm,m)

Asi, obtenemos

a—1 (r+1)N—-1 gn—m_1
op(Gnm) < 2@ oy | ST Gumpy, |+ @D oy | Gy,

r=0 k=rN k=aN
o 41/p N+1 1 (2" ~™4rN) ‘
41/p Z 41/P \/)éN <\/é> op(Jm,m)
r=0
AUPYNFZ g N2 e (g fp \ T
( ) B N (> Z N Op ]m,m)
\/E € r=0 \/E
(41/PyN+2 ( 1 >2"’” oo [ 41/p\"
AN VY (e
SN o) e orbimn)
(41/p)N+2 L\ &1y
< (E) B 6) b
41/P\N+2 LN\
V() ot
De nuevo, usando que
2'71 m

deducimos

1/p\N+2 n—m
Up(jn,m) S (LL\/)EN (1> Jp(jm,m)-

y obtenemos lo que buscabamos.

Hemos conseguido asi para cada 0 < p < co dos cotas de la forma

Up(]ﬁ,m) < O‘bminap(jm,m% (n<m)
op(Gnm) < & ()" " 0p(Gmm), (0 >m)
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donde o,/ > 0y b,b' € (0,1). Por tanto, basta tomar C = mix{a,a'} y a = méx{b,b'}
para obtener
op(Jn,m) < Caln_m|0p(jm,m)a

lo que concluye la prueba. O
Con esto ya podemos finalizar la prueba del teorema de Luecking:

Demostracion del teorema 3.5.1
Tenemos por el corolario 3.3.7 que

J=0

21 1/p
op(Jnn) ~ ( Z (2nU(Rn7J’))p/2) .

Ademas, por el corolario anterior existen C' > 0, a € (0,1) de forma que

O'p(jn,TrL) < Caln_m|0p(jm,m)-

Finalmente, gracias a la proposicién 3.2.5 se tiene que

o0 1/p 00 271 1/p
op(dp) ~ (Z Up(jn,n)p> = (Z Z (QHN(Rn,j))pm) )

n=0 n=0 j=0

como queriamos probar. O

Finalizamos el capitulo exponiendo una aplicaciéon del teorema de Luecking. Necesitamos
introducir el siguiente concepto:

Definiciéon 3.3.9. Sea p una medida boreliana finita en . Dado o > 1, diremos que p
es una medida «a-Carleson si existe K > 0 tal que

(W (b, h)) < Kh®
paratodob e T, 0 < h < 1.

Notemos que si & = 1 entonces p es una medida de Carleson.
Se tiene

Corolario 3.3.10. Sea p medida boreliana finita en D y supongamos que p es a-Carleson,
con o > 1. Entonces j, € Sp(H?, L*(1n)) para todo p > 2.

Demostracion.

Observemos primero que
R, ; C W<62*n(2j+1)i7r7 2771),

] =
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para todo n, j. Por tanto, esta claro que

M(Rn,j) < M(W(GQ_"(2j+1)i7r’2fn)) < Kzfnay

usando que p es a-Carleson. Entonces, tenemos que

oo 2"—1 oo 2"—1 a %)
SN @R )P <Y Y @K () P = Ky on @
n=0 j=0 n=0 j=0 2 n=0
o0
= KP2 Y gnii=(a=1p/2),
n=0

Ademads, como 1 — (a —1)§ <0, se tiene que la tltima serie es convergente. Asf,

oo 2"—1
o> (@ (R ) < o0
n=0 j=0

y por tanto j, € S,(H?, L?(u)), como querfamos probar. O

Si traducimos este resultado para operadores de composicién, obtenemos

Corolario 3.3.11. Sea ¢ € H(D) tal que (D) C D y |¢*| < 1 en casi todo T. Supongamos
ademds que my+ es a-Carleson para oo > 1. Entonces Cy, € Sp(HQ) para todo p > %






Apéndice A
Convergencia débil

A lo largo del trabajo hemos usado en repetidas ocasiones el concepto de convergencia
débil de sucesiones.
El objetivo de este apéndice es presentar y describir la topologia débil de los espacios de
Hilbert y la convergencia asociada a dicha topologia.

Definicion A.0.1. Dado un espacio de Hilbert complejo y separable H, definimos su
topologia débil o(H) como la topologia inicial de H*.

Es decir, la topologia inicial de H es la topologia menos fina que hace continuas a
todos los funcionales lineales que son continuos con la topologia de la norma, a la que nos
referiremos de ahora en adelante como topologia fuerte.

Ahora, fijado z¢p € H, vamos a proporcionar una base de entornos de o(H) para x(. Basta
considerar los conjuntos de la forma

{r e H:|(x —xo,yi)| <r,i=0,---,k}

cony; € H,r> 0.
Una vez que tenemos descrita la topologia débil, el siguiente paso es discutir sobre la
convergencia que induce. Si z,, — x en o(H), diremos que x,, converge débilmente a x
y lo denotaremos como

Ty — .

En contrapartida, y cuando haya lugar a confusién, llamaremos a la convergencia usual
en la topologia de la norma convergencia fuerte.

Ademaés, diremos que una aplicacion lineal T' entre dos espacios de Hilbert es débilmente
continua si es continua respecto a las topologias débiles de ambos espacios.

Estudiemos ahora las propiedades méas basicas de la convergencia débil y su relaciéon con
la fuerte:
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Proposicién A.0.2. Sean H, Hi y Ho espacios de Hilbert. Se tiene:

(a)
(b)
(c)

Ty, — x si Yy solo si (xn,y) = (x,y) para todo y € H.
Si xy, — x fuertemente, entonces x, — x.
St x, — x, entonces x, estd acotada y

< lim inf
[} < tm inf ||

(d) SiT € L(H1, H2), entonces T' es débilmente continuo.

Demostracion.

()

Supongamos que x, — x,y sea y € H. Tomemos ¢ > 0. Tenemos entonces que existe
N € N tal que para todo n > N

|($n - xay)| < &,

gracias a la descripcién de la base de entornos de x realizada anteriormente. Por
tanto, (x,,y) — (z.y), como querfamos.

Reciprocamente, tomemos yo, ...,y € H y N € N tal que para todon > N |(zy, yi) —
(z,y;)| < € para cada i. Asi, se sigue que x,, — .

Basta observar que dado y € H
[(@n,y) = (@, 9)] <z — 2| Iyl = 0.

Basta observar que para cada y € H el conjunto (z,,y)nen estd acotado, al ser una

sucesién convergente. Aplicando Banach-Steinhaus se tiene que sup ||z, | < oo.
neN
Por otro lado,

|(@n, )| < llzall Yl

y tomando limite
|(z,y)| < liminf [z, | |y]|
neN

Finalmente
[z]| = sup [(z,y)| < lHminf ||z, .
lyll=1 nen

Observemos que como la topologia débil es la topologia inicial generada por todos
los funcinales de H7p, bastard probar que ® o T es continua para todo ® € Hax, lo
cual es trivial por composicion. O
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Corolario A.0.3. Sea (e,) una sistema ortonormal en H. Entonces e, — 0.

Demostracion.
Sea x € H. Hay que probar que (z,e,) — 0.
Para ello, sabemos por la desigualdad de Bessel que

9]
Izl < D (2, en) .
n=1

Ademés, la serie de la derecha es convergente y |(z,e,)? — 0, como querfamos. O
Ahora veremos el teorema de Banach-Alaoglu, un resultado fundamental que pone de
manifiesto la utilidad de la topologia débil en los espacios de Hilbert.

Primero, necesitaremos la siguiente definicién:

Definiciéon A.0.4. Un subconjunto K C H se dice débilmente secuencialmente com-
pacto si para cada sucesién (x,) en K podemos extraer una subsucesién (z,, ) de forma
que existe x € H tal que

-

Ty,

Teorema A.0.5 (Teorema de Banach-Alaoglu). La bola unidad cerrada de un espacio de
Hilbert H es débilmente secuencialmente compacta.

Demostracion.
Tomemos (z,,) sucesién en By y sea (e,) una sucesién densa en H. Gracias al argumento
de la diagonal de Cantor, podemos extraer una subsucesion (z,, ) de forma que (2, m, ex)
converge para cada k € N cuando m — oo. Tomemos

oler) = (o ).
Observemos que
ol@n)] = lim |2, e0)] lmint o, || el < llex

Asi, tenemos que v es un operador lineal y continuo definido en un subconjunto denso de
H (el espacio generado por (eg)).
Finalmente, extendemos v a todo H y obtenemos

Jim (@) = ()

para todo x € H. Basta ahora tomar y € H tal que v(x) = (z,y) para todo z € H por el
teorema de representacion de Riesz y por tanto

Tng, — Y,
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lo que prueba que By es débilmente secuencialmente compacto. ]

Finalmente, veamos que los operadores compactos se comportan muy bien con la conver-
gencia débil, en el sentido de que llevan sucesiones débilmente convergentes en sucesiones
fuertemente convergentes, como vemos en el siguiente teorema:

Teorema A.0.6. Sean Hi, Hs espacios de Hilbert, y sea T € L(Hy, Hs). Entonces T es
compacto si y solo si
Ty, —~x=Tx, — Tx.

Demostracion.
Supongamos que T es compacto. Por linealidad, bastard probar que si x, — 0, entonces
Tx, — 0.
Sabemos que x, estd acotada, y podemos suponer sin pérdida de generalidad que se
mantiene en By, . Por tanto, {Tz, }nen € T(Bp, ). Ahora, como T es compacto, podemos
extraer una subsucesion convergente, es decir, existe y € Hy tal que

Txy, — vy,

pero z,, — 0y T es débilmente continuo por ser continuo en la topologia fuerte, por lo
que T'zy, — 0,y asi y = 0. Finalmente, como 0 es el tnico punto de acumulacién de {7z, }
y la sucesién estd contenida en un compacto, obtenemos que ||T'z,| — 0, como querfamos
probar.

Reciprocamente, notemos por el teorema de Banach-Alaoglu que By, es débilmente se-
cuencialmente compacta. Asi, si (x,) es una sucesiéon en Bp,, podemos extraer una sub-
sucesion tal que

Tni — T € Hy.

Ahora, por hipétesis tenemos que Tz, — Tz, por tanto T'(Bp,) es secuencialmente
compacto y T es compacto, como queriamos. O
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