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English Abstract

This work is framed within the field of Dynamical System and their applicaitons
to complex networks.

In this text we investigate the existence of global attractors for ordinary differ-
ential systems and the existence of a Lyapunov function associated to a gradient-like
system, semigroups or evolution processes. Because of that, a detailed study of Morse
theory plays a central rule.

The applicability of the results explained here is exemplified by studying the global
attractor of an n-dimensional mutualistic model.

We also study the structure of the attractor in mutualistic systems for which we
will prove that it has a Morse decomposition describing all the future scenarios in this
Ecological models.
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Introduccion

Gran parte de los fendmenos reales pueden ser descritos como redes, la naturale-
za nos ilustra constantemente sobre esto. Por ejemplo, cualquier organismo vivo esta
formado por millones de células que interactian de forma compleja entre si, o si mira-
mos a los insectos "sociales", los cuales, sin que ningun individuo tenga conocimiento
alguno, son capaces de hacer grandes y complejas estructuras. Otro caso importante,
y que va a ser central en nuestro trabajo, son las relaciones que existen entre distin-
tas especies que comparten un mismo entorno. Si observamos cualquier ecosistema,
por pequefio que sea, nos encontraremos conviviendo cientos de especies distintas las
cuales mantienen un equilibrio entre ellas que es lo que mantiene vivo todo el ecosis-
tema. En otras palabras, al observar cualquiera de estos casos nos encontramos con
conjuntos de redes, las cuales vamos a intentar estudiar.

Como hemos hablado anteriormente, a la hora de estudiar la vida en la tierra nos
encontramos con el hecho de que todas las especies deben interactuar unas con otras
para poder sobrevivir. Todas las especies compiten, cooperan y devoran unas a otras
tejiendo una red de relaciones entre ellas.

Para estudiar cualquiera de estos fenomenos es habitual aproximarlos como sis-
temas complejos, normalmente representados como un conjunto de nodos (variables)
y sus relaciones (conexiones entre variables), lo cual produce un grafo generalmente
muy elaborado. Por ello, cualquiera de estos sistemas pueden describirse por medio
de una red que tejen sus nodos y enlaces.

Desde hace décadas ésta es la manera en la que se procede en Ecologia a la hora de
estudiar las interacciones entre especies de un mismo ecosistema en diferentes partes
de la tierra. Los sistemas estudiados son de tipo mutualista, es decir, determinados
por relaciones de cooperacion entre las distintas especies o nodos presentes. Como
ejemplo tenemos las distintas relaciones entre plantas y animales, donde las plantas
dependen de los animales para su polinizacion y dispersion de las semillas y a la vez
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la mayoria de los animales dependen directamente de las plantas para su superviven-
cia. Por consiguiente, la red de interacciones muestra una combinacion de relaciones
mutualistas y antagonistas que varia entre las especies y ecosistemas en un mundo
que constantemente esta cambiando.

Estos ecosistemas pueden ser descritos a partir de grafos bipartitos, donde domi-
nan las relaciones de competicion entre las especies de cada subgrafo, y las relaciones
de cooperacion las establecidas entre las especies de los dos grupos que constituyen
el sistema completo.

Figura 1: Grafo bipartito.

La pregunta que nos haremos a continuacion es si estas, a veces complejas, redes
de interaccion pueden estudiarse desde un punto de vista del Analisis Diferencial. Y
como respuesta veremos que todos estos sistemas pueden ser estudiados a través de
un Sistema Diferencial Ordinario (SDO), el cual nos ayudara a predecir los distintos
comportamientos de las poblaciones.

A lo largo de este trabajo abordaremos los siguientes problemas:

El problema de existencia y unicidad de nuestro sistema.

Definiremos y estudiaremos la existencia del atractor global.

La estabilidad global del SDO.

La estructura del atractor global del sistema mutualista. Para ello nos basaremos

Ll .

en la Teoria de Morse-Conley.

Nuestro trabajo se divide fundamentalmente en dos partes. En los dos primeros
capitulos haremos el estudio tedrico acerca de los SDO, donde hablaremos de los atrac-
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tores globales y los semigrupos gradientes para abordar los problemas que hemos des-
crito arriba. En el capitulo 3 aplicaremos este estudio a los sistemas mutualistas, de
forma concreta veremos el ejemplo de Lotka-Volterra para n-especies.

Capitulo 1

En el primer capitulo definiremos el concepto de atractor, el cual se define como
un compacto invariante que atrae todas las trayectorias del SDO. Este concepto es de
vital importancia, ya que ante un SDO con unos datos iniciales concretos no solamente
nos interesa hallar la solucion de dicho problema, sino también como se comportan
las trayectorias ante pequenas variaciones en los datos iniciales.

Para poder hablar sobre atractores antes sera necesario definir otros conceptos.
Por ello comenzaremos el capitulo definiendo los semigrupos, que se definen como
una familia de aplicaciones {T'(¢) : t > 0} que verifican una serie de condiciones (ver
Definicion 1.1). Los semigrupos no sélo nos ayudaran a dar la definicién de atractor,
sino que seran de suma importancia en los siguientes capitulos.

Otro concepto importante es la semidistancia de Hausdorff (ver Definicién 1.2),
la cual, dada dos conjuntos, mide "cuanto de un conjunto esta dentro de otro". Esta
definicion nos ayudara a ver cuando un conjunto atrae a otro (ver Definicioén 1.3).
Junto con la anterior definicién hablaremos sobre conjuntos invariantes, ya que sera
una de las caracteristicas de nuestro atractor global.

Con todo lo anterior, hemos ido construyendo paso a paso y de forma constructiva
la definicion de atractor global (ver Definicion 1.6).

Una vez que hemos definido el atractor global, nos propondremos demostrar la
existencia y unicidad. El problema de unicidad lo veremos a través de la Proposicion
1.1. Para dar condiciones suficientes para la existencia necesitaremos el resto del ca-
pitulo.

Dedicaremos la Seccion 1.3 para hablar sobre conjuntos w-limites. Veremos que
un conjunto w-limite de un conjunto B es el conjunto que contiene todos los puntos
de la solucion de dicho conjunto (ver Definicion 1.7). Estudiaremos también su com-
portamiento con semigrupos asintéticamente compactos (ver Teorema 1.1) ya que nos
sera de gran utilidad para abordar los teoremas de existencia de atractor global.

En la Seccidon 1.4 analizaremos el problema de establecer condiciones suficientes
que garanticen la existencia de atractor global. Para ello enunciaremos y probaremos
varios teoremas. El mas relevante sera el Teorema 1.5 en el cual observamos una doble
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implicacion para los semigrupos nos lineales que poseen asintéticamente compactos
y los semigrupos no lineales que poseen un atractor.

Para acabar este capitulo analizaremos el caso del atractor para el modelo de Lo-
rentz.

Capitulo 2

En el segundo capitulo trabajaremos con los semigrupos gradientes, los cuales

presentan una dinamica que queda descrita por una funcién auxiliar, de vital impor-
tancia, llamada funcion de Lyapunov.
Para la construccion de la funcion de Lyapunov demostraremos que la familia dis-
junta de los conjuntos invariantes puede ser reordenada de forma que da lugar a una
Descomposicion de Morse del atractor. Lo cual nos ayudara mas tarde a entender la
estructura del atractor global para redes mutualistas.

Definiremos también el concepto de semigrupos dinamicamente gradientes (ver
Definicion 2.6). La importancia de estos semigrupos reside en que se puede probar
su estabilidad bajo perturbacion sin hacer uso de la funciéon de Lyapunov. En otras
palabras, la existencia de la funciéon de Lyapunov puede ser suprimida si el objeto de
interés en estudio es, por ejemplo, la estructura del atractor.

Continuaremos el capitulo estableciendo un criterio de existencia de atractores
para semigrupos gradientes, para el cual nos apoyaremos en los resultados dados en
el capitulo anterior sobre existencia de atractores globales.

Una vez demostrada la existencia del atractor global nos interesara estudiar su
continuidad, es decir, su comportamiento bajo perturbaciones. En otras palabras, que
ante pequerfios cambios en los datos o en el problema de partida esperamos un compor-
tamiento similar, obteniendo un objeto robusto y fiable. Esta robustez viene marcada
por la semicontinuidad superior e inferior. Por ello dedicaremos la Seccion 2.5 a este
estudio.

Expondremos también detalladamente los conceptos y resultados de Teoria de
Morse-Conley que nos ayudara a desarrollar una descripcion del atractor en términos
de las parejas atractor-repulsor. La importancia de este estudio reside en poder cons-
truir una funcion de Lyapunov para un par atractor-repulsor (ver Proposicion 2.6) con
propiedades muy especiales. Tras esto, probaremos que la reordenacién de los con-
juntos invariantes aislados produce una descomposicion de Morse para el atractor de
un semigrupo dindmicamente gradiente.
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Para acabar este capitulo veremos un resultado, de vital importacia, que nos esta-
blece una relacion de equivalencia entre los semigrupos gradientes y dinamicamente
gradientes.

Capitulo 3

En la segunda parte aplicaremos este estudio tedrico a los modelos mutualistas en
Ecologia, que intentan describir las relaciones de cooperacion entre las especies que
conviven en un determinado ecosistema. Un modelo matematico mediante ecuaciones
diferenciales para un sistema mutualista en Ecologia ha sido el propuesto por Bastolla,
el cual hace referencia a numerosos ecosistemas reales en distintos lugares del mundo
(véase [7]).

El modelo supone que P es el nimero total de plantas y A el nimero total de
animales; tanto plantas como animales estan, por si solos, en competicion y ademas
las plantas y los animales tienen relacion de cooperacion. Entonces, describimos el si-
guiente sistema de P+ A ecuaciones diferenciales para S, y S, , variables de densidad
de especies para las i-ésimas especies de plantas y animales, respectivamente,

-

P A
dSPi Z Z ylk
dt - pl/ l :]1+h leypl ”
dSa A P
3 i S, (1)
dt 2‘ Z1+h le}/a[ o
SPi(O) =
Sa,_(0>=

Partiendo de este sistema haremos un estudio en profundidad acerca del modelo Lotka-
Volterra de tipo competicidon-cooperador para n-especies. Cuyo sistema viene definido
de la siguiente forma

. du; - .

Aplicaremos este sistema al caso particular del modelo de Lotka-Volterra para dos
especies para ayudar a una comprension general.

Luego haremos un estudio en profundidad sobre los puntos de equilibrio del mo-
delo Lotka-Volterra y la estabilidad en cada uno de ellos. Para ello daremos las defi-
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niciones de punto estable, asintoéticamente estable, inestable, dominio de atraccion y
globalmente estable (ver Definicion 3.4).

A continuaciéon haremos un estudio del sistema mutualista (L-V) en el caso en el
que los tiempos de manipulacion son nulos, es decir, A, = h, = 0 en (1). Comenza-
remos estudiando la existencia y unicidad de soluciones, para lo cual presentaremos
y demostraremos el Teorema de existencia y unicidad de solucién (ver Teorema 3.4).
Tras esto, estudiaremos la estabilidad de global del sistema mutualista (L-V), donde
veremos que estudiar muchos de los resultados de la estabilidad del sistema mutua-
lista es equivalente a estudiar las caracteristicas de una matriz M, que se define como
matriz de Lyapunov-estable. Tras estudiar varios resultados llegaremos a un Teorema
que dada unas condiciones concretas, nuestra matriz M, y con lo cual nuestro sistema,
tiene un punto de equilibrio globalmente estable.

Para acabar este capitulo estudiaremos resultados sobre la estructura geométrica
del atractor global. Describiremos una red compleja de nodos y conexiones dentro
del atractor, entendiendo asi el atractor como una nueva red dinamica que contiene
todos los posibles comportamientos factibles. Para ello usaremos un teorema de vital
importancia que nos describe el conjunto de puntos estacionarios (ver Teorema 3.13).
Con todo esto llegaremos a la conclusion de que los puntos estacionarios definen una
descomposicion de Morse para el atractor global.

Para terminar el trabajo, expondremos las conclusiones a las que hemos llegado
con nuestro estudio.



1 | Atractores globalesy problemas
autonomos

En este capitulo vamos a mostrar los distintos resultados mas relevantes sobre
atractores globales para sistemas dinamicos en dimension infinita.

1.1 Introduccion

Para comenzar este capitulo introduciremos el marco de modelos auténomos, ex-
plicando los problemas que aparecen en el estudio de estos sistemas de ecuaciones
diferenciales no lineales y como la dinamica asintética arroja informacion relevante
para su comprension.

Sabemos que las ecuaciones en derivadas de evolucién consiguen modelar muchas
de las realidades que describimos como sistemas dinamicos. Algunos ejemplos los
encontramos en fendmenos de la mecanica celeste, crecimiento de poblaciones, en
ciertos procesos quimicos, o incluso la neurociencia.

De forma abstracta, podemos expresar estas ecuacion de evolucioén de la siguiente
forma:

ou(t)
ot

donde u(t) € X es la incognita cuyo desarrollo en el tiempo, en el espacio de fases X,

= F(u®)

queremos Conocer.

Generalmente complementamos esta ecuacion con una serie de datos iniciales que
nos permitiran abordar el problema de existencia y unicidad de soluciones. Ademas
nos serviran de elemento de referencia en la evolucion del sistema.
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Muchos de los modelos que suelen abordarse bien pueden ser lineales, es decir,
basados en transformaciones del tipo au+b de la incégnita u (a y b tendran significados
muy distintos si estamos en el caso de ecuaciones diferenciales (EDOs) o en el caso
de ecuaciones de derivadas parciales (EDPs)). La dinamica de estos modelos lineales
esta perfectamente estudiada y es conocida una gran cantidad de resultados acerca de
soluciones, comportamiento, estabilidad, etc.

El problema es que la mayoria de los modelos que nos encontramos en la realidad
no tienen un crecimiento de la forma au + b. A poco que estudiemos un problema del
que queramos obtener algunas ecuaciones que predigan su comportamiento vemos
que en muchos casos son modelos no lineales los que mejor describen la realidad que
estamos estudiando.

El primer problema que nos encontramos es que de los sistemas no lineales pode-
mos obtener poquisimos resultados generales que nos ayuden a resolver otros proble-
mas también no lineales. Por ello, a veces cada problema no lineal debe ser estudiado
aparte como una realidad particular y compleja.

Una vez conocida la existencia de solucién, uno de los principales problemas a
estudiar en cualquier sistema es el comportamiento de las soluciones cuando t —
00. Pero como hemos dicho anteriormente, los problemas no lineales presentan una
dificultad, ya que obedecen a complicadas leyes que, en general, hacen dificil predecir
la evolucion del sistema.

Ademas, existen muchos modelos que tienen un comportamiento sensible respec-
to a los datos iniciales,es decir, una pequena variacion el dato inicial provoca un gran
cambio en el comportamiento del modelo. Estos sistemas son frecuentes en multiples
campos como la Fisica, la Quimica, la Biologia, la Economia, etc.

Podemos llegar a pensar que en estos modelos vamos a ser incapaces de obtener
alguna informacién acerca del comportamiento de las soluciones cuando t — 0. Sin
embargo este pensamiento dista mucho de la realidad, pues en muchos casos las tra-
yectorias convergen hacia un conjunto, en ocasiones bastante extrano, al que llama-
remos atractor del sistema (esta idea de atractor sera la parte fundamental de nuestro
estudio).

De esta forma, el comportamiento caético de ciertos sistemas dinamicos podran
ser explicados por la existencia de un (a veces complicado) conjunto atrayente com-
pacto hacia el que convergen las trayectorias cuando t — oo. En este sentido es en el
que podemos hablar de los atractores como explicacion del caos.
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1.2 Sistemas dinamicos y disipacion

Las ecuaciones auténomas son aquellas en las cuales no aparece una dependencia
explicita del tiempo en el término no lineal, es decir, podemos expresarlas como

%u = F(u(®)).

Esta viene marcada unicamente por el tiempo transcurrido. Por tanto, si u(, s; x,) es
una soluciéon que comienza en u, en el tiempo s y evoluciona hasta el tiempo ¢, su
dinamica es la misma que la de la solucion u(t — s,0; x,).

Comencemos con una de las definiciones mas importantes de este trabajo.

| Definiciéon 1.1.  Sea X un espacio métrico. La familia de aplicaciones {T'(t) : t > 0}
de X en si mismo se denomina semigrupo si verifica,

1. T(0)=1d,
2.TWOT(s)=T(s)T(@t)=T(s+1), paratodot,s >0
3{teR:t>0}xX>(x)—>T(@{)x € X es continuo

En el apartado 3. de la definicion anterior se esta considerando el conjunto {r €
R : ¢t >0} X X dotado de la topologia producto.

Consideremos un problema auténomo

0
“u=F
3 (u)

con unicidad de solucion denotada por u(t;u,) con valor inicial u, en t = 0; vemos
que el semigrupo T'(#)u, = u(t;u,) representa la soluciéon que comenzé en u, cuando
ha transcurrido un tiempo ¢.

Ahora vamos a definir la semidistancia de Hausdorff para conjuntos, la cual mide,
dicho de forma sencilla, "cuanto de un conjunto esta dentro de otro" y que nos ayudara
en nuestro proceso de definicién de atractor global.

| Definicion 1.2. Sea (Y, dy) un espacio métrico y A, B C Y dos subconjuntos de
dicho espacio. La semidistancia de Hausdorff ente A y B, denotada por dist(A, B), se
define como

dist(A, B) = sup ll)relg dy(a,b)

acA
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o, equivalentemente,

dist(A, B) = inf {¢ >0 : A C N(B,¢)}

donde N(B,e) ={y €Y : dy(y, B) < €} denota un e-entorno de B.

Hay que tener en cuenta que esta distancia no define una métrica ya que si dist(A, B)

0 lo tnico que sabemos es que A C B. La distancia de Hausdorff se define como

dist,, (A, B) = max {dist(A, B), dist(B, A)}
Veamos algunas propiedades:

dist(@, Y) = 0, mientras que dist(X, @) no esta definida;
dist(X,Y) = dist(X, Y);

si Y, CY,, entonces dist(X, Y,) > dist(X, Y,);

si X, C X,, se verifica que dist(X;, Y) < dist(X,, Y);

Ll O e

| Definicién 1.3.  Sean A y B subconjuntos de X y {T(t) : t > 0} un semigrupo en
X. Diremos que A atrae a B si

dist(T()B, A)—— 0

Sabemos que un sistema es disipativo si sus soluciones convergen a un conjunto
acotado dentro del espacio X, es decir, no explotan en tiempo finito, y estan acotadas
en todo tiempo.

| Definicién 1.4. Diremos que {T(¢) : t > 0} es disipativo acotado (disipativo com-
pacto) (disipativo puntual) si existe un conjunto acotado B C X tal que paratodo D C X
acotado (conjunto compacto K C X) (punto x € X), existe t, = ty(D) (t, = t,(K))
(ty =ty(x)) tal que T(t)D C B (T'(t)K C B) (T'(t)x € B) para todot > t,,.

Ahora procederemos a definir el concepto de invarianza, el cual es fundamental
dentro del marco de los atractores globales ya que son conjuntos que guardan en su
interior toda su dindmica.

| Definicién 1.5. Diremos que un conjunto D es invariante bajo el semigrupo {T(t) :
t>0}siT(t)D = D para todot > 0.
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Tras esta definicion nos disponemos a dar la definicion de atractor global.

| Definicion 1.6. El conjunto of C X es el atractor global para el semigrupo {T(¢) :
t >0} si

1. es compacto
2. atrae acotados de X
3. es invariante bajo {T(t) : t > 0}.

Obsérvese que, de la manera en la que hemos definido el atractor global, a priori,
parece que un cierto semigrupo pudiera poseer mas de un atractor global. No obstante,
se puede probar facilmente que un semigrupo posee, a lo mas, un inico atractor global.

Proposicion 1.1.  Si existe un atractor global para el semigrupo {T'(¢) : t > 0}, enton-
ces dicho atractor es tnico.

Demostracion. En efecto, sean A, y A, atractores globales para el semigrupo {7T'(¢) :
t > 0}. Entonces, como A, es un compacto, es un subconjunto acotado de X, y usando
que A, es un atractor global, tendremos que

lim dist(T(t)A,, A,) = 0.

t—o0

Pero, la invarianza de A, por T'(-) implica que T'(t)A, = A, cualquiera que sea ¢t > 0.
Teniendo en cuenta, la igualdad precedente queda

0=Ilim

t—o00

dist(T(t)A,, A,) = lim dist(A,, A|) = dist(A,, A,),
t—o0

osea, dist(A,, A;) = 0,luego como hemos visto antes, esto implica que A, C A_1 = A,
ya que A, es cerrado.

Cambiando los papeles de A, y A, en el argumento anterior, se concluye la otra
inclusién A, C A,, mostrando la igualdad entre los dos conjuntos. |

1.3 Conjuntos o-limites

Introducimos en esta seccion el importante concepto de conjunto w-limite, que va
a jugar un papel fundamental en el desarrollo de la teoria de los atractores globales.
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| Definicioén 1.7. Denominamos conjunto w-limite de un conjunto B al conjunto que
contiene todos los puntos limite de las soluciones de dicho conjunto,

oB) = JT@®B =) r B (1.1)

=0 >t t>0

Donde y*(B) es su semidrbita positiva respecto del semigrupo T(-), definida por

yH(B) :={T{®)x : t>0,x € B} = Uy+(x)

XEB
yf(B) :={T()x : t>7,x € B}.
Vemos que el conjunto w-limite de cualquier subonjunto B de X es un conjunto
cerrado, por ser interseccion de cerrados.

Esta definicién que acabamos de dar se puede cambiar por otra mas manejable en
términos de limites de sucesiones, como nos muestra la siguiente caracterizacion.

Lema 1.1. El conjunto w-limite de un subconjunto B C X esta caracterizado por

@(B) = {y € X : existen sucesiones f, — oo, {x,} € B tales que T'(z,)x,, n—co o,
(1.2)

Demostracion. En efecto, sea @'(B) el conjunto definido por (1.2). Por una parte,

dado x € w(B), para cada natural n se tiene que x € y}(B). Luego, para cada n
debe existir z, € y¥(B) tal que d(x, z,) < %, pero, por la definiciéon de y(B), existen
t, 2 nyx, € Bdemanera que z, = T(t,)x,. Asi se tiene evidentemente que x =
lim,_  T(t,)x,, cont, — oo, es decir, x € @'(B).

Por otra parte, sea x € @'(B), entonces x = lim,_, , T'(¢,)x,, para ciertas sucesio-
+
nes (tn)neN en RO, conf, — 00,y (xn)neN en B.

Ahora, dado t > 0 cualquiera, escogiendo un natural n () de modo que ¢, > t para
n > n(t), se ve facilmente que T (tn) X, € 7,B) toda vez que n > n(t), de donde

resulta que x € y,(B), y de la arbitrariedad con la que fue tomado ¢ > 0, concluimos

que x € ) 50 ¥, (B), es decir, x € w(B) y el lema queda demostrado. |

A continuacién veamos una caracteristica acerca del conjunto w-limite que nos
sera de mucha utilidad.
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Proposicion 1.2.  Sea B C X. Si para algtn t, > 0 el conjunto

U T()B

>t
es compacto, entonces w(B) es no vacio, compacto e invariante.

Demostracion. Parat > 0 tenemos que los conjuntos

B(t) = U T(s)B

s>t

son una familia de compactos encajados, por tanto tienen interseccion no vacia y
compacta. Asi, @(B) es no vacio y compacto si usamos la caracterizacion en (1.1).

Para demostrar la invarianza del conjunto, usaremos la caracterizacion en (1.2).
n—0oo
SeaT(t)y € T(t)w(B) con y € w(B); existen dos sucesiones {x,},cn € Byt,—— o

de modo que T'(¢,)x, converge a y. Basta aplicar ahora el semigrupo, obteniendo
TOT@,)x,=T+1t,)x, =T(r,)x,.

Como T'(t,)x, converge a y, tenemos que 7'(z,)x, converge a T'(f)y y por tanto esta
en w(B). Con lo que hemos probado que T'(#)w(B) C w(B).

Tomemos ahora un elemento y € w(B). Por definicion, existiran unos 7, que con-

vergen a infinito y unos {x, € B tales que T(tn)xnm V.
Sea ahora n, € N tal que 7, > t + ¢, para todo n > n,,. Por tanto,
(T, - x,} € B = JT(5)B.
s>t

Al ser este conjunto compacto por hipoétesis, existe una subsucesiéon convergente
(que denotaremos igual) a un punto z, el cual esta en @w(B) por (1.2). Por continuidad
del semigrupo,

y=I1imT(,)x, = limT@®Tt,—t)x,=T()z. (1.3)

Por tanto, tenemos que y € T'(f)w(B), y por consiguiente el doble contenido. |
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| Definicién 1.8.  Llamaremos solucién global para el semigrupo {T(t) : t > 0} en
X (o también orbita completa) a toda familia {£(t) @ t € R} tal que cualquiert € R,
E(t) =T+ s)E(s) para todo s < t.

Es muy sencillo ver a partir del lema 1.1 que, si B C C entonces w (B) C @ (C)
ysié ¢ R — X es una solucion global de T'(-) se tiene que w (& (¢)) = @ (£ (s)) para
cualesquiera s, € R

En algunos casos podemos tratar un concepto semejante al de conjunto w-limite,
pero donde el tiempo transcurre hacia atras, definiendo lo que se conoce como conjun-
to a-limite asociados a una solucion (es decir, no consideraremos conjuntos a-limites
asociados a un subconjunto arbitrario B de X).

| Definicién 1.9. Sea é : R — X una solucion global del semigrupo {T(t) : t > 0}.
Definimos su conjunto a-limite como:

a(é) :={x€ X : exsite(t,),en en R cont, — —oo tal que x = lim &(1,)}

Las principales propiedades de los conjuntos w-limites necesarias en el estudio
de los atractores globales se verifican siempre para los semigrupos asintoticamente
compactos.
| Definicién 1.10. Diremos que el semigrupo {T(t) : t > 0} es asintoticamente com-

n—oo

pacto si para cualesquiera sucesiones {x,},eny € X acotada yt, —— oo existe una

subsucesion convergente a un punto de X de la sucesion {T'(¢,)X,} ,en-

| Definicién 1.11.  Se dice que un semigrupo no lineal {T(t) : t > 0} en un espacio
métrico X es eventualmente compacto, si existe unt, > 0 tal que la aplicacion T'(t,) :
X — X es una aplicacion compacta, es decir, si para cada subconjunto acotado B de X
su imagen por T'(t,)), T'(t,)B, es un conjunto relativamente compacto de X.

Supongamos que {T'(¢) : t > 0} es un semigrupo eventualmente compacto y sea
to > Otalque T'(#,) : X — X esunaaplicacion compacta. Entonces, del hecho de que
una aplicacién continua transforma conjuntos compactos en conjuntos compactos y
de la propiedad de semigrupo, se deduce que para todot >, T(¢) : X — X esuna
aplicacion compacta, pues T'(¢t) = T'(t — t,)T(t,).

Para ver que un semigrupo eventualmente compacto {7T'(t) : t > 0} y eventual-
mente acotado es asintéticamente compacto, sean (7,),cy Una sucesion de nimeros
cont, = ooy (x,),ey Una sucesion acotada de puntos de X. Sea, por la compacidad
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eventual, z, > Otal que T'(r,) : X — X esuna aplicacion compacta y, por la acotacion
eventual de T'(-), 7 > 0 de manera que la semidrbita, y*(B,), del subconjunto acotado
B, := {x, : n € N}, es acotada. Finalmente, escogiendo un numero real t' > 7, + 7,
consideremos n, € N tal que 7, > t’ para todo n > ny,. Definiendo el conjunto acotado
B :={T@t,—1)x, : n>ny} Cyr(By),delaobservacion que sigue a la definicion de
compacto eventual, resulta inmediato que T'(t') B es relativamente compacto y siendo
{T(t,)x, : n> n,} un subconjunto de T'(¢') B, se sigue la conclusion.

Presentamos ahora las principales propiedades de los conjuntos w-limites para
semigrupos asintéticamente compactos, resumidas en el siguiente teorema.

| Teorema 1.1. Sea {T(¢) : t > 0} un semigrupo asintoticamente compacto en un
espacio métrico X. Para todo subconjunto acotado no vacio B C X se tiene que su
conjunto w-limite satisface las siguientes propiedades:

1. w(B) es no vacio, compacto, invariante y atrae a B por la accion de T(-).

2. w(B) es el menor conjunto cerrado de X que atrae a B.

3. Si B es conexo o existe un conexo C que contiene a B y que es atraido por w(B),
entonces w(B) es conexo.

Demostracion.

1. Para ver que @w(B) es no vacio, escojamos una sucesiéon cualquiera de numeros
reales no negativos (f,),ey €On f, — o0 y una sucesion cualquiera (x,,),oy de
puntos de B. De la compacidad asintética se deduce que la sucesion (T'(¢,)x,,) ,en
posee una subsucesion convergente y el Lema (1.1) nos dice que este limite
pertenece a w(B).

La compacidad se puede probar asi. Sea (x,,),cy una sucesion de puntos en w(B).

Gracias al lema 1.1, a cada n € N esta acotado un par de sucesiones (ti.")>
jeN

+ (n) (n) T (n) (n)

en RO, con tj ﬁ 00,y <xj )jEN en B tales que x, = hmj_,00 T <tj ) X De

donde se puede concluir que, para cada natural » existe un natural j, tal que

d (xn,T (t;.'”) x(.")) < l, con t;") > n. (1.4)
n n

Jn n

Como 1) — oo, por la compacidad asintética, podemos extraer una subsu-

n n—>o0
(n)
Jn

(ny) (ny)
T<t." )x." )
< j"k ‘/"k keN

cesion convergente de <T <t§n)) X ) , que vamos a denotar por
n neN
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y por x a su limite. Ellema 1.1 implica ahora que x € w(B), y de (1.4) obtenemos

1
d (x,, T (t(”“) x(."")> < —,
k Jnk Jnk nk

de donde resulta, después de tomar limite para k — oo, que x,, —x lo que
— 0

que

demuestra la compacidad de w(B).

Probemos ahora que w(B) es invariante. En primer lugar, sean x € w(B) y
T(,)x,.
Entonces, sit > 0 es dado, de la continuidad y del operador T'(¥) : X — X y de
la propiedad de semigrupo se sigue que

(t,),en €0 RY, cont, — o0,y (x,),cn €0 B de manera que x = lim

n—0oo

T()x = T(1) <lim T(tn)xn> = lim T(t +1,)x,,

cont+1t, = ooy (x,),e en B, lo que significa que T'(f)x € w(B) y establece
la inclusiéon T'(f)w(B) C w(B). Reciprocamente, sean x € w(B) y (1), €n RY,
cont, - o,y (x,),ey €n B de manera que x = lim,_,  T'(¢,)x,. Fijado t > 0
vemos que

x=1limT@)x,=1m T+ (¢, —1)x,=lm TE)(T(t,—1)x,). (1.5)

Por otro lado, usando la compacidad asintotica, obtenemos un punto z € X y
una subsucesion <T(tnj - t)xn>j€N de (T(tn - t)xn)neN con
z=I1limT{, —t)x
Jj—oo J

L9
nj

de donde, junto con el Lema 1.1, se sigue que z € @w(B), y usando la continuidad
deT(t) : X - X en (1.5) y el hecho de que toda subsucesion de una sucesiéon
convergente es convergente y converge al mismo limite, obtenemos que

x=T(®) <1im T(, - t)xnj> =Tz,

J— 00

lo que demuestra que x € T (f)w(B), concluyendo la inclusion T (#)w(B) D w(B)

y, por lo tanto, la invarianza de w(B).

Veamos que w(B) atrae a B, es decir, que /im dist(T(t)B,w(B)) = 0. Supon-
j—oo

gamos que esto no sea cierto, entonces existe € > 0 y podemos construir una

sucesion (t,),cy de nimeros reales positivos con ¢, — oo tales que

dist (T(t,)B,w(B)) >¢ VneN
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Por otro lado, la definicion de la semidistancia nos dice que para cada natural n
se puede hallar x, € B tal que

d(T(t,)x,,o(B)) > e (1.6)

pero, la compacidad asintética de 7'(-) nos permite extraer una subsucesion de
(T'(t,)x,) que converge a un punto x que obligatoriamente esta en @w(B). Enton-
ces la continuidad de la funcion distancia de un punto a un conjunto y (1.6) nos
garantizan que d(x,®(B)) > e, contradiciendo que x € @(B), estableciendo
que w(B) atrae a B completando la prueba del apartado (1.)

. De la definiciéon de w(B), se sigue que el mismo es cerrado y, por el apartado
anterior, tenemos que atrae a B por T'(-). Para probar que es el menor cerrado
con estas propiedades, consideremos un conjunto cerrado F de X que atraiga
a B por T'(-), y mostremos que w(B) C F.

En efecto, en caso contrario, existira un punto x € @(B) tal que x ¢ F. Como
F es un conjunto cerrado, se tiene que d(x, F) > 6 > 0, para algin 6 positivo.
Ahora, sean (1,),cy en RY, cont, — 00,y (x,),cy en B tales que x = limT (t,)x,.

n—oo

Por otra parte, como F atrae a B, podemos encontrar t* > 0 tal que
dist(T(t)B, F) < ¢ siempre que t > t*
Luego
d(T(t)z, F) < 6 paratodo z € By todot > t*

Pero, escogiendo n(t*) € N tal que t, > t* siempre que n > n(t*), concluimos
que para todo n > n(t*) se verifica

d(T(,)x,, F) <6,

de donde, por la continuidad de la funcion X 3 w — d(w, F) € R, y después
de pasar el limite en n, se deduce que d(x, F)) < 8, lo que contradice la eleccion
de x y demuestra el apartado (2.).

. Supongamos que exista un conjunto conexo C conteniendo a B y que sea atrai-
do por w(B), pero que @w(B) no sea conexo. Entonces, se puede escribir w(B)
como la unién de dos conjuntos no vacios cerrados (en w(B) y por lo tanto en
X, ya que w(B) es cerrado en X) y disjuntos F, y F,. Se sigue del apartado (1)
que F, y F, son compactos, luego d(F,, F,) =: 6 > 0, donde

d(F,,F,) :=1inf {d(a,b) : a€ F,, b€ F,}

Ahora, como w(B) atrae a C, existe t* > 0 tal que
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T()C C Os(w(B)) para todo t > t*
2

es decir,

75(C) € O:(@(B) = 05 (F) | ] 0:(Fy).

Pero, y:,f(C) es la imagen del conjunto conexo [t*, c0)X X > (£, x) +— T(t)x € X,
por lo tanto yf(C) es conexo y como O;(F,) y Os(F,) son disjuntos, obliga-
toriamente y1(C) solo puede estar conteZnido en lino de estos dos conjuntos.
Supongamos, por fijar ideas, que sea y,1(C) C @g (F,). Entonces,

F,cw(B) Cyi(B)Cyi(C)cC s (Fy),

con lo que d(F,, F)) < g, que no puede ser cierto teniendo en cuenta la defi-
nicién de 4, y permite concluir que w(B) es conexo cuando w(B) atrae a un
conexo que contiene a B.

En el caso en que B sea conexo, el resultado se deduce de lo que hemos probado
arriba simplemente escogiendo C = B, terminando la demostracion.

Se puede demostrar para los conjuntos a-limites de las soluciones globales acota-
das de los semigrupos asintéticamente compactos en el pasado, y con demostraciones
enteramente analogas, propiedades similares a las presentadas en el lema anterior, es
decir, se verifica el siguiente resultado:

Lema1.2. Sean {T(¢) : t > 0} un semigrupo asintéticamente compacto en un espa-
cio métrico X y £ : R — X una solucion global acotada suya. Entonces, el conjunto
a-limite de &, a(&), es no vacio, compacto, conexo, invariante y

Jim d(g(®), a(8)) = 0. (1.7)

Demostracion.  Probemos simplemente que (&) es no vacio y que se tiene la conver-
gencia en (1.7), pues el resto de propiedades se demuestran analogamente al caso del
conjunto w-limite.

En efecto, sea (?,),cn Una sucesion arbitraria de nimeros no positivos con 7, —
—o0. Escribiendo para cada natural n

¢t,) =T(=1,)8(2t,),
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como —t, = 00,y (§(21,)),en €S una sucesion acotada de puntos de X, la compaci-
dad asintotica asegura que (T'(—t,)é(21,)),en POSee una subsucesiéon convergente, o
sea,(&(,)),en POSee una subsucesion convergente y, por definicion, un tal limite debe
pertenecer a a(§) # @.

Por otra parte, supongamos que no se tenga la atracciéon hacia atras en (1.7). En-
tonces, existen € > 0 y una sucesion (?,),oy de nimeros no positivos con t, - —oo
de modo que

dE@,),a@) 2e VneN (1.8)

Pero, repitiendo el argumento que hemos usado para probar que a(¢) # @, se concluye
que la sucesion (£(7,,)),on POsee una subsucesion convergente hacia un punto x € X,
y dicho punto debera pertenecer a a(£), lo que contradice a (1.8) y, por lo tanto,(1.7)
es cierto.

Vamos a terminar la seccién probando un resultado bastante util, acerca de de
conjuntos w-limites.

Lema 1.3. Sean {T'(¢t) : t > 0} un semigrupo no lineal en un espacio métrico X y
A C X cerrado e invariante por 7'(-). Entonces

w(A) = A.

Demostracion. En efecto, sea x € A, entonces, por la invarianza de A, se tiene que
para cada natural n existe un punto x, € A tal que x = T'(n)x, y, evidentemente,

x = limT(n)x,, luego x € w(A) por el Lema 1.1, estableciendo la inclusién A C w(A).

Por otro lado, sean x € @(A), (1,),ey en R y (x,),cn en A tales que x = limT'(z,)x,.

Usando la invarianza de A vemos que 7'(t,)x, € A para todo natural n, de donde
X € A = A, lo que significa que w(A) C A. |

1.4 Existencia del atractor global

En esta secciéon vamos a analizar el problema de establecer condiciones suficientes
que garanticen la existencia de atractor global. Para ello vamos a mostrar dos resul-
tados clasicos sobre existencia de atractores basados en compactos atrayentes o en
semigrupos asintéticamente compactos.
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Proposicion 1.3.  Sean A, B C X con A acotado que atrae a B. Entonces w(B) C A.

Demostracion.  Sea € > 0. Como A atrae a B, existe un tiempo T = T'(¢, B) tal que
T(@)B C N(A,e¢). Por tanto,

U T(#)B C N(A,¢)

1>T

Por (1.1),
w(B) = ﬂUT(s)B C ﬂN(A,g) C A.

>0 s>t >0

| Teorema 1.2. Supongamos que el semigrupo {T(t) : t > 0} es disipativo acotado,
siendo K C X un conjunto absorbente. Si K es compacto, entonces existe el atractor
global o que viene dado por o = w(K).

Ademas si K es conexo & también es conexo.

Demostracion.  Veamos que el conjunto @w(K) esta bien definido.

Como K es un conjunto absorbente, y es compacto (y por tanto cerrado y acotado)
tenemos que existe un tiempo 7, de modo que para tiempos superiores a él, el conjuto
T()K C K. Por tanto

Urok c k.

1,
Como K es compacto, tenemos que el conjunto w(K) es no vacio, invariante y com-
pacto por la Proposicion 1.2

Para demostrar que atrae acotados razonaremos por reduccion al absurdo. Su-
pongamos que no es asi, es decir, existe un conjunto B acotado, un 6 > 0 y unos

n—0o0

t,—— oo de forma que dist(T'(¢,)x,, %) > 6. Como K es un conjunto absorbente,

existe un tiempo 75 de forma que T'(1)B C K, para todo ¢ > ?, y, por tanto, existe un
n, suficientemente grande a partir del cual {T'(¢,)x, : n > n,} € K. Por compacidad,
existe una subsucesion que converge dentro del conjunto a un valor que llamaremos
f. Por la continuidad del semigrupo, dist(f, /) = 6. Por otro lado,

p=1lmT,)x, =limTt, —tz)T(tp)x, .
j—oo J J j—oo J J

Como tnj — Iz converge a o0 y T(IB)xnj € K, tenemos que f € wo(K) = &, lo que es
una contradiccion. Probemos ahora que el atractor es conexo, también por reduccion
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al absurdo. Supongamos que existen dos abiertos 0, y 0, tales que N(w(K),e) C
O0,J0,,con0, (10, =38y N(K),e) ()0, # @ parai = 1,2. Como w(K) atrae a
K, para tiempos grandes T (1)K C N(w(K), €). Al ser el conjunto T'(f)K conexo por
la continuidad del semigrupo, tenemos que ha de estar contenido en, por ejemplo, O,.
Usando la Proposicién 1.3, tenemos que &/ = w(K) C O, lo que es una contradiccion.

A continuacién vamos a dar dos teoremas que son fundamentales para el proble-
ma de existencia de atractor global. Para ello usaremos el concepto, que definimos
anteriormente, de semigrupo asintéticamente compacto.

| Teorema 1.3. Sea {T(t) : t > 0} un semigrupo en X. Las afirmaciones siguientes
son equivalentes:

1. {T(t) : t > 0} posee atractor global < .
2. {T(t) : t =2 0} es disipativo acotado y asintéticamente compacto.

Ademas, si es B el conjunto absorbente del semigrupo, entonces el atractor global es el
conjunto w-limite de B, es decir,

A = w(B).

Demostracion. La prueba de este teorema es una aplicacion directa al Teorema 1.1.

El siguiente teorema nos dara una caracterizacion muy util para los grupos asin-
toticamente compactos en espacios de Banach. Se basa en la descomposicion de éstos
en dos semigrupos que cumplen determinadas caracteristicas.

| Teorema 1.4. Sea (X, || - ||) un espacio de Banach y {T(t) : t > 0} un semigrupo
acotado, es decir, dado un conjunto acotado B en X, el conjunto {T'(t)B : t > 0} es
acotado. Supongamos que T'(t) = W (t) + U(t) donde:

1. {W(t) : t > 0} es una familia de operadores de X tales que para todo B C X
acotado se tiene que

W @®Blx < m,(O)m,(|| Bl x)
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con

m, : R > R,  limm(t)=0
t— 00

donde definimos || B|| y = sup{||b||x : b € B}.
2. {U(@) : t > 0} son tales que para todo B C X acotado, existe un tiempoT(B) > 0
de forma que el conjunto {U(t)B : t > T(B)} es relativamente compacto, es decir,

n—>oo
dada una sucesion {x,},en © B yt,—— o0, existe una subsucesion convergente
de {U(t,)x,} en-

Entonces el semigrupo {T(t) : t > 0} es asintoticamente compacto.

Demostracion. Sea B C X acotado. Por hipoétesis, tenemos que {T'(#)B : t > 0} es
n—-oo

acotado. Veamos que el conjunto B, = {T'(t,)x, : n> 1} conx, € By t,—— o

posee una subsucesion convergente. Para ello bastara con que el conjunto sea rela-
tivamente compacto por medio de la existencia de una e-malla finita, siendo ¢ > 0
cualquiera.

Sea € > 0 y tomemos un / > T'(B) de forma que

€

mh) < 2my(| U,z TOBI’

lo cual nos lo garantiza la condicién de que la funcién m,(#) vaya a cero cuando el
tiempo va a infinito. Descomponemos B, en dos conjuntos

B! = {T(t)x ), B! = {T(t)x, )2,

cont, <I<t .,

Tenemos que el conjunto B;’ es un subconjunto del conjunto acotado T(/)({T'(#)B :
t > 0}). Aplicando ahora la descomposicion del semigrupo a dicho conjunto obtene-
mos que el conjunto U(/)({T'(#)B : t > 0}) es relativamente compacto por hipotesis.
Por tanto, podemos recubrirlo con una familia %-malla finitia. Por otro lado, la norma
del operador W (#) queda como

w () (U T(t)B) < ml(l)m2< Uros )
X X

>0 >0
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€ T(H)B =£

< m,
(0o, ) 72

Por consiguiente podemos recubrir al conjunto B, por una e-malla finita, llegando a

la conclusion de que es precompacto. |

| Teorema 1.5. Sea {T'(t) : t > 0} un semigrupo no lineal en un espacio métrico X.
Entonces, {T(t) : t > 0} posee atractor global & si y solo si es asintoticamente compacto
y disipativo. Ademas, en este caso, si I3 denota la coleccion de todos los subconjuntos
acotados no vacios de X, entonces el atractor viene dado por

d =] o) (1.9)

BEB
Demostracion. En primer lugar supongamos que existe el atractor global & para
{T() : t > 0}. Entonces, como hemos visto en la Seccion 1.2 sabemos que es disipa-
tivo. Para ver que también es asintéticamente compacto, sean {x,},cy Una sucesion
acotada de puntos de X y {7, }, oy una sucesiéon de nimeros no negativos con f, — co.

Por un lado, considerando el conjunto acotado B := {x, : n € N} se tiene que

n

lim dist(T'(t)B, &) = 0,
t—0o0
y, en particular, para todo x’ € B

lim d(T'(¢,)x', /) < lim dist(T'(¢,) B, &) = 0. (1.10)

n—0o0

Entonces, aplicando la de definicién de limite de sucesiones en (1.10), para cada j € N
se puede encontrar un punto z; € &/ de manera que

d(T(tnj)x”j, z;) < } (1.11)

Ahora, como ¢/ es un conjunto compacto, la sucesion {z;} -y posee una subsuce-
sion convergente. Denotando dicha subsucesion de la misma manera, sea x € & su
limite. Entonces por (1.11),

d <T(t,,v)xn_,x> <d (T(tn_)xn_,zj> +d(z).%) <+ +d(z,, ),
J J J J J

es decir, T(tnj)xnj —— X, probando la compacidad asintotica de {T'(r) : t > 0}.
Jj—o0

Reciprocamente, supongamos que {7'(f) : t > 0} es asintéticamente compacto y
disipativo. Sea

oA 1= U (B)

BeB
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el conjunto definido en (1.9) y probemos que & es, efectivamente, el atractor global

de {T(¢r) : t > 0}.

En primer lugar, notemos gracias al Teorema 1.1, para cada B € B3, el conjunto
@(B) es no vacio, compacto, invariante y atrae a B por la acciéon de T'(:). De ahi,
vemos que & es invariante, por ser uniéon de conjuntos invariantes, y ademas, atrae
a todos los acotados de X por medio de T'(-). Luego, el teorema quedara demostrado
en cuanto probemos la compacidad de &/, lo que haremos usando la disipatividad de

{T() :t>0}.

En efecto, sea D C X un subconjunto acotado que absorbe a todos los subcon-
juntos acotados de X por medio de 7T'(-). Tomando la clausura de D, si hiciera falta,
podemos suponer que D es cerrado, entonces su propiedad de absorcion junto con la
propiedad (2.) en el Teorema 1.1, nos dicen que w(B) C D para todo B € B. Luego
9 C D y por tanto d c Dlo que implica que () C w(D). Como & es invariante
se tiene que & C w(D) y asi se puede concluir la cadena de inclusiones

A C w(d)CwD)C o,

y consecuentemente w(D) = &, concluyendo la compacidad de &/, teniendo en cuenta
el Teorema 1.1. |

1.5 Las ecuaciones de Lorenz

A continuacién vamos a ver un ejemplo clasico de existencia de atractor global.
Consideremos el siguiente sistema de ecuaciones

x'=—-0cx+oy

V=rx—y-—xz (1.12)
z' = xy— bz,

con o, r y b constantes positivas.

Como estamos en R los conjuntos cerrados y acotados son compactos, por lo tan-
to s6lo necesitamos encontrar un conjunto cerrado, acotado y absorbente para probar
la existencia del atractor global. Veamos que existe una bola centrada en (0,0, r + o)
suficientemente grande que absorbe cualquier solucién del sistema (1.5).
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Consideramos la funciéon V(x,y,z) = x> + y> + (z — r — 6)°. Si consideramos
ahora V (t) = V(x(¢), y(1), z(t)), donde (x(¢), y(¢), z(1)) es una solucién de la ecuacién
de Lorenz, su derivada temporal es
dVv

T 2xx"+2yy +2(zr—0)z = —20x* —2y* —2bz* +2b(r+0)z < —aV + b(r + 0)?

donde @ = min (20, b, 2).
Aplicando la desigualdad de Gronwall,

+ 2b(r + )?

Vye ™ , (1.13)

2 2
v < <%_M>e-m+w <

a

siendo V,, = V(x,, ¥y Z,) los datos iniciales del problema. Tenemos que si |z| < r+o,
entonces ||(x, y, 2)||gs < V(x,y, z), por lo tanto

+ 2b(r + 0')2.
a

(x(@), (1), 2E))|gs < Voe™

2
Por consiguiente, si consideramos la bola B de centro (0,0, r + ¢) y radio & + 22X-2-

o
(con € > 0), tenemos que cuando una solucién entra en esta bola, permanece en ella
para todo tiempo posterior. Por otro lado, si la solucién comienza fuera de dicha bola,
debido a (1.13), el valor de V' (¢) ira disminuyendo hasta que la solucion entre de nuevo
en B.

La Figura 1.5 nos muestra el espacio de fases de este problema, donde podemos
ver la estructura del atractor global para unos valores concretos de los parametros. En
este caso, el espacio de fases es R3, en el cual no representamos la variable temporal,
sino unicamente los valores de los puntos (x(t), y(¢), z(t)).

Para mayor comprension mostraremos también las trayectorias de las soluciones
de la solucion del sistema (1.12)

Los c6digos que hemos usado vienen explicados en el Anexo.
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Atractor de Lorentz

50, Orbita
® Datoinicial

40

30

20

Figura 1.1: Atractor de Lorenz para el sistema (1.12) con valores ¢ = 10, r = 28 y
b= g y con valor inicial (-1,3,-1). Podemos observar la clasica estructura de alas de
mariposa con una compleja estructura. En realidad, se trata de un conjunto fractal.



1. ATRACTORES GLOBALES Y PROBLEMAS AUTONOMOS

Trayectorias de la

solucidn
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Figura 1.2: Trayectorias de Lorenz para el sistema (1.12) con valores ¢ = 10, r = 28

yb= g y con valor inicial (-1,3,-1).






2 | Semigrupos Gradientes

Presentaremos en este capitulo la clase de semigrupos que va a ser el objetivo de
nuestros resultados posterioremente, y que consiste en caracterizar los sistemas por
medio de su dinamica.

La dinamica de los semigrupos gradientes queda descrita por medio de una funciéon
auxiliar llamada funcion de Lyapunov, que posee propiedades muy particulares y, por
eso, sugiere que la clase de los sistemas gradientes debe componer una clase bastante
notable de sistemas.

En este capitulo nos proponemos mostrar que, efectivamente, estos sistemas po-
seen una dinamica que permite ser comprendida de manera bastante detallada.

2.1 Definicion de semigrupo gradiente

Recordemos que, dados un subcojunto A C X y un numero positivo € > 0, su
e-entorno, denotado por 0,(A), es la unién de todas las bolas abiertas centradas en
sus puntos y poseyendo radio €, es decir,

0.(4) :=| | Blae) = (x € X : d(x, A) < ¢}.
a€A
| Definicion 2.1.  Sea {T(t)},5, un semigrupo no lineal en un espacio métrico X y E
un conjunto invariante.

a) Sedice que E es un invariante aislado si existe 6 tal que E es el invariante maximal
en Os(E), es decir, si F' es un conjunto invariante en O;(E), entonces F C E.

b) Se dice que E = {E,, -, E,} es una familia disjunta de conjuntos invariantes
aislados si cada E; es un conjunto invariante aislado segin (a) y existe 56 > 0 tal
que O5(E)(O5(E)) = @ Vi,j € {1 n}i#j
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Observacion 2.1. Si E es un conjunto invariante, E C A. Ademas, E es también
invariante. En efecto,

x=1limx, x,€ E, T@{x=T()lim x,

n—oo

Comox € E = T)x € E, luego limT'(¢t)x, € E con esto llegamos a que T(t)f CE

Como x € E, x = limx,, luego x, € E tenemos que x, = T(t)y,, con lo que

n—0oo

v, € E. Sabemos que x = lim7'(t)y, = T(¢)limy,, luego llegamos a que y € E

16T@£}:E=T@E
ECTWE

Por lo tanto, los invariantes aislados acotados son cerrados.

| Definicién 2.2. Diremos que una solucion global ¢ : R — X es una solucion esta-
cionaria o un punto de equilibrio de {T(t) : t > 0} cuando es una aplicacion constante,
es decir, cuando es de la forma &(t) = z* para todo real t y un cierto punto z* € X.

| Definiciéon 2.3. SeaE = {E,, ..., E,} una familia disjunta de invariantes aislados.
Diremos que {T'(t)},5, es un semigrupo gradiente generalizado respecto de E si existe
una funcion V- . X — R que satisface

1. V : X - R es continua
2. V es no creciente a lo largo de las soluciones, es decir, para todo x € X

[0,0] - R

t = V(T(t)x)

es no creciente

3. Sipara algin x € X se tiene que V(T (t)x) = V(x) Vt > 0, entonces x € E, para
algin E, € E dondei € {1,...,n}

4. V : X — R esconstante sobre cada E; € E, esdecir,AL, € R, tal que V' (x) = L,,
Vx € E, dondei € {1,...,n}.

AV : X — R sele denomina funcion de Lyapunov generalizada.

En el caso en que E = {z],...,z} sean equilibrios, se dice que {T'(1)},5, es un
semigrupo gradiente y la funcion V' : X — R es una funcién de Lyapunov.
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Ejemplo2.1. Sea N € N, f € C*(R";R).

Consideremos el (PC)
xX'==Vf(x), t>0 (2.1)
x(0) = x, € R '
Tenemos que x(f) = (x,(?), ..., x5 (7)) siendo V f(x) = <%(x), s axaf(x)> el
1 N

gradiente de f en x

Supongamos que |llim f(x)=00,conVf : RN - RN (Vf : x - Vf(x))queen

C! es localmente Lipschitziana, luego existe solucién global tinica y podemos definir
T@) : RY - RN T(t)x, solucion de (2.1)

Supongamos que Vf : R — RN posee un nimero finito de ceros en R,
Vf(z*) = 0 que denotamos por E = {z}, ..., 2}

Lema2.1. f :RY — R esuna funcion de Lyapunov para el semigrupo {T'(t)},5,

Demostracion.

1. f : RY > R es continua, ya que es de clase C!, y E = {z},...,z}} es el con-
junto de todos los puntos de equilibrio de {7T'(f) : ¢ > 0}. Luego también se
verifica la propiedad (4) de la Definicién 2.3. Por tanto s6lo hace falta probar
las propiedades (2) y (3).

2. Enefecto, dado x, € R, tenemos que la funciénreal [0, 00) D t —» f(T(1)x,) =
f(x(t,x,)) € R es de clase C! y entonces, la regla de la cadena y el hecho de
que x(+,xy) : [0,00) = R" es la solucion del problema (2.1) nos conducen a
que, para todo ¢ > 0,

%(f o x(, X))(t) = V f(x(t, x0)) - X(t, %) = — |V f(x(2, xo))|2 <0, (22

donde el punto "-" representa el producto escalar euclideo en R" y |- | su norma
correspondiente.

La igualdad (2.2) implica que la derivada de la funcion

[0,0) 21 = f(T()xy) = f(x(t,x,)) ER
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es no positiva, luego dicha funcién debe ser no creciente, quedando establecida
la condicidn (2) en la Definicion 2.3.

3. Supongamos que x, € RN cumpla que f(T(t)x,) = f(x,) para todo t > 0.
Entonces (2.2) nos muestra que para todo ¢ > 0 se tiene

0=%fm9=%U%x@%mw=—qum%»F=—WL%W,

o sea, que x(t,x,) = 0 para todo t > 0, lo que implica que x(t,x,) = x, para
todo 7 > 0, es decir, que x, € E, completando asi la prueba.

Las funciones de Lyapunov juegan un papel importante a la hora de caracterizar
la estructura del atractor. Veremos que hablar de funciones de Lyapunov y de sistemas
gradientes es equivalente.

2.2 Estructura de los semigrupos gradientes

Los sistemas dinamicos gradientes forman uno de los pocos ejemplos de sistemas
que se conocen en los que se puede describir de manera bastante precisa la dinamica
que poseen. Por ello desarrollaremos el comportamiento de las soluciones globales,
para el cual antes definiremos el concepto de estructuras homoclinas.

| Definicion 2.4. Sea {T(t)},5, un semigrupo y E = {E,, ..., E,} familia disjunta
de conjuntos invariantes aislados.

Una estructura homoclina respecto a E consiste en un subconjunto
{E,l,... ,E,k} CE

junto a una familia de soluciones globales {$; : R — X : 1 > j > k} tales que,
poniendo E; := E, secumple, para todoj =1,2,-,k que:

1. Paracadaj € {1,... ,k}, existet; € R tal que £(1;) & <E,j U El,-+1) y
2.
lim d(&,(0, E)=0 y limd(,),E, )=0.
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Proposicion 2.1.  Sea {T()},5, un semigrupo gradiente generalizado respecto de la
familia disjunta de conjuntos invariantes aislados E = { E,, ..., E,} que posee atrac-
tor global & y V' : X — R su funcién de Lyapunov correspondiente. Entonces, se
verifican las propiedades siguientes:

1. Si¢ : R — X esunasolucion global acotada de T'(-) entonces, existen E, , E; €
E tales que
lim dE(@), E,)=0 y limd(EQ), E,) =0.

2. No existen estructuras homoclinas asociadas a E.

Demostracion.

1. En efecto, sea & : R — X una solucion global acotada para {T'(¢) : t > 0},
entonces, como, por (2) de la Definiciéon 2.3, la funcion R 2t - V(£(r)) € R
es monoétona, y del hecho de que &(7) esta en el compacto & para todo t € R,
se sigue que existen los limites

Li=lim VE®) y 1 :=lim_VED). (2.3)

Sean a(&) y w(&), respectivamente, los conjuntos @ y w-limites asociados a la
solucion €. De (2.3) y de la caracterizacion de los conjuntos limites en términos
de limites de sucesiones, se sigue que V' restringida a a(£) es constante e igual
a L y restringida a @(&) es constante e igual a /. Entonces, dado x € w(¢),
como (&) es invariante, T(f)x € w(&) para todo t > 0, de donde se sigue que
V(x) = V(T'(t)x) = | para todo t > 0y por (3) de la Definicion 2.3 esto obliga
a que x esté en E,.O paraalguni, € {1,2,...,n}

Ahora, afirmamos que w(¢) debe estar contenido en El.o. En efecto, en caso con-
trario, sea z € w(§)\ E, , repitiendo lo que hemos hecho antes, se concluye que
z € E; paraalguni # i,. Asi, el conjunto () posee un punto en E; 'y otro en
Eil. Pero, considerando € > 0 tal que O,(E,) () O.(E,) # @ siempre que r # k
en {1,2,...,n}, por el caracter conexo de w(&) existe un valor y € w(¢) (pues
la funcion distancia a un subconjunto es continua) con dist(y, Eio) = £. Como
dist(E; ,E; ) > ¢, se deduce que y no puede estar en ninguno de los elementos
de E,, lo cual es una contradiccion, tras repetir el argumento cambiando x por
y. Resultando que w(&) C E, .

De manera semejante, se concluye que a($) esta contenido en E; para algin
Jo€1{L,2,...,n}
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2. Sean{E,,....,E } CSy{{; :R->X:j=1,..,k} un conjunto de solucio-

nes globales, formando una estructura homoclina en el atractor o de {T'(¢) :
t > 0}, es decir, poniendo E,H1 = E,l, se tiene, paracada j = 1,2, ..., k, que

lim d (gj(t), E,j) =0 y limd (gj(t), E,Hl) —0. (2.4)

Sean, de acuerdo a la propiedad (4), paracada j = 1,2, , k, k + 1, L, el valor
constante que la funcién V' toma E, . De la continuidad de V' y de la propiedad
(2) se sigue que, necesariamente, L; >L,>,L,>L,., =L, luego todos
los L,’s son iguales entre si y, digamos, que valgan L.

Por otra parte, fijado j = 1,2, -+, k como la solucién §; cumple L, > V/(&;(1)) >
L, paratodot € R,y L; = L, , = L,entonces, paratodoreal s V(T (1);(s)) =
V(;(t+5) =L =V(s) para todot > 0. Ahora, la condicién (3) en la De-
finicion 2.3 dice que, con estas condiciones, cfj(s) € E para algin E € S, de
donde se concluye facilmente que &(s) € E para todo s € R. Luego, por (2.4),
E’j - E1<j+1)
cluimos que todos los invariantes E, , -+, E, son iguales entre si, denotémoslos

= E, por la arbitrariedad con la que fue elegido j = 1,2, ..., k, con-

E,y que, por lo tanto, todas las soluciones £, : R - X, j =1, -+, k estan conte-
nidas en E, lo que esta en contradiccion con el hecho de que { E 2t E,k }c S
juntamente con que {fj R - X :j=1,--,k} constituyen una estructura
homoclina, estableciendo la propiedad (2) y completando la demostracion.

Con la proposiciéon que acabamos de ver y con teoremas vistos en el capitulo an-

terior podemos obtener alguna informacién mas sobre la estructura geométrica de

los atractores de los semigrupos gradiente. Para ello, antes vamos a definir lo que se

conoce como conjuntos estables e inestables.

| Definicién 2.5. Sean {T(¢) : t > 0} un semigrupo no lineal en un espacio métrico

X y E un conjunto invariante por él. Se define:

1. El conjunto inestable de E como

WHE) :={x€eX : existe§ : R — X solucion global con £(0) = x
tal que lim d(&(r), E) = 0},
t—>—00

2. El conjunto estable de E como

W(E) = {x € X : limd(T(t)x, E) = 0} .
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Observacion 2.2. Six € WY E)y ¢ : R — X es una soluciéon global para T(-)
coné(0) =xy tLizr:od(f(t), E) = 0, entonces &(s) € W*(E) para todo real s, puesto
que, dado s € R, definiendo & : R — X por &(f) := &(t + s) para cada real
t, es inmediato que & : R — X es solucion global para T'(-), y ademas cumple
Jlim d(&,(n), E) = lim d(&(t + 5), E) = 0.

| Teorema 2.1. Sea {T(t) : t > 0} un semigrupo gradiente generalizado respecto
de la familia disjunta de conjuntos invariantes aislados E = {E,, ..., E,} acotados. Si

{T() : t > 0} posee atractor global <f, entonces o se escribe como la union de los
conjuntos inestables de los conjuntos invariantes aislados pertenecientes a [, es decir,

d = Jw"(E). (2.5)
j=1

Demostracion. o es la unioén de todas las soluciones globales acotadas. Ademas,

sié : R — X es solucion global acotada, lim dist({(¢), E;) = O para cierto i €
t—>—00
{1,...,n} de donde é(r) € W (Ei), para todo t € R, por lo que

o C U W (E;)
i=1
Reciprocamente, sea x € WH*(E,), parai € {1,...,n}.Seaé : R — X solucion
global con £(0) = x y lim dist(&(¢), E;) = 0. Entonces como E, es acotado, para todo
t—>—00
T €R, {&(t) : t > 7} es acotado.

Como existe j € {1,...,n} tal que lim d(£(?), E;) = 0, para todo 7 € R, {£(?) :
t—=o00
t > 7} es también acotado. Por tanto, § : R — X es solucion global acotada, en
particular, x € o/ |

Siun semigrupo no lineal 7'(-) posee atractor global & y una familia finita disjunta
de conjuntos invariantes aislados E = { E|, ---, E,} de manera que el atractor admite
la representacion (2.5), se suele decir que T'(-) posee atractor de tipo gradiente.

2.3 Semigrupos Dinamicamente Gradientes

| Definicion 2.6. Sea {T(1)},5, que posee atractor global of. Sea E = {E,, ..., E,}
una familia disjunta de de conjuntos invariantes aislados. Diremos que {T (1)}, es di-
namicamente gradiente respecto a E si
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(G1) para toda solucion é : R — X existeni,j € {1,...,n} tales que
lim dist(§(1), E;) = 0 = lim dist(§(1), E;)
t—00 =00

(G2) No existen estructuras homoclinas.

Observacion 2.3.  Hemos visto que si T'(f) es gradiente generalizado entonces T'(¢) es
dindmicamente gradiente.

| Teorema 2.2. Sea {T(®)},5o con atractor global of y sea & = {E|,...,E,} una
familia disjunta de de conjuntos invariantes aislados. Entonces {T ()}, es un semigrupo
gradiente generalizado respecto a E si y solo si es dinamicamente gradiente respecto de
E.

Ademas, la funcion de Lyapunov puede ser escogida de modo que para cada k €
{1,...,n}
V eC(X) donde V(x)=k, Vx€E,

y estrictamente decreciente fuera de E
Demostracion.  Ver [2] |

| Definicion 2.7. {T,(t) : t > 0},c(0.17 se dice colectivamente asintéticamente com-

pacto si para toda {n, } tal que n, — 0, entonces {x,} C X acotada y {t,}3° ,, con

k=1’

)
k=1’

t, — oo entonces, {Tnk(tk)xk} es precompacta

Con esto hemos visto que los semigrupos dinamicamente gradientes son estables
bajo perturbaciones

| Teorema2.3. Sean {T,(t) }re(.1, 10 Una familia colectivamente asintéticamente com-
pacta de semigrupos no lineales en X. Sea {1}, un semigrupo limite, tal que

limsup sup dist (T,()x,Ty(t)x) =0, Vr >0, VK C X compacto

n=0 xek 1€[0,7]
Demostracion.  Ver [2] |

| Teorema 2.4. Sea {T,(®) : t 2 0}, una familia colectivamente asintéticamente
compacta de semigrupos no lineales en un espacio métrico X convergiendo uniforme-
mente sobre compactos a un semigrupo {T,(t) : t > 0}. Supongamos que se verifican
las siguientes hipotesis:

a) Para cadan € [0, 1], existe </, atractor global y

U ,Qi,, C X es acotada.

n€l0,1]
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b) Existen E, = {E
aislados, tal que

1y s Byt © &, familia disjunta de conjuntos invariantes

lim dist (E,,, E;() =0, Vi € {i,...,n}

n—0o0

¢) {Ty(1)},s0 es dinamicamente gradiente respecto de la familiaky = {E| o, E, , ..., E, }.

Bajo estas condiciones, existe un n, € (0, 1] tal que para todon € [0, n,] el semigrupo

{T,(¥) : 1 > 0} es dinamicamente gradiente respecto de la familiaE, = {E, , ..., E,,}.

Demostracion. Comencemos probando la propiedad (G1) es estable bajo perturba-
cion, es decir, que existe 7; € (0, 1] de manera que para todo # € [0, ] el semigrupo
no lineal (T (-), E) satisface (G1).

En efecto, en primer lugar, obsérvese que, de la hipoétesis (b) se puede obtener
facilmente la existencia de un 6 € (0, 6;), donde 5, > 0 es tal que los §,-entornos
de los conjuntos [, son disjuntos entre si, y un #’ € (0, 1] cumpliendo que, si para
n €0,17'],&, : R — X es solucion global para T,(-) y existe 7, € R de manera que

d(&,(1),E,) < é para todo 7 > 1,
entonces, simplemente de la maximalidad de los invariantes, se concluye que

lim d(&,ta(0), E,) = 0 (2.6)

De esta observacion, vemos que existe 7, € (0,#'] tal que para n € [0,#,] si
¢, * R —> X es solucion global para T, (-), entonces existe 7, € R de modo que
sup d(&,(1). Eg) < &
1>t

y observemos que, por lo que hemos dicho antes, si esto es cierto, la propiedad (G1)
resulta estable.

Si esto no se verificase, se obtiene la existencia de una sucesion {#, },cy en (0, 1]
con 1, — 0" y para cada natural k una solucién §, : R — X de T, (). Con lo cual,
para todo natural k y todo real ¢, se tiene que

supd(&, (1), Ey) =6 (2.7)

=1,

Por otro lado, podemos suponer la existencia de una solucién global £&° : R — X
de Ty(-) tal que & — &£° uniformemente sobre compactos de la recta, y del hecho
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que T;,(+) es dinamicamente gradiente, se sigue la existencia de un invariante aislado
E, , € E, tal que

lim d(&°(1), E, ) = 0.

t—o0 0

Entonces, dado r € N (con % < o) existen k, € Ny ¢, € R de forma que

d., E; o) < % siempre que k > k,

y, debido a (2.7), se tiene la existencia de ¢/ > t, tal que, por el Teorema del Valor
intermedio, llegamos a que

d(&, (), E, o) < d paratodot € [1,,1))

d(fkr(t:,)’ EiO,O) = 6

Como ! —t, — o0, podemos suponer la existencia de una solucién global &' :

R — X para T;,(-) tal que, poniendo érl () :=¢§ (t+1t))cont € [-(t —1,), ), se tiene

que ¢fr1 (t)—— &'(¢r) uniformemente para 7 en compactos de la recta. Por la forma en
r—oo

la que &' : R — X fue construida debemos tener
d(&ENr), EiO,O) > 6 siempre que t < 0,

y la propiedad (G1) del semigrupo de tipo gradiente T(-) junto con la forma en la que
8, fue escogido, aseguran que, necesariamente,

lim d(€'(1), E; o) = 0
y como d(£'(0), E; ) = 6, (G1) y (G2) obligan a que

lim d(¢' (1), E;, ) = 0, (2.8)
para un cierto invariante aislado E, , € E, con i, # i,

Ahora, como frl (f) —— &'(¢r) uniformemente para t en compactos de R, de (2.8)

se deduce que para m € N (con % < 0) podemos encontrarun r,, € Nyunt, € R
tales que

d(&! (1,), E; ) < 1 siempre que r > r,,
" ’ m
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y de (2.7), igualmente al caso anterior, se sigue la existencia de ¢/ > t,, de modo que

d(E (1), E, o) < éparatodot € [t,,1!)

d(gjm(t;n), E, o) = 6.

De forma analoga a lo que hemos hecho en el caso anterior, como 7/ —1¢, — oo,

podemos suponer la existencia de una solucion global &2 : R — X para todo T,(-), tal
que, definiendo Si(t) =¢ 1+ t!)cont € [-(t/ —1,),0), se tiene que fi(t)—)
£2(¢) uniformemente para ¢ en compactos de la recta. Debido a la construccién de
&2 R — X debemos tener

d(EX(1), EiO,O) > 6 siempre que ¢ < 0,

y la propiedad (G1) que posee el semigrupo de tipo gradiente 7},(-) conjuntamente con
la manera en la que 6, fue elegido, implican que, necesariamente

lim d(&*(1), E; o) =0,
t—>—00 1:

y como d(&%(0), E, ) = 8, (G1) y (G2) obligan a que
lim d(¢'(1), E, o) = 0,
t—00 2
para un cierto invariante aislado E, , € E, con i, # i.

Observemos ahora que, si ocurriera i, = i,, habriamos obtenido una estructura
homoclina en el atractor del semigrupo dinamicamente gradiente T;,(-), lo que evi-
dentemente no es posible. Luego podemos repetir todo este razonamiento, lo cual
debera parar tras un numero finito de pasos ya que E, es finito, y como vimos que
estamos obligados a encontrar una estructura homoclina en el atractor de 7;(-) lo que
es una contradiccion y asi vemos que nuestra afirmacion inicial es cierta.

De manera analoga a como hemos hecho, cambiando el sentido hacia donde se
mueve el tiempo podemos probar la siguiente afirmacion:

Existe n, € (0,#,] (donde #, satisface lo que acabamos de probar en el analisis
anterior) tal que paran € [0,7,] si&, : R — X es solucion global para T, (-), entonces
existe 7, € R de modo que

supd(&,(1), E,) < 0,

1<ty
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donde 6 > 0 se obtiene, igual que antes, a partir de las hipotesis (b), entonces, simple-
mente de la maximalidad de los invariantes, se obtiene que

lim d(&,().E,) =0,

lo que establecera la estabilidad de (G1).

A continuacion probemos que existe 7, € (0, 1,] (7, > 0 es la estabilidad de (G1) se
cumple, por lo que probamos anterioremente) tal que para todo € [0, 7] el atractor
del semigrupo T, (-) no posee estructuras homoclinas.

En caso contrario, debido a que los conjuntos E, son finitos y poseen el mismo
numero de elementos, se concluye la existencia una sucesion 7, — 0%, una sucesioén
Y Elpm} C [Enk para todo
natural k, y una sucesion de conjuntos de soluciones {§, ; : R - X : 1 < j < p},y

{E] }en de colecciones de conjuntos con E, := {E

tales que para cada natural k y cada j = 1,2,...,p, & j €s solucion global de Tnk(')
cumpliendo, para cada natural ky j =1,...,p

tgzréo d (é:kvj(t)’ E’pnk) =0y tlirg d (é:k’j’ El(!’*”’”") =0,

donde para cada k hemos puesto E =E .
l(p+1)’77k DR

Cambiando a una sucesion, si hicera falta, podemos suponer que para cada natural
. - j
kycadaj=1,2,...,pexiste un real r de manera que

; 1
d (&, (1) Epo) < 7

y, observando que, segtn la prueba de estabilidad de (G1) obligatoriamente E . #*

El<,—+1),nk para todo k y todo j, vemos que existe también ti’> ti de modo que

d <‘fk,j(t), Elj»0> <6 siempre que te [t;{a ti,)

d (gk,j (£°) ,E,j’0> =5

Vemos que hemos creado todas las condiciones para poner en marcha el mismo
argumento que hemos usado para concluir la estabilidad de (G1) y con esto queda
demostrado el Teorema. |
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2.4 Existenciade atractores parasemigrupos gradien-
tes

A continuacién plantearemos un resultado sobre existencia de atractor en el caso
en que el semigrupo es gradiente.

| Teorema 2.5. Sea {T(t) : t > 0} un semigrupo gradiente generalizado respecto
de una familia disjunta de conjuntos invariantes aislados acotadosE := {E,, ..., E,}.
Si{T(t) : t > 0} es un semigrupo eventualmente compacto y eventualmente acotado,
entonces posee atractor global.

Demostracion. Puesto que los semigrupos eventualmente compactos y eventualmen-
te acotados son asintéticamente compactos, el teorema quedara demostrado gracias
al Teorema 1.5, simplemente probando que {7T(¢) : t > 0} es disipativo.

En efecto, sea

D, :=]Jo (E).
j=1

Entonces, D, es acotado, ya que cada E € S lo es. Como 7(-) es eventualmente
acotado, existe 7* > 0 tal que el conjunto

D := }’:—* (D())
es acotado.

Con estas condiciones, vamos a probar que D cumple la condicion de disipatividad.
En primer lugar, notemos que, usando la compacidad y la acotaciéon eventual de T'(-),
y un argumento enteramente analogo al de la demostracion de la Proposicion 2.1, se
concluye que D, tiene la propiedad de absorber a todos los puntos de X por medio
de T'(-), es decir, para cada punto de x € X existe 7, > 0 de manera que

T(x)x € Dyparatodot > 7, (2.9)
Por un lado, dado K C X un conjunto compacto, para cada x € K sea 7, > 0

tal que se cumpla (2.9). Como D, es un conjunto abierto, para cada x € K, por la
continuidad del operador T'(7,) : X — X, sea §, > 0 de manera que

T(Tx)@éx (x) C D,.
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Por lo tanto, la definicion del conjunto D nos muestra que

T(1)0; (x) C D para todot > 7, + 7", (2.10)
Por la compacidad de K, sean x,, x,, -+, X,, una cantidad finita de puntos de K,
de modo que poniendo para cada j = 1,2, ---, p, por simplicidad, 5j = 6xj YT =T
se tiene
p
K c|Jo,(x).
j=1
Usando esto junto con (2.10) vemos que si 75 = méx,,;,, 7; entonces
T()K C D paratodot > 7% + 7. (2.11)

Finalmente, por la compacidad eventual de T'(:), sabemos que existe #, > 0 de
modo que 7T'(#)) : X — X es una aplicacion compacta. Entonces, dado un acotado

B C X cualquiera tenemos que el conjunto K := T'(#,) B es un compacto que contiene
aT'(t,)B y entonces (2.11) nos dice que

THT(t,)B C T(t)K C D paratodot > 7* + 74.
Luego, poniendo 7(B) :=t,+ 7 + 7*, concluimos que
T(t)B C D para todo t > 7(B)

lo que demuestra que, efectivamente, D es un acotado que absorbe a todos los subcon-
juntos acotados de X porlaaccion de T'(+), y consecuentemente, 7(-) es disipativo. |

A continuacion veremos céomo relacionar el atractor global con las variedades
inestables de los puntos de equilibrio del sistema. Pero antes veamos que todas las
soluciones globales acotadas estan en el atractor.

| Teorema 2.6. Sea {T(¢) : t > 0} un semigrupo en X y supongamos que posee
atractor global &/ . Entonces, < es union de todas las soluciones globales acotadas.

Demostracion. La demostracion de este teorema es directa ya que el atractor global
es el acotado invariante maximal en X y el conjunto {&(f) : t € R} es un inva-
riante acotado. Que por cada punto del atractor pasa una solucion global acotada es
consecuencia de la invarianza del mismo. |

| Teorema 2.7. Sea K C X un compacto invariante, entonces tenemos que W*(K) C
.
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Demostracion.  Seax € W"(K). Por definicion, x esta en una solucion global acotada
que llamaremos &(). Sabemos que dist(é(—t), K) y dist(&(t), /) tienden a cero cuando
t — oo, por tanto la 6rbita es acotada y, por el Teorema 2.6, la solucion global &£(7) esta
en el atractor. |

Consideremos ahora las concreciones cuando E esta formado por puntos estacio-
narios.

Proposicion 2.2.  Sea E el conjunto de los puntos fijos del semigrupo {T'(¢) : t > 0} y
supongamos que dicho semigrupo posee una funcién de Lyapunov en un conjunto B
que es positivamente invariante y absorbente. Entonces w(y,) C E, para todo u, € X.
En particular, si X es conexo y E es discreto, w(u,) € E .

Demostracion. Para cada u, € X, existe un ¢, de modo que u; = T'(¢t))u, € B. Como
o(u,) = o(u,), considerando la trayectoria que empieza en u, u(t) = T(t)u,. Esto
implica que u(f) € B, paratodot > 0y que

o(uy) = ﬂ {(TMu, : t > s}

s>0

es no vacio, compacto e invariante (Proposicion 1.2.

Por otro lado, @ es constante en el conjunto w(u,) ya que, por 1.
% |co(u0) = tlilg (I)(T(t)uo) = igﬂg q)(T(I)uo)

Este limite existe porque @ es acotada inferiormente al ser 7'(f)u, un subconjunto
acotado @ y no creciente. Por la condicion (2) de la Definicion 2.3, el conjunto w(u,)
consiste solo en puntos fijos de {T'(¢) : t > 0}, es decir w(y,) € E. Si suponemos
que X es conexo (por lo tanto lo es también el conjunto w-limite de u,) y E discreto,
entonces w(u,) s6lo puede ser un punto. |

En el siguiente teorema se muestra cual es la estructura del atractor cuando exista
una funcién de Lyapunov.

| Teorema 2.8. Supongamos que {T(t) : t > 0} tiene una funcion de Lyapunov® en
4 . Entonces
9 = WH"(E). (2.12)

Si ademas </ es conexo y E es discreto, se tiene

o= Jw e (2.13)

zZEE



44  SISTEMAS DINAMICOS. APLICACIONES A LAS REDES COMPLEJAS.

Demostracion. Para empezar demostremos que W*(&/) = &. Gracias al Teorema
2.7, tenemos que W* (o) C . Para el reciproco, sea u € </, por tanto podemos
definir una solucién global {&£(7) : t € R} en la que se encuentre u. Como toda la
solucidn esta en el atractor (por ser invariante) tenemos que dist(&(—1t)u, &) = 0 para
todo tiempo ¢, por tanto u € W*().

Tenemos que la inclusion W*(&) C o se verifica siempre ya que
W) C W) =d (2.14)

Para ver el otro contenido vamos a definir el conjunto

y(u) = ﬂ (T(u @ t < s}

s<0

donde u es un punto del atractor.
Vamos a intentar seguir un razonamiento similar al de la demostracion del teore-

ma anterior. Tenemos que, por construccion, y(#) es un conjunto compacto, no vacio

1, —>—00
e invariante. En efecto, sea x € y, por tanto T'(¢,)u - > x Aplicando ahora el

semigrupo

T(o)x =T(x) lim T(u= lim T@T()u= lim T(c+1)u=x,
—>—00 —>—00 | —>—00

por tanto y(u) C .
Vemos que la funciéon @ es constante en y.

Q| = IE{I;} T(t)u =supT(t)u,
teR
pues como y(u) C &, & esun compacto y la funcion es no creciente, existe el supremo.
Por tanto @ es constante y y(u) C &. Esto demuestra (2.12).

Asumamos ahora que E es discreto y que & es conexo. De esto se deduce que y(u)
es conexo (al serlo &/). Como y(u) C & sélo puede ser un punto, obtenemos (2.13) |

Es importante conocer la dindmica del atractor pues nos dara informacién sobre
la dinadmica global. El siguiente resultado nos muestra como las trayectorias fuera del
atractor crean una especia de "sombra" dentro de éste ya que se acercan tanto como
queramos a ciertas trayectorias globales.
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Proposicion 2.3.  Dada una trayectoria u(t) = T(t)uy, un € > 0 y un tiempo 7;, > 0,
existe un tiempo 7 = 7(¢, T;)) > 0 y un punto v, € & tales que

||u(r +1)— T(t)UOHX Le
para todo tiempo ¢ que verifica0 <t < Tj,

Demostracion. Como las trayectorias dependen de forma continua de los datos ini-
ciales, dado un € y un Tj, positivos, existe un 6(e, 7)) de forma que dado un u, € X
yun vy, € & con ||u0 - UOHX < 0, |[u@®) —v@®)|ly < €. Como & es compacto y atrac-
tor, existe un tiempo 7 y un v, € o de forma que dist(u(z), &) = |u(z) — vy|| < 6.
Como la trayectoria v(t) = T'(t)v, esta en el atractor para todo tiempo, tenemos que
|utz + 1) = T(W),||, < € cont € [0,Ty]. |

Corolario 2.1. Dada una trayectoria u(t) = T(t)u, existe una sucesion {e.}72, que

tiende a cero, una sucesion de tiempos {¢,}y cont,,, —f, = oo cuando n — oo y una

n+1
sucesion de puntos del atractor o/, {v,}*  de modo que

lu) =T —1)v,|, <e, (2.15)

paratodot € [t,,1,,,]. Ademas los saltos ||v,,; — T(t,,, — t,)v, |, decaen hacia cero.

n+1 n+1
Demostracion. Sabemos por el teorema anterior que dado un €, y un tiempo T, existe

un tiempo ¢, y un elemento v, € & de forma que
||u(tl +1)— T(t)vl||X <€,
para todo ¢ € [0, T;].
Definimos €, = %‘ Por tanto, para €, y 27T, existe un punto v, € & que verifica

que
|utt, + 1) = T(Dv, ||, < €,

para todo ¢ € [0, 2T;].

Podemos iterar este proceso tantas veces como queramo. Como desde u(t,) hasta
u(t,) podemos llegar con una serie finita de intervalos de longitud 7}, y en cada inter-
valo ocurre lo mismo, al hacer el cambio de variable #' = ¢, +¢ tenemos que se cumple

(2.15).
Veamos que los errores decaen a cero:

lorsr = T = 10| < [|rgs = ut D]y + [[uCi) = T =t x -

El primer sumando del lado derecho es menor que ¢, ; ya que estamos en la situacion
en la que r = 7,_,. Analogamente el segundo sumando es menor que ¢, por lo que
tenemos que los saltos tienden a cero. |
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Ejemplo 2.2. La ecuacion de Chafee-Infante es un caso especifico de la ecuacion de
reaccion-difusion unidimensional en el intervalo [0,7], en el cual se puede ver la es-
tructura del atractor.

- = -3
u,—u, = Au—u’) (2.16)
u)=u(r)=0

Este ejemplo viene descrito con detalle en [13]

Proposicién 2.4. sin® < A < (n+ 1)?, entonces existen 2n + 1 puntos fijos ... P
Las funciones qﬁ;—L tienen j ceros en el intervalo (0, 7). Ademas, el atractor global de
la ecuacion de Chafee-Infante viene descrito como la unién de variedades inestables
asociadas a estos equilibrios, es decir,

d = Jwue.

¢,€e

siendo E = {¢, ¢7, ..., P}

2.5 Continuidad del atractor

Para definir el atractor debemos tener en cuenta que su comportamiento bajo per-
turbaciones debe estar controlado, es decir, que a pequefios cambios en los datos o
en el problema de partida esperamos un comportamiento similar, obteniendo asi un
objeto robusto y fiable. Esta robustez nos la garantiza la semicontinuidad inferior y
superior. La semicontinuidad superior se tiene con bastante generalidad, pero la infe-
rior s6lo la encontramos para ciertos tipos de sistemas, como los sistemas gradientes,
los cuales poseen, como hemos visto, una estructura especifica.

Sea {T,(¢) : t > 0} un semigrupo en el espacio de Banach X. Supongamos que el
semigrupo posee un atractor global #,. Consideremos también una familia de semi-
grupos {7, () : t > 0} que depende del parametro 7. Esta familia es una perturbacion
de {T,(¥) : t > 0}, que denotaremos como problema limite ya que T, () convergera
en cierto sentido a T;,(t) cuando  — 0.
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2.5.1 Semicontinuidad superior

La semicontinuidad superior nos asegura que los atractores </, de los problemas
perturbados no explotan o crecen indefinidamente. Para ello, nos asegura que estos
atractores van convergiendo al interior del atractor del problema limite &, por medio
de la semidistancia entre ambos.

| Definicion 2.8. Diremos que la familia {, © n €[0,ny]} es semicontinua supe-
-0
riormente a 9, si dist(,, 5270)”—> 0.

| Teorema 2.9. Supongamos que para todo n € [0, n,] el semigrupo {T,(®) : 120}
posee un atractor global of, y que existe un acotado B de X de modo que

Supongamos también que los semigrupos {T,(t) : t > O} uniformemente en acotados
del espacio X, es decir que dado un conjunto acotadoY C X y un tiempot > 0,

sup|24ny-ﬂxoyuxlii(x (2.17)

yeY

Entonces los atractores {f, : 1 € [0, n,] son semicontinuos superiormente a .

Demostracion. Dado un € > 0 veamos que T,(1)B C N(&, €) para cierto 7 > Oy
todon < 7.

n—0 . . ~
Como T, — T, (1), existe un 7, lo suficientemente pequefio para que

sup
x€B

|7,0x - Tyox|| <e.

por lo tanto tenemos que T,()B C N(Ty(1)B,¢€) para todo tiempo y 1 < 1,(?).
Como &, atrae a B, existe un tiempo 7(B,e) > 0 de modo que para todo ¢t > 7,
T,)B C o,. Asi

T,(1)B C N(,e),

cont > rtyn<nl).
Aplicando la invarianza de los atractores y que &/, C B,

o, = T,(sl, C T,(t)B C N(y,¢).

-0
Con esto podemos concluir que dist(,, .Qfo)n—> 0. |
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2.5.2 Semicontinuidad inferior

Para que tuviéramos continuidad necesitamos la condicion dist(<,, &/,) tendiera
a cero cuando 7 — 0. Esto nos aseguraria que los atractores no se colapsan cuando el
parametro tiende a cero. Sin embargo, este resultado s6lo se conoce de forma general
para sistemas gradientes. En estos casos el atractor, como hemos visto en el Teorema
2.8 es la union de las variedades inestable de los puntos fijos del sistema.

Analogamente a la Definicion 2.8
| Definicioén 2.9. Diremos que la familia de conjuntos {A, : n €10,n] es semicon-
n—0
tinua inferiormente a A, si dist(A,, A,)— 0.

| Teorema 2.10. Supongamos las condiciones del Teorema 2.9 y

dy = W),
zee
siendo E el conjunto de puntos fijos del sistema. Si las variedades inestables y los puntos
fijos varian de forma continua con n cerca de 0 en cierto entorno de cada punto, entonces

dist(cly, of,)~= 0. (2.18)

Demostracion. Por el Lema 2.7 en Carvalho et al. [13] es suficiente para comprobar
(2.18) ver que dado un entorno de radio € > 0 de cualquier punto de &, existe un
punto de &/, en €l, para todo 7 menor o igual que cierto #* > 0. Como &, es compacto,
bastara que probemos esta condiciéon para unos entornos de ciertos puntos finitos
{x;}_, C . Al ser el atractor de clausura de las variedades inestables de los puntos
fijos, podemos tomar unos puntos y, de forma que

i = vellx < 5 (2.19)

con y, = T(t,)z, y z, dentro de un pequefio entorno de un punto fijo.

Sea § > 0 tal que si ||z, — ul|, < 8, entonces

€
| Tot)z — Totu||y < i
paratodo k = 1,...,ny todo u € X. Como las variedades inestables perturban lo-

calmente de forma continua cerca de 0, para un # suficientemente pequefo pode-
mos encontrar puntos z, de las variedades inestables que forman &/, de manera que
|z = z||, < 6. Con esto y la continuidad de {Ty(r) : ¢ > 0}, y {T,(#) : t > 0}
obtenemos la desigualdad
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[Tzt = ] = [Tz - Tiwal,

<

T,(t0zh = Toeoz|, + 1Ttz - Ttz

<

[\SH o}

Con esta desigualdad tenemos que

[0z = ], < riez =l + D= sl <5+ <

completando la prueba. |

En este teorema hemos demostrado que si estamos en un sistema gradiente, tene-
mos la continuidad en la métrica de Hausdorff paralos atractores, es decir, dist;, (527,], A,) =
Osin — 0.

2.6 Teoria de Morse-Conley

Vamos a estudiar algunos conceptos y resultados de Teoria de Morse-Conley,
la cual desarrolla una descripcion del atractor en relaciéon a parejas invariantes de
atractores-repulsores.

2.6.1 Primeras definiciones

| Definicién 2.10.  Sea {T(¢) : t > 0} un semigrupo no lineal en un espacio métrico
X con atractor global /. Decimos que un subconjunto A C & es un atractor local para
T'(+) cuando existe € > 0 de manera que w(0,(A)) = A.

Si A C 4 es un atractor local, se define su repulsor complementario, indicado por
A*, como
A ={xed :ox|)A=0)

En estas condiciones, el par (A, A*) se llama par atractor-repulsor.

Proposicion 2.5.  Sean {T'(¢t) : t > 0} un semigrupo no lineal en un espacio métrico
X con atractor global &/ y (A, A*) un par atractor-repulsor para 7'(:). Entonces, S :=
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{ A, A*} es una familia disjunta de conjuntos invariantes aislados de modo que {T(¢) :
t > 0} es un semigrupo de tipo gradiente respecto a ella.

Construccion de una funcion de Lyapunov para un par atractor-repulsor

Proposicion 2.6. Sea {T(¢) : t > 0} un semigrupo no lineal en un espacio métrico
(X, d) con atractor global &, y sea (A, A*) una pareja atractor-respulsor en &/. Enton-
ces, existe una funciéon f : X — R que satisface las cuatro propiedades siguientes:

(i
(ii

(iii

f es una funcién continua (en todo el espacio X).

f es no creciente a lo largo de soluciones de 7T'(-).

[flO)y=Ay i (DN o = A%

Dado x € X, si f(T(t)x) = f(x) para todo 7 > 0, entonces x € (A [] A*).

~— ~— — ~—

(iv

En estas condiciones, dicha funcién f : X — R se denomina funcién de Lyapunov
asociada al par atractor-repulsor (A, A*).

Descomposicion de Morse

| Definicion 2.11.  Sea {T'(t : t > 0} un semigrupo no lineal en un espacio métrico
X poseyendo atractor global /. Dada una cadena creciente formada por n+ 1 atractores
locales de la forma

@=1A,CA CCA,_Cd, =4,
y considerando la cadena decreciente de sus repulsores complementarios
@=ACA C--CACA =9,
poniendo, para cada j = 1,2, ... ,n, Ej = A, N A;f_l, la n-upla ordenada
E={E.E,....E}
se llama una descomposicion de Morse del atractor &/ y los conjuntos E; los conjuntos

de Morse de esta descomposicion.

El siguiente resultado es fundamental para construir una descomposicion de Mor-
se de un semigrupo dindmicamente gradiente.

| Teorema 2.11. Sea {T(¢) : t > 0} un semigrupo no lineal en un espacio métrico
X poseyendo atractor global &f y que es dinamicamente gradiente respecto de la familia
disjuntaE = {E,, ..., E,} de conjuntos invariantes aislados acotados. Entonces, alguno
de los conjuntos invariantes aislados pertenecientes a S es un atractor local para T(-).
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Demostracion.  Ver [3] |

Sea {T'(t) : t > 0} un semigrupo de tipo gradiente generalizado respecto de la
familia disjunta E = {E|, ..., E,} de conjuntos invariantes aislados. Si, después de
una posible reordenacion, E, es, por el Teorema 2.11, un atractor local para T(-) y
El ={xed: o) (N E, = @} es su repulsor complementario entonces, como
los elementos E son cerrados invariantes y disjuntos entre si, se sigue que para todo
j>2,E ;i C E;‘.

Considerando {7,(¥) : t > 0} la restriccion de {T'(¥) : t > 0} a E7, se sigue
inmediatamente que {7,(#) : t > 0} hereda de {T'(r) : ¢t > 0} las propiedades
que definen los semigrupos de tipo gradiente, o sea, que {7;(r) : t > 0} es de tipo
gradiente en el espacio métrico E| respecto a la familiadisjuntaE; := {E,, ..., E,} de
invariantes aislados. Entonces, de nuevo por la aplicacién del lema anterior, podemos
suponer, sin pérdida de generalidad, que E, es un atractor local para {7,(¢) : t > 0}
en E7. Sea EJ | el repulsor complementario de E, en E}. Al igual que antes, se tiene
que E; C EJ | siempre que j > 3 se puede suponer que Ej es un atractor local para la
restriccion {T,(¢) : t > 0} de {T'(¢) : t > 0} al conjunto E;l, que es dindmicamente
gradiente en EJ | respecto de la familia E, := {E;, E,, ..., E,}. Poniendo E7, para
indicar el repulsor de E5 en E7 |, podemos seguir con el razonamiento hasta que se
acaben todos los elementos de E, donde, al final, obtendremos que E, es un atractor
local para {T'(r) : t > 0} en X y, poniendo Ef := Ef, para cada j > 2, E; es un

atractor local para la restriccion de {T'(¥) : t > 0} al repulsor Ej’.“_1 i

Observamos, por otro lado, que si la familia disjunta de conjuntos invariantes ais-
lados E = {E|, E,, ..., E,} esta ordenada por medio de la construcciéon que hemos
descrito arriba, o sea, tal que, para todo j = 2,...,n, E ; es un atractor local para el
semigrupo {T'(¢) : t > 0} restringido a E |\, ,conE, =E, (recordemos que con
esta ordenacion tenemos que E, C E;—l,j—2 siempre que k > j), entonces para toda
solucién acotada & : R — X con

Aim d(¢(®), E) =0y lim d(£@), E)) =0, (2.20)
obligatoriamente se tiene i > j.

En efecto, en primer lugar, observemos que si E es un atractor en &/ y E* es
su repulsor complementario, entonces para toda solucion global ¢ : R — X con
£(0) € E*, se cumple que ¢(t) € E* para todo #, simplemente porque para todo t se

cumple que w(E(1)) = w(£(0)).

Ahora, notemos que si j = 1 no hay nada que demostrar.
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Sij = 2,necesariamente £(0) € E7, porque, como £(0) € &/,si£(0) & E| entonces
®(E(0)) () E, # @y por tanto, como hemos observado arriba, £(f) € E} para todo
t € R. Asi, como E, C Ei“ para todo k > 2, obligatoriamente i > 2 = j.

Para probar el caso general, primero probemos que, si j > 3,3 < k < j, (2.20) se
cumple y §(0) € E; ,, ., pero £(0) € E7 | entonces, como &(f) € E para todo ty

E; |, es el repulsor de E,_,, sigue que @({(0)) C E,_;, obligando a E,_; = E}, 0

sea, k — 1 = j lo que contradice k < j.

De estos hechos, resulta que si (2.20) se cumple, se tiene que para todo k con

3<k<jsié0)€E _,, , entoncesé(0) € E; , ,,dedonde, en particular, vemos

que £(0) € E;'k—l,j—Z y por tanto &(7) € E;'k—l,j—z y como E;, C E;—l,j—Z siempre que
| > j, obligatoriamente i > j, estableciendo el caso general.

2.6.2 Construcciéon de una descomposicion de Morse del atractor para
un semigrupo dinamicamente gradiente

A continuacién vamos a probar que la reordenacién de los conjuntos E produce
una descomposiciéon de Morse para el atractor & de un semigrupo dinamicamente
gradiente respecto de E. Primero fijemos algunas notaciones.

Sea {T'(t) : t > 0} un semigrupo no lineal en un espacio métrico X poseyen-
do atractor global & que es de tipo gradiente respecto de la familia disjunta E =
{E,, E,, ..., E,} de conjuntos invariantes aislados que esta, reordenada segtin expli-
camos arriba. Pongamos

Ay =@, A =E yparaj=23,....n

A=A | wHE). (2.21)
Obsérvese que, con estas definiciones, para j = 1,2, ...,n
J
A= JwHE),
i=1

de donde, en particular, se tiene que A, = | J_ W*“(E,) = 4.

Ahora tenemos el siguiente resultado
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| Teorema 2.12. Sea {T(t) : t > 0} un semigrupo no lineal en un espacio métrico
X poseyendo atractor global o siendo dinamicamente gradiente respecto a la familia
disjunta E = {E|, ..., E,} C & de conjuntos invariantes aislados que esta reordenada

% R *
o> con El,O = El,
segt’tn hemos mostrado anteriormente. Entonces, para cada j=0,1,...,n el conjunto
A; definido como A; = Ule WH(E,), es un atractor local paraT(-) en X. Ademas, para
todoj = 1,2, -+, n se verifica que

de manera que E, es un atractor local para T(-) restringido a E; |

A (4L, =E,

Es decir, los conjuntos de Morse de la descomposicion son precisamente los conjuntos
invariantes aislados pertenecientes a S

2.6.3 Equivalencia entre semigrupos gradiente y dinaAmicamente gra-
diente

Dada la familia E, y el conjunto de pares atractor-repulsor (A, A*) del Teorema
2.12, se construye la funciéon de Lyapunov V' : X — R dada por la Proposicion 2.6.
Entonces, dada la familia disjunta E = {E|, E,, ..., E,} C & de conjuntos invariantes
aislados, la funcién de Lyapunov V' : X — R dada por el Teorema 2.2 viene dada por

V(x) =) f,(x), xeX
j=0

Con el siguiente resultado damos la posibilidad de obtener una funcién de Lya-
punov para un par atractor-repulsor que es diferenciable a lo largo de soluciones de
T(-), de donde se puede concluir la existencia de una funciéon de Lyapunov para los
semigrupos de tipo gradiente que es diferenciable a lo largo de soluciones.






3 Modelo de redes mutualistas

3.1 Introduccion

A la hora de abordar el problema de la dindmica de redes mutualistas en Ecologia
nos encontramos con varios sistemas de ecuaciones diferenciales. En concreto en [7]
se estudia como la estructura compleja de interacciones de cooperaciones entre gru-
pos de plantas y polinizadores o dispersores de semilla afecta a toda la red. En otros
ejemplos se analizan los ecosistemas a partir de la modelizacion por medio de la red
de conexiones que genera un grafo bipartito, el cual representa dos tipos de especies
(por ejemplo plantas y animales) y sus interrelaciones mutualistas.

Figura 3.1: Grafo bipartito para una red tipo mutualista. Los dos conjuntos de nodos
(A,B,C,D,E,F)y (1,2,3,4) representan los grupos de animales y plantas, repecti-
vamente. Los enlaces indican la relacion entre las plantas y animales de cada grupo

Para el estudio de las propiedades dinamicas de una red se propone el siguiente
sistema de ecuaciones diferenciales. Denotaremos por P el nimero real de plantas y
por A el nimero total de animales. Ambos estan en competicion entre si, y también
cooperan entre ellos. Podemos asi escribir un sistema de P + A ecuaciones diferen-
ciales, donde .S, y S, son las densidades de la poblacion para la i-ésima especie de
planta y animal, respectivamente, como:
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ds A S
p; ylk ak
=S, (o, -D.8,5,+
pi pi Pij ~Pj A
dt jjl k;l 1 +h’P lel yp,Sal
ds, YayS
S =S, (@ =D B, S+ D) — (3.1)
dt =T i N IS A\
Sl’i (O) = Sl’io’
Sai (0) = Saio’

paracadap,con1 <i < Pya;conl <i< A Losnumerosrealesa, y a, repre-
sentan las tasas de crecimiento intrinseco en ausencia de competiciéon y mutualismo
para las plantas y animales, respectivamente, ﬂp,—,- >0y ﬂa,—, > 0 denotan las intensida-
des de las interacciones competitivas, Yp, >0y Ya, > 0 las intensidades mutualistas,
y los parametros hp, y h , se pueden interpretar como tiempos de manipulacioén, es de-
cir, el tiempo utilizado en capturar, someter y consumir la presa, mas los tiempos que
necesita el depredador para recuperar hacia las presas. S, >0y.S, > Orepresentan
los valores iniciales de la i-ésima especie de planta y animal, respectivamente.

Enlo que sigue vamos a considerar que los tiempos de manipulaciéon A, = h, =0,
de forma que (3.1) se transforma en

(dS, P A
ar Sp,- <(pr_ - zjzl ﬂp,-,-Sp,- + Zk:l yp,-kSak>
S, A P

o T Pq <“a,- - ijl ﬁa,-,-Sa,- + 2 ya,-kSpk> (3.2)
$,(0) =5,

(56,(0) = S,

3.2 Modelo general de Lotka-Volterra

El sistema (3.2) se puede escribir como un modelo general para n especies Lotka—
Volterra de tipo competicion-cooperativo. A continuacion presentaremos algunos
conceptos que emplearemos a lo largo de este capitulo.



3. MODELO DE REDES MUTUALISTAS 57
3.2.1 Sistema general Lotka-Volterra (L — V)

El primer modelo para especies interactuantes fue introducido por Lotka (1925)
[14] y Volterra (1931) [19].

Estos modelos vienen dados por la formula general

. duy, 4 .
u,-=$= bj+j§aijuj ’ lzl,...,n, (33)

done u,(t) denota la densidad de poblacién, o biomasa, de la i-ésima especie en el tiem-
po t. Los coeficientes b; son la diferencia entre las tasas de nacimiento y muerte de
cada especie, es decir, las tasas de crecimiento (o decrecimiento) de la especie i. Las
entradas de la matriz A = (a;;) representan el efecto de la interaccion interespecifica
sii # j o intraespecifica si i = j. La naturaleza de la interaccion, competicién, mu-
tualismo o depredador-presa, determina el signo de los coeficientes a;;. Si las especies
compiten entonces a
a; > 0.

ij»@;; < 0.Silas especies i y j estan en mutualismo, entonces a;;,

Normalmente los modelos de Lotka-Volterra suponen que a;; < 0 para cadai, asila
densidad de cada especie tiene un crecimiento logistico en ausencia de otras especies.

Llamaremos matriz de interaccion, matriz de adyacencia o de la comunidad
a la matriz A = (q; j), y, por lo general, es una matriz no simétrica.

Es evidente que la ecuacion (3.3) tiene sentido biologico para densidades u;, > 0,
conl <i<n.

El espacio de estados para (3.3) es el ortante no negativo

Ri ={u= (ul,uz,...,un) €ER"u, > parai=1,...,n}

Los puntos frontera de R’, estan sobre los planos coordenados u; = 0, que corres-
ponden a estados donde la especie i no se encuentra, es decir, se ha extinguido.

Vemos que cero es solucion, por lo que R’ es invariante, lo que significa que cual-
quier soluciéon que comienza en un punto de R’}, permanece en R’} para todo tiempo
para el cual la solucidon esta definida.
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3.2.2 El modelo 2D de Lotka-Volterra

Para comenzar este estudio recordamos algunos resultados importantes de siste-
mas de dos especies, que nos ayudaran en el estudio de la existencia y unicidad de
soluciones para sistemas con mas de dos especies (3.2).

Consideramos el modelo (L — V') para dos especies interactuantes:

U =u(A—au— bv)
UV =v(u—dv—cu) (3.4)
w(0), v(0)) = (uy, vy) »

con A,y €R,a,d >0,b,c €Ryu, v, > 0.Para este modelo tenemos el siguiente
resultado:

Lema 3.1.

1. Suponemos que b, ¢ > 0 (caso competitivo) y bc < ad.

(a) Si A, u <0, entonces
(u,v) = (0,0) cuando t -
(b) SiA >0y u < Ac/a, entonces
(u,v) = (4/a,0) cuando t > oo
(¢) Siu>0y A< ub/d, entonces
(u,v) = (0, u/d) cuando t —» o

(d) Siu> Ac/a,y A > ub/d, entonces

Ad —bu pa-—-ci
(u,v) - T —bd’ ad —b cuando t = oo
ad — ad — bc

2. Supongamos que b, ¢ < 0 (caso cooperativo)

(a) Si bc > ad, entonces para A, u > 0 existe explosion en tiempo finito de
ambas poblaciones, esto es, existen valores 0 < ¢, t; < oo tal que
limu(t) = o, lim v(t) = 0.
l—>t;

t—>t]'
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(b) Supongamos que bc < ad.
(i) Si A, u <0, entonces

(u, v) = (0,0) cuando t — oo.
(ii) Si A >0y u < Ac/a, entonces
(u,v) = (4/a,0) cuando t — oo.

(iii) Siuy >0y A < ub/d, entonces

(u,v) = (0, u/d) cuando t — oo.

(iv) Siu> Ac/ay A > ub/d, entonces

ad — bc’ ad — bc

(u,v) - </ld_b” Ma—ci) cuando t — 0.

Demostracion.  Calculemos primero los puntos de equilibrio; para ello resolvemos el

siguiente sistema,

{fl(u,U)=0 — {u(ﬂ—au—bu):O

So(u,v) =0 v(u—dv—cu)=0

: v=0 . u=0
siu =0 = ;siv =0 = i
U= £ u=-

ninguna de las dos variables sean nulas, tenemgs
A—bv

u=
a

que sustituyendo en la otra ecuacion nos queda,

_ —cA
p—do— A= gy = A
a ad — bc
Y resolviendo ahora en la ecuacion de u tenemos
ap—ch
A bk _da-by
a ad — bc

; por ultimo, para el caso en que

Con lo cual queda probado que efectivamente los puntos de equilibrio que hemos de-

finido en el Lema son todos los estacionarios del sistema (3.4). Los nombraremos de la

siguiente forma E,, = (0,0); E,, = <§O>  Ey = (0, 5) s E; = <

Ad — by pa-—-ci

ad — bd’ ad — bc

)
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Ahora vemos que bajo las condiciones ya enunciadas estos puntos son localmente
estables. Para ello analizaremos los autovalores de la matriz jacobiana en cada punto

E ., coni,j=0,1.

ijo

J(u.v) = </1—2au—bu —bu >

—cv u—cu—2dv

Supongamos que estamos en el caso competitivo, es decir, que a,b,c,d > Oy
bc < ad.

a) Estudiemos los autovalores de la matriz J en el punto E,,.

J(0,0) = <g 2)

Como por hipotesis tenemos que A y u, autovalores de la matriz J, son dos
numeros reales negativos; entonces podemos afirmar que para este caso E, es
localmente estable.

b) Teniendo en cuenta que A > 0y que u < /12, analicemos el signo de los auto-

valores de la matriz J (f, O).

Los autovalores de esta matriz es facil ver que son —Ay u — % que por las
hipotesis de este apartado sabemos que son dos niimeros reales negativos; con
lo cual, E,, es localmente estable.

c) Este caso podemos comprobar que es similar al anterior, pues teniendo en cuen-
ta ahoraque 4 > 0y que 1 < %", resulta,

&
P H

b
H -= 0
J(0,= )= d
d
- . b

De nuevo, es facil comprobar que los autovalores de la matriz, que son A — 7” y
—u, que gracias a la hipétesis de nuestro caso son dos nimeros reales negativos,
asi que E,, es localmente estable.
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d) Finalmente comprobemos que en este caso también es cierta la afirmacion del
lema, por ello hallemos los autovalores de

- ad— ad—bc
c(cA—ap) d(—au+ch)
ad—bc ad—bc

g ((dA=bu ap—c o) EEN  (—aut —bu
4 ad — bc’ ad — be  \—cv* —dv*

con lo cual nos queda que

dA—bu au—-cl , a b
J , = —(u* U*) .
ad — bc ad — bc c d

Esta vez para hallar los autovalores, debemos calcular el siguiente determinante

o + au® bu*

jofd = Asf = l cv*  a+dv*

Si calculamos este determinante vemos que resulta
(a + au*)(a + dv*) — beu*v* = a® + a(au* + dv*) + (ad — be)u*v* =0

Es facil observar que cada miembro de la ecuacion anterior es positivo ya que
a, d,u*,v* > 0y ad > bc, (u* y v* son positivos gracias a las hipotesis de
nuestro apartado), con lo cual, los autovalores de la matriz A, tienen parte real
negativa, como necesitabamos. Asi concluimos que también E|, es localmente
estable y con ello acabamos la demostracién del lema, pues el caso cooperativo
esta también demostrado, ya que no hemos usado en ninguna parte el signo de
bydec.

Como consecuencia tenemos el siguiente corolario

Corolario 3.1. Suponemos que b,c < 0, bc < ad, u > Ac/ay A > ub/d. Entonces,
para cualquier € > 0 existe 7, > O tal que, para t > ¢, se tiene

Ad —b a—ch
u<—'u+£, U<M—+6.

~ ad - bc ~ ad — bc

Demostracion.  Gracias al Lema 3.1, se tiene que

Ad —bu pa-—-cl
(u,v) - T be’ 2d —b cuando t — oo.
ad — bc  ad — be
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Por tanto, para todo € > 0 existe #, > O tal que para todo ¢ > 7, se tiene

Ad —b —
w2 OR pHe— et cA <€,
ad — bc ad — bc
y por tanto
Ad — bu ua—ch
< "t v —" +&.
u_ad—bc ¢ ad — bc ¢

3.2.3 Método de sub-super solucion

El método de sub-super solucién nos permite en muchas ocasiones demostrar la
existencia de una soluciéon de una EDO u obtener cotas superiores e inferiores de las
soluciones. A continuacion, detallamos dicho método para el sistema (3.4) en los casos
cooperativo, esto es b, ¢ < 0 y competitivo b, ¢ > 0.

| Definicién 3.1. Supongamos b, c > 0. Una pareja de funciones (g, g) € (C1 (I))2
se llama una sub-solucion para el sistema (3.4) si se verifican las siguientes condiciones:

W <u(i-au—bv)
V<v(p—dv—cu) (3.5)
E(O) < Uy, Q(O) < 2

Analogamente, se define una pareja super-solucion de (3.4) con b, ¢ < 0; esto es una
pareja de funciones (i1, D) € (C1 (I))2 que verifica

' > (A~ ait — bd)
0> 0(u—do—cu) (3.6)
u(0) > Uy, 0(0) > Uy

Ahora consideramos el caso de competicion:

| Definicién 3.2. Supongamos b,c > 0. Un par de parejas de funciones (g, Q) €
(C1 (I))Z, (u,0) € (C1 (I))2, se llaman sub y super-solucion para el sistema (3.4) si se
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verifican las siguientes condiciones:

W <u(d—au—bo)

vV <v(pu—dv-ci)

o (o
Ja Zu(/l ail bg) (3.7)
0 >0 (u—do—cu)

Con esta definicion, tenemos el siguiente resultado

| Teorema 3.1. Consideremos el problema (3.4).

1. Si existen (g, g), (é1, D), par de sub-super-solucion de (3.4), entonces existe una
unica solucion de (3.4) (u, v) tal que

u() <u(r) <a(r), v <o) < o).

2. Si existen (u, v), (i1, D), par de sub-super-solucion de (3.4), entonces si (u, v) es so-
lucion de (3.4) se tiene que

u(t) Su(), v@) <o),

ut) > u(t), 0>

para todo t donde exista tal solucion.

3.2.4 Puntos de equilibrio

Para el modelo general (L — V') dado por (3.3) los puntos de equilibrio (o puntos
de soporte fijos o estacionarios) son puntos n-dimensionales soluciones del sistema

de ecuaciones
n
u (b,.+2aijuj>=0, i=1,...,n, (3.8)
j=1

a los cuales se los notara como u*. En estos puntos, que son soluciones del sistema,
decimos que éste esta en reposo.
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| Definicion 3.3. Los puntos de equilibrio no triviales son aquellas soluciones de

(3.8), u* = (u’l“, ,u:) donde u* # 0. Un punto de equilibrio no trivial se denomina

factible (posible), o equilibrio interior, si esta en el interior de IR’J’r, es decir,
u?‘>0pami=1,...,n, (3.9)
y parcialmente factible si,
u:‘ZOparai=1,...,n. (3.10)

Observacion 3.1.  En general (3.8) admitira una solucién en el interior de R, o nin-
guna. Si la solucién esta en el interior, puesto que u; > 0, se verifica que

n
b, + Zaiju;’.‘ =0, paratodoi=1,...,n.
=1

Unicamente en el caso degenerado donde se tiene que det (A) = 0, el problema
(3.8) puede tener mas de una solucién estrictamente positiva, formando incluso un
continuo conjunto de puntos de equilibro. Ademas, si cada menor principal de A es
no singular, existiran a lo mas 2" puntos de equilibrio, no necesariamente distintos.

3.2.5 Estabilidad de los puntos de equilibrio

Al tomar un punto inicial u, en el entorno de un punto de equilibrio u* podemos
encontrarnos con tres situaciones distintas.

A continuacion vamos a definir estas tres situaciones

| Definicién 3.4.

1. El punto u* se dice que es estable si para cualquier entorno U de u*, existe un en-
torno W de u* tal que cualquier solucion de (3.3) que se inicia en W en el tiempo
t = 0, permanece en U para todot > 0 (es decir, uy € W implica que u(t) € U
para todot > 0).

2. Se dice que asintéticamente estable si es estable y la solucion converge a u* (es
decir, u(t) — u* para todo u, € W cuandot — o0). La respuesta a una pequeria
perturbacion tiende a cero cuando el tiempo tiende a infinito.
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3. Siu* no es estable, se dice inestable. Las condiciones iniciales cerca del punto de
equilibrio generan soluciones que se alejan del punto de equilibrio cuando el tiem-
po tiende a infinito.

4. La cuenca o dominio de atraccion de u* esta definida por el conjunto de puntos
de u(0) que satisfacen u(t) — u* cuandot — oo.

5. Cuando la cuenca de atraccion de u* es todo el espacio de estados o al menos su
interior y u* es estable, u* se dice globalmente estable.

A continuacién vamos a introducir un teorema de gran importancia conocido co-
mo el Teorema de LaSalle, el cual, siempre que exista una funcién de Lyapunov, nos
permite conocer el comportamiento de las soluciones de un sistema de EDOs.

| Teorema 3.2 (Teorema de LaSalle).
Consideramos el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales:

— = i(ul,...,un), i=1,...,n (3.11)

Y suponemos que u* = (u”f, oo u:)

funcion de diferenciable V/ (ul, cees un) que satisface las siguientes condiciones:

es un punto de equilibrio y que ademas existe una

1V (ul, ,un) tiene un minimo estricto en (u’f, ,u*), esdecin V>0yV =0
n

parau; = u’, i = 1,...,n.

2. La derivada de V' a lo largo de las soluciones de (3.11) satisface

n d n
@V _g vV,

=Y,

dt & ou; dt & oy,
y fuera de un entorno arbitrariamente pequerio de (u’l“, s u:) se tiene que
dVv
— <0
dt

Entonces el punto de equilibrio u* es globalmente asintoticamente estable.

A continuacién vamos a enunciar un teorema de mucha utilidad ya que nos re-
lacionara la estabilidad de un punto estacionario u* con los autovalores de la matriz
Jacobiana procedente de la ecuacion.
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| Teorema 3.3. Consideramos el sistema de ecuaciones diferenciales (3.11) y sea u*
un punto de equilibrio. Denotemos por A;, i = 1, ..., n los autovalores del Jacobiano de
f enu*. Se tiene:

1. Sitodoslos A;, i =1, ..., n tienen su parte real negativa, entonces u* es asintotica-
mente estable.
2. Siparaalgini=1,...,n, la parte real de 4, es positiva, entonces u* es inestable.

Observemos que la matriz Jacobiana de (3.3) tiene la siguiente expresion

Al ujap - oujay,
£ % %
J = (u*) — u2a21 A22 u2a2n
* * *
ua, wa, = A

donde

n
* * * * *
AL =Db +2a,u; + Z ayu; = b, + au; + Z a;u;.
J#i j=1

De forma que, en el caso donde u* = 0, tenemos que
J (") = diag (b;),

luego podemos ver que el origen es inestable cuando al menos uno de los b, es positivo;
y es estable cuando todos los b; son negativos.

Por otro lado, en el caso del estado de equilibrio interior, esto es u; > 0 para todo
i puesto que

n
* O
bi+2aijuj =0 i=1,...,n,
j=1

de donde

* *
Al =auu;,

y se obtiene
J W) =diag (u;k) A.

Cuando el punto de equilibrio u* = (u’lk, /A u:) es no negativo, se definen los

subconjuntos I'y J de N = {1,...,n} talqueu’ =0parai € I y J = N\I.
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Se define también

[RJIV ={u= (ul,uz,...,un) €R'|ly;>20parai€lyu;>0parajeJ}. (3.12)

Vemos que R} = int ([R'i) siu* > 0, es decir, si I = @ y por tanto J = N. Para el
sistema (3.3), diremos que u* es asintéticamente estable o globalmente estable, si u*
lo es respecto a RY.

3.3 Sistema Mutualista (L — V)

Tras haber dado varios resultados sobre la estabilidad en el modelo Lotka-Volterra,
volvemos a considerar el sistema (3.1) en el caso donde los tiempos de manipulacion
son nulos, es decir, hp, = h, = 0, asi el sistema (3.2), el cual esta compuesto de dos
subsistemas, los cuales tienen interacciones mutualistas entre ellos. Cada subsistema
tendra una poblaciéon de P plantas y de A animales.

Recordamos que este sistema viene descrito por las siguientes (P + A) EDOs.

-

du P A

d_l‘l=ui (api_zﬁijuj+2ypikuk> i=1...P,
=1 k=1

do. A P

d_tl = Ui ((Xa[ - Zﬂau‘vj + 2 yaikuk) i=1...A4 (3.13)
=1 k=1

u;(0) = uy i=1,...,P,
v,(0) = v, i=1,...,A,

I\

donde u; y v, representan las biomasas de las plantas y los animales. a,, ,a, € R
son las tasas de natalidad, ﬁp[_j, ﬂai/_ > 0 las tasas de competencia de cada subsistema,
Y Vpy>Ya, =0 la intensidad de la interacciéon mutualista entre las especies de los dos
subsistemas. Ademas, tras un cambio de variable podemos suponer que
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A la matriz de coeficientes de (3.13) la denotaremos como M, la cual es una matriz
de orden n = P + A que, definida por bloques, la podemos escribir de la siguiente

forma
B, T
M = [F‘ Bll (3.14)
2 21 (A+P)x(P+A)

donde cada bloque se escribe

-1 _ﬁPIZ _ﬁPIP
B1 — _'B.le _.1 _ﬁ‘PZP
__ﬁPPl ﬁPPZ —1 dpxp
-1 _ﬁalz v =P,
B, = —ﬁ.aﬂ —‘1 — s
ﬁaAl ‘BaAz -1 daxa
}/Pll yPn T me
Fl - ylle }/Ifzz yP.ZA
_yPPl Vopy -+ 7/PPA_ PxA
7/‘111 7/‘112 7/‘11P
1"2 — y‘le 7/‘fzz ya-zp
_yaAl Vay, - J/"AP_Axp

3.3.1 Existencia y unicidad de soluciones

Para comenzar vamos a dar las condiciones necesarias para asegurar la existen-
cia y unicidad de una solucion positiva de (3.13). Para ello necesitamos el siguiente
resultado.
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Lema 3.2. Supongamos que f < 1. Entonces,

n

n n 2
Zuf+2ﬂ2uiuj > %}1—1)( ui> . (3.15)

i=1
Demostracion.  Antes de probar (3.15), probemos que

n

ni - >, < guf. (3.16)

i<j

En efecto, es claro que

y, por tanto,

(“1 - u2)2 + e+ (u1 - un)2 + (u2 - u3) + e+ (u2 — un)2 + e+ (un_l - un)z >0,

de donde se sigue que
(n—1) (uf + -+ ui) -2 (u1u2 + - tugu, +upuy + -+ upu, + - + ”n—1”n> >0,
y se verifica (3.16).
Probemos ahora (3.15). En primer lugar, (3.15) es equivalente a

14+8(n-1))\ < 1+ pn—-D)\ -
<l—+>2uf+2<ﬁ—#>2uiuj20 <

i=1 i<j

(1=p(n—-1) ¢ 2 c
7;%2%@—1)2%20,

i<j

que es equivalente a (3.16) ya que f < 1 |

Ahora enunciaremos y demostraremos el resultado principal de existencia y uni-
cidad de solucion positiva para (3.13). En primer lugar demostraremos una condicion
suficiente para la existencia y unicidad de la solucién global, luego daremos una con-
dicién bajo la cual las soluciones explotan en tiempo finito.
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| Teorema 3.4 (Existencia y unicidad de solucién).
1. Supongamos p; = min{ﬁp’_j} < 1, ﬂzmin{ﬁau} <Ly = méx{yp’_j}, Y, =
max {y, }, paratodoi,j y se tiene que
ij

148, (P- D1+ (A-1)
P A '

v < (3.17)

Entonces existe una uinica solucion positiva acotada de (3.13), para todot > 0.
2. Supongamos f = P, = o, V1 = Vp0 V2 = Vo 01 = &y, @ = @, > 0 para todo
i,j,y secumple que

I1+pP-1D1+pA-1)
P A '

Y112 > (3.18)

Entonces la solucion de (3.13) explota en tiempo finito.

Demostracion.

1. En primer lugar, observemos que si u;, > 0 entonces u;() > 0 para todo ¢t > 0
en el que exista solucion.
Denotando por

A
wi=Yu, z:=Y0,
i=1

i=1

se tiene que

w <aqw— (U + s+ .+ + 2P (ujuy +uus + .+ up_jup)) + ywz,

Z <oz — (U + 0+ . 0428, (00, 00+ U, 0,)) + oWz,

donde ¢; = max{a, } y @, = max{a, } o,equivalentemente,

P P
w < aw— (Z w+2p, Zuiuj) + 7wz,

i=1 i<j

A A
7 <z — (Z v’ +2B, Z Uin> + ywz,

i=1 i<j

y usando (3.15), se tiene que

1+, (P-1)

2
w+ywz,
P 71

w < aw -
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1+8(A-1
7 <a,z— %zz + y,wz.
Ahora basta considerar el sistema
14+8,(P—1
v =p<a1 - %P‘H’ﬂ),
1y =4<az—%q+m>, (3.19)

p(0) = py, 4(0) = gy,

con p,, g, nimeros positivos a elegir.
Es claro que, tomando
P A
Py = Z“ma 4o = Z Uio
i=1 i=1
se tiene que (w, z) es sub-solucion de (3.19) en el sentido de la Definicién 3.1y,
por tanto, por el Teorema 3.1 se sigue que

(w, z) < (p,q) (3.20)

y (p, q) esta acotado si se satisface (3.17) por el Lema 3.1.
. Supongamos que se verifica (3.18) con a; = a, >0y a, = a, > 0. Llamamos
(p, @) alatnica solucion positiva de (3.19). Es conocido (ver Lema 3.1) que, bajo
la condicion (3.18), (p, q) explota en tiempo finito.
A continuacion, se verifica que

(g, .o,y .. 0y) = (2, ,B,g, ,2> ,

P P A A

es solucion del sistema (3.13) con u, = p,/P y v,y = q,/ A, por lo que también
explota en tiempo finito.
Veamos que

/

W=u(ay—u,— B (4 ... +up) +7, (v, +...+0,)).
En efecto,

)4 p( p (p p) (q q))
E _C(g -2 (4. +8)4+y(L+.. . +1)) e
PP\ U5 PP p) T\ A

= (o (P o)
p=p\o—p - p +ndg |,

lo que es cierto por (3.19). Lo mismo se cumple con g/ A. Esto concluye la de-
mostracion.
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3.3.2 Estabilidad global del sistema mutualista (L — V")

Muchos de los resultados sobre la estabilidad global del sistema mutualista (L-V) se
estudiaran a partir de una matriz A, que se definird como matriz de Lyapunov-estable.
Por tanto es necesario dar algunas definiciones.

| Definicién 3.5.  Una matriz cuadrada de orden n se dice definida negativa siu” Au <

0 para todou € R" \ {0}.

| Definicion 3.6. Supongamos que A es una matriz real de orden n:

1. Se dice que A es de clase S, o Lyapunov-estable, A € S, si existe una matriz
diagonal positiva W tal que, la matriz simétrica W A+ATW es definida negativa.

2. Se dice que A es una matriz diagonal dominante negativa, A € N DD, si y sélo
si, existen n niimeros positivos r; > 0 tal que

n
—ra; > Z la|r;, i=1,...,n.
i#]
Vemos algunos teoremas importantes acerca de esta clase de matrices.

| Teorema 3.5. Si A es una matriz cuadrada de orden n, entonces A es de clase S, si
una de las siguientes condiciones se satisface:

1. A es una matriz diagonal dominante negativa;
2. A es definida negativa

Demostracion.  Ver [18] |

| Teorema 3.6. Supongamos que A € S,. Entonces el sistema (L-V) (3.3) tiene un
punto de equilibrio u™ para cada b € R" que, ademas, es globalmente estable en R’

Demostracion. La demostracion viene detallada en [12] |

Corolario 3.2. Si A € S, entonces el sistema (L — V') y cada uno de sus subistemas
tienen un punto de equilibrio no negativo y globalmente estable para cada b € R".

Demostracion.  Ver [18] |

Hemos comprobado que la estabilidad de (3.13) esta garantizada por el Teorema
3.6, que nos asegura la existencia de un punto u* globalmente estable siempre que la
matriz de la comunidad sea de clase .S, Por tanto, necesitamos dar condiciones para
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que la matriz de (3.13) cumpla con esta condiciéon. Veremos que hay tres posibles
condiciones.

Condicion Tipo I

Segun el Teorema (3.5), una condicion suficiente para que la matriz M sea de clase
S, es que tenga una diagonal dominante negativa. Tomando r; = 1 para todo i en la
Definicion (3.6) y recordando que f, = f

= 1 se tiene
1

Proposicion 3.1.  Supongamos que para M, definida como en (3.14), se tiene que

A P
Dyt 2B, <1, Vi=1,..,P,
k=1

JF#

P A
v+ DB, <l Vi=1.. A
k=1

JFi
Entonces la matrizM € §,,,.

A la matriz M que cumpla esta condicion la llamaremos matriz de Tipo I. Como
se puede observar, la restricciéon obliga a que los parametros sean muy pequefios y
mucho mas en matrices de gran tamaiio, por lo que intentaremos mejorar esta condi-
cién.

Condicion Tipo II

Segun la Definicion (3.6), para que la matriz M sea de clase S, debe existir una
matriz W = diag (wl, cees wn) conw; > 0 parai = 1,...,n, tal que WM + M" W
sea definida negativa. Obsérvese que esta matriz es simétrica, por lo que para que
sea definida negativa necesitamos que los autovalores de la matriz sean negativos.
Restringiremos el conjunto de sus autovalores, su espectro o (WM + MTW), ala
parte negativa de la recta real. Para ello aplicaremos el Teorema de los circulos de
Gershgorin a la matriz WM + M7 W'

| Teorema 3.7 (Teorema de los circulos de Gershgorin).

Todo autovalor A de una matriz A de orden n satisface la condicion

n
|A—a;| < Z |a,.j‘ paraalgini=1,...,n.
i

Como consecuencia de este resultado tenemos
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| Teorema 3.8. Si la matriz M, definida como en (3.14), satisface las condiciones:

P A

2—2<ﬁpl.,+ﬂpﬂ)—2ypm >0, Vi=1,...,P, (3.21)
JF# k=1
A P

2_Z<ﬁa,~-+ﬂaﬁ>_z7’aik>0’ Vi=1,...,A, (3.22)
J# ' k=1

P A
Zi:l }/Pki < inf 2- Zj?éi <ﬂpij + ﬁpji) - Zk=1 yp[k
in .
i=sllf.I.),A 7_y4 _ NP i=1,...,P ZA v
Zj?éi ﬂaij + ﬂaji ZI<=1 ytlik k=17 ay;
(3.23)

Entonces la matriz M es de clase S,,,.

Demostracion. Para la matriz M, escrita por bloques como (3.14), se tiene que

r_|B T
M' = o BT .
1 2 1 (P+ayx(P+4)

Escribimos la matriz W de la siguiente manera

_[m e

W =
o W,

l (3.24)
(P+A)X(P+A)

donde las matrices W, y W, se consideran como

w, 0 ves 0 w, 0 ves 0
e I R I B
0 0 - w, 0 0 - w,

PxP AXA

con w;, >0, w, > 0.

Se obtiene
D, ¢
¢, D,

o

C=WM+MW = [ l
(P+A)X(P+A)
con



-2

-2

®17p,, + WY a,,
®1Yp,, + ®2Ya),

_a)lyppl + ®rYa,p

0)17/P11 + waan
6017/1,12 + 602}’,121

_wlypm + 6027,1/“

_(ﬁp1z+ﬂP21)

_<ﬂP1P +ﬂPP1)

_( 012+ﬂ021)

- (ﬂam +ﬂa,41)
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- (ﬂplz +ﬂl721>
-2

- (ﬂpzp +ﬁpp2>

_( ap +ﬂ021)
-2

- (ﬂazA + ﬂaAZ)

®17p,, + @Y a,,
®17py, + DY oy,

O1Ypp, T ©2ay,

@17 py, + ®rYa,,
@17 py, + @2V a,

! szA + ®; 7/0142

_<'BP1P+‘BPP1)
_(ﬁp +'HPP2)

2P

®17p, 4 + WYy,
®1Yp,4 + ®2Ya,,

DY ppy + a)zyaAP_

@17 pp, + DYy,
wlyppz + wzy“zp

@, J/PPA + a)zyaAP_

Luego, por el Teorema de los circulos de Gershgorin de la matriz C se generan P

desigualdades de la forma

P

1420 <0, Y (8, +5,,)

JF

y A desigualdades

A
3+ 20, <@, Y <ﬁaij + ﬂaﬁ)

J#

A A
+w12ypm+w2z7’aki’ coni=1,...,P
k=1 k=1

P P
+ w, Zya’_k + w, Zypki, coni=1,...,A.
k=1 k=1

Como se desea que los autovalores 4 sean negativos, reescribimos P y A desigualdades

anteriores como

J#

P A A
AL w (Z (,b’p/_j +ﬂpﬂ> + Zyp[k — 2) + w, Zyak[ <0, paratodai=1,...,P
k=1 k=1
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P A P
AL w, Zypki + w, (Z (ﬁal_}, +,Baﬁ> + Zyal_k - 2) <0, paratodai=1,..., A.
k=1 k=1

J#i

Obtenemos el siguiente sistema de P + A desigualdades con variables o, y w,

P A A
(Z (ﬂpij +ﬂpﬁ> + Zyp‘_k - 2> w, + <2 yak’) w, <0,paratodai=1,..., P
k=1 k=1

J#i
(3.25)
j2 A j2
<Z ypki> o, + (Z (ﬂa,.- + ﬁa-,-) + Z Ya, = 2) w, <0paratodai=1,..., A.
k=1 J#i ' ! k=1
(3.26)

Resolviendo las desigualdades en (3.25) para w, y considerando que w, > 0, se
tiene

P A
, <Zj75i <ﬂpij + ﬁpji) + zk:l ypik - 2) .
— < - y , paratodai=1,..., P. (3.27)
@1 it Yay

Ahora resolvemos (3.26) también para w, > 0.

P
&>_ Zk=l 7/Pki
O (S (B, +8,) + 2, - 2)
j#i \Pai aji k=1 T ai

Por tanto, podemos encontrar la matriz W si fijamos un valor para o, > 0y ®, que
cumplan (3.27) y (3.28), si suponemos (3.23). |

, paratodai=1,..., A. (3.28)

A las matrices M que cumplen con esta condicion, las llamaremos matrices de
Tipo IL

Observemos que las condiciones (3.21) y (3.22) pueden escribirse de la siguiente
forma

A P P
PRAED B, <2- > B, (3.29)
k=1

J# J#

A P P
Dt by, <2= 208, (330)
k=1

J# J#
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Si comparamos las condiciones del Tipo I y Tipo II, podemos observar que las
del Tipo II son menos restrictivas para los parametros de la matriz de la comunidad.

Condicion Tipo III. Caso campo medio

Supongamos que todos los coeficientes de la matriz M son no nulos, de forma que
los coeficientes de competicién entre las especies y las plantas y los coeficientes de
mutualismos entre ellos son iguales. En este caso decimos que el sistema (3.13) es de
campo medio, garantizando la conectividad total de las relaciones mutualistas entre
plantas y animales.

| Teorema 3.9. Supongamos que la matriz M, definida como en (3.14), con

ﬁl = ﬂp[j < 1’ ﬁz = ﬁaij < 1’ yl = yl)ij’ yz = 7/(1."

ij

paratodoi=1,...,P ytodoj=1,...,A, satisface la condicion (3.17), que viene dada
por

B P-DI+A (A=)
Entonces la matriz M es de clase S,,.

Demostracion. Tomamos f; = ﬂpi, <Lp = ﬂa,-, <Ly = Yp,» Y2 = Vg, Para todo
i=1,...,Pyparatodoj =1, ..., A. Nuevamente consideramos la matriz M de orden
(P + A), escrita por bloques como en (3.14), donde ahora las matrices B, B,,I'; yI',
estan definidas por

_1 _ﬂl oo _ﬂl _1 _ﬂz cee _ﬂz
- -1 ... = - -1 ldots -
Bl = .ﬂl . . .ﬂl > Bz = .ﬂz . ,0 ° 162 (3~31)
—8, —B, .. -1 8, —B - -1
ﬁl ﬂl PxP ﬂz ﬂz AXA
o 1o N Vo Voo = 712
r=( T L o= TR (332)
it 1N PxA Vo Voo = 72

con0< g, p, <L y,y,>0.
La matriz W la definimos en bloques,

™ e

W =
o W,

l (P4+A)X(P+A)
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donde las matrices W; y W, son como en (3.24).

Como antes
D, ¢

C=WM+MW =
oW =25

] (P+A)X(P+A)

donde (ver anexo para la notacion)
D, = D (—2w,,-2w,$,; P), D, =D (-2w,,—2w,p,;A),
C = (wﬂ’l + 60272) Ipyso G = (w171 + a’z?’z) 1,up-

Nos planteamos encontrar la condicién para que los autovalores de WM+M? W sean
negativos. Para eso, calculamos las soluciones del polinomio caracteristico de C

P =CD| =|C— Al yyp| = [WM+M'W = A1,,,| =0,

donde I, , denota la matriz identidad de orden AX P.La matriz C(4) se puede escribir

de la siguiente forma
F, G,

2 2

l (P+AX(P+A),
donde
F, =D (=20, — 2, 20,43 P), F,=D (2w, — 1, —2w,p,; A)
Por tanto, aplicando la Proposicion 5.1 (ver anexo), se tiene
P = (=20, = A+20,5,) " (<20, = 2+ 2w,,)" " - 4 (A)
donde
q(A) = ((—20)1 —A=20,p, (P - 1)) (—20’2 —A—=2w,p,(A - 1)) - PA (0’171 + w2y2)2>
=4 [(a)l + % +w,p, (P — 1)) (w2 + % + w,p, (A — 1)) - % (a)ly1 + a)zyz)z] .
Los autovalores de la matriz C son:

A=2w, (ﬁ1 - 1) con multiplicidad P — 1,
A=2w, ( p, — 1) con multiplcidad A — 1,
las raices de g(A).

Las raices de gq(A) son las raices del siguiente polinomio de grado 2,

A A
m(A) = T + R, (a)l,w2) 5 + R, (a)l,a)z)
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donde
R (0, 0) =0, (1+8 P -1D)+w,(1+5(A-1),

R, (a)l,a)z) = w,w, (1 +p,(P— 1)) (1 + p, (A — 1)) — % (a)]y] +a)2y2)2.

Teniendo en cuenta que R, > 0, para que las raices de m(4) sean negativas, se
necesita que

R, (col,wz) > 0.

Esto es equivalente a
ww(1+ﬁ(P—1))(1+ﬁ(A—1))>ﬂ(a)22+w22+2 )
10 1 2 4 171 WYy T LW01WyY172)

de donde,
() 2 () 2
0> (w—j> y§+2<w—j> (=55 (148 (P=D) (14 ,(4= 1)) +7

Teniendo en cuenta (3.17), para que existan @,, @, > 0 que verifiquen la desigualdad
anterior, es suficiente que

2
(112 =5z (148, (P=D) (145, (A= 1)) >3

(1+5,(P=-1) (1+,(A-1)
PA

7172 <

que es la condicion (3.17) |

A estas matrices M las llamaremos matrices de Tipo III.

De todo lo anterior llegamos al siguiente teorema.

| Teorema3.10. Supongamos que M es la matriz de la comunidad del sistema (3.13) y
esde Tipo I, II, o III. Entonces, el sistema (3.13) tiene un punto de equilibrio globalmente
estable no negativo u*.

Demostracion. Por el teorema (3.6), si la matriz de la comunidad M es de clase S,
el sistema (3.13) tendra un punto de equilibrio u* globalmente estable. Como M al
ser de Tipo I, II o III es de clase .S, el sistema (3.13) tiene un punto de equilibrio
globalmente estable no negativo u*. |
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Vemos ahora un caso particular

No es dificil ver que el razonamiento aplicando a las matrices de Tipo III se puede
repetir cuando una, o varias filas, son nulas (y sus correspondientes columnas). En este

caso
O 0 0 - 0 0 v, v, = 7
i Vi V1o 0 v v - n
i=lrnmn = n » =10 n - n ) (3.33)
71 "o ot Vidpsa 0 n 7 Ve

y B, y B, estan definidas en (3.31).

| Teorema 3.11. Supongamos que f,, f, < 1 y consideramos la matriz M de (3.14)
conI') yI', como en (3.33) y B, y B, como en (3.31). Supongamos que se cumple la
condicion

AP-Dyrn<(1=-8)1+@=-DB)(1+A-1Dp). (3.34)

EntoncesM € S,

Demostracion. Con la misma idea de la prueba del Teorema 3.10, tenemos claro que

D, C?
) D,

b

WM+MTW:l

] (P+A)X(P+A)

donde
D, =D (—2(1)1, 2w, p,; P) , D,=D (—2(02, —2w, f,; A) ,

0 0 0 0o \T
C) = (o7, +oy1y) Ly G = (0171 + 0313) (Ty,)
(ver anexo para la notacion).

Calculemos los autovalores de la matriz WM +M” W para encontrar la condiciéon
para que sean negativos. Calculemos primero sus autovalores, esto es, calculemos las

raices del polinomio
p(A) = |[WM+MW - AI|.

Observemos que esta nueva matriz C se puede escribir de la siguiente forma

F, C
C) F,

’

WM+ MW — AT = [ l
(P+AX(P+A)
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donde
F, =D (2w, - 1, —2w,$;; P), F,=D(-2w,—1,—-2w,p,;A).
Por tanto, el determinante de WM + M" W — AT es
p(A) = (<20, — A+ 20,8) " (<20, — A+ 20,8,)" " - q(4)
donde
q(A) =—(A+20, (1+4,(P—1))) (A+2w, (1 +p,(A=1))) (A+ 2w, (1-5))
+(A+20,) (P =D A (07, +o,7,)".
Por lo tanto, las raices de p(A), los autovalores de WM + M” W, son
A=2w, (f, — 1) con multiplicidad P — 2,

A=2w, ( p, — 1) con multiplcidad A — 1,
las raices de g(A).

Observemos que

lim g(1) = —c0, lim g(1) =4+
A—+o00 A——o00

q(—2a)1 (1 —ﬁ1)) >0, q(—2a)1 (1 + b (P - 1))),
con

2w, (1+ 4, (P-1)) <=2, (1 - p,) <0.

Por lo tanto, para que las raices de g sean negativas es suficiente que g(0) < 0, esto

es,
(P-DA (07 +w,7,) <400, (1-8) (1+4 P -1) (14 (A-1))
o, equivalentemente,

,\” w )
0> (w—2> y§+2(w—2> <m—m (1=5) (1+ 4 P =D) (145, (A~ 1>)>+yf.

1 1

Razonando como en el Teorema 3.10, esto es cierto si

117, < (1-8)(1+p,P-1) (1+4,A-1).

_
(P-1)A

Observacion 3.2.  Si se tienen p filas nulas, para 1 < p < P, la condicién es:

1 P-pA(l+(p-DB)<(1-4)(1+@P-Dp) (1+A-15,).
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3.3.3 Comparacion de los tres tipos de matrices

Hemos visto que las matrices de campo medio se asocian a la red completa de
conexiones. Esta red contiene todos los enlaces mutualistas posibles entre las dife-
rentes especies de plantas y animales. A partir de esta red podemos generar otras en
las cuales al menos un enlace o conexidn se ha elimiado, en las cuales a las matrices
asociadas las denominaremos matrices de anidamientos y se denotaran como A.

Una vez obtenida las condiciones de Tipo I, II o III para que nuestra matriz de
campo medio M sea de clase .S, necesitamos que la matriz que la matriz de anida-
miento también sea de clase S,. Es decir, que la matriz de campo transmita esta ca-
racteristica a una matriz de anidamiento que se genere a partir de ella.

Vimos que para las matrices de Tipo III esta condicion se encontr6 al calcular los
autovalores de la matriz WM +M” W Si escogemos este método para estudiar la ma-
triz de anidamiento seria muy complicado debido a la gran cantidad de posibilidades
de generar una matriz de anidamiento a partir de una de campo medio. Por otro lado,
si una matriz es de clase .S, no necesariamente posee una matriz diagonal dominante
negativa, lo cual quiere decir que la matriz de anidamiento no seria necesariamente
de Tipo L

Veamos ahora que ocurre si la matriz de campo medio M es de Tipo II. En este
caso es facil ver que la matriz de anidamiento A también lo sera, ya que la ubicacién
de los autovalores en la parte izquierda del plano complejo esta garantizada por el
mayor numero de conexiones en la red.

Por tanto, cuando trabajemos con matrices de campo medio y de anidamiento,
ambas seran de Tipo IL

En esta seccion queremos comparar las tres condiciones estudiadas anteriormente.
Para ello, nos situaremos en el caso de campo medio.

ﬂpii :ﬂa” = 17 ﬁl :ﬁpij’ ﬂ2:ﬂa l#]? y] :ypij, y2:yaij'

Con esta notacion la condicién de las matrices Tipo I se lee de la siguiente forma:
nA+pP-1H<l1l, pLP+pA-1)<I. (3.35)
Las condiciones de las matrices Tipo II son:

yA+28(P-1)<2, 1P+2p(A-1)<2, (3.36)
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APy, < (2(1=8,(P-1) —nA) (2(1=pA-1) -1,P). (3.37)

Por ultimo, la condicion para matrices Tipo III, esto es, (3.17) es equivalente a

1 P—-1)) (1 A-1
gy < l( + B, ( ))( + 5, ( )) (3.38)
71 PA

Comparemos estas condiciones, es decir, veamos el conjunto de pares (yl, 7/2) que
verifican las condiciones anteriores. Es facil ver que (3.35) restringe los valores de y,
y 7, de la forma
R, R,
7 < 7’ r2 < ?
donde R, =1-(P-1)p,yR,=1-(A-1)p,.

Por otro lado, (3.36) es equivalente a

A ’ }/2 P ’

Mientras que la condicion (3.37) exige que los valores y, y 7, estén por debajo de la

7 <

recta

R
V) = (2R1 _Al/l) Ri’
1

Ademas, vemos que el valor de la recta en y; = R,/ A es exactamente y, = R, P
(ver figura 3.2), con lo cual vemos que el conjunto de pares (yl , yz) que verifican (3.35)
esta estrictamente contenido en los que verifican (3.36) y (3.37).

Ahora vamos a comparar las condiciones (3.36) y (3.37) con la condicion (3.38).
Observamos que la condicion (3.38) define la hipérbola

l(1+ﬂ1(P—1))(1+ﬂ2(A—1)) _2-R2-Ry1
71 PA P A 3’1'

V2 =

Por otro lado, suponiendo (3.36) es facil probar que estas curvas no se cortan y, por
tanto, la region definida por (3.38) es la mayor de todas, ver figura 3.2

Por tanto, vemos que en el caso de campo medio, la condicion (3.17) es la mejor
de todas.

Observacion 3.3.  Observemos, no obstante, que la condicion de ser Tipo III s6lo pue-
de aplicarse a las matrices de campo medio, mientras que las otras dos condiciones
pueden aplicarse a cualquier tipo de matrices.
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2R2/P

Tipo 1l
Rz/F

Tipo|

Tipo I

Ri/A -
2R1/A /l

Figura 3.2: Comparacion de Tipos de matrices. La region por debajo de la hipérbola
(Tipo III) definida por (3.17) es la mas amplia. Le sigue la region bajo la recta (Tipo II).
Por ultimo, la region delimitada por el rectangulo es la definida por las matrices Tipo
L

3.4 Estructura del atractor global en sistemas mu-
tualistas

Como vimos en el capitulo primero, sabemos que un atractor global determina el
comportamiento de todas las soluciones de un sistema dinamico para tiempos gran-
des. Y es precisamente este concepto de atractor el que usaremos para estudiar el
sistema (3.13) como un sistema dinamico.

| Teorema 3.12. Consideremos el modelo (3.13), y supongamos que se verifica (3.17),
es decir, f; = min {f, } <1, =min{p, } < 1,7, =max{y, },y, = max{y, }, para
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todo i, j, y se tiene que

L+ 4 (P-D)1+p(A-1)
P A '

7172 < (3.39)

Entonces, (3.13) tiene un atractor global of C RF+4,

Demostracion.  El Teorema 3.4 provee en (3.20) la acotacion de las soluciones glo-
bales por medio de un sistema Lotka-Volterra cooperativo 2D, ver (3.19). Como este
ultimo sistema tiene un conjunto compacto atrayente, segiin el Teorema 1.1, lo mismo
se cumple para el par (w, z), de donde, por el Teorema 1.5, se obtiene el resultado. |

3.4.1 Caracterizacion del atractor global

En esta seccion estudiaremos resultados sobre la estructura geométrica del atrac-
tor global para nuestro sistema (3.13). Para ello describiremos una red compleja de
nodos y conexiones dentro del atractor. Por tanto, podemos entender el atractor como
una nueva red dinamica compleja que contiene todos los posibles comportamientos
factibles para tiempos grandes. En particular, contiene toda la informacion abstracta
acerca de los escenarios futuros de biodiversidad.

El resultado que tenemos a continuacion nos describe el conjunto de puntos es-
tacionarios E, el cual, nos permite definir una funcién de Lyapunov para nuestro
sistema. La prueba, aunque algo complicada, nos describe la manera en que los pun-
tos estacionarios quedan estratificados en el atractor, es decir, nos muestra la manera
concreta en la que podemos ir construyendo la nueva red compleja constituida por el
atractor global.

| Teorema 3.13. Supongamos que A€ S,y E := {ul,....ur} TR’ es el conjunto
de puntos estacionarios no negativos para (3.3). Entonces E define una descomposicion
de Morse para el atractor global of de (3.3). Como consecuencia, (3.3) es un sistema
dinamicamente gradiente y, por tanto, gradiente. En particular, dado z € o/ \ E existen
i<jell,...,m} tal que

lim ”u(t; z) — u;f

t—>—00

=0 y lim|u(t;z)—u’||=0. (3.40)
t—>00 !
Demostracion. Construiremos una sucesion creciente de atractores locales

AlCA,C...A,=4.

m
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Hay sefalar que una descomposiciéon de Morse estara dada por
E =AnNA" .

La forma en la que se construye &,,i = 1, ..., m, implicara que E;, € E, el conjunto
de equilibrios no negativos de (3.3).

Paso 1:

Llamaremos u] al punto estacionario dado por el Teorema 3.10, es decir, el que es
globalmente asintoticamente estable R” , y lo denotaremos por u} = (u’i‘(l), e u}k(n)).
Sea N ={1,...,n},y

I, = {i € L/u*(i) = 0},
Ji=N\I ={j€N/uj(j) > 0}

Suponemos J; # @, en otro caso el resultado es trivial, pues entonces &/ = {0}.
Ordenamos los m; < n elementos del conjunto J; como:

Jy <y < -
Definimos los hiperplanos abiertos E; , con k € {1,...,m,}, como

Ejk ={ue R'J’r/u(jk) = 0y todas las otras componentes u(i) > 0}.

También definimos A; = {u]}. Entonces A, es un atractor global, el cual atrae
cada solucion que comienza en

m
R\ JE,.
k=1

Entonces, su repulsor asociado en & estd dado por

m
Ar=JE,.
k=1

Paso 2:

Como cada E; es un conjunto positivamente invariante, el Teorema 3.6 y el co-
rolario 3.2 pueden ser aplicados una vez mas. Sea u;fk el punto globalmente asinto-
ticamente estable en E % k € {1,....,m;}. En particular, u;‘l es un atractor local en
E.

J1°



3. MODELO DE REDES MUTUALISTAS 87

Sea
A, =AU W”(u;’.‘l),

es decir, A, contiene A,, y todas las conexiones de u;? a u*f, en el sentido de (3.40), es
1
decir,

lim Hu(t; z) — u;‘f1 =0

t——00

=0y im0 -

Se construye el repulsor asociado a &,.
Para u* , sea
J1
I, ={ie L/u;‘l(i) = 0}; en particular j, € I,
J, = L\Ijl ={je L/u;?l(j) > 0}.
Ordenamos, para m, < n, J; como
jl’jl < j2»f1 << jmz»/l
y consideramos
Ejul ={u€kE [u (le-l) = 0 y todas las otras componentes u(i) > 0}.

Entonces u;‘ es un atractor local en E i el cual atrae cada soluciéon que comienza en
1

Repetimos este mismo argumento en el Paso 2 para cada E; , para k € {2, ...,m,}.
Paso 3:

Nuevamente repetimos los argumentos del Paso 2 para los hiperplanos E, ; , y
desde el que podemos definir

%:%UW%%J,

el cual posee un repulsor asociado a &/’

Una vez mas, repetimos los argumentos del Paso 2 para el hiperplano E; , para
J1
ke{2,...,m,}.

Paso m:
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En general, construimos, para alguna solucién estacionaria,

Dy = UW ()

3 *
y su repulsor asociado &/~ .

Observemos que, por su propia construccion, los &/* son

i) Conjuntos cerrados invariantes
ii) No intersecan con [ J et Y-
cee . . . 7 m
iii) Contiene el resto de puntos estacionarios que no estan en | et D

En m pasos el proceso finaliza



4 Conclusiones

En este trabajo hemos comenzado por hacer un estudio detallado sobre los atracto-
res globales. Su existencia y unicidad, visto en el capitulo 1, hasta su comportamiento
bajo perturbaciones, visto en el capitulo 2. Si estudiamos diferentes fenémenos en la
naturaleza vemos que, a veces, estan regidos por SDO complejos y con una sensibi-
lidad muy grande respecto a los datos iniciales. Gracias a todo lo anterior podemos
observar que dada unas condiciones especificas existe un atractor global para estos
sistemas y que, de hecho, es inico. Con lo cual podemos concluir que problemas que a
"simple vista" tienen un comportamiento cadtico e imprevisible, sus trayectorias cuan-
dot — oo acaban convergiendo a un atractor que dota de un orden a ese aparente
caos.

En el caso particular aplicado a la Ecologia, en concreto sistemas mutualistas, he-
mos demostrado que ese sistema tiene un atractor, y que de hecho, como vimos al
estudiar la continuidad del atractor global, es un objeto robusto y solido, es decir,
que tiene un comportamiento similiar ante pequefios cambios en los datos. Con esto,
vemos que éste es un estudio fiable. Ya que en la Ecologia es habitual los cambios res-
pecto a los datos iniciales dados por los individuos de las especies que interaccionan.

En cuanto al estudio del atractor hemos visto que se relaciona con una descom-
posicion de Morse. Con lo cual llegamos a que ese atractor esta formado por puntos
estacionarios que estan relacionados entre si, donde se encuentra el (0,0), un punto
inestable, y otro punto que es globalmente estable atrayendo a todas las trayectorias.
El resto podemos concluir que son puntos de silla. Con lo cual vemos que algo tan
aparentemente complejo como un ecosistema, acaba tendiendo a un punto de equi-
librio entre las distintas especies. Este atractor, y en concreto el punto de equilibrio
guardan toda la informacion acerca de las variaciones en el nimero de individuos y
la biodiversidad del ecosistema.






5 Anexo |

En este anexo veremos los resultados que han sido necesarios para las pruebas de
los Teoremas 3.9,3.10 y 3.11

| Definicién 5.1. Dados M, N € N ya,b € R, denotamos por

a b b - b
b a b - b
D(a,b;M)=|b b a - b

i T Ydmxm
y
Tyw =(a;), a;=1, i=1,...,M;j=1.,N.

Con esta notacion, la matriz C de (3.13) es una matriz de orden P + A definida

por
B, T
C = [Fl Bll , (5.1)
2 21 (P+AX(P+4)

donde

B =D (_1’ﬂ1;P> ., By,=D (_Lﬂz?A) s Di=rIpas Iy =115,
esto es, las matrices definidas en (3.31).

A continuacion presentamos un resultado donde estudiamos la matriz D (a, b; M).

Lema5.1. Consideramos a,b € Ry M € N.

1. Se tiene que
|D (a,b; M)| = (a+ (M —1)b)(a — b)M™! (5.2)
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2. Se cumple

1

D(a,b; M) = D(d,—b; M)
(@a=—b)y(a+ (M —1)b)
donde
d=a+ (M —2)b.
Demostracion. 1. Resultando la primera fila de las otras, tenemos
a b b b b
b—a b—a 0 0 0
b—a 0 a—b O 0
ID@b:MI=\_, 0 0 a-b 0
b—a 0 0 0 -« a—2> MM
Ahora, sumando todas las columnas a la primera, se obtiene
a+(M-1)b b b b b
0 a—-b O 0 0
0 0 a-b 0 0
|D (. b: M) 0 0 0 a-b 0
0 0 0 0 - a—> MM

= (@a+ (M —-1)b)(a—b)M".

2. Es facil demostrar que D (a,b; M) - D (a,b,; M)_l = Ip, donde I, denota la
matriz identidad de orden P.

A continuacién veremos un resultado donde calculamos los autovalores para ma-
trices generales C. Consideramos la matriz mas general

D, C
C = P 1
lCZ DA

l (P+A)x(P+A)
donde
D,=D(a;,d;P), D,=D(aydy;A), C=cIp, C,=0c1,p,

ya,, d,, a,, d,, c|, ¢, € R. Tenemos el siguiente resultado.
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Proposicion 5.1.  Se cumple que

Il = (a,—dy)" (ay=dy)"" ((ay + (P~ 1)d)) (ay+ (A= 1)d,) = ¢,c,AP).
Demostracion.

Caso 1: Suponemos que D;l existe, esto es a;, # d, y a; # d,(1 — P). En este caso
obtenemos que

IC] = |D,| ‘DA—CZDI‘,ICI . (5.3)
Primero, calculamos D, D' C,. No es dificil demostrar que
Cle_nlcl = CZCIIAXPD;IIPXA'

Usando ahora el Lema 5.1 para la expresion D', obtenemos

1
DI, , = ,
P T PxA <a1+(P—1)d1) PxA
y entonces
- 1
Lot D Laa = 10 p Ty gy e Lo
1 1
P
= ...,
(a, +(P-1)d,) ™
de donde se puede deducir que
_ c,c, P
Csz1 C = AXA*

(a; +(P-1)d,)

Denotamos por
D=D,-C,D;'C,

y obtenemos que

D=D cc, P 4 c,c, P 4
= a, — , dy — ; .
Y (g +P=-Dd) T (a+(P-1)d))

Usando nuevamente el Lema 5.1, obtenemos

. c,c,P cc, P
IC| = (a, — d,) <a2 (a; +(P-1)d,)) * )< ’ (a1+(P—1)d1)>>
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Entonces, usando (5.3) obtenemos que

IC| = (a, - dl)P_l (a,+(P=1)d,) (a, - d2>A_l '

Mw— c,c, P va-fa - cc, P
> (o +(P-1)d)) > (o, +(P-1)d))

=(a,-d,)" " (ay=dy)" " ((a, + (P = 1)d,) (¢ + (A= 1)d,) — ¢,c,AP) .

Esto completa la prueba.
Caso 2: a, = d,. En este caso, las P-primeras filas son similares, y por tanto |C| = 0.

Caso 3: a; =d, (1 — P). Restamos a la fila P-ésima las otras P — 1 filas,

Pd, O - 0 O —Pd, o 0 - 0
0O Pd, - 0 O —Pd, o o0 - 0
0 0 -+ 0 Pd —Pd, o 0 - 0
c,  C G c, a, d, d,
6 c,  C Cc, d, a, d,
(%) ) G G ) d, d, D | (p+Ayx(P+A)

restamos la columna (P + 1)-ésima, a las siguientes A — 1 columnas, y se tiene que:

Pd, 0 0O 0 -Pd, O O 0
0 Pd, 0 0 -Pd, 0 0 0
O 0 - 0 Pd, -Pd, O 0 - 0
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y entonces,
Pd;, 0 0 0 -Pd 0 0 0
0 Pd, 0 0 —Pd, 0 0 0
0 0 - 0 Pd —Pd 0 0 0
|C| = dl dl dl dl dl(l_P) Cl 0 O
2C2 2C2 262 2C2 202 (12 + d2 d2 - a2 O
C2 C2 C2 C2 Cz d2 a2 - d2 0
%) ] ) ) ) dy 0 a —d (P+A)X(P+A)
Se desarrolla el determinante por la dltima columna, obteniendo
Pd, 0 -« 0 0 —Pd, 0 0 0
0 Pd, - 0 0 —Pd, 0 0 0
0 0 - 0 Pd —Pd 0 0 0
IC| = (a2 - d2) ddy - d d d(1-P) ¢ 0 0
2¢, 2¢ 2¢,  2c 2¢, ay+d, dy—a, 0
cy [ c [ cy d, a, —d, 0
o o Qo @ dy 0 @ = | (py A—1)x(P+A-1)
Repitiendo este proceso A — 1 veces, llegamos a
Pdl O e O 0 _Pdl O
0 Pd - O 0 —Pd, 0
A-1] : : : : : :
Cl=(a —d : : : :
€1 = (4, d) 0 0 0 Pd, —Pd, 0
dl dl dl dl dl(l—P) (9]
AC2 AC2 ACz ACZ ACZ a, + (A - 1) d2 (P+1)x(P+1)

Ahora, continuamos desarrollando el determinante, por la Gltima columna y teniendo

en cuenta que

0 Pdl oo O 0 _Pdl
: : vee 8 : : =0,
d, d d d d,(1-P) (P+1)X(P+1)
se tiene
Pd, O 0 0 -—Pd,
A-1
ICl = —¢, (a, — d,) : : : : :
0 0 0 Pd, —Pd,
Ac, Ac, Ac, Ac, Ac,

PxP
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Restamos las columnas a la tltima columna,

—2Pd, —Pd, -+ —Pd, —Pd, -Pd,
A-1 . . . . .
IC| =—C (az_dz) : : : : : >
—Pd, —-Pd, -+ —Pd, -2Pd, —Pd,
0 0 - 0 0 Ay |,y

y desarrollamos el determinante por la ultima columna,

—-2Pd, -Pd, -+ —-Pd, —Pd, -Pd,
ICl = —c;c,A (ay — d,)" ‘{’dl ‘Zf’dl _I?dl —I?dl —I?dl |
~Pd, -Pd, - -Pd, -Pd, -2Pd\|, .
y asi,
21 11
Il = —c\eyd (—Pd,) ™ (- )|} 2 ! ,
11 12

(P-1)x(P-1)

Finalmente, usando el Lema 5.1, obtenemos
P-1 A-1 _ A-1
ICl = (=D ¢, A (Pd))" (ay—d,)" P=(-D"Ad[" (a,—d,)" PPcic,.

Con esto concluye la prueba. |

Probemos a continuacion el resultado necesario para la prueba del Teorema 3.11.
Definamos .
D, C
2 Al (P+A)X(P+A)

donde

D, =D(a,d;P), Dy=D(aydy;A),C'=c¢10 . Cl=c,(1%,,) .

a,, d, a,, d,, ¢;, ¢c; € Ry hemos denotado ngA =aq;, = I,...,P,j=1,...,Ay

0 i=1j=1,...,A,
1 i=2,..,Pij=1,..., A

Tenemos el siguiente resultado
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Proposicion 5.2.  Par la matriz (5.4) se cumple que
A = (ay— )" (ay— &))" ((a, + (P = 1)d)) (ay + (A= 1)dy) (a, — dy) —

Demostracion.  Se sigue exactamente la Proposicion 5.1. Veamos las principales di-
ferencias.

Observemos que

a,cic, (P—=1)
(a; —d,) (a,+ (P -1)d,)

0 y=1,0 _
C2DP C1 = AxA*

Denotando en este caso
D,=D,-C)D,'C),
se obtiene que

a;c,6(P-1) a,cc, (P —1)
D,=D| a, — ,d, — AL
° < > (a—d) (e, +P=1)d) > (a,—d,)(a,+(P—-1)d,) )

Usando el Lema 5.1, se tiene que

Dl = (a — d V! B acic, (P—1)
Dy (a2 2) (a2 (a1 —d1) (a1+(P— l)dl)

a;c,6(P-1)
A-D| d, -
( )<2 (al—dl)(a1+(P—1)dl)>>

=(a,—d a,+d,(A-1)— .

Y, por tanto, usando que
| Ao| = ‘DA - CSD;IC?’
se llega a que
| Ao| =
= (a, =) ((a,+ (P =1)d,) (a3 + (A= 1)dy) (a, —d,) = c,ca, A(P = 1)),

lo que completa la prueba. |






6 Anexo Il

En este anexo mostramos los codigos del fichero Matlab que hemos usado para
resolver el problema de las ecuaciones de Lorentz.

Este fichero nos devuelve dos figuras. En la figura (1) vemos como las 6rbitas van
dando forma al atractor. En la figura (2) observamos las trayectorias del sistema.

function Lorentz(a, b, c)

Preparaciéon
T = 50;
uo = [1;1;1];

f = 0(t,u) [ax(u(2)-u(1)); u()*(b-u(3))-u(2);u(1)*u(2)-c*xu(3)];
u(3))-u(2);u()*u(2)-c*xu(3d)];

Resolucion
[t,u] = oded45(f,[0,T],ul);

Graficas
close all
figure(1)
plot3(u(:,1),u(:,2),u(:,3))
view(-8,26)
hold on
plot3(1,1,1,’r.’,’MarkerSize’,20)
legend(’Orbita’,’Dato inicial’)
title(’Atractor de Lorentz’)
xlabel(°x’)
ylabel(’y’)
zlabel(’z?)
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Trayectorias
figure(2)
plot(t, u(:,1), ’b?)
hold on

plot(t, u(:,2), ’g’)

plot(t, u(:,3), ’m’)

legend(’x = x(t)’,’y = y(t)’, ’z = z(t)?)
title(’Trayectorias de la solucién’)
xlabel(’Tiempo’)

end
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