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Resumen

La caracteristica principal en un estudio de supervivencia es que los sujetos
bajo estudio se observan durante un tiempo estipulado, denominado tiempo de
seguimiento, y el objetivo es conocer el tiempo en el que tiene lugar el evento
o suceso de interés (tiempo de ocurrencia).

Dado que este andlisis puede aplicarse a distintos campos de investigacion, el
evento de estudio sera el propio de cada disciplina: en medicina puede ser la
muerte de un paciente que sufre una patologia concreta o bien un episodio
relacionado con la enfermedad; en ingenieria puede referirse al fallo de una
maquina o de una de sus piezas y en economia podria ser el inicio de un nuevo
empleo después de un periodo de desempleo.

A lo largo de este trabajo, explicaremos algunas de las técnicas utilizadas para
el estudio de supervivencia.

En el Capitulo 1, estableceremos algunas definiciones para poder entender
las funciones usadas en cada método, y que desarrollaremos en los siguientes
capitulos. Hablaremos sobre la censura y el truncamiento, que es una manera
de poder continuar con el estudio, cuando un individuo (o una pieza) muere
(o falla). Y por ultimo, las técnicas paramétricas que se utilizan.

En el Capitulo 2, presentaremos las técnicas no paramétricas que se utilizan
cuando los datos no se ajustan a ninguna distribucion conocida. Estas técnicas
son Kaplan-Meier, Nelson-Aalen y el test Log-Rank.

En el Capitulo 3, nos centramos en un modelo en el que ademés de relacionar
la tasa de supervivencia con el tiempo, se anaden diferentes covariables expli-
cativas. Es el denominado modelo de regresion de Cox. Vemos los residuos que
se utilizan para comprobar que ese modelo es valido. Por ultimo, introducimos
lo que se llama “modelo de Cox estratificado” que surge cuando la hipdtesis
de riesgos proporcionales no se cumple.

Finalmente, en el Capitulo 4, utilizamos el software R para aplicar lo expuesto
en este trabajo a un conjunto de datos reales.






Abstract

The main feature in a survival study is that, the subjects under study are
observed during a fixed period of time, called follow-up time, and the aim is
to determine the time in which the event of interest takes place (time of occu-
rrence).

Since this analysis can be applied to different fields of research, we will adapt
the study to each discipline: in the case of medicine, it can be the death of a
patient suffering from a specific pathology, or an episode related to the disease;
in engineering it can refer to the failure of a machine or of one of its parts, and
in economy it could be the start of a new job after a period of unemployment.

Throughout this essay, we will explain some of the techniques used for the
survival study.

In Chapter 1, we will establish some definitions to understand the functions
used in each method, and we will develop them in the next chapters. We will
talk about censoring and truncation, which are two methods that allow us to
continue with the study. Both happen when an individual (or an item) dies or
has a failure. And finally, we will focus on the parametric techniques that are
used.

In Chapter 2, we will show the non-parametric techniques required when the
data doesn’t fit to any of the known distributions.These techniques are Kaplan-
Meier, Nelson-Aalen and the Log-Rank test.

In Chapter 3, we will focus on a model which, apart from associating the
survival rate and time, adds different explanatory covariates. This is called
Cox regression model. This chapter also analyses the residues that are used
to validate the model. Later, we will introduce what is called “stratified Cox
model”, which arises when the proportional risks hypothesis does not meet the
conditions required.

Finally, in Chapter 4, we will use R software to apply what has been previously
mentioned in this essay to a set of real data.
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Capitulo 1

Generalidades y Modelos

En este capitulo se presentan los conceptos y resultados bésicos a la hora
de introducir y comprender el estudio de métodos para hacer inferencia con
datos de tiempos de vida censurados, asi como diferentes modelos continuos de
distribuciones tales como la exponencial, Weibull y Log-Normal, entre otros.

1.1. Funciones basicas

Definicién 1.1.1 La fiabilidad de un dispositivo (componente o sistema),
sometido a unas condiciones de trabajo concretas, es la probabilidad de que
este funcione correctamente (“sobreviva” sin fallar) durante un determinado
periodo de tiempo.

Por lo tanto, la fiabilidad constituye un aspecto fundamental de la calidad de
todo dispositivo. Por tal motivo, resulta especialmente interesante la cuantifi-
cacion de dicha fiabilidad, de forma que sea posible hacer estimaciones sobre
la vida 1til de un producto.

Ejemplo 1.1.1 En el caso de una avioneta monomotor, puede ser 1til conocer
la probabilidad de que este falle en diferentes etapas de su vida (tras 500
horas de funcionamiento, 800 horas de funcionamiento, etc.). El obtener una
buena estimacién de la fiabilidad del motor, posibilitara la toma de decisiones
racionales acerca de cuando conviene revisarlo o cambiarlo por otro nuevo.

Para tener las ideas més claras dividiremos los productos a analizar en dos
grupos:

= Productos no reparables: en los que puede ocurrir solo un fallo. Ejem-
plos: bombillas de luz, transistores, motores a propulsion, microprocesa-

dores, etc.

11



12 CAPITULO 1. GENERALIDADES Y MODELOS

= Productos reparables: en los que puede ocurrir mas de un fallo. En es-
te caso es importante considerar la disponibilidad del producto reparado
(que dependera de la ocurrencia de fallos y del tiempo de mantenimien-
to). Ejemplos: automoéviles, electrodomésticos, etc.

A lo largo del trabajo trataremos con tiempos de vida de productos no repa-

rables, supondremos ademas que los datos son independientes e idénticamente
distribuidos (i.i.d.).

A partir de ahora iremos definiendo nuevas funciones que nos seran ttiles para
trabajar con datos censurados.

Notacién 1.1.1
» Sea T una variable aleatoria (v.a.) continua y no negativa, que describe
los tiempos de fallo de un determinado dispositivo.

» Sea f(t) la funcién de densidad de T'y F'(t) su funcién de distribucién.
Como ya sabemos, estas funciones estan definidas por

F@zPﬁnglf@Mx
()

f()=F (L1)

para t > 0.

Propiedad 1.1.1
1. Como f(t) es la funcién de densidad de la variable aleatoria 7" definida
en el intervalo (0,4-00), entonces su integral es igual a 1.

O+0<> flz)dx =1 (1.2)

2. Por ser T una variable aleatoria continua, su funcién de distribucién F(t)
es una funcién continua.

3. F(t) es mondtona creciente, para todo t en el soporte de la v.a. T

Definicién 1.1.2 La funcidén de fiabilidad R(t) o funcion de supervi-
vencia S(t), es la complementaria de la funcién de distribucién F(t) de T,
es decir, nos determina la probabilidad de que el dispositivo “sobreviva” al
instante t. Esta funcion determina la proporcién de dispositivos iniciales que
seguiran funcionando correctamente en el instante ¢. Se define como:

RH)=S{t)=1-F@t)=1—P(T <t)=P(T > 1) (1.3)
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Proposicién 1.1.1 Dada T una variable aleatoria continua no negativa y S(t)
su funcién de supervivencia, se tiene que:

1. S(0) =1.
2. S(4+o00) = 0.
3. S(t) es una funcién continua y monétona decreciente en el soporte de 7.

Demostraciéon 1.1.1 0
1. S(O):l—F(O):l—/ f@)de=1-0=1.
0

2. S(+o0) = lim S(t) = lim (1—/Otf(x) dr)=1-— +mf(x)dx(£)

t— 400 r— 400 0
=1—-1=0.

3. Por la expresiéon dada en (1.3) se tiene S(t) =1 — F(t) y sabiendo por 2
de la Propiedad 1.1.1 que F'(t) es continua entonces, S(t) es una funcién
continua.

Ademads, por 3 de la Propiedad 1.1.1 se tiene que F(t) es monétona
creciente entonces S(t) es mondtona decreciente para todo ¢ en el soporte
de T'.

O

Definicién 1.1.3 Se define funcion de riesgo (o hazard rate), h(t), como
aquella que nos da la probabilidad instantanea de muerte o fallo en el instante

t.
Pt<T <t+AtT >1t)

h(t) = Altlglo A7 (1.4)
De (1.4) obtenemos trivialmente que podemos aproximar
h(t)At ~ P(t <T <t+ AT > t). (1.5)

Este producto nos va a indicar la probabilidad aproximada de muerte en el
intervalo [¢,t 4+ At), dado que el individuo sobrevive al instante ¢.

Proposiciéon 1.1.2 Se tiene que

ey =20 - SO pey <1, (1.6)
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Demostracion 1.1.2
Teniendo en cuenta que

, P(t§T<t+At)_ , F(TSt—l—At)—F(TSt)_ S
Atlgn(ﬁ At 7Ath%m0+ At =F'(t) = f(t)

Llegamos al resultado:

Pt <T <t+ AT >t) . Pt<T<t+Al)

= 1/ = l py
h(t) = Jim, At At or P(T > DAt

1 PUST<t+A) @)

~ P(T >t) at— o+ At —S(1)

O

A partir de la representacién de la funcién de riesgo dada en (1.5) se puede
aprender acerca de las causas del fallo en un item, y acerca de la fiabilidad de
un producto.

Su comportamiento se nos presentara en tres formas bésicas: creciente, decre-
ciente o constante.

Ejemplo 1.1.1
= Funcion de riesgo creciente: Indica que es mas probable que los elementos
fallen con el tiempo.

Tasa

Tiempo

Figura 1.1: Funcién de riesgo creciente.
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» Funcién de riesgo decreciente: Indica que los fallos son mas probables
que se produzcan temprano en la vida util de un producto.

0 5 10 15 20 25 30

Figura 1.2: Funcion de riesgo decreciente.

Un ejemplo que represente esta grafica es la probabilidad de superviven-
cia cuando se sale de una operacion de riesgo. Tras acabar la operacion
de riesgo hay mucha probabilidad de fallo, pero al ir pasando el tiempo,
el individuo va estabilizandose.

= Funcion de riesgo constante: Indica que los fallos son igual de probables
que se produzcan en cualquier momento durante la vida 1til del producto.

10 12 14 16 18 20

Figura 1.3: Funciéon de riesgo constante.

= Las tres formas de fallo bésicas se combinan para generar la denominada
curva de baniera (bathtub curve), curva tipica en fiabilidad.
La tasa de riesgo suele ser alta al principio, baja en el medio y nuevamente
alta al final de la vida 1til.
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MORTALIDAD
INFANTIL
tasa de fallos
decreciente

ENVEJECIMIENTO
tasa de fallo

TASA DE FALLOS

reciente

tasa de fallos
constante

|
|
|
|
|
|
|
VIDA UTIL |
|
|
|
|
I
|

TIEMPO

Figura 1.4: Funcién de riesgo con forma de banera.

Definicién 1.1.4 Se define la funcién de riesgo acumulada (cumulative
hazard rate), como

Nota 1.1.1

Al representar H(t), nos aparecera una linea recta si h(t) es constante, una
funcién que crece més rapido que una recta si h(t) es creciente, y una que crece
mas despacio si h(t) es decreciente.

Proposiciéon 1.1.3 Se tienen las siguientes relaciones con respecto a la fun-
cion de riesgo y la de supervivencia:

LS(t) = = f(1)

2. h(t) = —%logS(t)

3. S(t) = e H®

Demostraciéon 1.1.3 .
1. S(t) =1— F(t) = S'(t) = —F'(t) 2 —f(1).

2. %{logs(t)} = g((tt)) = _égg (L) —h(t) = h(t) = —%logS(t).

3. Del anterior punto, si integramos de 0 a x respecto de t , tendremos

t=x

/ %logS(t)dt = logS(t)} 00 = logS(z) —logS(0) = logS(x) — logl =
0 t=

=logS(z) = — /0:C h(t)dt = logS(x) = — /095 h(t)dt = —H(v) =

— S(z) = e 1@,
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Definicién 1.1.5 Se denomina cuantil de orden p, t,, al valor que cumple
P(T <t,) =np, 0<p<l.
Es decir, t, = F~!(p).

Nota 1.1.2
Si hablamos en términos de percentiles, t, es el percentil 100p.

Nota 1.1.3
El percentil 50, o cuantil de orden 0.50, ty59 es la mediana.

1.2. Censura y Truncamiento

1.2.1. Censura

Se dice que una observacién en un estudio,(Lawless 2003, [15]), estd censura-
da cuando el individuo no presenta el evento de interés durante el tiempo de
seguimiento (duracién del estudio). Ademds, como es 16gico, el estudio debe
tener un punto de inicio y final adaptado a los recursos disponibles. Segtn si
el evento ha tenido lugar antes del punto de inicio del estudio o bien, no se ha
ocasionado una vez dado por finalizado, el tiempo de censura sera la fecha de
inicio o final del estudio.

Dependiendo del dambito de estudio, el diseno experimental y los resultados
obtenidos para la variable, las observaciones censuradas se pueden agrupar en
3 grandes grupos: censuradas por la derecha, censuradas por la izquierda y
censuradas en un intervalo. En los siguientes subapartados se explica cada uno
de estos grupos de forma detallada.

1.Variables censuradas por la derecha

Una observacion esta censurada por la derecha cuando el evento de interés
no tiene lugar durante el periodo de observacion, de modo que no es posible
determinar el tiempo de ocurrencia. En funciéon de la causa que ha originado
la censura por la derecha, podemos encontrar distintos tipos:

= Censura de tipo I

La finalizacion del periodo de observacion de los individuos tiene lugar a
un tiempo predeterminado, el cual se fija durante el diseno del estudio;
asi el tiempo de censura es conocido y fijo. La censura de tipo I puede
ser:
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- FIJA: el tiempo de inicio y final del estudio (censura) es el mismo para
todos los individuos.

- PROGRESIVA: los individuos se dividen en grupos y cada uno de los
grupos tiene un tiempo de censura concreto.

- GENERALIZADA: cada uno de los individuos tiene un tiempo de en-
trada al estudio y un tiempo de censura especifico.

= Censura de tipo II

La finalizacién del periodo de observacion de los sujetos no ocurre en
un tiempo prefijado, sino que éste contintia hasta que ocurre el suceso
de estudio en una proporcion establecida de individuos respecto al total.
Por tanto, el tiempo de censura no se conoce a priori, sino que se trata
de una variable aleatoria, dado que la proporcion que se estipula durante
el diseno del estudio es la proporcién de fallos.

= Censura de tipo III

Este grupo esta formado por la censura aleatoria, también llamada no
informativa. Se denomina asi, porque el tiempo de censura lo determina
un fenémeno aleatorio no esperado, que tiene lugar durante la consecu-
cién del estudio, e impide seguir con la observacién del individuo hasta
el tiempo final.

Estos sucesos no esperados pueden ser: la pérdida del sujeto sin mas in-
formacién, el abandono voluntario del estudio o la experimentacién de
un evento de competencia con el evento de interés, que obliga a eliminar
al individuo del estudio.

Por tanto, en todos estos casos, el tiempo de censura es aleatorio y tiene
lugar antes del tiempo de finalizacién del estudio que se ha estipulado.

2.Variables censuradas por la izquierda

Las observaciones censuradas por la izquierda son aquellas en las que el evento
de interés ha tenido lugar antes del punto de inicio del estudio. Asi, el tiempo
de censura en este caso, sera el tiempo de inicio del periodo de seguimiento ya
que se conoce que el suceso ha ocurrido previamente, pero no puede saberse
con exactitud cudndo (no es cuantificable).

Tal y como se ha indicado en la censura por la derecha, la censura por la
izquierda también la encontramos en mediciones analiticas de la variable. En
este caso, el valor obtenido en la medicion es inferior a un umbral determinado
y, por este motivo no es cuantificable.

Un ambito de estudio donde este tipo de censura es recurrente, es el orientado
a la investigacién medioambiental, dado que los instrumentos de medida tienen
un limite de deteccion especifico y a menudo se detectan observaciones que no
lo alcanzan.
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3.Variables censuradas en un intervalo

Las observaciones que presentan censura en un intervalo, suelen ocasionarse en
aquellos estudios donde las mediciones de la variable de interés se realizan de
forma periddica, de modo que es posible que el suceso de estudio haya tenido
lugar en un tiempo entre dos de las mediciones. En este caso, se sabe que el
tiempo de ocurrencia se sitiia entre dos tiempos de censura (el maximo y el
minimo valor que conforman el intervalo), pero se desconoce el tiempo exacto
y esto no permite su cuantificacion.

Estd documentado, que uno de los tipos de estudios donde este fenémeno es
mas frecuente, son los estudios de vida 1til de alimentos, ya que el producto
puede deteriorarse entre dos tiempos consecutivos de evaluacion. También en
problemas dentales, ocurren en un instante indeterminado, entre dos revisiones
consecutivas.

Aunque es cierto, que en ellos también podriamos encontrar observaciones
censuradas por la derecha (por ejemplo, si un individuo acepta el producto atn
superando el tiempo méximo de almacenaje) o por la izquierda (por ejemplo,
si se testan productos de la competencia y se desconoce la fecha de produccién,
pero el individuo no lo acepta desde el primer momento).

1.2.2. Truncamiento

El truncamiento tiene lugar cuando sélo aquellos sujetos que manifiestan el
evento dentro de una ventana observacional se observan, del resto no se realiza
ningin seguimiento y, por tanto, no se obtiene informacion sobre ellos.

El ejemplo més claro de truncamiento lo encontramos en el campo de la astro-
nomia: en una parte del espacio, solo los elementos suficientemente brillantes
pueden observarse desde la Tierra; aquellos cuya intensidad luminica es inferior
a un cierto nivel, no es posible saber de su existencia.

1.3. Técnicas paramétricas

Existen numerosos modelos paramétricos,(Lawless 2003, [15]), que se usan en
el analisis de tiempos de vida, y en problemas relacionados con la modelizacién
del envejecimiento y el proceso de fallo. Entre los modelos univariantes, son
unas pocas distribuciones las que toman un papel fundamental, dada su de-
mostrada utilidad en casos practicos. Asi se tiene, entre otras: la exponencial,
la Weibull y la log-normal.

El método consiste en estimar, por métodos numéricos (méxima verosimilitud
o minimos cuadrados), los pardmetros caracteristicos de la distribucién, y usar
su normalidad asintotica para realizar la estimacion por intervalos y resolver
contrastes de hipdtesis.
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1.3.1. Distribucién Exponencial

La distribucién exponencial tiene un papel fundamental en el Analisis de Fia-
bilidad, ya que se trata de la distribucién mas bésica en el andlisis de datos de
tiempo de fallo. Se utiliza para modelar el tiempo transcurrido entre dos suce-
sos aleatorios, no muy frecuentes, cuando la tasa de ocurrencia, \, se supone
constante.

En fiabilidad, se usa para describir los tiempos de fallo de un dispositivo du-
rante su etapa de vida 1til, en la cudl la tasa de fallo es (aproximadamente)
constante, es decir, h(t) = \ .

Una tasa de fallo constante, significa que, para un dispositivo que no haya
fallado con anterioridad, la probabilidad de fallar en el siguiente intervalo in-
finitesimal es independiente de la edad del dispositivo.

La expresion de la funcion de densidad que sigue una distribucion exponencial

es:
f(t) = X exp{—At}, 0<t<oo, A>0.

La funcién de distribucién es:
t
F(t) = / Flu) du=1—cap{—M},  0<t<o0, A>0.
0

La funcién de supervivencia queda como:
S(t) =1— F(t) = exp{—At}, 0<t<oo, A>0.
La funcién de riesgo es:

t
h(t):m:)\, 0<t<oo, A>0.
S(t)
A continuacién, en la Figura 1.5, hemos representado la funcién de densidad,
funcién de distribucion, supervivencia y tasa de riesgo para una distribucién
exponencial para varios valores de \.
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Funcion de Densidad de una Exponencial Funcion de Distribucion de una Exponencial

0.00 005 010 0.15 020 0.25
00 02 04 06 08 10

T T T T T T T T T T T
20 40 60 80 100 0 20 40 60 80 100

0.40

030

st

0.20

00 02 04 06 08 10

010

Figura 1.5: Representaciéon de una Exponencial.

1.3.2. Distribuciéon Weibull

Un inconveniente de la distribucién exponencial es, que no sirve como modelo
para tiempos de vida en los que la razén de fallo no es una funcién constante,
sino que la probabilidad condicional de fallo instantdneo varia con el tiem-
po. Es decir, mientras que la distribuciéon exponencial supone una razon de
fallo constante, la familia de distribuciones Weibull incluyen razones de fallo
crecientes y decrecientes. Como muchos fallos que encontramos en la practica
presentan una tendencia creciente, debido al envejecimiento o desgaste, esta
distribucion es 1til para describir los patrones de este tipo de fallo.

La expresién de la funcién de densidad que sigue una distribucién Weibull es:

B-1 B
f(t)zé(é) e:cp{—(é) }, 0<t<oo, a>0,3>0.

La funcién de distribucion es:

t B
F(t):/of(u)du:l—e:cp{—(é) }, 0<t<oo, a>0,3>0.

La funcién de supervivencia queda como:

B
S(t)zl—F(t):e:vp{—(i) }, 0<t<oo, a>0,3>0.

(67

La funcién de riesgo es:

-1
h(t):%zg(é) , 0<t<oo, a>0, 5>0.
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Esta distribucién viene caracterizada por dos pardametros: « (escala) y [
(forma).

Funcion de Densidad de una Weibull para escala =

015

010

005

00 02 04 06 08 10

000

Tasa de Riesgo de una Weibull para escala =10

hiiy

00 01 02 03 04

00 02 04 06 08 10

Figura 1.6: Representacion de una Weibull.

En la Figura 1.6 se han representado f(t), F((t), S(t) y h(t) para una escala fija
(v = 10), y distintos valores del pardmetro de forma.

1.3.3. Distribucion Log-normal

La distribucién normal, es sin duda la mas importante de las distribuciones
estadisticas, sin embargo no resulta de mucho interés a la hora de modelar
tiempos de fallo.

Esto es debido al hecho de que la distribucién normal admite valores negativos,
lo cual contrasta con el hecho de que los tiempos transcurridos hasta el fallo
sean siempre valores positivos. Una forma de solventar esta dificultad, es re-
currir a la distribucion log-normal, relacionada con la normal, y solo considera
valores positivos.

Se dice que una variable aleatoria 7" > 0 tiene un comportamiento log-normal,
de parametros p y o, si su logaritmo es una variable aleatoria con distribucion
normal, es decir, si In(T) ~ N (p,0).

Si T sigue una distribucién log-normal se representa por T' ~ LN (1, o), donde

[y o son los parametros de localizacion y dispersion respectivamente, de
la distribucién de In(T).
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La expresién de la funcién de densidad que sigue una distribucién log-normal
es:

ﬂﬂzat;geﬂ{iéaﬂﬂ—uy}, £ 0.

La funcién de distribucion es:

Fuyiffmmu—@cm_“), £ 0.

g

donde ®(z) representa la funcién de distribucién de una normal estdndar, cuyo
calculo se obtiene con la integral

o) = [ olu) du
donde ¢(u) es la funcién de densidad de una Normal(0,1).

La funcién de supervivencia depende también de ®(z). Se tiene que

o (2 g

5@:1—ﬂwzpa>o:P(MT_“>m“ﬁv:1-@(”‘“)

para t > 0.

ft)

La funcién de riesgo h(t) = % tiene valor cero en t = 0, es creciente hasta

un maximo y después decrece muy lentamente sin llegar a 0.

A continuacién, en la Figura 1.7 se han representado f(t), F(t),S(t) y h(t)
para una distribucién log-normal con parametro de localizacién cero, = 0, y
distintos valores del parametro o. Estos graficos se han realizado con el paquete

‘eha’ de R [9].
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Funcion de Densidad de una Lognormal para localizacion=0 Funcion de Distribucion de una Lognormal para localizacion=0

=03
—— 0=05

— o=1

Funcién de Supervivencia de una Lognormal para localizacion=0

=03
=05

o=1

Figura 1.7: Representacion de una Log-normal.



Capitulo 2

Técnicas no paramétricas

En este capitulo se introducen las técnicas no paramétricas que se utilizan para
solventar el problema de que nuestros datos no se ajusten a ninguna distribu-
cién conocida (Exponencial, Weibull, Log-normal, entre otras.), y por tanto,
no dependen de ningin parametro.

Si recordamos lo visto anteriormente en asignaturas como Inferencia Estadisti-
ca, se suele usar la funcién de densidad f(¢) y la funcién de distribucién F'(t)
para analizar y resolver un problema no paramétrico. Sin embargo, en el es-
tudio del andlisis de tiempos de vida, se usardn las siguientes funciones: S(¢)
que es la funcién de supervivencia para el método Kaplan-Meier; h(t) que es
la funcién de hazard (o de riesgo) . Esta es muy irregular y dificil de entender,
y por tltimo, H(t) que es la funcién cumulative hazard (o riesgo acumulado)
para el método Nelson-Aalen.

2.1. Introduccion

En general, las técnicas no paramétricas de datos de tiempo de vida son ttiles
para hacer un analisis preliminar, que nos puede ayudar a elegir un modelo
paramétrico, haciendo uso de las caracteristicas de dicho modelo.De esta ma-
nera, es mucho mas facil estudiarlo, porque conocemos a qué distribucion se
ajustan los datos, o bien, en el caso de no poder elegir un modelo, las técnicas
no paramétricas nos proporcionan herramientas para estudiar datos de super-
vivencia que no se ajusten a ningin modelo.

Un ejemplo de ello, es lo que ocurre con datos relacionados con el comporta-
miento humano. Estos no suelen seguir las mismas pautas, y serd mas dificil
ajustar un modelo, que en el caso de estudios relacionados con caracteristicas
de maquinas.

25
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Comenzaremos estudiando la estimacién no paramétrica de la funcién de super-
vivencia, S(t), usando datos no censurados, para realizar inferencia en modelos
de tiempo de vida.

En primer lugar, hemos de introducir alguna notaciéon para llevarlo a cabo:

= Sean T1,T5,...,T,, las variables aleatorias que indican los tiempos de
vida de n individuos.

Se suponen independientes e idénticamente distribuidas (iid).

» Sean t(1),%(2), ..., tm), los tiempos (valores) observados que estan orde-
nados de la variable T'.

Consideramos la funcion de supervivencia, S(t), que se definié como
S(t)=1—F(t)=P[T >t
y como estimador de la funcion de supervivencia S (1)
$(t) = 1- F(1)
donde F(t) es lo que conocemos como funcion de distribucion empirica.

Definicién 2.1.1 La funcién de distribucién empirica F(¢) es un estimador
simple de la funcién de distribucion tedrica F'(t) y se define como la distribucién
discreta que asigna la probabilidad 1/n a cada valor t(; tal que i =1,2,...,n.
Su féormula viene dada por:

Fr': R — [0,1]
N :%Z&(zﬁ) confi(t):{o

Proposiciéon 2.1.1 Para un t fijo se da:

L &(t) ~ Be(F(t))
F)[ - F(t)]

n

2. BE[Fxt)]=F@t) vy VI[F@)=

3. FX(t) =5 F(t) y Fx(t) 25 F(t), cuando n — oc.
Fa(t) — F(t)
VE@)[L - F(t)

Loz ~ N(0,1), cuando n — oo.

4 \/n
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Veamos qué forma tiene esta funcién con una gréafica, obtenida a partir de
algunos datos.

Ejemplo 2.1.1
Consideramos una muestra de 10 valores (n = 10) ordenados de forma crecien-
te.

ecdf(datos)

1.0

I

06

04

|

00
|

datos
Figura 2.1: Representacion de la funcién empirica de una muestra de valores.

Como se observa, esta es una grafica en forma de escalera, ascendente de
izquierda a derecha, con unos escalones (saltos), todos de altura 1/n, sobre
cada uno de los valores de la muestra, que sube desde 0 hasta 1 a medida
que recorremos los valores de la misma. Estas son caracteristicas generales de
cualquier funcién de distribucién empirica.

Volviendo a la busqueda del estimador de la funcion de supervivencia, consi-
deramos S(t) como:

~

Sta) =1—pi (2.1)

con p;= proporcion de datos < t(;).

Por analogia con la funcién de distribucién empirica se puede tomar la aproxi-
macién p; = i/n.
Sin embargo, en la literatura especializada (Lawless [15], Caroni [5], entre
otros.), se recomienda tomar una versién corregida de p;:

1—a

i =———, t=1....n
b n—2a+1

con a tal que 0 < a < 1.
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Aunque la eleccién de a es libre, algunas de las elecciones mas comunes son:

= Tomar a = 0.5, entonces

, — 0.5

p=—", i=1...n

n
Propuesta por Hazen.
» Tomar a = 3/8, entonces

i—3/8

T T 1 a0 , = ]-7 ey

=y 1/4 ' "

Propiedad 2.1.1
El estimador S(¢) es una funcién escalonada en la que se producen las discon-
tinuidades de salto en los tiempos de fallo observados %;.

A continuacion, dibujaremos la grafica de S (t) a partir de algunos datos.
Hay que tener en cuenta que como hemos mencionado antes, la funciéon de
distribucién empirica F*(t) es creciente de 0 a 1y al cumplirse S(t) = 1— F*(t)
se sabe de antemano que esta grafica sera decreciente de 1 a 0.

Ejemplo 2.1.2

Consideramos un conjunto de datos (obtenidos de Caroni [5]) con 238 pacien-
tes (n=238) en el que aparece tiempo (que son los tiempos de fallo) y censura
(aquellos valores que estéan censurados y aquellos que no). La finalidad es es-
tudiar el tiempo que siguen un grupo de individuos adictos a la heroina con
un tratamiento de metadona.

Curva de Supervivencia con K-M

obabilidad de supervivencia

P
il

0 250 500 750 1000
Tiempo

Figura 2.2: Estimacién utilizando el método Kaplan-Meier con datos de meta-
dona.
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2.2. Meétodo Kaplan-Meier

Las técnicas de estimacion no paramétricas con datos censurados, se inicia con
los aportes de Kaplan y Meier en el ano 1958, quienes publicaron los resultados
obtenidos para observaciones censuradas por la derecha y desarrollaron un
estudio de las propiedades bésicas de un nuevo estimador, que luego se cono-
ci6 con el nombre de sus creadores. También conocido como el estimador
limate producto.

El estimador de Kaplan-Meier es uno de los mas utilizados en los paquetes
estadisticos, ya que es un estimador no paramétrico que no supone ninguna
estructura para la funcion de distribucion del tiempo de vida de las unidades
bajo estudio.

La caracteristica principal del andlisis con este método, que hace que sea dis-
tintiva, es que la proporcion acumulada que sobrevive se calcula para el tiempo
de supervivencia individual de cada paciente, y no se agrupan los tiempos en
intervalos. Por esta razén, es especialmente ttil para estudios que utilizan un
nimero pequeno de pacientes.

Por lo tanto, el método de Kaplan-Meier es 1itil para buscar un estimador de
S(t) con datos censurados por la derecha. Ademds, incorpora la idea del tiem-
po en el que ocurren los eventos.

Para llevar a cabo la bisqueda de este estimador, vamos a introducir algunas
notaciones:

= Sea tn),t2),- -, tn) los tiempos (o valores) observados de manera orde-
nada.

= Sea n los nimeros de objetos (o individuos) bajo estudio.

» Sea k los fallos distintos realmente observados ordenados de manera cre-
ciente t(1) <t < ... <ty con k < n.

= Sea d; el numero de fallos que realmente se observa en el instante ;).

» Sea n; el nimero de unidades en riesgo “justo antes” de t(;), es decir,
aquellas que ain estan bajo observacion en ese momento, todavia no
han fallado, y tampoco han sido censuradas.

Ejemplo 2.2.1

Veamos con un grafico como se usan estas notaciones, cuando estudiamos 6
unidades (n=6) y hay 4 fallos observados.

Como se puede observar, tenemos 3 fallos distintos (k=3), ya que las unidades
5y 6 fallan al mismo tiempo, luego se cuentan como un mismo fallo, los cuales
se ordenan de forma t(1) < t(2) < t(3).
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t Fll tm t (3)
1 (]
2
w
]
2 3
=
g 4 1

g [:l \ mismo
6 r_—l / tiempo

Figura 2.3: Estudio de 6 unidades.
= En ¢(;): tenemos justo antes 6 unidades que todavia no han fallado (ny =

6), y en ese instante ha fallado una unidad (d; = 1).

= Entre £1) y £(2), la segunda unidad estd censurada por la derecha, luego
no se considera, y no esta en el analisis.

» En t(5): tenemos justo antes 4 unidades (n, = 4), y en ese instante han
fallado dos unidades (ds = 2).

» En #(3): tenemos justo antes 2 unidades (ng = 2), y en ese instante ha
fallado una unidad (dz = 1).

= La tercera unidad continia, pero no sabemos el tiempo en el que falla,
luego no hay maés calculos.

Lema 2.2.1 Sea T la variable aleatoria que representa el tiempo de vida de
unos items y Z(;) los tiempos observados. Se tiene:

S(t(i)) = P(T > t(l))P(T > t(g)/T > t(l)) c P(T > t(i)/T > t(i—l)) (2.2)

Demostracion 2.2.1
Para probar la relacion dada, hacemos uso de la regla de multiplicacion, la
cual nos dice que dados A, ..., A; sucesos se da:

P(AIN ... NA) = P(A)P(As/A)) ... P(Ar1 /AN ... DA P(Ai /AN ... NAY)
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En nuestro caso, el suceso A; se define como {T" > t(;)} y los conjuntos estan
contenidos uno dentro de otro, {T" >t} C{T > ti_1)} C ... C{T >tn)}
se obtiene:

S(tw) = P(T > t)) por definicién.
Podemos expresar

P(T>t(i)):P<T>t(1)ﬂ ﬂT>t(i_1)ﬂT>t(i))

Aplicando la regla de la multiplicacién:
PT'>tmyn ... NT>te_pyNT >ty) =
=P(T > tq))P(T > ty/T > twy) ... P(T > tpy/T >ty N---NT > t;qy) =
= P(T > tq))P(T >ty /T > twy) ... P(T > tu)/T > ti-1))

La tltima igualdad se tiene porque como {T" > t;_n} C ... C{T > tn)}
entonces {T' > tqyN ... NT >t} ={T >t}
Por lo tanto:

S(tw) = P(T > tq))P(T > to)/T > tny) ... P(T > tu)/T > tu—ry) (2.3)

O

A continuacién, vamos a estimar las probabilidades que intervienen en la ex-
presién (2.2).
Por definicién sabemos que P(T" > t;) = S(tu), y por (2.1) que S(t(i)) =
1 — p;, luego: X )

P(T > t) = S(te) =1—pi
Vedmos que ocurre en cada caso:

s Parai1=1: X R
P(T > ty) = S(twy) =1—p1

d
donde p; = L esla estimacién de la proporcién de fallos en #(1), sabiendo
n

1
que ny unidades estan funcionando y fallan d;.

- d —d
Por tanto, P(T >ty)=1- G _m-a
s nq

s Para:=2: R R
P(T > t(g)/T > t(l)) = S(t(g)) =1—p

d
donde py = =2 es la estimacién de la proporcién de fallos en #(9), sabiendo
ng
que no unidades estan funcionando y fallan ds.
. d —d
Por tanto, P(T > t(g)/T > t(l)) =1- 2= e 2.
(%) o
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= En general, para i:

P(T > t)/T > ti-n) = S(te) =1 —p;

d
donde p; = — es la estimacién de la proporcién de fallos en L(i), sabiendo

que n; unidades estén funcionando y fallan d;.

2 di i —d;
Por tanto, P(T >t,)/T > ti-)) =1— — = n .
n; n;

La relacién anterior motiva la propuesta del método Kaplan-Meier para estimar
S(t) de manera:

» Para t < tg) = g(t) = 1 ya que antes de #(1) no ha fallado ninguno,
siempre suponiendo que ningtin dato antes de t(;) haya sido censurado.

» Para t > t(;) = tomamos i tal que t; <t < t(;11) y analizamos cada
caso:

° Sii:1:>t(1)§t<t(2)

& A ny —d
S(tw) = P(T > t)) =1 —pr = ———
1
® Sii=2= 1y <1<ty
G > > n—dy ng—d
S(t(Z)) :P(T>t(1))P(T>t(2)/T>t(l)) = 1n1 L 2n2 2

e En general, sea 1 = ;) <t

~

S(t(i)) = P(T > t(l))P(T > t(g)/T > t(l)) . P(T > t(i)/T > t(i_1)> =

ny—d; ng —ds n; —d;

ni no n;

En resumen:
H — 7 para t> t(1)-
n.

1, para t< t(l).
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Calculamos el estimador de Kaplan-Meier de la funcion de supervivencia, S (1),
en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 2.2.2
Consideramos los datos dados en el Ejemplo 2.2.1 donde aparecen los tiempos
y fallos observados junto con las unidades que fallan.

tgy | 1y | d; njn—_]dj J

ty | 6] 1| = D _ 56 5/6

(e 1

to) | 4|2 ”:;dz =1/2| 5/6%1/2=5/12
te | 2|1 n?’?;d?’ =1/2 | 5/6%1/2%1/2=5/24
(c2)

Los datos que han sido censurados se representan por ¢;. En este caso, hay un
dato censurado c; entre t(;) y t(2) y otro dato c; después de (3.

Veamos graficamente el estimador de Kaplan-Meier que se ajusta a estos datos:

Estimacion utilizando el método Kaplan-Meier

1.0

08
1

Estimador de Sit)

04

02

T T T T T
0 2 4 6 8

Tiempo

Figura 2.4: Método de Kaplan-Meier estimando S(t).

Para dibujarlo hemos supuesto que el valor de los tiempos de fallo observados
son: t(1) = 2,t0) =4y t3) = 6.
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Propiedad 2.2.1

El estimador Kaplan — Meier es el estimador no paramétrico, maximo verosi-
mil de la funcién de supervivencia, lo cudl hace que presente algunas de las
propiedades de un buen estimador, como ser insesgado, consistente, eficiente
y suficiente. Este estimador cumple con varias de estas propiedades ya que es
consistente (Efron, 1967) y eficiente (Wellner, 1982). Ademas, es un estimador
de maxima verosimilitud para datos censurados (Peterson, 1997) y es asint6ti-
camente normal (Breslow & Crowley, 1974).

Estas propiedades facilitan el calculo de este estimador y la utilizacién en pro-
blemas con datos censurados por la derecha. Cuando las estimaciones de S(t)
se realizan con datos no censurados, coincide con el estimador no paramétrico
de la funcién de supervivencia. Lo anterior hace que el estimador Kaplan—Meier
sea un buen estimador para muestras grandes. Para muestras muy pequenas,
hemos de tener en cuenta, que las propiedades asintéticas ya no se cumplen.

2.2.1. Varianza del estimador de Kaplan-Meier S(t)

El estimador de Kaplan-Meier da una estimaciéon puntual, o un tnico valor de
la funcién de supervivencia en cualquier instante ¢. Por lo tanto, si se desea te-
ner una precision de este estimador, en diferentes instantes de tiempo, o sobre
diferentes muestras, es necesario contar con un buen estimador de la varianza.

Para ello usaremos la formula de Greenwood que nos da una expresion
aproximada para la varianza:

_ R d

Var(S(t)) = S* (1) Y —

Y (2.4)
t(]-)gt J(n] - d])

Ademas, la desviacion estandar o error estandar, se calcula como la raiz cua-
drada de la varianza dada en (2.4).

1/2
s.e.(S(t)) = S(t) Zn. 4

t(j)gt ](nj - d])

Si ahora suponemos que S (t), en un momento determinado ¢, sigue una dis-
tribucién normal, con media j igual al valor verdadero de S(t), y varianza o2,
entonces un intervalo de confianza aproximado, que es asintotico en el sentido
de que k sea grande, seria

N

1O (S();1—a) = (S(t) — Ziap 5.6 (8W) 1 () + Zy-a s.e.(ﬁ(t)))

donde Z;_,/; representa el cuantil al nivel 1 — /2 de N(0, 1).
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Si lo queremos al 95 % :

1—-a=095—a=20.05 // Zl—a/2 = Zoogrs = 1.96

1.0 (S(t);0.95) = (S‘(t) —1.96 s.e.(S(t) 3 S(t) + 1.96 s.e.(ﬁ(t)))

En el siguiente ejemplo realizamos una aplicacién donde se caleula S(t),s.e.(S(t))
e I.C' al 95%, entre otras.

Ejemplo 2.2.3

Consideramos como tiempos de fallo, (obtenidos de Caroni [6]), T= “ntimero
de millones de revoluciones”. Se estudian 25 rodamientos de bolas de ceramica
antes de que se produzca un fallo (n=25). En este caso, tenemos 6 observaciones
censuradas por la derecha (representadas con un *):

17.88 28.92 33.00 4152 4212  45.60
48.48 01.84  51.96 04.12 595.56  67.80
67.80% 67.80* 68.64 68.64% 68.88* 84.12
93.12 98.64 105.12 105.84* 127.92 128.04
173.40%*

Usando el método de Kaplan-Meier, sabemos que S (t) es una funcién esca-
lonada, con saltos sélo en los tiempos de fallo observados ;). En este caso,
hay 19 saltos (ya que 6 de las observaciones han sido censuradas, por lo tan-
to, no entran en el andlisis), y S no cambia en los 6 tiempos en los que las
observaciones han sido censuradas.

time n.risk n.event survival std.err lower 95% CI upper 95% CI

17.9 25 1 0.9600 0.0392 0. 8862 1.000
28.9 24 1 0.9200 0.0543 0.8196 1.000
33.0 23 1 0.8800 0.0650 0.7614 1.000
41.5 22 1 0.8400 0.0733 0.7079 0.997
42.1 21 1 0.8000 0.0800 0.6576 0.973
43.6 20 1 0.7600 0.0834 0.8097 0,947
48.5 19 1 0.7200 0.0898 0.5639 0.919
51.8 18 1 0.6800 0.0933 0.5197 0. 890
52.0 17 1 0.6400 0.0960 0.4770 0.859
54.1 16 1 0.6000 0.0980 0.4357 0. 826
55.6 15 1 0.5600 0.0993 0.3956 0.793
67.8 14 1 0.5200 0.0999 0.3568 0.758
68.6 11 1 0.4727 0.1014 0.3105 0.720
84.1 & 1 0.4136 0.1045 0.2521 0.679
93.1 7 1 0.3543 0.1030 0.1984 0.833
98.6 6 1 0.2955 0.1028 0.1494 0. 584
105.1 5 1 0.2364 0.0977 0.1051 0.532
127.9 3 1 0.1576 0.0916 0.0504 0.492
128.0 2 1 0.0788 0.0721 0.0131 0.474

Figura 2.5: Informacién obtenida con el programa R, con los datos de niimero
de millones de revoluciones de bolas de ceramica.



36 CAPITULO 2. TECNICAS NO PARAMETRICAS

Veamos graficamente el estimador de Kaplan-Meier de la curva de superviven-
cia que se ajusta a estos datos:

Curva de Supervivencia con K-M

o =
o 5
8 Ir]

Probabilidad de supervivencia

I
]
X

Tiempo

Figura 2.6: Método de Kaplan-Meier estimando S(t).

Para poder dibujarlo, ademés de la variable tiempo (dado en la tabla), hemos
introducido censura (aquellos valores que estan censurados y aquellos que no).

2.3. Meétodo Nelson-Aalen

Este estimador fue propuesto, por primera vez por Nelson W. Aalen (1969), y
luego por Altschuler (1970), quién lo descubrié utilizando técnicas de conteo
con animales.

Recordemos que, por definicién, la funcion de riesgo acumulada (o cu-
mulative hazard rate) es de la forma:

H(t):/o h(u)du (2.5)

con h(t) la funcion de riesgo (o fallo) en el instante t.

La expresién (2.5) también se considera como la suma de las probabilidades
de fallo en el intervalo (0, t] por lo que se sugiere el siguiente estimador:

. d;
Ht)y= > -
st

donde ?(;) representa los tiempos observados, d; el ntimero de fallos ocurridos
en el instante ¢(;), y n; el numero de individuos en riesgo antes de ;).
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Propiedad 2.3.1 X

El estimador de Nelson-Aalen es otra funcién de escalonada, luego H puede
ser util para ayudar a entender lo que estd sucediendo, y asi poder elegir un
modelo.

Ejemplo 2.3.1
Si H es aproximadamente lineal entonces h es aproximadamente constante,
como corresponderia al modelo exponencial.

2.3.1. Varianza del estimador de Nelson-Aalen H

Se propone:

Var(H(t)) =

it st

Sl &

A continuacién vamos a construir el estimador de Nelson-Aalen, a partir de
S(t), ya que existe un relacién entre ellos.

A~

2.3.2. Estimador de Nelson-Aalen, H(t), a partir del es-
timador de Kaplan-Meier, S(t)

Usando la Propiedad 3 de la Proposicion 1.1.3, vista en el Capitulo 1, se tiene:

S(t) =e O — H(t) = —In S(t) (2.6)

Para el caso de una variable continua, este estimador ha tenido mucha dis-
cusién por parte de Nelson (1972), Breslow y Crowley (1974), Efron (1977) y
Altschuler (1979). Los cuéles llegaron a la conclusién que en este caso H(t) y
S (t) son asintéticamente equivalentes, con la excepcién de valores altos de ¢,
en los que las estimaciones son menos estables.

La diferencia entre ellos serd, por lo general pequena, luego no existe ninguna
razén suficiente para escoger alguna de estas.

Una de las utilidades de las estimaciones H(t) y S(t) es, en la construccién de

graficas para evaluar la seleccion de una determinada familia paramétrica de
distribuciones.

Comenzamos con la construccion del estimador de Nelson-Aalen, paso a paso.

Por (2.6) sabemos que H(t) = —In S(t) luego si:

st <toy= H(t)=—InS(t)=—In1=0
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= t >ty = H(t) = —InS(t) :—lnH n] ——Zln<n] ):
Jit;<t Jit;<t
E8

Jitj<t
Lema 2.3.1 (Aproximacién por Taylor)

Dado u; < 1, se tiene que:

l.
—In(l —u;) = TJ

I[~]e

Por tanto, se puede aproximar —In(l — u) ~ u para v < 1, y en nuestro caso

L d;
se aplicard u; = - < 1, porque d; < n;.
J

d; d;
Finalmente podemos aproximar —In (1 - —J) ~ 2.
U n;

En resumen, definimos el estimador de Nelson-Aalen como:

d.
R Z -2 , para t > ty).
H(t) =9 jig< (2.7)
0, para t <t.

luego este estimador, H, nos ofrece una alternativa al estimador S.

N d.;
Por otra parte, sabiendo por (2.7) que, H(t) = Z —L v por (2.6) que
j:t(j>§t
S(t) = e H®  se tiene:

Sy =emp {-A0} = el = 3 Lh= ] ”’{‘Z_}

st Jt)<t
que es el llamado estimador de Altshuler de S.

Propiedad 2.3.2
Una de las propiedades mas importantes de este estimador es:

Altshuler > Kaplan-Meier, para cada t.

La diferencia entre los dos es muy pequena, y es equivalente, para t pequenos.

En el siguiente ejemplo demostraremos de qué manera se utiliza el método de
Nelson-Aalen, aplicado a unos datos.
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Ejemplo 2.3.2

Consideramos los datos utilizados en el Ejemplo 2.2.3 teniendo en cuenta todas
las variables que intervienen.

ESTIMACION NELSON-AALEN

Acumulada

T T
50 100 150

Tiempo

Figura 2.7: Estimacion utilizando el método Nelson-Aalen.

2.4. Test Log-Rank

Para comparar la supervivencia de dos o mas grupos de observaciones, nece-
sitamos un test estadistico apropiado. El fin es determinar si todos los grupos
presentan la misma supervivencia, o qué grupos son distintos.

Las representaciones graficas de las curvas de supervivencia dan una alerta
sobre posibles diferencias entre estas, pero con las pruebas estadisticas, se ob-
tiene si existen diferencias mas significativas entre las curvas, indicandonos que
el factor considerado influye de forma importante en el riesgo de que falle.

Ejemplo 2.4.1

Un ejemplo de esta situacion seria analizar, si los pacientes sobreviven mas
tiempo con el nuevo tratamiento que con el establecido o si las unidades fabri-
cadas en A duran méas que las fabricadas en B.

Para comparar la igualdad de dos o més funciones de supervivencia (fiabilidad)
con datos censurados, se presentan los siguientes contrastes no paramétricos:

» Test de Log-Rank (riesgos proporcionales):
es muy potente para calcular diferencias cuando los logaritmos de las
curvas de supervivencias son proporcionales, pero tiene muchos proble-
mas para detectar las diferencias cuando las curvas de supervivencias se
cruzan.




40 CAPITULO 2. TECNICAS NO PARAMETRICAS

» Test de Breslow (test de Wilcoxon generalizado):
detecta las diferencias cuando las curvas de supervivencia se cruzan o se
cortan, pero solamente al principio, por lo cual no es recomendable para
un estudio a largo plazo.

s Test de Tarone-Ware :
es un test intermedio a los otros dos.

En este caso, nos centraremos en el Test de Log-Rank.
Es el test mas potente cuando el cociente de las funciones de riesgo es aproxi-
madamente constante.

Supongamos que se va a comparar la supervivencia de dos grupos A; y As
donde la funcién de supervivencia es, respectivamente, S; y So. Ademas, se
tiene una muestra de cada poblacion, con su respectivo tamano ny y no, donde
n = ni+ns es el nimero total de datos en la muestra combinada. Los tiempos
de fallo se definen como (1) <t < ... <tgy).

La comparacion de las dos curvas de supervivencias se efectiia a través de con-
trastes basados en tablas de contingencia, como la siguiente:

GRUPO
EVENTO Ay A, | TOTAL
Muerte dy; daj d;
No muerte | ny; —dy; | ngy —day; | n; —d;
EN RIESGO nyj Noj n;j

Definimos el contraste de hipétesis de la siguiente manera:

{HO . Sl(t) = Sg(t)
Hy : Si(t) # Sy(t)

donde t es el tiempo total de observacién de la muestra.

En este test de Log-Rank se compara el niimero de fallos observados dentro de
cada grupo A; y A,, ademas del nimero de fallos esperados bajo la hipdtesis
nula.

Cuando la hipétesis nula es cierta, es decir la funcién de supervivencia es igual
en ambas poblaciones, la probabilidad condicional de fallo en £(;) es igual para
los dos grupos J;, por lo tanto, la distribucién de probabilidad de (dy;, da;)
estd dada de la siguiente manera:



2.4. TEST LOG-RANK 41

d; = ntmero total de fallos ocurridos en el tiempo %;y.

n; = nimero total de unidades en riesgos antes de ;).

d;; = el nimero de fallos ocurridos en el tiempo ;) entre los individuos del
grupo i(=1,2).

n;; = el nimero de unidades en riesgo al principio de t(; entre los individuos
del grupo i(=1,2).

Como las funciones de supervivencia coinciden (debido a la hipdtesis nula),
la funcién de riesgo es la misma en ambas poblaciones, por lo que el fallo es
independiente del grupo, lo que implica que los fallos esperados en el grupo 1
viene dado por:

ny;d;

€i1 =
n;j

Por tanto, se define el estadistico de Log-Rank:

ui =y (i — ey)

Jj=1
es decir, los fallos observados menos los esperados.

En el caso de que el valor de k sea lo suficientemente grande se tiene por el
teorema central del limaite lo siguiente:

k
E dl_] — 61]

u . j=1 N
= e~ N(0)

donde v; es la varianza de d;; usando la distribucién hipergeométrica de la
forma:

_ myng;d;i(n; — d;)
! ni(n; —1)

Por lo tanto, el test estadistico Log-Rank se define:

U2

o~ X2
\/5 1
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En este test las diferencias observadas en todos los tiempos de fallo tienen igual
importancia sin tener en cuenta el nimero de unidades en riesgo en cada caso.
En cambio, es mas 1til considerar las diferencias observadas en el estadistico
al principio de la observacion, que las observadas al final, debido que al inicio
se observan mas casos.

De lo escrito anteriormente, se define una familia de test para los cuales se
tiene el siguiente estadistico:

k

ij(dlj — e15)

donde w = (wq,ws, ..., w) es un vector de pesos que pondera las diferencias
entre fallos observados y fallos esperados a lo largo del tiempo de observacién.
Bajo hipdtesis nula el estadistico tiene distribucién N (0, 1).

Si se consideran varios vectores de pesos se obtienen diferentes test, de la si-
guiente manera:

Siw = 1, se obtiene el test de Log-Rank.
Si w; = n;j, se obtiene el test de Breslow o wilcoxon generalizado.
Si w; = \/n;, se obtiene el test de Tarone-Ware.

J
n; —d; +1 . .
Siw; = | | —+, se obtiene el test de Prentice.
’ o Tt 1

Los tres ultimos test mencionados anteriormente, presentan grandes proble-
mas porque unicamente detectan diferencias cuando se presenta alguna de las
siguientes situaciones S1(t) < Sa(t) 6 Si(t) > Ss(t) para todo t, de lo contra-
rio el valor del estadistico u seria una suma de valores positivos y negativos
lo cual implica que el resultado se aproxima a cero y no es estadisticamente
significativo.

Por lo tanto, estos test son de utilidad, cuando la hipdtesis alternativa se
corresponde con la hipdtesis de riesgo acumulado.

Vedmos un ejemplo del test de Log-Rank con los datos de pacientes con linfoma
cuyas variables son grupo (al que pertenece cada paciente), dias (en el que se
estudia a cada paciente) y censura (aquellos valores que estédn censurados y
aquellos que no).
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Ejemplo 2.4.2

Supongamos que queremos comparar las funciones de supervivencia de los pa-
cientes con linfoma de Hodgkin(HL) y aquellos con linfoma no-Hodgkin(NHL).
Para ello construimos un gréafico donde se observe las estimaciones de Kaplan
y Meier para los pacientes con HL y con NHL.

Estimador de Kaplan y Meier
para ambos grupos

Supenvivencia
04

02

00

T T T T T T
0 200 400 600 800 1000 1200

Figura 2.8: Estimacion utilizando el método Kaplan-Meier para dos grupos.

De manera gréafica, aparentemente se observan diferencias entre ambas funcio-
nes de supervivencia, pero no sabemos si estas son significativas.

De manera analitica, para comparar ambas funciones aplicamos el test de Log-
Rank y se obtiene que:

p-valor=0.369 > 0.05 luego se acepta la hipdtesis nula de igualdad de funciones
de supervivencia (para un nivel de significacién del 5 %).
Como informacién extra, X7 = 0.807.
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Capitulo 3

Modelo de Regresion de Cox

Hay veces que es interesante modelizar, no solo la relacién entre la tasa de
supervivencia y el tiempo(como vimos en el Capitulo 2), sino también la po-
sible relacién con diferentes variables recogidas para cada sujeto. Se trata por
tanto de expresar la tasa de mortalidad como una funcion del tiempo y de un
conjunto de variables explicativas o predictoras.

Por ejemplo, si deseamos analizar el tiempo de supervivencia de unos indivi-
duos, este puede verse afectado por variables como el sexo, la edad, el trata-
miento... o en otro caso, si lo que queremos es analizar el tiempo en el que un
cliente permanece comprando en una empresa, es decir, se sigue manteniendo
fiel a esa empresa, puede estar relacionado con variables como el tipo de nego-
cio del cliente, el tamano de la empresa (empleados, volumen de negocios),etc.

El modelo de regresién de Cox, propuesto por Cox en 1972, es sin duda, uno
de los modelos estadisticos mas usuales en el analisis de datos de superviven-
cia. Este modelo permite modelizar el estudio de los tiempos de vida hasta
la ocurrencia de un evento de interés considerando variables de interés X’s
denominadas covariables. De la misma forma, la funciéon de supervivencia en
cualquier instante t queda modelizada en presencia de covariables.

A continuacién, vamos a introducir alguna notacién necesaria para entender
el modelo.

Notacién 3.0.1
» Sea X = (Xi,...,X,) un vector aleatorio p-dimensional de covariables
o de variables explicativas y X; = (Xi1, ..., Xj,) el vector fila que nos da
el valor de las p-variables predictoras para el individuo ¢ (i = 1,...,n).

45
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La informacién muestral para n individuos y p variables se recogen en la
siguiente matriz de tamano (nxp):

X, X e X1,
Xz X21 ...... X2p
X, Xt oeenn. Xop

» Sea J = (B1,...,5,) los coeficientes o pardmetros correspondientes a

cada covariable que intervienen en el modelo.

= Sea é = (Bl, . ,Bp)’ los coeficientes estimados del modelo.

3.1. Formulacion del modelo

Existen varias formas de introducir covariables en nuestros modelos,(Boj del
Val [1],Caroni [5]). El modelo estadistico méas conocido que incorpora las co-
variables es el modelo de regresion lineal estdndar, en el que el valor
de una variable dependiente continua 'y’ esta relacionada con un conjunto de
covariables X; (j =1,...,p) por

y=05X1+ 08X+ -+ 6,X,+¢

donde la constante [y ha sido absorbida en el vector de regresiéon toman-
do X7 = 1. Los errores aleatorios correspondientes a las diferentes observa-
ciones se suponen independientes e idénticamente distribuidos, A(0,0?). Su-
poniendo que las covariables X; no son conocidas, tenemos que con X =
(X1,..., X)), y ~N(u,0?) donde

p=puX)=pX
Asi, las covariables entran en el modelo a través de su efecto sobre el parametro
de la distribucién de y’.

El modelo de Cox consiste, en expresar la funcién de hazard (o de riesgo) h(t)
en funcién del tiempo t y de un conjunto de covariables o predictores X, las
cuales definen a un individuo en estudio del siguiente modo

h(t: X) = ho(t)eap(3X) (3.)
equivalente a

h(t; X1, ..., X,) = ho(t)exp <Z 5ij>
j=1
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donde hg(t) se denomina funcién de riesgo basal o “baseline hazard”. Més
adelante lo interpretaremos.

Propiedad 3.1.1 (Interpretacién de (3.1))

= Si exp(f'X) > 1 entonces h(t; X) > ho(t) es decir, la funcién hazard
aumenta con respecto a la funcién de hazard baseline, lo que implica que
la probabilidad de supervivencia disminuye.

» Si exp(f'X) < 1 entonces h(t; X) < ho(t) es decir, la funcién hazard
disminuye con respecto a la funciéon de hazard baseline lo que implica
que la probabilidad de supervivencia aumente.

Como hipétesis de partida podemos suponer que los tiempos de supervivencia
tienen distribuciones continuas.

Para cada individuo ¢, con ¢ = 1,. .., n, conocemos el tiempo que ha estado bajo
estudio (muerte/fallo) ¢;, su estado de fallo o censura ¢; (variable codificada
con 1 si el dato no esta censurado y sigue dentro del andlisis y con 0 si el dato
ha sido censurado y ya no estd en el anélisis) y las covariables X's estén fijas.
Si incluimos el subindice ¢ para denotar a un individuo determinado, el mo-
delo (3.1) se podria re-escribir como

h(ti; X;) = ho(ti)exp(8'X,) (3.2)

equivalente a
P
h(tl, (Xila RN 7Xip>> = ho(tl)exp <Z ﬁ]Xm>
j=1

La funcién hy(t), funcion de baseline hazard, corresponde al riesgo de un
individuo que tiene como valor 0 en todos los predictores y seria el denomi-
nado tndividuo de referencia de cara a la interpretacién posterior de los
resultados. Veamoslo sustituyéndolo en el modelo (3.1)

h(t, X1 = 0, ce ,Xp = 0) = ho(t)eacp (i Bj()) = ho(t)@o = ho(t)

También se interpreta que la funcién hy(t) es aquella funcién del modelo en el
caso de no incorporar predictores.

La funcién de riesgo basal, ho(t), es la tinica parte de la expresién del modelo
de Cox que depende del tiempo ¢. La otra parte exp('X) sélo depende del
vector de covariables X de los individuos que suponemos “independientes del
tiempo”, es decir, sus valores no varian a lo largo del tiempo.

A continuacion vamos a dar un ejemplo de lo que seria una variable indepen-
diente del tiempo, aunque a priori parezca que si depende.
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Ejemplo 3.1.1

El sexo, la raza o el grupo de tratamiento son variables fijas, sélo toman un
valor, el inicial. También podriamos considerar variables como el hecho de ser
o no fumador (estado de fumador) como variable independiente del tiempo, ya
que aunque el estado de fumador puede variar en el tiempo, para el estudio no
varia, porque se parte de un estado inicial, y se supone que no cambia hasta
el final, y por lo tanto sélo toma un valor por individuo.

El modelo de Cox, definido en (3.1), se considera un modelo semiparamé-
trico, debido a que incluye una parte paramétrica y otra parte no paramétrica:

1. La parte paramétrica se corresponde con exp(3'X), es decir, con la
exponencial del predictor lineal n = §'X. En esta parte del modelo se
estiman los pardmetros o coeficientes 3 de la regresion mediante la maxi-
mizacion de la denominada funcio’n_ de verosimailitud parcial que
estudiaremos con detalle méas adelante.

2. La parte mo paramétrica es la funcién de riesgo basal ho(t). Esta es
una funcién arbitraria condicionada a la estimacion de los pardametros 3
de la regresion. B
Es por esta componente no paramétrica de la férmula que el modelo de
Cox se considera semiparamétrico.

~

Una vez estimada la parte paramétrica, exp(f'X), y posteriormente la no pa-
ramétrica hy(t), tendremos la estimacién del modelo semiparamétrico comple-
to:

~ 1

h(t; X) = ho(t)exp(5 X)

3.2. Hipotesis de riesgos proporcionales, PH

En el modelo de Cox se busca como primer paso, la relacién entre los riesgos
de muerte de dos individuos expuestos a factores de riesgo diferentes. Para
ello, el modelo parte de una hipodtesis fundamental, la de que los riesgos son
proporcionales.

Definicién 3.2.1 Se define la razon de riesgo(o hazard ratio) entre dos su-
jetos con diferente vector de covariables X = (Xi,...,X,) vy X" = (X{,..., X))
como

(3.3)
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Se evalia en el numerador el grupo de mayor riesgo, definido por X™, y en
el denominador el grupo de menor riesgo, definido por X. Se espera que la
razon de riesgo sea mayor que 1, ya que h(t; X*) > h(t; X) cuantifica cudntas
veces es mayor el riesgo de morir con perfil X™* que con X, luego el tiempo de
supervivencia disminuye.

Si sustituimos en la expresiéon (3.3), el modelo dado en ( obtenemos

3.1)
exp | > BiX )
)

M) _ (e (

= exp (Zﬁj(XJ*—X])> —escp(( )é)
Por tanto

h(t, X")
h(t,X)

Observamos que el resultado de la razén de riesgo dada en (3.4) no depende
de la funcién de riesgo basal hy(t), tan solo del valor de los predictores y de
las betas estimadas, es decir, no depende del tiempo.

exp((X* — X)'B)  es igual al cociente (3.3) (3.4)

|>< <

En resumen, en el modelo de Cox se supone la hipétesis de que los riesgos son
proporcionales, ya que las covariables se suponen no dependientes del tiempo.

Veamos un ejemplo en el que no se cumple la hipotesis de riesgos proporcio-
nales.

Ejemplo 3.2.1

Consideremos un estudio en el que los pacientes con cancer se reparten alea-
toriamente a radioterapia con o sin cirugia.

Definimos una variable que toma los valores 0 y 1 que indica si ha habido
cirugia o no, respectivamente, y supongamos que ésta es la tinica variable pre-
dictora de interés en el modelo de Cox. La razén de riesgo se calcularia como

ht, X =1)
h(t, X =0)
Cuando un paciente recibe cirugia para eliminar un tumor canceroso hay, por

lo general, un alto riesgo de complicaciones por la propia cirugia, o quizas de
muerte temprana, en el proceso de recuperacion.
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Una vez que el paciente pasa este periodo critico, es cuando se pueden observar
las ventajas de la cirugia.

Supongamos que se dibujan las curvas de riesgo para los dos grupos y que
se observa que se cruzan aproximadamente en el dia 3, que antes del dia 3
el riesgo para el grupo de cirugia es mas alto que el riesgo para el grupo sin
cirugia, mientras que después de 3 dias, el riesgo para el grupo de cirugia es
inferior que el riesgo para el grupo sin cirugia.

Curvas de riesgo para los dos grupos

— Sincirugia
— Con cirugia

1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
T
3

Figura 3.1: Grafico en el que se representan las curvas de riesgo para el grupo
sin cirugia y el grupo con cirugia.

Escrito en términos de la razén de riesgo se tendria lo siguiente:

fog. MEX=D
(2, X = 0)

t=3: ?(3;){:1):1
73, X = 0)

t=25: }}(5;X_1)
h(5,X =0)

Se observa que la razén de riesgo que obtenemos no es constante a lo largo del
tiempo t.

Se encontrara alguna solucion a este problema cuando se estudie el modelo de
Cox estratificado, el cual permite la utilizacion de predictores dependientes del
tiempo, y que veremos mas adelante.
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En resumen, si los riesgos del numerador y denominador de la razén de riesgo
se cruzan, la hipotesis de riesgos proporcionales no se cumple, y por lo tanto
el modelo (3.1) de riesgos proporcionales no es adecuado.

3.2.1. Diagrama de diagndstico para PH

En esta seccion introducimos una forma de decidir si el modelo es adecuado o
no. Para ello utilizaremos el diagrama de diagndstico para riesgos proporcio-
nales (PH), el cual explicamos a continuacion.

Lema 3.2.1 Bajo la hipdtesis (PH), la funcién de supervivencia para cualquier
t es:

S(t; X) = So(t) {exp(B'X)} (3.5)

Demostracién 3.2.1
Por la Propiedad 3 de la Proposicién 1.1.3 del Capitulo 1 se tiene

S(t; X) = exp{—H(t; X)}
Sustituyendo el modelo dado en (3.1) en la expresién anterior

S(t; X) = exp{—Ho(t)exp(8'X)} = {exp(—Ho(t))} {exp(8'X)}
Si llamamos
So(t) = exp(—Ho(t)) (3.6)

nos queda lo siguiente

S(t; X) = So(t) {exp(B'X)}

Una vez demostrada la expresion (3.5), continuamos aplicando logaritmo ne-
periano a ambos lados de la igualdad:

InS(t, X) = in[So(t) {exp(B'X)}] = {exp(8'X)}nSo(t)

Como S(t,X) < 1 entonces InS(t,X) < 0. Para solucionar este problema,
multiplicamos todo por (-1), para convertirlo en positivo, (—=InS(t,X) <0), y
obtenemos asi:

~InS(t, X) = eap(5X){(~InSo(1)}

Volvemos a aplicar logaritmo neperiano:

In{—nS(t, X)} = Infexp(p' X){(~InSo(t))}] =
= In{exp(F'X)} + In{—InSo(t)} = f'X + In{—InSy(t)}
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Por la definicién dada en (2.6) sabemos que Hy(t) = —InSy(t) luego podemos
escribir:

In{=InS(t,X)} = B'X + In{Ho(t)}

lo que significa que la curva In{—InS(t, X)} para cada X debe ser paralela
a In{Hy(t)} en el tiempo, luego si se tiene la hipétesis (PH) se mantiene las
curvas de supervivencia para diferentes X’s deben ser paralelas.

Veamos un ejemplo en el que se cumple la hipétesis de riesgos proporcionales.

Ejemplo 3.2.2

Consideramos los tiempos de fallo (en millones de revoluciones) de rodamientos
de bolas de ceramica dividiéndolas, segin hayan salido de la fabrica 1 o de la
fabrica 2 (datos extraidos del Ejemplo 2.2.3):

fabrica=1 ©
fabrica=2 ©

T T T T T
30 35 40 45 50

Int

Figura 3.2: Riesgos proporcionales del rodamiento de bolas ceramicas.

En este caso, el grafico sugiere, que la hipotesis PH es satisfactoria, ya que
ambas curvas son paralelas.

3.3. Estimacion de los coeficientes

En el modelo de regresion de Cox los pardmetros 8 = (fi,...,/3,)" se esti-
man maximizando el logaritmo de la denominada funciéon de verosimili-
tud parcial. La maximizacién de dicha funcién se realiza mediante métodos
numéricos, obteniendo de esta forma la estimacién é = (Bl, ce Bp)’ .

Con la estimacion de estos parametros ya tendremos la componente paramétri-
ca totalmente especificada en el modelo

N

h(t,X) = ho(t)exp(B X)
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y consecuentemente, podremos hacer inferencia sobre dicho vector de parame-
tros, para calcular la razén de riesgos, de interés en el estudio.

La funcion de verosimilitud parcial, que a continuaciéon vamos a definir, se
denomina parcial, debido a que, se tiene en cuenta tinicamente, en la funcién
de verosimilitud, las probabilidades de los tiempos de muerte/fallo, y no incluye
las probabilidades de los tiempos de datos censurados.

Sin embargo, en el calculo de las probabilidades de los tiempos, se tiene en
cuenta a todos los individuos (censurados o no a posteriori) en riesgo, al inicio
de los diferentes tiempos de muerte/fallo.

Denominamos £ = L(f4, ..., 5,) a la funcidn de verosimilitud parcial. Supon-
gamos que tenemos k tiempos de muerte, y que no hay empates. Asi, tendremos
n — k tiempos censurados.

Notacién 3.3.1
= Sea t(1),..., Lk, los tiempos de muerte ordenados.

= Sea R; parat=1,...,k, el conjunto de los individuos que estan en riesgo
antes del tiempo ;.

Definimos por £; = Ly, (B1,...,0y) para i = 1,...,k a cada porcién de la
verosimilitud parcial anterior perteneciente a los diferentes tiempos de muerte
t(l), C ,t(k).

Construiremos la funcién de verosimilitud parcial como el producto de cada
una de las aportaciones de los k£ tiempos de muerte:

1=1— Ly = Et(1)<517--'7ﬁp) )
/l.:2% LQ = Et(2)</817"’7/8p) k
i=1
1=k — [,k = Et(k)<5la--'7ﬁp) )
Veamos cuanto vale exactamente cada una de las £; = ACt(i)(ﬂl; .-+, Bp) para

i=1,..., k.
Para cada unidad | € R;

h(t@); Xi)ot = P(fallo en [t(i), tiy + 5t))

dado que la funcién de riesgo en t(; da la probabilidad instantdnea de fallo
condicionada a haber alcanzado #(;y cuyas unidades en R; lo han hecho
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P(de que un individuo ¢ falle/a que haya un fallo en t(;)) =

_ M@, Xs)  _ holtw)erp(BX5)  ho(t)exp(8X5)
D h(ta, X)) Y holta)exp(B'X,)  holte) Y exp(5'X)
leR; leR; leR;

Esta tltima igualdad se tiene porque ho(t(;)) no depende de I, lo que implica
que se anule tanto en el numerador, como en el denominador.

X, es el vector de covariables para el individuo con tiempo de muerte t(;) y X,
para [ € R;, el vector de covariables de cada uno de los individuos de R;.

Por tanto nos queda la expresién:

exp(8'X,)
Et(i)(ﬁlu"wﬁp) = —
exp(8'X;)

Se observa que la funcion de verosimilitud parcial, asi calculada, no depende de
las cuantias de los tiempos, sino tan solo de su ordenacion, y de si el dato estaba
o no censurado. Como consecuencia se podria obtener las mismas estimaciones
de B para distintos datos, siempre que estos tengan el mismo patrén de orden
y censura en 1os tiempos de supervivencia.

En resumen, la funcién de verosimilitud parcial queda de la siguiente manera:

Una vez que tenemos la funciéon de verosimilitud parcial construida, procede-
mos a calcular [, las estimaciones de los coeficientes del modelo f3:

Sea é = max (n L(f), calculamos: (3.7)

B
™
8

=
|
s
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A continuacién derivamos:

Calculamos (1):

k L k
B, (ZZIBX> dB; (Z BJ'XU> = Za_ﬁ] (8jXi5) = ZXU‘

i=1

Calculamos (2):

5 (2 ln{lezRepr [ }) i% (zn{zexp(ézl)b _

Por tanto:

Ol 5~y i = (3.8)
9B =1 ? =1 Z exp(ﬁ’il)

Derivando por segunda vez

9%ln L

— (3.9)
dp;0p;
Si igualamos (3.8) a 0, para j = 1,...,p, obtendremos las ecuaciones que nos
permitiran obtener las estimaciones de é (51, ey Bp) mediante la utilizacién

de algin método numérico.

De (3.9), comprobamos que realmente es un méaximo, y podemos obtener,
como ocurre cuando se trabaja en general con una funcién de verosimilitud, la

matriz de informacion (observada), I(3), donde cada elemento se iguala
a:
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2
Iz‘j(ﬁ) _ _g lnﬁ'
Bi0p;
Asf, la matriz de varianzas y covarianzas estimada (pxp) es & = I71().
Cabe notar que este estimador, obtenido a partir de la maximizacién de la
funcién de verosimilitud parcial, es asintoticamente no sesgado, eficiente y
normal. Ademds, aunque el estimador Zi’ estime consistentemente el vector de
pardmetros 8 no es completamente eficiente. Finalmente, la distribucién de

@ = (31, . ,Bp) es aproximadamente normal, de media (f,...,3,) y matriz
de varianzas y covarianzas .

3.3.1. Contrastes de hipdtesis

Tras el ajuste del modelo de Cox, se ha de comprobar si las variables del mo-
delo son significativas. Para ello, existen pruebas que se encargan de validar
las correspondientes hipdtesis. En ellas, se considera el vector de parametros
estimados @ = (Bl, . ,ﬁp)’ , v la matriz de varianzas y covarianzas estimada,

3, lo que nos permite utilizar tests analogos a los utilizados en un modelo
lineal, o lineal generalizado.

Para contrastar la hipétesis Hy : 8; = 0 vs. H; : §; # 0, podemos utilizar el
estadistico de Wald dado por:

z= b = BjA ~ N(0,1) asintéticamente.

Var(3;) s (5)

La férmula para calcular un intervalo de confianza aproximado al nivel (1 —«)
para el coeficiente j3; es la siguiente:

Bj + Zlfa/2 VEIT(BJ) = Bj + Zlfa/2 5'6-(33')-

En cambio, si lo que queremos hacer es el test Hy : 3 = 5y vs. Hy : B # [y se
suelen utilizar tres contrastes:

1. El contraste de Wald. Este contraste se basa en que los coeficientes
B = (B1,...,Bp) siguen una distribucién aproximadamente normal de

media (f1,...,53,) y matriz de varianzas y covarianzas 3= Iil(@. El
estadistico se define como:

X5 =(B-B,)1B)B-B,),

que bajo la hipétesis nula sigue una distribucién X? con p grados de
libertad.
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2. El contraste de la razon de verosimilitud. En este contraste se
utiliza el valor de la funcién de verosimilitud parcial evaluada en 3 (£(53))

y evaluada en 3 (E(éo)):

Xip = —2{InL(5,) — InL (D)},
que bajo la hipdtesis nula sigue una distribucién X2,
3. El contraste del “score” (Log Rank). En este contraste se utiliza el

gradiente (derivadas) del logaritmo de la funcién de verosimilitud parcial
evaluada en la hipdtesis nula y supone que bajo la hipétesis nula el vector

scores: .
v (aﬁ(§0)>’ oL 8\ 9L(B,)
o\ o opop’ o8 -

sigue una distribucién aproximada X2.

Nota 3.3.1

El contraste de Wald tiene una interpretacion mas directa, que el contraste
de verosimilitud y el del score, sin embargo no es invariante ante diferentes
parametrizaciones y los otros dos, si. Con el contraste del score sélo hace falta
maximizar bajo la hipotesis nula, con lo que si hay que realizar el test para
varios parametros, es mas rapido computacionalmente. Sin embargo, el test de
la maxima verosimilitud converge mas rapido hacia la distribucion normal.
Ante la duda de cudl utilizar, es recomendable decantarse por el test de la
razén de verosimilitudes.

3.4. Residuos en el analisis de supervivencia

Una de las ventajas que han surgido del enfoque del analisis de supervivencia
es la posibilidad de efectuar analisis de residuos.
Los residuos se pueden utilizar para:

1. Descubrir la forma funcional correcta de un predictor continuo.
2. Identificar los sujetos que estan pobremente pronosticados por el modelo.
3. Identificar los puntos o individuos de influencia.

4. Verificar el supuesto de riesgo proporcional.
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Existen cinco tipos de residuos de interés en el modelo de Cox: los de Cox-
Snell, los de martingala, los de desvios(Deviances) y los de Schoenfeld. De ellos
pueden derivarse otros dos: los residuos escalados de Schoenfeld y los dfbetas.

Para poder explicar cada residuo, se consideramos un conjunto de n sujetos
independientes de tal manera que el proceso de conteo N; = {N;(t),t > 0}
para el i-ésimo sujeto es el nimero de eventos observados hasta el tiempo ¢, y
suponemos que la funcién de intensidad para N;(t) viene dada por la expresion:

ai(t) = Di(B)AH(t, X, (1)) = Di(t) - cap(8'X, (1)) dHo(t)
donde:

» D;(t) es un proceso 0-1 que indica si el i-ésimo sujeto estd en riesgo en
el tiempo t.

= [ es un vector de coeficientes de regresion.

» X(t) es un vector p-dimensional de procesos de las covariables.

Pero antes de pasar al analisis de los cinco tipos de residuos, veamos previa-
mente otra forma de estimar la funciéon de supervivencia.

Como vimos en (3.5), bajo la hip6tesis de riesgos proporcionales, la funcién de
supervivencia S de los individuos (o unidades) con sus respectivas covariables
X se define como:

S(t, X) = So(t) {exp(8'X)} (3.10)
Por (3.7) tenemos el estimador de 3 luego necesitamos estimar la funcién Sy(t)
6 andlogamente la funcién Hy(t) porque por (3.6):
Por tanto, vamos a estimar Hy(¢) usando el estimador Breslow que explica-
remos a continuacion.

Estimador Breslow:

=3 i

~/
to=t 2ier, ¢P(P X))

que se reduce al estimador de Nelson-Aalen, cuando no existe ninguna cova-
riable, es decir, cuando 8 = 0:

=3 st =Y = Y

to<t ZlER exp t(y <t tpy<t

porque R; son todas las unidades que estan en riesgo justo antes de (;, es
decir, n;.
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3.4.1. Residuos de Cox-Snell

Si un analista esta interesado en evaluar el ajuste global del modelo plantea-
do, los residuos mas comunes utilizados por este tipo de analisis son los de
Cox-Snell. Si el modelo de CPH dado por (3.1) se mantiene, entonces las esti-
maciones del tiempo de supervivencia del modelo planteado vienen dadas por
un estimador de la funcién de supervivencia S (t(:)) que debe ser muy similar
al verdadero valor de S(t(;).

Para evaluar esto, se calcula los residuos de Cox-Snell definidos de la forma:

~ (3.11)

—In S(iﬁ(Z X, = —ln[go(t(i))A{exp(élii)}]:

=@w@&M4wme9 Hyto){eap(3 X))

Un resultado importante es que si el modelo apropiado se ajusta bien a los da-
tos, entonces los 7., tendran para cada ¢ un valor exp(1), es decir, distribucion
exponencial con razon o tasa de riesgo igual a 1.

Para probar si los residuos de Cox-Snell estan o no aproximadamente distri-
buidos de forma exponencial, tenemos que construir su grafico de residuos.
La légica de este método es sencilla. Si los residuos de Cox-Snell estan, de
hecho, distribuidos de forma exponencial, entonces si dibujamos el estimador
de Nelson-Aalen de la tasa de riesgo acumulado de los residuos de Cox-Snell
contra r,,, deberfa aproximarse a una linea recta que pasa por el origen con
pendiente igual a 1 para que el modelo planteado se ajuste bien a los datos.

3.4.2. Residuos de martingala

Los residuos de martingala se definen como:

t

Mi(t) = Nit)~ Bx(®) = Nit) | Di(s)- cap(BX()dHu(s), i =1,..om.
0

Sea 3 estimada por la funcién de mdxima verosimilitud parcial y el riesgo

acumulado Hj por el estimador del riesgo base de Breslow entonces el residuo
de martingala se estima de la forma:

N(t) = No(t) — Ei(t /D ) eap(F Xu(s))dBo(s), i=1,...,n.
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3.4.3. Residuos basados en el estadistico Deviance

Los residuos de desvios se obtienen mediante una transformaciéon de normali-
zacion de los de martingala, y son similares en forma a los residuos de desvios
(deviances) en la regresién de Poisson. Si todas las covariables son fijas en el
tiempo, los residuos de desvios toman la forma:

Los residuos de desvios se utilizan para la deteccién de valores atipicos (outliers).

3.4.4. Residuos de Schoenfeld

Para desarrollar este residuo, hay que recordar:

P(de que un individuo % falle/a que haya un fallo en t(;y) =

_ e, Xy)

> hlte, X))

lER;

Luego

Z X h(tey, Xy) Z Xy exp 5 X))

keR; (3.2) keR;
X/R Z Xk Pk = =
kER; Z h(te), X) Z exp ﬁ 4
lER; lER;

Por tanto, definimos el residuo de Schoenfeld (parcial) como
r, = X, - E[X/R]

donde E indica que B ha sido reemplazado por su estimador 6

Esto es lo que se conoce como “observado menos esperado” de una forma resi-
dual, pero aplicada a las variables predictoras X’s y no a la variable dependiente
t.

Nota 3.4.1
1. Se trata de un vector con una componente para cada elementos de X.

2. Los residuos de Schoenfeld solo estan definidos para aquellas unidades
con tiempos de fallo observados.
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3.4.5. Residuos escalados de de Schoenfeld

Sea V(r;) la matriz de covarianzas estimada de r;. Entonces {V(r;)} " es una
version estandarizada del residuo de Schoenfeld. Se considera mejor que el re-
siduo no estandarizado para detectar problemas en el modelo de Cox.

Es mas simple usar la aproximacion:

~ A

(V) ~rV(B)

donde 7 es el nimero total de observaciones sin censura y V(f) es la matriz
de covarianza de las estimaciones de .

Esto da los residuos escalados de de Schoenfeld:

ry = TV@) r;

3.4.6. Residuos dfbeta

Los residuos dfbeta sirven para determinar la influencia de cada observacién
en la estimacion de los coeficientes de regresion.

Este residuo calcula el cambio aproximado en el j-ésimo coeficiente (es decir,
la j-ésima covariable) si la observacion i-ésima se elimina del conjunto de datos
y se vuelve a estimar el modelo sin esta observacion. Asi para el paciente i el
valor dfbeta correspondiente a la variable j es el siguiente:

dfbeta;(8;) = B; — B;(i)
Los valores dfbeta pueden estandarizarse dividiendo por el error estandar del
coeficiente correspondiente.
En su representacién gréfica se suelen mostrar los valores de los residuos dfbeta
estandarizados para cada covariable del modelo frente a los indices de paciente
(nimero de orden). Si la supresién de una observacién hace que el coeficiente
incremente, el residuo dfbeta es negativo y viceversa.

3.5. Modelo estratificado

Como vimos en el Ejemplo 3.2.1, hay casos en que puede violarse la presuncién
de riesgos proporcionales para alguna covariable. En tal caso, puede ser posible
estratificar esa covariable y utilizar el modelo de riesgos proporcionales dentro
de cada estrato y considerando las otras covariables.

En este caso, los sujetos en el estrato m-ésimo tienen una funcién baseline
hazard arbitraria, hom,(t), y el efecto de otras covariables explicativas sobre la
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funcion de riesgo puede representarse por un modelo de riesgos proporcionales
en ese estrato de la forma

hn (t; X)) = hom (t)exp(f' X)), m=1,...,s.

En este modelo, los coeficientes de regresién se supone que son los mismos en
todos los estratos, aunque las funciones de baseline hazard pueden ser dife-
rentes, v no estar relacionadas.

De hecho, el logaritmo de la funcién de verosimilitud parcial del modelo no
estratificado (3.1), es

In L(B) = Zgzi - Z In {Z e:cp(g’&l)}

leER;
se aplica a cada estrato por separado. Asi, en general, para los s-estratos
obtenemos:

S

s km km
In L(B) = Z Zﬁ'&zm — Z Z In { Z exp@lilm)}

m=1 i=1 m=1 i=1 lER;m

donde X;,, es la covariable de la unidad que esta fallando en el ¢-ésimo tiempo
dentro del estrato m = 1,...,s cuando el conjunto de riesgo en ese estrato es
Rim.

Por tanto, todo lo que cambia en la estimacién 3 (comin a todos los estratos)
es que se necesita el doble de sumas.



Capitulo 4

Aplicacion practica con el
software R

Introduccién

En este capitulo se describen brevemente las herramientas y técnicas descritas
a lo largo de todo el trabajo para la realizacién del analisis estadistico que
consiste en estudiar el tiempo que siguen un grupo de individuos adictos a la
heroina con un tratamiento de metadona (datos contenidos en Caplehorn y
Bell [3]). Tenemos una muestra de 238 pacientes (clientes) en relacién con la
siguientes variables explicativas:

» cliente: Indica el nimero de observacién. Es una etiqueta que identifica
al individuo.

= clinica: Indica el tipo de clinica en el que ha estado el paciente. Toma
el valor 0 si ha estado en la clinica A y 1 si ha estado en la clinica B.

= censura: Es una variable que esta codificada como 1 si el cliente continua
en el tratamiento, o en caso contrario, 0 si el cliente ha abandonado el
tratamiento.

= tiempo: Muestra los dias en los que el paciente ha sido tratado con
metadona.

= prision: Indica si el cliente ha estado o no en prisién. Toma el valor 1 si
ha estado y, 0 sino.

» dosis: Indica la cantidad de metadona que se le suministra a cada cliente.

63
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Preparacion de los datos

En primer lugar, para realizar el estudio sobre dicho conjunto de datos, los
cargamos con la funcién read.table():

cdat<-read.table("heroina.txt", header=TRUE,row.names = 1)
head(cdat)

## cliente clinica censura tiempo prision dosis

## 1 244 0 0 2 1 60
## 2 202 0 1 7 1 40
## 3 190 0 1 17 1 40
## 4 247 0 1 19 1 40
## 5 220 0 0 28 0 50
## 6 230 0 0 28 0 50

Veamos, con la funcién str(), el aspecto de estos datos:

attach(cdat)
str(cdat)

## 'data.frame': 238 obs. of 6 variables:
## $ cliente: num 244 202 190 247 220 230 203 212 261 248 ...

## ¢ clinica: num 0 0 000000O00O0 ...

## $ censura: num 0111001111 ...

## ¢ tiempo : num 2 7 17 19 28 28 29 30 33 35 ...
## § prision: num 1111001010 ...

## ¢ dosis : num 60 40 40 40 50 50 60 60 60 60 ...

La informacién que nos devuelve es que es una muestra de 238 datos con 6
variables.

El objeto Surv

Hemos de preparar los datos para realizar un estudio de supervivencia con el
paquete estadistico survival mediante la funcién survfit()

install.packages("survival")
library(survival)

Un objeto Surv no es més que la combinacién de informacion entre los tiempos
y Su censura.



65

Es necesario trabajar con los datos en este formato para méds tarde aplicar
algunas técnicas.

sup<-Surv(tiempo,censura)

Vemos como obtener si la observacion del evento no esta censurada
Surv(5,1)

## [1] 5

Si la observaciéon del evento esta censurada

Surv(5,0)

## [1] 5+

Si queremos los primeros 6 términos

head (sup)

## [1] 2+ 7 17 19 28+ 28+

como vemos, se representa con un “+” a la derecha del dato, aquel que esta cen-

surado.

Estimacion no paramétrica de la funcién de su-
pervivencia

Estimador de Kaplan-Meier

Recordamos por teoria, visto en el Capitulo 2, la finalidad de este método
es que la proporcién acumulada que se mantiene en el tratamiento se calcula
para el tiempo de supervivencia individual de cada paciente y no se agrupan
los tiempos en intervalos. Ademas, matematicamente su férmula viene dada

por:
Sy = J[ M

n
jtgpst

El estimador de Kaplan-Meier para la funciéon de supervivencia se obtiene a
través del paquete estadistico survival (cargado anteriormente) mediante la
funcién survfit(). Para ello, consideramos los estratos (clinica A y B) para
poder compararlos.
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outp<-survfit (Surv(tiempo,censura) strata(clinica),
type="kaplan-meier", data=cdat)
attach(outp)

Veamos un resumen estadistico, mostrando los 10 primeros términos de cada
estrato

summary (outp)

## Call: survfit(formula = Surv(tiempo, censura) ~ strata(clinica),

#it data = cdat, type = "kaplan-meier")
##

##

#H strata(clinica)=clinica=0

## time n.risk n.event survival std.err lower 95% CI upper 957 CI

#7 162 1 0.9938 0.00615 0.98184 1.000
## 17 161 1 0.9877 0.00868 0.97080 1.000
## 19 160 1 0.9815 0.01059 0.96094 1.000
## 29 157 1 0.9752 0.01223 0.95155 0.999
## 30 156 1 0.9690 0.01366 0.94258 0.996
## 33 155 1 0.9627 0.01493 0.93390 0.992
## 35 154 1 0.9565 0.01609 0.92545 0.989
## 37 153 1 0.9502 0.01716 0.91719 0.984
# 41 152 1 0.9440 0.01815 0.90907 0.980
## 47 151 1 0.9377 0.01907 0.90107 0.976
##

#it strata(clinica)=clinica=1

## time n.risk n.event survival std.err lower 95% CI upper 95} CI
## 13 74 1 0.986 0.0134 0.961 1.000
## 26 73 1 0.973 0.0189 0.937 1.000
## 35 72 1 0.959 0.0229 0.916 1.000
## 41 71 1 0.946 0.0263 0.896 0.999
##* 79 68 1 0.932 0.029% 0.876 0.991
## 109 66 1 0.918 0.0321 0.857 0.983
## 122 65 1 0.904 0.0346 0.838 0.974
## 143 64 1 0.890 0.0368 0.820 0.965
## 149 62 1 0.875 0.0389 0.802 0.955
## 161 61 1 0.861 0.0408 0.785 0.945

Esta salida devuelve los siguientes valores:

= time: tiempo de supervivencia de cada cliente dado en dias.
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n.risk: nimero de elementos en riesgo en ese instante.

n.event: nimero de elementos que fallan en ese momento.

= survival: es la estimacién de Kaplan-Meier de la funcién de superviven-
cia en el instante correspondiente, S(t).

= std.err: es el error estdndar asociado a cada S(t).

s lower 95 % CI: es el extremo inferior del intervalo de confianza para
S(t) al nivel 95 %.

= upper 95 % CI: es el extremo superior del intervalo de confianza para
S(t) al nivel 95 %.

Representamos la estimacién calculada de S(t). Para ello, usaremos la funcién
ggsuruvplot() contenida en el paquete survminer, (Kasambara y Kosinski [14]).

install.packages("survminer")
library(survminer)

ggsurvplot (fit = outp, data = cdat, conf.int = T, title = "Curva
de Supervivencia", xlab = "Tiempo", ylab = "Probabilidad
de supervivencia')

En esta figura presentamos las graficas de las funciones de supervivencia esti-
madas, con las bandas de confianza asociadas por el método de Kaplan-Meier,
para los dos tipos de clinicas. Notamos que las curvas estimadas son de tipo
escalonada, ambas con datos censurados (prueba de ello es la apariciéon de
simbolos “+” en cada una de ellas).

Observamos diferencias en las curvas de supervivencia de las dos clinicas. En
general, S(t) es mayor para la clinica B (codificada con el valor 1).
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Curva de Supervivencia

Strata strata(clinica)=clinica=0 == strata(clinica)=clinica=1
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Figura 4.1: Estimador de Kaplan-Meier.

Estimador de Nelson-Aalen

Recordar que, H(t) es la funcién de hazard acumulada (o cumulative hazard)
definida como:

que representa la suma de las probabilidades de fallo (en nuestro caso, de
abandonar el tratamiento) en el intervalo (0, ¢].
Matematicamente, su férmula viene dada por:

. d.
H(t)y= > ~
Jtgst

Instalamos los siguientes paquetes que nos haran falta para calcular este esti-
mador.

install.packages("ggfortify")
library(ggfortify)
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install.packages("dplyr")
library(dplyr)

En este caso, la informacién se extrae calculando la suma acumulada del niime-
ro de eventos entre las personas en riesgo como se vié en el Capitulo 2.

mod<- survfit(Surv(tiempo,censura) clinica, cdat)

R <- mod %>} fortify %>} group_by(strata) %>% mutate(CumHaz =
cumsum(n.event/n.risk))

R

## # A tibble: 215 x 10

## # Groups: strata [2]

## time n.risk n.event n.censor surv std.err upper lower strata
## <dbl> <dbl> <dbl> <dbl> <dbl> <dbl> <dbl> <dbl> <fct>

##t 1 2 163 0 11 0 1 1 1
## 2 7 162 1 0 0.994 0.00619 1 0.982 1
## 3 17 161 1 0 0.988 0.00878 1 0.971 1
## 4 19 160 1 0 0.981 0.0108 1 0.961 1
## 5 28 159 0 2 0.981 0.0108 1 0.961 1
##t 6 29 157 1 0 0.975 0.0125 0.999 0.952 1
#t 7 30 156 1 0 0.969 0.0141 0.996 0.943 1
## 8 33 155 1 0 0.963 0.0155 0.992 0.934 1
## 9 35 154 1 0 0.956 0.0168 0.989 0.925 1
## 10 37 153 1 0 0.950 0.0181 0.984 0.917 1
##t # . with 205 more rows

#it

#it

## # A tibble: 215 x 10
## # Groups: strata [2]

## CumHaz
## <dbl>
#i# 0

## 0.00617
#i# 0.0124
## 0.0186
#i 0.0186
#i# 0.0250
#t 0.0314
## 0.0379
## 0.0444
## 0.0509

## # ... with 205 more rows
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Cuya grafica asociada es la siguiente:

Riesgo Acumulado

2- strata

1

Riesgo Acumulado
o

0 300 600 900
Tiempo (Dias)

Figura 4.2: Estimador de Nelson-Aalen.

De nuevo observamos bastantes diferencias entre las clinicas. Se aprecia que
hay un menor H(t) para la clinica B (codificada con el valor 1) lo que es
coherente con los resultados obtenidos al aplicar Kaplan-Meier puesto que

H(t) = —InS(t).

Para formalizar estas apreciaciones realizamos, a continuacion, un test de
hipétesis.

Test de Log-Rank

Para aplicar este test, definimos el siguiente contraste de hipdtesis:

HO : Sl(t) =
{Hl cSi(t) #

Para comparar ambas funciones de supervivencia, aplicamos el test de Log-
Rank:
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outil<-survdiff (Surv(tiempo, censura) ~ clinica,data=cdat)
outl

## Call:
## survdiff (formula = Surv(tiempo, censura) ~ clinica, data = cdat)
##

# N Observed Expected (0-E)~2/E (0-E)~2/V
## clinica=0 163 122 90.9 10.6 27.9
## clinica=1 75 28 59.1 16.4 27.9
##

## Chisq= 27.9 on 1 degrees of freedom, p= 1.28e-07

En base a los valores obtenidos en la tabla anterior, el p-valor p = 1.28-107%7 <
0.05 luego se rechaza la hipétesis nula de igualdad de funciones de supervivencia
(para un nivel de significacién del 5 %).

En consecuencia, podemos concluir que existe una clara evidencia de desigual-
dad entre las curvas de supervivencia. Ademds, X? = 27.9.

Como son distintas, los datos generados permiten a su vez realizar una esti-

00/E0
O1/F1

macién del riesgo hr =

donde:

OO0 representa el valor “Oberved” en la clinica A (valor 0)

EO0 representa el valor “Expected” en la clinica A (valor 0)

O1 representa el valor “Oberved” en la clinica B (valor 1)

E1 representa el valor “Oberved” en la clinica B (valor 1)
luego

hr<-(122/90.9)/(28/59.1)
hr

## [1] 2.832862

Por tanto, los clientes que estan en la clinica A se mantienen en el tratamiento
2.832862 veces mas que los de la clinica B.
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Ajuste del modelo Cox

Consideramos un modelo de Cox con las covariables prision y dosis, usando
la covariable clinica como estrato para diferenciar el comportamiento entre
clinicas. El modelo es de la forma:

Bt X) = hom(Beap(8'X),  m =1,2,

donde hi(t; X) referencia a la clinica A y hy(t; X) referencia a la clinica B.
Hay que tener en cuenta que observando dicha expresion, los coeficientes co-
rrespondientes a cada covariable § = (/31, f2) son iguales en ambos modelos.

Lo que varia respecto a las clinicas, es la funcién baseline hazard hg,,(t).

Creamos el modelo de Cox con prision y dosis como covariables y clinica
como estrato, dandole el nombre mod().

mod<-coxph(Surv(tiempo,censura) “prision+dosis+strata(clinica),
data=cdat, method="breslow")

Para ver si el modelo es correcto, veamos si se cumple la hipétesis de riesgos
proporcionales. Al hacerlo, podemos obtener uno de estos dos casos:

1. Si las curvas se cruzan = se rechaza la hipotesis de riesgos proporcio-
nales y el modelo resultante es con la covariable clinica como estrato.

2. Si las curvas son paralelas = se acepta la hipdtesis de riesgos propor-
cionales y el modelo resultante es introduciendo clinica como covariable.

Para ello, calculamos las funciones baseline hazard para cada tiempo, mostran-
do los 10 primeros términos para cada estrato:

bh <- basehaz(mod, centered=TRUE)

bh

H#t hazard time strata
##t 1 0.000000000 2 clinica=0
##t 2 0.005302894 7 clinica=0
## 3 0.010677622 17 clinica=0
## 4 0.016126156 19 clinica=0
## 5 0.016126156 28 clinica=0
## 6 0.021724919 29 clinica=0
##t 7 0.027363076 30 clinica=0
## 8 0.033028253 33 clinica=0
## 9 0.038733766 35 clinica=0
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##
#it
#it
Ht
##
##
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#Ht
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152
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.000000000
.012484863
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.051531857
.0561531857
.0561531857
.0656994531
.0656994531
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37

2
13
26
35
41
53
72
79
86
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Calculamos los logaritmos:

1nhazard<-log(bh[,1])

Intime<-log(bh[,2])

clinica=0

clinica=1
clinica=1
clinica=1
clinica=1
clinica=1
clinica=1
clinica=1
clinica=1
clinica=1
clinica=1
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Veamos si son paralelos o no, para ello instalamos el paquete, que se necesita
para dibujarlo:

install.packages("lattice")
library(lattice)

xyplot (lnhazard™1lntime, group=strata,auto.key = TRUE,data=bh,
xlab = "1n(t)",ylab = "1n(-1n(S(t))", main = "Clinica

como estrato",type="1")
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Clinica como estrato
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Figura 4.3: Modelo con clinica como estrato.

Como no son paralelos, podemos concluir que los errores en la clinica A y en
la B no son proporcionales. Por tanto, es erréneo poner clinica como variable

en el modelo, es mejor usarlo como estratificacion.

Por tanto, nos quedamos con el siguiente modelo, en el que la clinica se con-

sidera un estrato.
Analizamos el modelo:

summary (mod2)

## Call:

## coxph(formula = Surv(tiempo, censura) ~ prision + dosis +
## strata(clinica), data = cdat, method = "breslow")
##

## n= 238, number of events= 150
##
## coef exp(coef) se(coef)

## prision 0.388788 1.475192 0.168915 2.302
## dosis  -0.035145 0.965465 0.006465 -5.436 5.44e-08 *x*x

# -
## Signif. codes: O 'xxx' 0.001 '*xx' 0.01

I*l

z Pr(>|zl)

0.05 '.

0.0214 *

' 0.1

1



75

#it
## exp(coef) exp(-coef) lower .95 upper .95
## prision 1.4752 0.6779 1.0594 2.05641
## dosis 0.9655 1.0358 0.9533 0.9778
#it

## Concordance= 0.651 (se = 0.034 )

## Rsquare= 0.133  (max possible= 0.994 )

## Likelihood ratio test= 33.94 on 2 df, p=4.268e-08
## Wald test = 32.69 on 2 d4df, p=7.968e-08
## Score (logrank) test = 33.36 on 2 df, p=5.693e-08

Este resumen presenta informacion acerca de las pruebas individuales para ve-
rificar que cada coeficiente, es significativamente distinto de cero. Las columnas
proporcionan informacién para cada covariable como sigue:

» coef: Valor del coeficiente de regresién estimado.

» exp(coef): Funcién exponencial evaluada en el coeficiente de regresién
estimado. Indica el cambio en la funcién de riesgo por cada unidad que
se incremente la covariable asociada.

» se(coef): Error estdandar del coeficiente de regresién estimado.

» z: Corresponde al valor del estadistico, obtenido dividiendo el valor del
coeficiente de regresion estimado entre el error estandar estimado.

= p: p-valor proveniente de una distribucién normal con media cero y va-
rianza uno.

Ademas, se obtiene informacién correspondiente al siguiente contraste de hip6-

tesis:
{ Hy - é. - go
H, @ =+ é 0

s Test de razon de verosimilitud

El estadistico del contraste, denotado por X?5, es 33.94 y con una dis-
tribucién X2 con 2 grados de libertad, tiene un p-valor p = 4.268 - 107,
lo que significa que se rechaza la hipdtesis nula por ser menor que 0.05
(nivel de significacion).

n Test de Wald

El test de Wald, denotado anteriormente por X3, es 32.69 y con una
distribucién X? con 2 grados de libertad, tiene un p-valor p = 7.968 -
107%. De igual modo, se rechaza la hipétesis nula por la misma razén.
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n Test de score

La prueba de score, denotada anteriormente por X2, es 33.36 y con
una distribucién X2 con 2 grados de libertad, se obtiene un p-valor p =
5.693-107%. Se tienen las mismas conclusiones que en los casos anteriores.

Para las tres pruebas anteriores se aprecia un p-valor significativamente pe-
queno (inferior a 0.05), lo cual es evidencia de que, bajo las pruebas realizadas,
los coeficientes del modelo son significativamente distintos de cero, y por tanto,
se podria considerar que el modelo tiene sentido con las variables explicativas
consideradas.

Con las salidas obtenidas, se puede verificar si son significativos, o no, cada
uno de los coeficientes estimados para las covariables. Especificamente, para
cada covariable, realizamos el contraste

HO : 6]‘ = 0
H1 . 6]‘ 7é 0
con el siguiente estadistico, cuya distribucién asintética es N (0, 1)
Zj = BjA .
s.e(B;)

La regién critica de este contraste, a nivel «, es
R.C.: ‘Z]‘ > Zl—o/2

donde z;_,/2 es el cuantil de orden 1 — a/2 de la distribucién N(0,1). To-
maremos como nivel de significacién a = 0.05, con lo cual rechazaremos
Hy, y consideraremos que el correspondiente coeficiente es significativo, si
|Zj| Z 20.975 — 1.96.

= En nuestro caso tenemos que para la covariable prision se tiene:
prision = |z| = [2.302| > 1.96 — p — valor = 0.0214 < 0.05

entonces la variable prision es significativa.
A la otra variable dosis le ocurre lo mismo:

dosis = |z| = | — 5.436| > 1.96 — p — valor = 5.44e — 08 < 0.05
entonces la variable dosis es significativa.

» Mirando la columna de exp(coef) y sabiendo por teoria que:

cap(X* — X)) = %
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Si mantenemos constante la covariable dosis:

h(t, X™)
rision) — 1.4752 = ——
o Fyrisn) h(t, X)
lo que implica que cuando en X*, la prision aumenta una unidad,
entonces el riesgo relativo en X es 1.4752. Es decir, el riesgo aumenta.

Si mantenemos constante la covariable prision:

h(t, X™)
ex osis) = 0.9655 = ——2
) At X)
lo que implica que al aumentar la dosis de metadona en una unidad, el
riesgo disminuye, especificamente esto ocurre de la forma:

h(t;z + 1) = 0.9655 h(t; z).

» El coeficiente de determinacién es R? = 0.13 nos indica que, aproxima-
damente el 13% de la variacion de los tiempos que estdn en tratamiento
t de individuos adictos a la heroina, quedan estadisticamente explicados
por las dos covariables mencionadas.

Finalmente, el modelo estimado queda de la siguiente manera:

A~

WX, t) = ho(t) - exp {0.388788(prision) — 0.035145(dosis)} —>
h(X,t
ho(t)

) = exp {0.388788(prision) — 0.035145(dosis) }

Verificacion del modelo a través de los residuos

Las pruebas y los diagnodsticos graficos para el modelo de riesgos proporcionales
pueden basarse en los residuos vistos en el Capitulo 3.

Con mayor comodidad, la funcion coz.zph calcula la prueba de riesgos propor-
cionales para cada covariable.
Vamos a probar el supuesto de riesgos proporcionales de nuestro ajuste del

modelo de regresiéon de CPH con el siguiente contraste de hipdtesis:

Hy :  proporcionalidad del modelo de Cox
H; : no proporcionalidad del modelo de Cox

cox.zph(mod?2)

## rho chisq P
## prision -0.0209 0.0652 0.798
## dosis 0.0849 0.9692 0.325
## GLOBAL NA 0.9944 0.608
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Por lo que, no existen evidencias significativas al 5 % de que se viole el supuesto
de riesgos proporcionales para ninguna de las dos covariables ni globalmente.

Residuos de Cox-Snell

Después de ajustar el modelo, es 1til estudiar los residuos de Cox-Snell con el
fin de evaluar el ajuste del modelo de riesgos proporcionales.
Si el modelo es correcto y la estimacion de los 3’s son cercanas a los valo-
res reales, entonces estos residuos deberian comportarse como una muestra
censurada de observaciones de una distribucién exponencial.

Hemos calculado el estimador de Nelson-Aalen de la tasa de riesgo acumulado
de los residuos de Cox-Snell. Si una distribuciéon exponencial se ajusta a los
datos, entonces, este estimador deberia describir aproximadamente una linea
de pendiente igual a 1.

estado<-cdat$censura
mresi<-residuals(mod2,type="martingale")
csresi<-censura-mresi
hazard.csresi<-survfit (Surv(csresi,censura) “strata(clinica),
type="fleming-harrington")

plot(hazard.csresi$time,-log(hazard.csresi$surv),

xlab='residuos de Cox-Snell', ylab='riesgo acumulado',

1ty = 1:4,main="Representacién de los residuos de Cox-Snell")
lines(c(0,5),c(0,5))

Representacién de los residuos de Cox-Snell

riesgo acumulado

residuos de Cox-Snell

Figura 4.4: Salida de los residuos de Cox-Snell.
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La grafica anterior nos sugiere que este modelo se ajusta bien a los datos.

Residuos de martingala

Los residuos tipo martingala para la covariable prision pueden generarse a
través de la sentencia:

mresi<-residuals(mod2, type=c("martingale"))
plot(cdat[,1], mresl, xlab=c("prision") [1],
ylab="Residuos martingale", main="Residuos de Martingala")
abline(h=0, 1lty=2)
lines(lowess(cdat[,1], mresl, iter=0))

Residuos de Martingala
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Figura 4.5: Salida de los residuos de martingala para prision.

Podemos ver claramente, una tendencia curva creciente. Estos residuos pre-
sentan una forma funcional definida.

Residuos basados en el estadistico Deviance

Los residuos tipo deviance sirven para comprobar la existencia de outliers.
Veamoslo
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devresi <- resid(mod2, type="deviance")

plot(mod2$linear.predictor, devresi, ylab="Residuos de Deviance",
main='Residuos de deviance')

abline(h=0,1ty=2, col='black')

Residuos de deviance
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Figura 4.6: Salida de los residuos del estadistico Deviance.

Como se comprueba, no apreciamos patrones definidos pero si valores alejados
del origen.

Residuos escalados de Schoenfeld

Ahora estamos interesados en evaluar la hipétesis de riesgos proporcionales del
modelo de CPH, examinando si el impacto de una o més covariables sobre el
riesgo de los adictos a la heroina puede variar con el tiempo.

Calculamos los residuos escalados de Schoenfeld para nuestro caso de la forma:

par (mfrow=c(1,2))
plot(cox.zph(mod2))
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Figura 4.7: Salida de los residuos escalados de Schoenfeld.

Las tendencias en los diagramas de dispersién de los residuos escalados de
Schoenfeld a menudo son dificiles de determinar, especialmente con las cova-
riables binarias (como prision en nuestro caso) donde sélo hay dos bandas
horizontales de residuos presentes.

Residuos dfbeta

dfbeta <- residuals(mod2, type="dfbetas")
par (mfrow=c(1,2))
for (j in 1:2){
plot(dfbetal,j]l,
ylab=names (coef (mod2)) [j])
abline(h=0, 1ty=2, col='black')
lines(c(0,0),c(0,0))
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Figura 4.8: Salida de los residuos dfbeta.

En estas figuras se nos muestran los residuos dfbeta del modelo. Como vemos
estos residuos estan centrados con respecto al origen, y no presentan patrones
definidos. Se nos presentan algunos datos demasiados alejados del origen en
ambas figuras.

4.1. Conclusiones al estudio de los datos de

metadona

Los datos analizados, corresponden a programas de rehabilitacion realizados
en distintas clinicas australianas durante los anos 1970. Individuos adictos a
la heroina fueron sometidos a tratamientos con metadona. Trabajamos con
los datos del estudio realizado por Caplehorn y Bell (1991), cuyo objetivo
era verificar si existian diferencias significativas entre el tipo de tratamiento
aplicado a los pacientes en las etiquetadas como clinica A y B (la politica de
estas clinicas fue diferente) . Se consideran como covariables de interés en el
estudio: dosis (dosis diaria de metadona administrada durante el tratamiento),
y prisién (si el individuo ha estado antes en prisién o no).
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Aplicando la metodologia propuesta en el trabajo hemos obtenido los siguientes
resultados:

1.

Se han estimado las funciones de supervivencia, S(t), y de hazard acu-
mulada, H(t), en cada clinica.

. Hemos enconttrado que existen diferencias significativas entre las funcio-

nes de supervivencia en las dos clinicas, aplicando el test de log-rank.

Se ha discutido por qué es adecuado utilizar un modelo de Cox estrati-
ficado en este caso.

El modelo estratificado de Cox se ha aplicado considerando como estratos
las clinicas A y B. Esto nos ha permitio estimar las funciones basales
para cada clinica, y estimar el efecto de las covariables (dosis y prision)
en el tiempo de permanencia en tratamiento. Se incluye el anélisis de los
residuos, para ilustrar como se calculan estos en el modelo de Cox.
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