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Abstract

The word problem, the conjugacy problem and the isomorphism problem were
three fundamental problems of group theory proposed by Max Dehn [11]. We will deal
with the first one. This problem consists of: given a group G with a finite presentation
(S|R) and given two elements A, B € G as a product of elements of S and their
inverses, decide whether A = B as elements of the group or, equivalently, whether
AB™! = e, where e denotes the identity element.

The name of this problem comes from the fact that we can consider the alphabet
Y = SUS! where ST is the set of inverses of the elements of S, and view G as a
language over >, where two words A and B represent the same element if and only
if one can transform A into B in a finite amount of steps using the rewriting rules
given by R and the inverse cancellation.

Dehn described algorithms to solve the word problem for the fundamental groups
of closed orientable two-dimensional manifolds of genus greater than or equal to 2
[10]. However, in 1955 Pyotr Novikov found examples of finitely presented groups
where the word problem is undecidable [26], i.e., there cannot be any algorithm to
solve it. Nevertheless, the word problem is solvable for many groups. Clear examples
of this are the finite groups and the free groups. Here we study the word problem
in the braid groups. These groups appear in many branches of mathematics such as
algebra, topology and analysis, and the word problem is known to be solvable for
them.

This project begins giving different equivalent definitions of the braid groups,
starting from the intuitive idea of geometric braid. Each definition will give a different
perspective and they will provide us more tools to solve the word problem. At the
end of the first chapter we shall give some additional definitions and results that will
be very important for the rest of the project.

In the second chapter we will explain the first known algorithm to solve the word
problem in the braid groups, based on representing braids as automorphisms of a free
group. In the third chapter we will see another method, called braid combing, based
on the solvability of the word problem for the free groups. In the fourth chapter we
will explore the Garside structure of the braid groups, which will allow us to solve
the word problem by means of a normal form of the elements of the group. In the
last chapter, we will present some examples of linear representations that generate
another algorithm to solve the word problem.

In every chapter there will be concrete examples of solutions of the word problem
using each one of the presented methods.



Resumen

El problema de la palabra, el problema de la conjugacion y el problema del iso-
morfismo fueron tres problemas fundamentales de la teoria de grupos propuestos por
Max Dehn [11]. Aqui trataremos el primero de ellos, consistente en: dado un grupo
G con una presentacion finita (S|R) y dados dos elementos A y B de G expresados
como producto de los elementos de S y sus inversos, decidir si A = B como elementos
del grupo o, equivalentemente, si AB~! = e, donde e representa el elemento neutro.

El nombre de este problema proviene de que podemos considerar el alfabeto ¥ =
SUS™! donde S™! representa el conjunto formado por los inversos de los elementos
de S,y ver GG como un lenguaje sobre 33, en el que dos palabras A y B representaran
el mismo elemento si y solo si se puede transformar A en B mediante un ntmero
finito de pasos usando las reglas de reescritura proporcionadas por las relaciones de
R junto con la cancelacion de inversos.

El propio Dehn describié algoritmos para resolver el problema de la palabra en
grupos fundamentales de 2-variedades orientables cerradas con género mayor o igual
que 2 [10]. Sin embargo, en 1955 Pyotr Novikov encontré ejemplos de grupos finita-
mente presentados donde el problema de la palabra era indecidible [26], es decir, que
no se puede disenar un algoritmo que lo resuelva. A pesar de esto, hay gran cantidad
de grupos donde el problema de la palabra si es resoluble. Ejemplos claros de ello son
los grupos finitos y los grupos libres. Aqui estudiaremos los grupos de trenzas, que
aparecen en numerosas ramas de las matematicas como el algebra, la topologia y el
analisis, y en los cuales el problema de la palabra es resoluble.

Comenzaremos dando distintas definiciones equivalentes de los grupos de trenzas,
partiendo de la idea intuitiva de las trenzas. Cada una de las definiciones aportara un
enfoque distinto, lo cual proporcionard mas herramientas para la resolucién del pro-
blema de la palabra. Al final del primer capitulo daremos algunas definiciones y
resultados que seran fundamentales para el desarrollo del resto del trabajo.

En el segundo capitulo daremos el primer algoritmo disenado para resolver el
problema de la palabra en los grupos de trenzas, consistente en representar estos
grupos como automorfismos de un grupo libre. En el tercer capitulo veremos otro
método, conocido como peinado de trenzas, basado también en la resolubilidad del
problema de la palabra en los grupos libres. En el cuarto capitulo exploraremos la
estructura de Garside de los grupos de trenzas, la cual nos permitird resolver el
problema de la palabra mediante el uso de unas formas normales para los elementos
de este grupo. Por tltimo, veremos algunos ejemplos de representaciones lineales del
grupo de trenzas con los que se puede resolver el problema de la palabra.

En cada uno de estos capitulos se mostrardn ejemplos concretos de como resolver
el problema de la palabra con cada uno de los métodos explicados.



Capitulo 1

Preliminares

Aunque el término grupo de trenzas fue acunado por Artin en 1925 [2], estos
grupos ya fueron considerados por Hurwitz en 1891 [21] como lo que en terminologia
moderna se llamaria “grupo fundamental de espacios de configuracion de n puntos en
el plano complejo”. Magnus en 1935 [24] consideré el mismo grupo desde el punto de
vista de los mapping classes. Markov [25] dio una aproximacién totalmente algebraica.

En este capitulo veremos varias de estas definiciones, que son todas equivalentes
[32], ya que una sola definicién no es suficiente para enunciar y demostrar los resul-
tados que se presentan en el resto del trabajo. Esta variedad de definiciones permite
estudiar los grupos de trenzas desde perspectivas muy distintas, lo cual aporta una
gran riqueza a la teoria.

1.1. Trenzas como coleccion de cuerdas

Empezamos dando la definicién mas gréafica e intuitiva, consistente en visualizar
las trenzas como cuerdas que se entrelazan.

Definicién 1.1.1. Sea n > 1 un entero. Denotemos ¥, al grupo simétrico sobre n
elementos. Sean n puntos P, ..., P, en C (se puede suponer que P, = k para todo 1 <
k < n). Se define la trenza geométrica de n cuerdas como la n-upla g = (81, ..., 5,)
de caminos Sy : [0, 1] — C x [0, 1] tal que:

w Oi(t) = (ag(t),t), donde ax(0) = Py para todo 1 < k < mn,

» existe una permutacién 7 = 7(3) € X, tal que ax(1) = Py para todo 1 <k <
n, llamada permutacion inducida por [3,

» ai(t) # oy(t) para todo k # [ y para todo t € [0, 1].

Si la permutacién inducida por S es el elemento neutro de %, es decir, si G;(1) =
(Py, 1) para todo 1 < k < n, entonces decimos que la trenza geométrica es pura.

Dos trenzas geométricas a y  se dicen homotopicas si existe una familia continua
de trenzas {7s}scp,1) de modo que v9 = vy 71 = 3. Es decir, dos trenzas geométricas
son homotdpicas si son homotodpicas como coleccion de caminos relativamente a los
puntos extremos. Consideraremos que dos trenzas geométricas son la misma si son
homotépicas, y a la clase de homotopia de una trenza geométrica de n cuerdas la
llamaremos trenza de n cuerdas. Nétese que si a 'y 8 son homotépicas entonces 7(a) =



7(53), asi que diremos que una trenza es pura si los elementos de su clase de homotopia
son trenzas geométricas puras.

El dibujo tridimensional de una trenza geométrica tiene la siguiente forma:

C x {0} Q\/\n V \/ C x {0}
Kﬁ (/

C x {1} /\ " _ Cx {1}

Figura 1.1: Una trenza geométrica pura y una trenza geométrica no pura.

Observacion 1.1.2. Para cada t € [0, 1], el plano C x {t} es atravesado una sola vez
por cada cuerda de la trenza.

Normalmente, se representan las trenzas como su proyeccién en R x [0, 1] (posi-
blemente seguida de una rotacién de 90°). Los puntos en los que la proyeccion de
dos cuerdas coincida los representaremos como en la Figura 1.2 para conservar la
informacion de cudl cruzaba originalmente por encima. Salvo homotopia, podemos
suponer que la proyeccion tiene un numero finito de puntos de cruce, en los cuales
solo intervienen dos cuerdas. Ademas podemos suponer también que los cruces ocu-
rren a distintas alturas, es decir, para distintos valores de ¢t € [0, 1]. En la Figura 1.4
se ilustra la proyecciéon de la trenza no pura de la Figura 1.1.

Figura 1.2: Cruce positivo y cruce negativo, respectivamente.

Definicién 1.1.3. Se definen los generadores estandar o generadores de Artin como
las trenzas o; con 1 < i < n — 1 indicadas en la Figura 1.3.

A partir de las observaciones anteriores, es claro que cualquier trenza se puede
construir como concatenacién de los generadores de Artin.



i 1+1

i 1+1

Figura 1.3: Generador de Artin y su inverso.

" / / N\ "
N—"—

1:-‘/\ J 1

R x {0} R x {1}

Figura 1.4: Ejemplo de representacién plana.

1.1.1. Estructura de grupo

Una de las caracteristicas mas importantes del conjunto de clases de homotopia de
trenzas es que puede dotarse de estructura de grupo para cada n. Para ello, definiremos
el producto de trenzas.

Definicién 1.1.4. El producto de dos trenzas a = (v, ...,a,) vy 8= (51,...,06,) se
define como la trenza

a - B = (Oélﬂ’r(l)a cee 7Oénﬂ’r(n))7

donde 7 = 7(a). Es decir, el producto de dos trenzas en el mismo nimero de cuerdas es
su concatenacién, en la cual se recorre en primer lugar o y después 8. En la Figura 1.5
se ilustra un ejemplo. En ocasiones omitiremos el punto y escribiremos simplemente
af. Asimismo, denotaremos o = o - - - q.

n veces



-----

L / V4

\

Figura 1.5: Producto de dos trenzas.

Denotemos B,, al conjunto de clases de homotopia de trenzas de n cuerdas y PB,,
al conjunto de clases de homotopia de trenzas puras de n cuerdas. Es evidente que la
multiplicacién anterior induce una operacién en B, (y por tanto en PB,,); es mas, se
tiene el siguiente resultado.

Proposicién 1.1.5. El conjunto B, dotado de esta operacién tiene estructura de
grupo, y se le llama grupo de trenzas de n cuerdas. El resultado también es cierto
para PB,, cuyo nombre es grupo de trenzas puras de n cuerdas.

Demostracién. Sean « y  dos trenzas con representantes a = (ai,...,a,) y b =
(b1,...,b,) respectivamente. En primer lugar, veamos que la operacion estd bien de-
finida, es decir, que a - b es una trenza, y por tanto podemos definir a5 = [a - b]. Sea
7 = 7(a) la permutacién inducida por a. Como axb-(1)(0) = ax(0) = (P, 0) para todo
1 < k < n, se cumple la primera propiedad de la Definicién 1.1.1. Para la segunda,
basta observar que la nueva permutacién es 7(a - b) = 7(b) o 7(a). En particular, si a
y b son puras, entonces la permutacién inducida por el producto también es la iden-
tidad, por lo que el producto es una trenza pura. Por tltimo, si t € [0, 1/2], entonces
arBriy = ar(2t) y sit € [1/2,1], apBry = Bra (2t — 1) para todo 1 < k < n, por lo
que se tiene claramente la tercera propiedad.

Por otra parte, si @’ y b’ son otros representantes de « y [ respectivamente, se
tiene que [a’ - b'] = [a-b] por las propiedades de la homotopia de caminos con respecto
a la concatenacion.

Veamos ahora la estructura de grupo. Tenemos que probar que la operacién es
asociativa, pero esto se deduce de que la concatenacion de caminos es asociativa salvo
homotopia. Tenemos claramente que la identidad es la trenza constante representada
por Id = (Idy,...,1d,), donde Id; denota el camino (Py,t) para t € [0,1] y para
1 < k < n. Finalmente, dada o = [(aq, . .., a,)] con permutacién inducida 7, se tiene
que ot = [(Efl(l), . ,6771@))], donde @, denota el camino que es opuesto a a; en
la primera coordenada y que es idéntico a a; en la segunda coordenada.



En efecto, usando las propiedades de la homotopia de caminos con respecto al
camino opuesto:

aa = [(al, - ,an) . (a.,.—l(l), e ,ET—l(n))] = [(aldT(T_l(l)), o ,andT(T_l(n)))] = [[d]
Anélogamente se prueba o la = [Id]. |
\/ /-\ \_/ \_/-
AN /
B gt

Figura 1.6: Inversa de una trenza.

1.2. Espacios de configuracién
Vamos a empezar dando la nocién general de espacio de configuracién, introducida
por Fadell en 1962 [16].

Definicién 1.2.1. Dado un espacio topoldgico X, el n-ésimo espacio de configuracion
de X o espacio de configuracion de n puntos de X se define como el conjunto

Mn(X) :{(Il,...,ﬁn) e X" | Z; %Ij VZ%]},

dotado de la topologia de subsespacio de X". Cuando el espacio topolégico X se
sobreentienda por el contexto, el espacio de configuracién se denotard simplemente
M,,.

Hay una accién natural del grupo simétrico ¥,, en los puntos de M, (X) dada por
Y X My(X) = M,(z)
(0,2) — o(x).
Esto da lugar al espacio definido a continuacion:

Definicién 1.2.2. Se define el n-ésimo espacio de configuracion no ordenado de X
o espacio de configuracion de n puntos no ordenados de X como

Nn<X> = Mn(X)/Zna

es decir, el espacio de érbitas de la accién. De igual manera que con el anterior espacio
de configuracién, cuando se sobreentienda X, lo denotaremos por N,,.



Observacién 1.2.3. Para cualquier espacio topolégico X, M;(X) = N1 (X) = X.

Ejemplo 1.2.4. Veamos un ejemplo no trivial de espacio de configuracion. Consi-
deremos My(R?) = {(x1,22) € R® x R® | 21 # x2}. Podemos definir la aplicacién
My(R3) — R3 x (R?\ {0}) como

(x1,22) = (1 + T2, 11 — X2).

Es facil ver que esta aplicacién es un homeomorfismo, por lo que My(R?) = R3 x (R?\
{0}). Ademas, la aplicacién es compatible con la accién de ¥, es decir, la aplicacién
sigue siendo un homeomorfismo sobre R? x (R?\ {0}) al permutar las componentes.
Sin embargo, punto a punto, lo que se observa es que la primera coordenada se
conserva y la segunda cambia de signo tras la permutacién. Por lo tanto, en Ny(R3) =
My(R3) /%, (x,y) ~ (z, —y) y no hay méas puntos distintos relacionados entre si. Por
tanto, No(R?) = R*x (R%\{0}), donde R? denota los puntos cuya primera coordenada
no nula es positiva.

Consideremos ahora el espacio de configuracién de n puntos distintos del plano
complejo C. Esto es,

Obsérvese que es un espacio de dimensién real 2n. No es una buena idea intentar visua-
lizar el espacio de configuracién M,, en 2n dimensiones; en su lugar, basta considerar
n puntos distintos y ordenados de C. Esto es, (21, 29,23,...,2,) ¥ (22,21, 23, ..., 2n)
representarian puntos distintos en M,,.

Definicién 1.2.5. El grupo de trenzas puras de n cuerdas, PB,, es el grupo funda-
mental de M,,, es decir,
PB, = m(M,).

Tratemos de interpretar esta definicién. Una trenza pura [ € m(M,) es un lazo
en M,

6 :[07 1] - M"
t — ﬂ(t) = (Bl(t)v s 7671(1;))7

Por tanto basta elegir un punto base de M,,, que puede ser, por ejemplo, la n-upla
de enteros (1,2,...,n). Una trenza pura serd representada por el movimiento de
estos puntos en C, teniendo en cuenta que en cada momento los puntos son todos
distintos entre si. Al final del movimiento, cada punto regresa a su posiciéon original.
Por supuesto, el lazo esta definido salvo homotopia, lo que nos permite deformar el
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movimiento de forma natural (evitando que dos puntos se encuentren en el mismo
lugar al mismo tiempo), dando una trenza pura equivalente.

Este movimiento se puede ver también en C x [0, 1], lo que nos darfa una imagen
similar a la de la Figura 1.1 a la izquierda.

La definicion general de trenza se puede obtener inmediatamente a partir de la de
trenzas puras, pues las trenzas (en general) surgen cuando no importa el orden de los
puntos que se estan moviendo, sino simplemente el conjunto de n puntos distintos de

C.

Definicién 1.2.6. El grupo de trenzas de n cuerdas, B, es el grupo fundamental del
N,,, es decir,
Bn = 7Tl(Nn> = Wl(Mn/En)

La equivalencia entre estas definiciones y la Definicién 1.1.1 se puede encontrar
en [32].

Aligual que antes, las trenzas pueden ser visualizadas como lazos, con la diferencia
de que ahora, dado un lazo 5 : [0,1] — N, (1) puede tener como representante
una permutacion de las coordenadas de 5(0). De nuevo, dos trenzas son consideradas
iguales si son homotépicamente equivalentes. Al representar el movimiento en Cx [0, 1]
nos quedaria un dibujo similar al de la Figura 1.1 a la derecha.

En ambos grupos de trenzas, el producto se corresponde con la concatenacion
de lazos, que a su vez consiste en realizar un movimiento después de otro, o en la
representacion tridimensional, con apilar trenzas (reescalando verticalmente) como en
la Figura 1.5.

1.3. Mapping Class Groups

Otra interpretacion conocida de las trenzas consiste en considerarlas como auto-
morfismos del disco punteado, salvo deformacién. Para ello necesitamos definir una
topologia adecuada para un espacio de automorfismos, que serd la siguiente:

Definicién 1.3.1. Sean X e Y espacios topoldgicos y C'(X,Y) el conjunto de funcio-
nes continuas de X en Y. La topologia compacta-abierta en C(X,Y) es aquella que
tiene como subbase los conjuntos de la forma

B(K,U) ={f| f(K) C U},

donde K C X es compacto y U C Y es abierto. Es decir, los abiertos de la topologia
compacta-abierta son uniones arbitrarias de intersecciones finitas de subconjuntos de
la forma anterior.
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Sea pues D, el disco cerrado menos n puntos:
D, =D?*\{P,,...,P.}.

Sea Homeo™'(D,,) el conjunto de homeomorfismos de D, en si mismo que preser-
van la orientacién y fijan los puntos del borde. Este conjunto admite la topologia
compacta-abierta. Por tanto, tenemos una nocion natural de deformacion continua
de un automorfismo de D, fijando el borde y los agujeros. Esta nocién se formaliza
mediante la siguiente definicion.

Definicién 1.3.2. Una isotopia entre dos espacios topoldgicos X e Y es una familia
continua de homeomorfismos h; : X — Y con 0 < ¢ < 1. Dos homeomorfismos
f,g: X — Y son isotopicos si existe una isotopia hy : X — Y con hg = fy hy = g.

Consideraremos que dos automorfismos son iguales si pueden ser transformados
el uno en el otro mediante una isotopia de ID,, en si mismo que fije el borde punto a
punto. En otras palabras:

Definicién 1.3.3. Si denotamos Homeog (D,) a la componente conexa de Idp, en

Homeo™(D,,), definimos entonces el mapping class group (grupo de clases de aplica-
ciones) de D,, como:

M(D,,) = Homeo™ (D,,)/Homeo (Dy,).
Con esta definicién se tiene [24]:
M(D,) = B,.

Se sabe que un automorfismo del disco cerrado D? que fije la frontera puede ser defor-
mado mediante isotopia a la identidad (se prueba mediante el conocido como truco de
Alezander [1]). Por tanto, dado un elemento de M(ID,,), se puede tomar un homeo-
morfismo de D,, que lo represente y extenderlo de forma tinica a un homeomorfismo
f de D?. A continuacién, se toma una isotopia entre Idp2 y f, v se sigue el camino
de los puntos P, ..., P, durante la deformacién. Esto nos da un lazo en (N, (D,)),
que se corresponde con una trenza.

12



1.4. Presentacion del grupo de trenzas

Una de las caracteristicas mejor conocidas de los grupos de trenzas es su pre-
sentacién finita descubierta por Artin en [3]. Ya hemos mencionado los generadores
01,...,0,_1 € B, en la Definiciéon 1.1.3. La presentacion completa seria la siguiente:

0;0; = 0505, |Z—]|>1 (1 1)
O'iO_jO_i:O'jO'iO'j, |Z—]|:1 ’ ’

Bn:< O1;-++,0n-1

La prueba de la completitud de esta presentacién puede encontrarse en [24].

Vamos a dar también la presentacién del grupo de trenzas puras, en concreto la
dada por J. S. Birman en [7] (ver también [19]), pues nos serd més ttil para probar
ciertos resultados. La presentacion original dada por Artin se puede encontrar en [3].
Asi pues, definimos los generadores de Birman

2 -1 -1 S
Aij:O-jfl"'o-iJrlO-iO-i—Q—l"'o-j—l (1§Z<]§n) (12)
y las relaciones

A;lemAij:Ars si(i<j<r<s)obien (r+1<i<j<s),
A;lejsAij = A Aj A si (i < g < s),
A;leisAij = AZ-SA]-SA“A;;A;; si(i<j<s),
A;le,,SAij = AZ-SA]-SA;A;,lArsAjsAisA;SlA;sl si(i+l<r<j<s).
En la Figura 1.7 se puede observar qué trenza representa geométricamente el
generador A;;.

Figura 1.7: Interpretacion geométrica de la trenza A;;.

Nota 1.4.1. Cuando j =i+ 1, A;; = o2

(2



También nos seran ttiles a la hora de hacer calculos las siguientes relaciones
equivalentes a las anteriores, y que de nuevo se pueden encontrar en [19]:

AijArsAi_jl =Assi(i<j<r<s)obien (r+1<i<j<s),

Ay Aj At = ATA A A Ay si (i < j < s),

AijAis A = AT A A st (i< j < s),

A At = AV A A Ay A A AL A A st (f+ 1L < < j <s).

1.5. EIl problema de la palabra

El problema de la palabra fue descrito por primera vez por Max Dehn [11] en
1911 y desde entonces se ha convertido en uno de los problemas mas importantes
de la teoria algoritmica de grupos. Este problema consiste en: dado un grupo G' con
una presentacién finita (S|R) y dados dos elementos A y B de G expresados como
producto de los elementos de S y sus inversos, decidir si A = B como elementos del
grupo o, equivalentemente, si AB~! = e, donde e representa el elemento neutro.

El nombre de este problema proviene de que podemos considerar el alfabeto > =
SU ST, donde S~! representa el conjunto formado por los inversos de los elementos
de S, y ver G como un lenguaje sobre ¥, en el que dos palabras A y B representaran
el mismo elemento si y solo si se puede transformar A en B mediante un ntimero
finito de pasos usando las reglas de reescritura proporcionadas por las relaciones de
R junto con la cancelacion de inversos.

El problema de la palabra es un problema de decision. Los problemas de decision
consisten en determinar si un objeto O cumple una propiedad P. En este caso, decidi-
mos si dos elementos de un grupo son el mismo. Dentro de los problemas de decisién
podemos encontrar los problemas de conocimiento y los problemas de busqueda. Los
problemas de conocimiento requieren una prueba de que el objeto O cumple la pro-
piedad P, pero no se requiere ninguna construccion explicita. Un ejemplo ilustrativo
seria decidir si una matriz es invertible. La solucion al problema de conocimiento no
requeriria construir la matriz inversa, sino que bastaria con calcular el determinante
o reducir la matriz a la identidad. Los problemas de biisqueda requieren una cons-
truccion mas explicita. En el caso del problema de la palabra, no solo consistiria en
decidir si un elemento A de un grupo G' = (S|R) es trivial o no, si no que, en caso
de que la respuesta sea afirmativa, se pide encontrar las transformaciones mediante
relaciones de S que convierten A en el elemento neutro. Mas informaciéon y ejemplos
sobre los problemas de decisién en teoria de grupos se pueden encontrar en [30].

14



Por lo general, hay tres técnicas principales para resolver el problema de la palabra:

= Representaciones fieles en otros grupos: una representaciéon fiel es un homomor-
fismo de grupos inyectivo. Si tenemos una representacion fiel dada de forma
explicita podemos trasladar el problema del grupo original a un grupo en el
que ya sepamos resolverlo. Un ejemplo paradigméatico son las representaciones
lineales, en las que el grupo de llegada es un grupo de matrices.

» Calculo de una forma normal: se trata de encontrar una forma unica de escribir
todos los elementos del grupo, con lo que dos elementos sean el mismo si y solo
si sus formas normales coinciden.

= Cdlculo de un invariante: calcular, a partir de una palabra, un invariante que
tiene un valor determinado si y solo si la palabra representa el elemento trivial.
Un ejemplo de este tipo de invariantes son las coordenadas de Dynnikov [13],
que son un invariante especifico de las trenzas.

En este trabajo veremos dos ejemplos de la primera técnica y otros dos de la se-
gunda. La primera de ellas aparece en los capitulos 2 y 5, mientras que la segunda
corresponde a los capitulo 3 y 4. En el capitulo 2 la representaciéon de B,, se hara so-
bre los automorfismos del grupo libre de rango n, donde el problema de la palabra se
resuelve simplemente calculando la forma reducida de las imagenes de los automor-
fismos. En el capitulo 5 se construyen varias representaciones lineales, que permiten
resolver el problema de la palabra haciendo productos de matrices con coeficientes en
unos ciertos anillos de polinomios. La forma normal del capitulo 3 se construira usando
los generadores de Birman (ecuacién 1.2) y las propiedades del producto semidirecto
(ver seccién 1.6.1). Finalmente, en el capitulo 4 se describe una forma normal basada
en un cierto orden parcial del que se puede dotar a los grupos de trenzas.

También existen algoritmos para resolver parcialmente el problema de la palabra,
es decir, podemos encontrar ciertos invariantes de las palabras que representan el
elemento neutro, de modo que si una palabra no los verifica sabemos que no es trivial
en el grupo, aunque no podamos asegurar que si lo sea en caso de que verifique las
propiedades. Algunos de estos invariantes para los grupos de trenzas son:

= Suma de los exponentes: en cualquier grupo con relaciones homogéneas, para
que un elemento represente el neutro, la suma de los exponentes de los gene-
radores que lo representan debe ser cero. Esto se puede considerar como una
representacion no fiel (homomorfismo no inyectivo) ¢ : G — Z. En general, una
representacion no fiel nos dard una solucion parcial al problema de la palabra.

» Permutacion inducida: la trenza trivial es una trenza pura, por lo que la permu-
tacion inducida por cualquier palabra que represente la trenza trivial debe ser la
identidad. En este caso también tenemos una representacién no fiel  : B, — ..
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Maés invariantes de las trenzas se pueden encontrar en [4].

1.6. Definiciones y resultados adicionales

En esta seccién veremos definiciones y resultados mas generales que seran utiliza-
dos a lo largo del trabajo.

1.6.1. Producto semidirecto

Definicién 1.6.1. Si un grupo G actiia (por la izquierda) sobre un grupo F' mediante
automorfismos de grupos

p:G— Aut(F),

el producto semidirecto F' x G es el grupo cuyo conjunto subyacente es el producto
cartesiano F' x G y cuyo producto esta definido como

(0, h)(7v,9) = (6pn(v), hg)

para 6,7 € F'y h,g € G. Andlogamente se puede definir F' x GG utilizando una accién
por la derecha.

En la definicion hemos establecido que era un grupo, pero para ello tenemos que
cerciorarnos de que se verifican los axiomas de grupo.

Proposicion 1.6.2. El producto semidirecto F' x G definido anteriormente es un
grupo.

Demostracion. La asociatividad y la existencia de elemento neutro se tiene inme-
diatamente de la definicién de accién de grupo y de que G actia sobre F' mediante
automorfismos. De hecho, el elemento neutro es e = (ep, eg), donde ep es el neutro de
F'y e el neutro de GG. Vamos a probar entonces la existencia de elemento inverso. Da-

do (6,h) € FxG buscamos (v, ¢g) € F'xG tal que (§,h)(v,9) = (er,eq) = (7,9)(0, h).
Claramente se observa que g = h~!. Por otro lado, tenemos

opn(v) = er,  Ypu-1(9) = ep.
Despejando v obtenemos
Y=Y, v = (8) 7

Ambas expresiones son la misma puesto que G actiia mediante automorfismos. Por
tanto, el inverso de (8, h) es (pp-1(671), h71). [
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Obsérvese que en el caso de que p,, = Idp para todo h € G se tiene el producto
directo. Otro caso particularmente interesante por la frecuencia con la que aparece se
da cuando G actia por conjugacién, en cuyo caso el producto seria

(0,h) (7, 9) = (6hyh™", hy).

Por la forma en el que esta definido el producto semidirecto, conseguimos conservar
F y de G con cierta estructura dentro de F' x GG, es més

Proposicién 1.6.3. F' se puede ver como subgrupo normal de F' x G mediante la
aplicacién 6 +— (J,eq), mientras que G se puede ver como subgrupo mediante la
aplicacién h +— (ep,h). Ademads, visto de esta forma, todo elemento de F' x G se
escribe de forma tinica como producto de un elemento de F' y un elemento de G.

Demostracion. En ambos casos es elemental probar que se tratan de morfismos
inyectivos. Asi que vamos a probar que la imagen de F' mediante la aplicacion
d — (4, eq) es un subgrupo normal de F' x G. Para ello vamos a ver que F X {eg} es
el ntcleo de un cierto homomorfismo de grupos ¢ : F' x G — G. Este homomorfismo
vendra definido como (0, h) = h, el cual es facil ver que efectivamente es homomor-
fismo de grupos. Claramente ker ¢ = {(d,h) | h = e¢} = F X {eg}, como queriamos
demostrar.

Para la segunda parte, supongamos que tenemos h1g; = hogs € F' X G con hy, hy €
Fx{eg 2 Fygi,920 € {er} x G = G. Entonces consideramos la proyeccién
p: FxG— G, de modo que g1 = p(h1g1) = p(hag2) = go. Ahora basta multiplicar a
derecha por g; ' para obtener hy = h,. [ |

Vamos a definir ahora una construccion que nos permitird obtener productos se-
midirectos a partir de sucesiones exactas.

Definicién 1.6.4. Dados tres grupos F', G y H, se dice que H es una eztension de
F por G si existe una sucesion exacta corta

1= F—-H-—=-—1.

En el caso de que G sea un grupo finito, diremos que la extension es finita.

Proposiciéon 1.6.5. Si existe una la sucesién exacta escindible
l1—-F—H—G—1,

entonces H = F' x G. El reciproco también es cierto.
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Demostracién. Supongamos que tenemos una seccion s : G — H. Como la imagen
de F' es isomorfa a F', podemos identificar ambos grupos. Definamos pues p : G —
Aut(F) como g — Cyg)|p, donde Cy, denota la conjugacién por s(g) en H. Al
restringirlo a F', esto nos da un automorfismo bien definido al ser F’' normal en H al
ser el nicleo de la aplicacion H — G. Asi que hemos definido una acciéon mediante
automorfismos que da lugar a un producto semidirecto isomorfo a F' x G.

El reciproco nos lo da la Proposicién 1.6.3, en la cual definimos la secciéon h +—
(er, h) y probamos que la imagen de F' era normal en el producto semidirecto. [

1.6.2. Monoides

Definicién 1.6.6. Un monoide es un par (S, *), donde S es un conjunto y * : Sx.S —
S es una operacién binaria satisfaciendo:

» Asociatividad, es decir, para cualesquiera a,b,c € S, (axb) *xc=ax* (bxc).

= Existencia de elemento neutro, es decir, existe e € S tal que para todo a € S,
exa=axe=a.

Habitualmente el simbolo de la operacién serd omitido y nos referiremos a S como
monoide, entendiéndose que en realidad es el par anterior.

De forma andloga a como se hace para grupos, podemos considerar los generadores
de un monoide y una presentacion de un monoide mediante generadores y relaciones.
También se definen de forma andloga los morfismos entre monoides.

Definicién 1.6.7. Dado un monoide S con presentaciéon (M | R), su grupo de frac-
ciones G(S) es el grupo generado por la misma presentacion.

Existe una aplicacién natural de un monoide en su grupo de fracciones. Sin embar-
go, esta aplicacion no siempre es inyectiva, pues la existencia de inverso en el grupo
puede hacer que dos elementos distintos del monoide representen el mismo elemento
del grupo de fracciones. Por ejemplo, si consideramos la presentacién (a, b, ¢ | ab = cb),
los elementos a y ¢ son distintos en el monoide; sin embargo, en el grupo son el mismo,
pues multiplicando a la derecha por b=! en la relacién obtenemos a = ¢. De aqui que
consideremos la siguiende definicion.

Definicién 1.6.8. Decimos que un monoide S se inyecta en su grupo de fracciones
G(S), si el morfismo de monoides ¢ : S — G(S) dado por ¢(a) = a es inyectivo.
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Definicién 1.6.9. Decimos que un monoide S satisface las condiciones de Ore [27]
si se cumple:

= S es cancelativo, es decir, xay = xby implica a = b para todo z,y,a,b € S.

» Para todo a,b € S existen a/,0’ € S tales que aa’ = bb' (existe un multiplo
comun).

Proposicién 1.6.10. Si un monoide satisface las condiciones de Ore, entonces se
inyecta en su grupo de fracciones [9, Teorema 1.23].

1.6.3. Espacios recubridores

Definicién 1.6.11. Sea X un espacio topoldgico. Un espacio recubridor de X es un
espacio topoldgico X junto con una aplicacién continua sobreyectiva p : X — X,
llamada aplicacion recubridora, tal que para todo z € X existe un entorno U de x
de modo que p~*(U) es unién disjunta de abiertos de X homeomorfos a U, llamados
hojas. El espacio p~!(z) se llama fibra de .

Ejemplo 1.6.12. El ejemplo més habitual de espacio recubridor se da para S* usando
como espacio recubridor R con la aplicacién p : R — St dada por p(t) = e*™.

Definicién 1.6.13. Un isomorfismo de espacios recubridores p; : )?1 — X yps:
Xg — X es un homeomorfismo f : X; — X, tal que p; = pof.

Definicién 1.6.14. Para un espacio recubridor p : X=X , los isomorfismos X — X
se denominan transformaciones recubridoras (deck transformations).

Claramente, la inversa de un isomorfismo de espacios recubridores es isomorfismo
y la composicién de isomorfismos es isomorfismo. Por tanto, el conjunto de transfor-
maciones recubridoras forma un grupo con elemento neutro la identidad denotado
G(X).

Ejemplo 1.6.15. En el espacio recubridor el ejemplo 1.6.12, las transformaciones
recubridoras son las aplicaciones de la forma f(t) =t + n para cada n € Z, por lo
que G(X) = Z. En particular, Z actia sobre el espacio recubridor mediante cada f.

Definicién 1.6.16. Dado un espacio topolégico X y un grupo G, se dice que un
espacio recubridor X se corresponde con G si m(X) = G.

Ejemplo 1.6.17. Podemos dar un espacio recubridor de S que se corresponda, por
ejemplo, al grupo libre de dos elementos {(a, b). Para ello, fijado un punto base z € S*,
basta tomar como espacio recubridor S!V S! con punto base en el vértice, que deno-
taremos y. Etiquetamos cada una de las circunferencias como a y b respectivamente.
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La aplicacién p : STV St — S! enviando y +— z e identificando a con b es claramente
sobreyectiva y continua. Por tanto p es una aplicacion recubridora. Ademas, es bien
sabido que 7;(S* v S1) = (a, b).

A continuacion vamos a ver una serie de definiciones y resultados cuyas pruebas
aparecen en [20], en la seccién Covering Spaces, que usaremos més adelante.

Definicién 1.6.18. Un espacio topoldgico X se dice que es semilocalmente simple-
mente conexo si todo punto x € X tiene un entorno U tal que cualquier lazo de U
basado en x es contractil en X.

Noétese que esta condicién no implica que U sea simplemente conexo, pues la
contraccion del lazo no se tiene por qué realizar enteramente dentro de U. Ejemplo de
espacio topolégico no semilocalmente simplemente conexo es el pendiente hawaiiano!.

Proposiciéon 1.6.19. Dado un espacio recubridor p : X > X, una homotopia f; :
Y — X y una aplicacién continua fo : ¥ — X levantando a fy, se tiene que existe
una unica homotopia f; : Y — X de fy que levanta a f;.

En adelante, dado un punto base x € X, supondremos fijado un punto base = € X
con ¥ € p~(z).

Proposicién 1.6.20. La aplicacion p, : m ()~() — m1(X) inducida por p : X = X es
inyectiva. El subgrupo imagen p.(m (X)) consiste en las clases de homotopia de los
lazos de X basados en x cuyos levantamientos a X son lazos basados en .

Proposicion 1.6.21. Sea X conexo por caminos, localmente conexo por caminos y
semilocalmente simplemente conexo. Entonces, para todo subgrupo H C (X)), exis-
te un espacio recubridor p : X — X tal que p,(m(X)) = H si se elige adecuadamente
el punto base .

Con esta tltima proposicién, podemos asociar a cada subgrupo de m1(X) un es-
pacio recubridor X que se corresponda con ese subgrupo.

'https://en.wikipedia.org/wiki/Hawvaiian_earring
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Capitulo 2

Automorfismos del grupo libre

Vamos a empezar este capitulo dando otra interpretacion de los grupos de trenzas.
Aunque originalmente Artin visualizé las trenzas como una coleccién de cuerdas,
existe una representacion natural como automorfismos del grupo libre F,, de rango n.
Definiremos esta representacion por medio de mapping classes.

2.1. Representacion del grupo de trenzas como au-
tomorfismos del grupo libre

D?L

Figura 2.1: Los lazos z1, ..., x, son generadores de m(D,,).

Observamos que el grupo fundamental del disco agujereado n veces, denotado
D,,, es precisamente el grupo libre de rango n, es decir, m (D) = F),. Si fijamos un
punto base, digamos, en el borde del disco, podemos tomar como generadores los lazos
x1,...,x, descritos en la Figura 2.1. Ahora, una trenza [ € B,, puede ser vista como
un automorfismo de D,, que es la identidad en el borde 9(D,,) salvo isotopia (que
también fija los puntos de 9(D,,)), asi que § induce una accién bien definida sobre
m(D,) = F,, donde un lazo v € m;(ID,,) es enviado a (7). Esta accién es claramente
un homomorfismo de grupos (respeta la concatenacién), el cual es biyectivo pues 37
da lugar a la accién inversa. Entonces, § induce un automorfismo de F),, y esto nos
da la representaciéon

p B, — Aut(F},)

B = ps
El automorfismo ps puede ser descrito facilmente cuando S = o;, identificando la
imagen de los generadores x1, ..., z, de F, (ver Figura 2.2), esto es:

Poi(Ti) = Tiv1,  Po,(Tiy1) = 17¢_+1155i$i+1, poi(xj) =2 (§ #4014+ 1).
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El automorfismo Po-t = p,! puede ser deducido facilmente a partir de p,,, lo que nos
da

o (1) = iy, o (X)) =@, py, (1) = x5 (JF# 4,0+ 1),
Para una trenza general 3, escrita como producto de oy, ..., 0,1 y sus inversas, el au-
tomorfismo pg es simplemente la composicién de los correspondientes automorfismos
inducidos por cada letra.

L3

IF IG
lq

. 1%
.G .r

Figura 2.2: Accién de o; sobre los generadores x; y ;i1.
Es facil ver que p estd bien definido algebraicamente, ya que po,p; = po;0; S
li— 31 > 1, ¥ pooio; = Poiose: 1|1 —j| =1
J J J

Teorema 2.1.1. La representaciéon anterior es fiel, es decir, dos trenzas estéan repre-
sentadas por el mismo automorfismo si y solo si son la misma.

La prueba de este resultado se puede encontrar en [7]. Lo significativo ahora es que
esta representacién nos permite resolver el problema de la palabra como explicaremos
a continuacion.
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2.2. Solucién al problema de la palabra

El hecho de que las trenzas puedan ser vistas fielmente como automorfismos del
grupo libre F), da lugar inmediatamente a una soluciéon al problema de la palabra
en B,. Dadas dos trenzas 3; y (32, expresadas como palabras en oy,...,0,_1 y sus
inversas, se pueden calcular sus correspondientes automorfismos pg, y pg,. Entonces
p1 = [2 siy solo si pg, = pg,, lo cual ocurre si y solo si pg, (z;) = pg,(x;) € F,
para ¢ = 1,...,n. Como el problema de la palabra en F), tiene solucién conocida
(basta calcular las palabras reducidas asociadas a pg, (z;) ¥ pg,(2;)), esto resuelve el
problema de la palabra en B,,.

Merece la pena remarcar que este algoritmo no es en absoluto eficiente (de hecho
tiene complejidad exponencial) y existen otros que lo son mucho més, pero esta es
historicamente la primera solucién conocida para el problema de la palabra en B,
descubierta por Artin y publicada en [2].

Veamos un ejemplo de como se aplica este método.

Ejemplo 2.2.1. Dado n > 3, sean f3; = aia;rllai y By = aiﬂa;laiﬂ para algun
1 <i < n—2. Nos preguntamos si estas palabras representan la misma trenza. Seran
la misma si y solo si pg, (z;) = pg,(x;) para todo 1 < j < n — 1, por lo que para
probar que son distintas basta encontrar un generador del grupo libre para el que sus
imédgenes no coincidan. Sea pues x;. Tenemos por un lado

08, (T1) = Do P Poi(T0) = PoiPrs, (Tig1) = po, (TipaTiax ) =

—1 -1, .—1
L Uil 1 42T 1L T4

y por otro

PB2 (:UZ) = p0i+1p;i1p0i+1 ('772) - PUZ'HP;: (ml) = Poii1 (wi+l) = Tj42-

~1 -1 -1
Claramente ;o # T; | TiTip1 T2, T; Tipy en Iy, por lo que By # Ba.
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Capitulo 3

Peinado de trenzas

En este capitulo veremos un algoritmo para resolver el problema de la palabra
basado en la posibilidad de expresar las trenzas puras como elementos de un producto
semidirecto de grupos libres. El algoritmo requerira una técnica denominada peinado
de trenzas para que el orden de los factores sea el adecuado.

3.1. Swucesiones exactas

Hay dos sucesiones exactas relacionadas con los grupos de trenzas bien conocidas.
La primera es bastante simple: a cada trenza de B, se le puede asociar la permutacién
que induce en sus cuerdas, esto es, un elemento del grupo simétrico 3,,. Esto da lugar
a un homomorfismo de grupos bien definido n : B,, — ¥,,. Nétese que n(o;) = (i i+1)
para cada ¢ = 1,...,n — 1. El nicleo de 7 es el subgrupo de B, formado por las
trenzas que inducen la permutacion trivial, esto es, el grupo de trenzas puras PB,,.
Por tanto, tenemos una sucesién exacta:

11— PB,— B, 5%, 1. (3.1)

Hay también una aplicacién que relaciona las trenzas puras de distintos indices.
Concretamente, dada una trenza pura 8 € PB,, .1, se puede eliminar, por ejemplo, la
ultima cuerda para obtener una trenza pura p(f) € PB,. Esto da lugar a un homo-
morfismo de grupos bien definido p : PB,, .1 — PB,, que es claramente sobreyectivo.
El nicleo de esta aplicacion consiste en las trenzas puras de PB,,, cuyas n prime-
ras cuerdas forman la trenza trivial. Salvo isotopia, podemos considerar que estas n
primeras cuerdas estan en posiciéon vertical. Si miramos este tipo de elementos como
lazos en el espacio de configuracién M, 1, se corresponden al movimiento del (n+ 1)-
ésimo punto mientras el resto de puntos permanecen quietos. Esto es por supuesto
equivalente al movimiento de un punto en el plano complejo agujereado n veces C,,.
En otras palabras, ker(p) = m1(C,,) = F,,, por lo que tenemos la sucesién exacta:

1— F, = PB,1 > PB, - 1. (3.2)

En esta sucesiéon exacta, si F}, estd generado por zy, ..., x,, vamos a ver que podemos
definir ¢ : F,, = PB4

L(‘rl) = Ai,n+1,
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donde A;, 1 son generadores de Birman (1.2). La aplicacién estd bien definida, es
decir, la trenza resultante es pura por definicién de los A, ,11. Para que sea la apli-
cacion correcta y la sucesion sea exacta, ¢ debe ser inyectiva, que es lo siguiente que
vamos a probar.

Proposicién 3.1.1. La aplicacién ¢ anteriormente definida es inyectiva.

Demostracion. La idea de esta demostracion sera interpretar la sucesion exacta 3.2
en términos de otra que sabemos que es exacta y comprobar que ¢ es la aplicacion
correspondiente con esa otra interpretacion.

Para n > 1 consideramos la aplicacion

p: My — M, (3.3)
(Z1y ooy Zna1) = (21,45 2n)-
Nétese que que cada fibra p~*((z1, . .., 2,)) es homeomorfa a C\{zy,...,2,} = C,.

Como este espacio retrae con deformacién sobre S*V ---V St su grupo fundamental
es F,. De la sucesion exacta larga de grupos de homotopia asociada a p de este fibrado
[20] obtenemos:

WQ(CH) — 7T2(Mn+1) — 7T2(Mn) — 7T1((Cn> — 7T1(Mn+1) — 7T1<Mn> — 1.

Se sabe que m(C,,) = 1 [20]. Por otra parte, mo(M;) = m(C) = 1. En la sucesién
exacta anterior, esto implica que m3(Ms) = 1. Inductivamente se prueba que mo(M,,) =
1 para todo n. Esto da lugar a la sucesion exacta

1— 7T1((Cn) — 7T1(Mn+1) — 7T1(Mn) — 1,

que por definicién es equivalente a 3.2.

Si denotamos j : m(C,) — m(Mp41) a la aplicacion natural de la anterior
sucesion exacta, basta ver que j coincide con ¢ para probar el resultado. Fijemos un
punto base z en C,, (véase la Figura 3.1).

Como se puede comprobar, un lazo basado en x en torno al agujero i-ésimo,
que se corresponde con el generador z; de F),, se transforma de modo natural en el
movimiento del punto n + 1 tal como se describe en la figura. Este movimiento es el
que se corresponde con la trenza A, ,, 11, por lo que esta transformacion es justamente
la aplicacion ¢. [ |

25



Figura 3.1: Inclusién de F), en PB, ;.

3.2. Trenzas puras como producto semidirecto de
grupos libres

Un hecho importante sobre la sucesion exacta 3.2 es que escinde. Para verlo,
consideremos la aplicacion s : M,, — M, 1 entre los espacios de configuracién dada
por s((z1,...,2n)) = (21, -, 2Zn, |21| + -+ + |2| + 1). Esta aplicacién es una seccién
para el fibrado 3.3. Esto es facil de ver, pues al anadirse un punto con médulo |z;| +
-+« +z,| + 1, dicho punto nunca coincidira con los anteriores. Por tanto, s da lugar a
una seccion que denotaremos de igual modo s : PB,, — PB,, .1, por lo que la sucesion
exacta escinde. La forma de interpretar esta seccién es la siguiente:

Para cada n fijo, podemos considerar, salvo homeomorfismo, las trenzas de PB,,
como colecciones de cuerdas en D? x [0,1], donde D? C C es el disco unidad, y las
trenzas de PB, 1 como colecciones de cuerdas en C x [0, 1], donde las primeras n
cuerdas estdn en D? x [0,1] y la tltima cuerda estd en el exterior de dicho espacio.
Entonces, s afiade una sola cuerda vertical (salvo isotopia) basada en un punto z,,1 €
C \ D?%. Esto es claramente un homomorfismo de grupos que es una seccién para p.
Por tanto, tenemos la sucesién exacta con seccion

. P
1 > F, > PBy1 ; PB, —— 1.

Por exactitud, ¢(F},) = ker(p), por lo que ¢(F,,) es normal en PB, , asi que por
la Proposicion 1.6.5, tenemos que PB, 1 = F, x PB,. Reiterando este proceso y
teniendo en cuenta que PB, = I, llegamos a que

PB’!L-FlanN(Fn—lN"'N(F3>4(F2>QF1))"')).
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De igual modo, podriamos empezar con PB, ., = PB, X F,, lo que nos daria
PBnJrl = ((((Fl X FQ) X Fg) X X Fn71> X Fn-

Por tanto, cada trenza de PB, 1 se expresa de forma tinica (Proposicién 1.6.3) como
producto de elementos de los grupos libres desde Fi hasta F},, donde los generadores
pueden ser vistos como los generadores de Birman de las trenzas puras. Esto nos
permitira resolver el problema de la palabra en los grupos de trenzas puras mediante
un proceso denominado peinado de trenzas, consistente en expresar una trenza pura
como un elemento del producto semidirecto anterior. El nombre es debido a que,
geométricamente, la trenza original se convierte en una trenza en que en cada nivel
solo se mueve una cuerda (en el nivel j se mueve la cuerda j mediante los generadores
A;j con i < j de F;_4, ver Figura 3.2).

)
& 1 |

e :
T
c.___c: '

8\

Figura 3.2: Trenza peinada.

'r__/

3.3. Solucién al problema de la palabra

Supongamos que tenemos que decidir si una palabra 8 € B, representa el elemen-
to neutro. En primer lugar, mediante el homomorfismo 1 de la sucesién exacta 3.1
comprobamos si la permutacion que induce [ es la identidad. En caso de no serlo,
sabemos que /3 no es trivial. Sin(f8) = Id € %, entonces [ es pura por definicién, por
lo que trataremos de expresarla como elemento del producto semidirecto de grupos
libres, ya que serd trivial si y solo si cada uno de los factores lo es. Sin embargo, para
conseguir esta expresion tenemos que escribir 5 como producto de los generadores de
Birman, puesto que estos son los que representan cada grupo libre.
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Para ello, hagamos la siguiente consideracién: dada una permutacion 7 € ¥, po-
demos encontrar una trenza que induzca esta permutacién. Ademaés podemos hacerlo
de forma inyectiva, pues para permutaciones distintas daremos trenzas distintas. Esto
da lugar a una seccidn conjuntista (no es homomorfismo de grupos) en la sucesién
exacta 3.1 ¢ : X, — B,. Estas trenzas pueden ser elegidas de modo que todos los
cruces sean positivos y cada par de cuerdas solo se cruce como maximo una vez.
Para ello, expresamos la permutacién como producto de trasposiciones (i 7 + 1) con
1 <i < n—1delaforma més corta posible y sustituimos cada (i ¢ + 1) por ;. A
estas trenzas las llamaremos trenzas simples o trenzas de permutacion. Las trenzas
simples tendrén la forma oy, - - - 0y, , de modo que o;; # 0;,,, en cualquier palabra que
represente a la trenza.

Vamos a explicar en qué consiste entonces el algoritmo para resolver el problema
de la palabra. Supongamos que tenemos una trenza pura § = Jiilloil - -ail. Vamos
a multiplicar a izquierda y derecha cada generador por unas ciertas trenzas de per-
mutacién y sus inversas, de modo que nos quede un producto de trenzas puras que,
por la forma que tendra, serd mas sencillo de expresar en funcion de los generadores
de Birman.

Sea s; = 17((7?11 e 01?'51) = n(p;) para todo j = 0,..., k. Obsérvese que sy = 55, =
Id. Ahora podemos escribir

B = (p(s0)ai; @(s1) ) (ps1)o3, (s2) ™) - (0(s0-1) 0, 0(58))

Cada paréntesis es una trenza pura pues
+1 -1 +1y —1 +1 ~1
n(p(sj—1)os e(s;) ") = sjanloy s = n(Bi—1)n(oy n(B; ) = n(1) = 1d.

Obsérvese que muchos términos se cancelaran y otros quedardn con una cierta
simetria que facilitara expresarlos como producto de los generadores de Birman. En
cualquier caso, como hay n! trenzas de permutacién y 2(n — 1) generadores contando
las potencias negativas, hay a lo sumo n!2(n — 1) factores distintos para expresarlos
como producto de los generadores de Birman. Al ser una cantidad finita, siempre
es factible hacer una lista para transformarlos automaticamente. Para una forma
sistemética de realizar esta transformacién consultar [18]. Una vez que tengamos una

palabra de la forma

+1 g+l

11,01 iryJr?
basta usar los dos conjuntos de relaciones del grupo de trenzas puras definidas en el
primer capitulo para reordenarlos de modo que queden de la forma

wn...w2

donde cada w; es una palabra en los generadores A;;. Equivalentemente podemos
reordenarlas para que queden en orden contrario. Una vez expresada asi, ya basta
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comprobar si alguno de los factores no es trivial, que como cada uno esté en un grupo
libre sabemos que se puede resolver.

Ejemplo 3.3.1. Sea 8 = 010, '0, 05 05 01 € By. Vamos a decidir si 3 es trivial.

En primer lugar calculamos su permutacién inducida, (12)(23)(23)(34)(34)(12) = Id,
por lo que la trenza es pura. Asi que vamos utilizar las trenzas simples para expresarla
como producto de los generadores de Birman.

(lovoy ) (ow03 oy oy ) (010905 oy (o105 oy oy ') (010305 07 ) (01011) =
(0105 0y oy ) (0107 Tostog ) Arp =

—1_—1_—1y 41
(0105 0y 07 )Azy Ara.

Nos quedan entonces un factor que expresar como producto de los generadores de
Birman. Tenemos que

0102_102_101_1 :02_102010202_105102_101_1 = (02_1)01020102_102_102_101_1

:( 1 _—1

Yooyo105 oy oy ooy (o) = (05 1) oroe0i05 oy tor !
= (03 )o1020105 01 "oy (07 o1

1 1

= (03 )(01 01 02) = (03°) (0207 205 1) (03)

= A531Af31A23
Este hecho se puede observar geométricamente en la Figura 3.3.

Por tanto, = A23 AL A23A34 Ais. Todavia no la tenemos de la forma buscada
pues el orden no es el correcto. Por tanto, usamos las relaciones del grupo de trenzas
puras para expresarla en el orden correcto. De todos modos, en este caso ya sabe-
mos que no serd trivial porque aparece A9, generador de F}, pero continuaremos el
algoritmo por mostrar un ejemplo completo.

En este caso moveremos Ay hacia la izquierda con los siguientes pasos.

AL AL A23A LA, =
Ay AT Ao Ap A3 =
A23A A12(A15A23A13) 34 -
A23A12(A13A23A A A A13A23A13) =
App(A13Agd ATl A3 Ags AT AL AS A13A23A13)A34 =
A A As

Tal como adelantabamos, claramente no es trivial.
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1 1

-1_—1 —1_—1_—1 —1 -1
010, 04 01 0, 0] 01 03 Asy Al Ao
Figura 3.3: En el primer paso tiramos hacia la izquierda de la tercera cuerda, arras-

trando con ella la primera, y en el segundo la vamos doblando.

En el ejemplo anterior hemos podido hacer varias cancelaciones en el dltimo paso,
sin embargo, en general la palabra se va haciendo exponencialmente més larga durante
el proceso, convirtiendo este algoritmo en altamente ineficiente, hasta el punto de que
el propio Artin comentara [3]:

“Although it has been proved that every braid can be deformed into a similar normal
form, the writer is convinced that any attempt to carry this out on a living person
would only lead to violent protests and discrimination against mathematics. He would
therefore discourage such an experiment”™.

Sin embargo, versiones mejoradas hasta tiempo polinomial pueden ser encontradas
en [19].

L“Aunque ha sido probado que toda trenza puede ser deformada en una forma normal similar,
el escritor estd convencido de que cualquier intento de llevar esto a cabo por una persona viva solo
llevaria a violentas protestas y discriminacion hacia las matemdticas. Por tanto, desaconsejaria tal
experimento”.
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Capitulo 4

Formas normales

El objetivo de este capitulo sera proporcionar una forma normal para las trenzas,
es decir, una forma “estandar” de escribirlas, de modo que para ver si dos palabras
representan la misma trenza sea suficiente calcular sus formas normales y comprobar si
son iguales. Para llegar hasta esa forma normal estudiaremos la estructura de Garside
del grupo de trenzas. Los resultados referentes a Word processing in groups [15] se
pueden encontrar en el capitulo 9 de dicho libro.

4.1. Estructura de Garside

Obsérvese que la presentacién 1.1 solo involucra potencias positivas de los gene-
radores. Por tanto, se puede considerar el monoide B, determinado por esa misma
presentacion. Los elementos de B, son palabras en oy, ..., 0,1 (pero no sus inversos),
y dos palabras son equivalentes si y solo si una puede obtenerse de la otra reempla-
zando reiteradamente subpalabras de la forma o;0; con |i — j| > 1 (respectivamente,
o,050; con |i — j| = 1) por g;0; (respectivamente, 0,0;0;).

Definicién 4.1.1. El monoide B;" se denomina monoide de las trenzas positivas y
sus palabras son llamadas trenzas positivas.

En el monoide B; hay un orden parcial natural.

Definicion 4.1.2. Definimos en B;' el orden parcial < tal que dadas a,b € B, a < b
si ac = b para alguna ¢ € B;". Decimos en ese caso que a es un prefijo de b. Escribimos
a < b si ¢ no es trivial. Si ademas a # 1, decimos que a es un prefijo propio de b.

Antes de continuar debemos probar que la relacion que hemos definido es real-
mente un orden parcial.

Lema 4.1.3. La relacion < es una relacién de orden.

Demostracién. Dada = € B, se tiene que x < x -1 = z, por lo que se cumple la
propiedad reflexiva. Si x,y € B con < y e y < z, entonces tenemos que y = xa
y & = yb para algunos a,b € B, asi que y = yba. Como en el monoide de trenzas
positivas las relaciones son homogéneas, tenemos necesariamente que a = b = 1, por
lo que x = y, cumpliéndose la propiedad antisimétrica. Por tltimo, supongamos que
x K< y X z para ciertas z,y,z € BT. Entonces y = za y z = yb para a,b € B;.
Sustituyendo, z = zab, por lo que x X z, lo que prueba la propiedad transitiva. W
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Notese que < es invariante por multiplicacién a izquierda, esto es, a < b implica
xa < xb para todo a,b,x € B}

Dado tal orden parcial, uno podria preguntarse si existe un tinico maximo comun
divisor o minimo comuin miltiplo con respecto a <. Esto es, dadas a,b € B;', jexiste
un tnico d € B tal que d < a, d < by d < d para todo d’ prefijo comin de a y b?
.Y existe un unico m € B} tal que a < m, b < m y m < m’ para todo m’ que tenga
a ay abcomo prefijos? En tales casos, escribimos d =a Aby m = aV b. Notese que
también tendriamos xd = za A xb'y xm = xa V xb para todo x € B;.

Nota 4.1.4. Analogamente podriamos definir el orden parcial de sufijos, =, invariante
por multiplicacién a derecha. Nétese que este orden no es equivalente al de prefijos,
puesto que b > a no implica en general a < b ni reciprocamente. Por ejemplo, o1 <
0109, pero claramente o0y ¥ 07.

El punto clave en el trabajo de Garside fue demostrar mediante métodos elemen-
tales que 0; y 0, tienen minimo comin miltiplo en B;". En concreto:

Proposicién 4.1.5. ([17, Teorema 1.2]) El minimo comin multiplo de los generadores
o; y 0; viene dado por

oV o — 00 "l—j|>1,
‘ ! 0,040 ‘Z —j| =1.

Garside prueba al mismo tiempo que B es cancelativo, es decir, zay = zby
implica a = b para todo a,b,z,y € B;.

Como las relaciones de 1.1 son homogéneas, palabras equivalentes en B; tienen
la misma longitud, por lo que la longitud de una trenza positiva se define como la
longitud de cualquier palabra que la represente. Aunque Garside no lo menciona
explicitamente, un argumento inductivo en esta longitud utilizando la cancelatividad
permite probar a partir del resultado anterior que todo par de elementos tiene de B;"
tiene un tnico minimo comun multiplo y un tnico maximo comun divisor, tal como
se prueba en [12].

Garside después estudia el siguiente elemento especial.

Definicién 4.1.6. La trenza fundamental de n cuerdas es la trenza
An = 0’1(0'20‘1) ... (Un—l e 0’1)

Cuando n se sobreentiende, escribimos simplemente A.
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Proposicién 4.1.7. Se verifican:
1. A=0yV---Vo, 1 [l7, Lema 1].

2. 0;A=Ac, ;paratodoi=1,...,n—1[17, Lema 4].

Figura 4.1: La trenza fundamental Aj.

A partir de este resultado podemos deducir las siguientes propiedades sobre A.
Proposicién 4.1.8. Se cumplen:

1. 01,...,0,_1 son también sufijos de A.

2. A% conmuta con todo elemento de B

3. Para todo a € B} se tiene a < A™ y A™ = a, donde m > 0 es la longitud de a.
Demostracion.

1. En primer lugar, se tiene para k > i > 1 que o;(0g---01) = (0% -+ 01)0;41. En
efecto, usando las relaciones del monoide de trenzas positivas

oi(oy -+ 0i12)(054100) (051 -+ - 01)
(0 -+ 0i42)(00i410:) (0—1 - - - 01)
(Ok + - 0442)(0410:011) (01 - - - 01)
(g -+ 0i40)(044105) (051 - 01)Tips

O) -+ 01)0i11-

O-i(o-k N 0'1)

(o}

N

Ed

=

Asi pues, para expresar g; como sufijo de A hacemos los siguiente. Si ¢ = 1,
entonces por la definicién de A ya tenemos que es un sufijo. Si 1 <7 <n — 1,
partimos de

A =o01(0201) (Opn—i...01) (Op_1...00).

Procedemos a desplazar a la derecha el o; subrayado tal como hemos hecho
anteriormente. Fn cada paso ird aumentando el indice en una unidad. Por tanto,

33



como hay n—(n—i—1) = i—1 bloques que se dejan atras, obtenemos oy,,_1 = 0y,
es decir,

A =o01(0901) (Opi-..01)(Opn_iz1 - 01) (Op_1...01) =

o1(o201) - (Op—i- - 02)(On—it1- - 0103) -+ (On—1...01) =

01(0201) ce (Unfi e '02)(0n—i+1 e '01) ce (O—nfl e 01)@-

2. Basta probar que A? conmuta con o; para todo 1 < i < n — 1. Como ;A =
Ao,_; v on_;A = Ao; se tiene

O'iAz == AO’n,iA = A2O',L'.

3. Probamos a < A™ donde m es la longitud de a por induccién en m. Eviden-
temente, 1 < A = 1. Para una palabra de longitud 1 también es claro porque
o, < A para todo 1 < i < n — 1 por definicién de minimo comin multiplo.
Supongamos ahora, que para una palabra a € B, de longitud m — 1 se tiene
el resultado. Entonces, cualquier palabra de longitud m sera de la forma oja
para algin 1 < j < n — 1. Asi que, usando la invarianza por multiplicacién a
izquierda y el caso m = 1,

a< A" = 00 < AT = A" g, K ATTIA = AT

donde t = j o bien t = n — j dependiendo de la paridad de m. De forma analoga
usando la invarianza por multiplicaciéon a derecha se prueba que A™ = a.

Esto tiene importantes implicaciones. Como todo par de elementos de B tiene
un miltiplo comin y B es cancelativo, las condiciones de Ore (1.6.9) implican que
B se inyecta en su grupo de fracciones, que es precisamente B,,. Por lo tanto, B;" no
es solamente un monoide definido algebraicamente, sino que puede ser considerado
como un submonoide de B, formado por las trenzas que pueden ser escritas solo con
potencias positivas de los generadores.

Las propiedades anteriores implican que el orden parcial < (respectivamente, =)
puede ser extendido a B,, de la siguiente manera: dadas a,b € B,,, a < b (resp. a = b)
si ac = b (resp. b = ca) para algin ¢ € B;'. Esto da un orden parcial que es invariante
por multiplicacién a izquierda (resp. a derecha), y el cual admite un tinico minimo
comun multiplo y un dnico maximo comun divisor. Este hecho podra ser probado
una vez definida la forma normal de Garside en la secciéon a continuacion.
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4.2. Solucién al problema de la palabra

Garside dio una nueva solucién al problema de la palabra en los grupos de trenzas
de la siguiente manera. Recordemos que para todoi = 1,...,n—1 se tiene que A = o;
por la Proposicién 4.1.8 apartado 1, esto es; A = X0, para algin X; € B;'. Dada una
trenza escrita como una palabra en oy,...,0,_1 y sus inversos, se puede reemplazar
cada aparicién de o; ' por A71X;. Conjugar una trenza positiva por A sigue dando
una trenza positiva por la Proposicién 4.1.7 apartado 2, asi que podemos mover
todas las apariciones de A™! a la izquierda, de la siguiente forma: si encontramos
;A7 (1 < j < n—1), entonces por 4.1.7 sabemos que Ag; = 0,,_;A, siy solo si
;A = A7lo,_;, por lo que podemos sustituir o;A~" por A~tg,,_;. Esto muestra
que toda trenza puede ser escrita como APA para algin p € Z y algin A € B;.
Ademds, si A < A, podemos reemplazar AP por APl v A por A71A. Esto reduce
la longitud de A, asi que solo puede hacerse una cantidad finita de veces. Por tanto,
toda trenza puede descomponerse de manera inica, como APA, donde p € Z, A € BF
y A £ A. Efectivamente, si tuviéramos dos expresiones APA = AYB con p < g en
las condiciones anteriores, dividiendo por AP tendriamos que A = A?PB, lo cual
contradice el hecho de que A no tenga a A como prefijo. Anadlogamente para p > ¢,
luego p=qy A= B.

Definicién 4.2.1. En base a lo comentado en el parrafo anterior, definimos la forma
normal de Garside de una palabra w € B,, como w = APA, donde p € Z, A € B} y
A £ A.

Esta forma normal permite resolver el problema de la palabra, ya que se pueden
enumerar todas las palabras positivas que representan la trenza positiva A reiterando
las relaciones del monoide de trenzas positivas de todas las formas posibles. Esta fue
la solucién dada por Garside en [17]. Sin embargo, no es muy satisfactoria, ya que da
lugar a un algoritmo altamente ineficiente.

El-rifai y Morton [14] lo mejoraron definiendo la forma normal a la izquierda de
una trenza. Basta tomar la descomposiciéon AP A y después definir

a; = A VAN A
a; = (a; " --a;"A)ANA, Vi> 1.
Notese que existe un r > 0 tal que a; = 1 para todo ¢ > r, ya que la longitud

de a;!,---a;'A es estrictamente decreciente. De esta forma, toda trenza puede ser
escrita de manera unica como:

APq; ---ay,

donde los a; son los definidos anteriormente, los cuales por definicién son un prefijos
propios de A, es decir, 1 < a; < A, y ademas se puede demostrar que (a;a;11) NA = a;
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[15] para todo i = 1,...,7 — 1. Esta es la anteriormente mencionada forma normal a
la izquierda de la trenza. Los prefijos positivos de A son llamados elementos simples
o trenzas de permutacion. El nombre no es casual, ya que como prueba Thurston [15],
estas trenzas son justamente las mismas trenzas de permutacién definidas en 3.3. Por
tanto, la forma normal a la izquierda de una trenza es una descomposicién tinica como
producto de una potencia de A y una sucesién de elementos simples propios. Thurston
[15] mostré que esta forma normal puede ser calculada en tiempo O(I?nlog(n)) para
una palabra de [ letras en B,,.

En [15] se puede encontrar ademds una forma mas préactica de llevar a cabo el
algoritmo de encontrar la forma normal a la izquierda, la cual sera la que utilicemos
en el ejemplo 4.2.2. Antes de explicarla vamos a introducir algo de nomenclatura.
Dadas dos trenzas simples positivas A y B, decimos que un prefijo no trivial b < B
se puede pasar de B a A si Ab es simple, y en tal caso pasar b de B a A consiste en
las transformaciones A — Aby B — b~'B. Con esto presente, el algoritmo consiste
en lo siguiente:

1. Una vez tenemos una palabra w € B, en forma normal de Garside w = APA,
si A = 1, entonces no hay nada que hacer. En caso contrario, dividimos A en
bloques formados por elementos simples, digamos,

A= a1,0020 - - Gm,0-

2. En el paso t > 0 tenemos A expresada en bloques de elementos simples como

A= A1,tA2¢ - .. A t-

)

En este paso buscamos el primer par a;;a;+1; de modo que se pueda pasar algin
prefijo de a;;+1+ a a;; y lo pasamos. Esto nos dard la descomposicién

A= A1,t4102t41 - - - Amt+1-

3. Volvemos paso 2 y reiteramos hasta que no quede ningun par que verifique la
condicion.

Este proceso naturalmente termina porque el vector formado por las longitudes
de los bloques aumenta en cada paso su orden lexicografico, el cual estd acotado
por (m,0,...,0) donde m es la longitud de A. La forma normal a la izquierda se
obtendra eliminando los bloques triviales (que necesariamente estaran al final).

Alternativamente, podriamos empezar con una descomposicion w = A?A con
A € B}, pero sin asegurarnos de que A £ A, pues A apareceria al acumular elementos
simples en caso de ser prefijo de A, y podriamos enviarlo al bloque de A%. En cualquier
caso, este proceso acabara con la forma normal a la izquierda, pues no poder pasar
ninguna letra del bloque a;y; al bloque a; es equivalente a que a; = (a;a;41) A A.
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Ejemplo 4.2.2. En B4 sean oy = 0102_103 y g = 0301010207, las cuales quere-
mos comprobar si representan el mismo elemento. Lo primero que debemos hacer es
eliminar el exponente negativo de «;. Para ello, tenemos que expresar A = Ay =
01(0201)(030901) de forma que tenga a o9 como sufijo. Esto es sencillo pues basta
usar la técnica de la demostraciéon del primer apartado de la Proposicién 4.1.8 para
escribir

A = 0'1(0'2)(0'30'20'1)0'2.

Asi pues, 02_1 = A7l0109050501, de modo que oy = 01 A" 010903090103. Usando la
Proposicién 4.1.7, pasamos A™! a la izquierda:

o) = A710'30'10'20'30'20'10'3

Ahora vamos a hacer la separacion de bloques en las palabras positivas. Empe-
zamos con ap. Vamos a dividirla en los bloques b,y = 0301 y beg = 010201, que son
claramente trenzas simples. En general se puede comenzar por bloques de una sola
letra. Asi, obtenemos

Oy = b1,052,0 = (0301)(010201).
Aparentemente no podemos pasar ninguna letra de by a by, pues apareceria o, dos
veces seguidas. Sin embargo, recordemos que las relaciones de 1.1 nos dan o000 =
090109. Por lo tanto, reescribimos ai y continuamos

Qg = 51,152,1 = (03010201)(02)-

Ahora tenemos la situacion inversa: aparentemente podriamos anadir oy al primer
bloque, pero utilizando la misma relacion de la presentaciéon del grupo de trenzas que
antes, nos apareceria oy dos veces consecutivas, por lo que hemos finalizado el proceso
y ay = Ab1by con by = bi1y by = ba1. Obsérvese que el bloque que hemos pasado a
la izquierda (0201) se corresponde con by A (byA) y el bloque resultante (o301007)
se corresponde con as A A en el algoritmo original de El-rifai y Morton. Ademés es
claro que ninguno de los factores es una potencia de A.
Vamos ahora con la parte positiva de oy, que la dividimos en bloques a; ¢ = o3,
Q20 = 0102030201 Y A30 = 03. Tenemos
oy = (03)(0102030201)(03) = a1,002,043,0
= (03010203)(0201)(03) = 01,102,1031
= (03010203)(020103)() = a1,2G022032
Vemos que ya no podemos pasar ninguna letra mas a la izquierda y que ningun factor
es una potencia de A, por lo que hemos terminado. Como a3y es trivial podemos
eliminarlo, con lo que oy = A 'ajay donde a; = @12y ay = ago. Al comparar las
descomposiciones finales de «; y as comprobamos que nos tienen la misma forma
normal, luego representan elementos distintos.
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Antes de terminar este capitulo, como comentabamos al final de la seccién anterior,
la forma normal de Garside permite probar la existencia y unicidad de minimo comun
multiplo y maximo comtn divisor en B,, con el orden parcial inducido por el orden
parcial definido en B;'.

Proposicion 4.2.3. Dadas a,b € B, existen c=aAb € B, yd=aVbe€ B,, es
decir, existen el maximo comun divisor y el minimo comun multiplo en B,,.

Demostracién. Dadas a,b € B,,, sean sus formas normales a = AP*Ay b= AP B,
donde py,ps € Zy A, B € Bf. Tomando g = méax{|p1|, |p2|} tenemos que A%a, A% €
B;f. Por tanto, sabemos que existe un méximo comun divisor ¢ = (A% A A%) € B;.
Entonces, por la invarianza por multiplicacion a izquierda del orden de prefijos

cxAla s A7 < a,
c<X A< A% Kb

Esto significa que A7 es un prefijo comin de ay de b. Sead € B, cond < ayd < b.
Existe entonces N > ¢ de modo que ANd, ANa, ANb € B y, ademds, ANd < AVa
y AVd < ANb. Por tanto,

ANd < ANa A AN = ANTI(A%q A AT) = AN e

Por consiguiente, d < A7%, con lo que A~ % es de hecho el maximo comun divisor
de a y b. Andlogamente se prueba para el minimo comun multiplo. [ |
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Capitulo 5

Representaciones lineales

La existencia (o no existencia) de representaciones lineales fieles de los grupos de
trenzas es una de las mayores cuestiones de esta area de investigacion. Este problema
fue por primera vez resuelto por Bigelow [5] y Krammer [23] en el ano 2000, mediante
la conocida como representacion LKB. Ademas de esta representacién existen otras,
como la representacion de Burau reducida, con la cual empezaremos este capitulo.

5.1. Representacién de Burau reducida

5.1.1. Definiciéon a partir de espacios recubridores
Consideremos el disco agujereado n veces I, con un punto base dy € D,,.

Definicién 5.1.1. Para cada lazo « basado en dy denominamos indice total a la suma

de los indices (nimero de vueltas) de a con respecto a cada agujero y lo denotamos
. , k mg.

¢a. Esto es, si un « esta representado en F), por [[,_, :cji“, entonces

k
oo = Z m;,.
i=1

Se observa que ¢ es un homomorfismo de grupos ¢ : m(D,) — Z al ser el indice
total un invariante homotdpico. Sea ﬁ)n el espacio recubridor correspondiente a ker ¢
(ver Definicién 1.6.16). Vamos a describir geométricamente este espacio recubridor
(ver Figura 5.1).

Para visualizarlo mejor, vamos a agrandar los agujeros de modo que se conviertan
en bolas abiertas y llamamos a este nuevo espacio X . Dibujamos segmentos A, ..., A,
desde el centro de las bolas hasta el borde del disco. Cortamos X a lo largo de
estos segmentos, de modo que obtenemos dos copias disjuntas A y A; de cada
A;. Llamamos a este espacio X*. Sean h; : A7 — A homeomorfismos y tomamos
una cantidad numerable de copias X7 de X*. Para cada j sea g; : X7 — X* un

homeomorfismo. El espacio X se define como la unién disjunta de los X7 identificando
Al C X7 con A] C X7, mediante g; ! hig;.

El hecho de que este sea el recubrimiento correspondiente a ker ¢ se debe a que,
fijada una preimagen Jo € X de dy, un lazo en dj se levanta a un lazo en d; si y solo
si su indice total es nulo, pues para cada vuelta positiva sube un nivel en el recu-
brimiento y para cada vuelta negativa lo baja, as{ que para acabar de nuevo en dj
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debera subir tantas veces como baja, es decir, que el nimero total de vueltas sea nulo.

Figura 5.1: Dos hojas del espacio recubridor X.

Hay una accién natural de Z en X como transformacion recubridora dada por
Xz gjjrlngjx para cada n € Z. Esta accién se puede interpretar como cambiar

el punto = de nivel. Ademas, la accion es claramente libre y el espacio de érbitas X /Z
es X.

Vamos a ver como definir la representacion de Burau reducida. Sea § € B,, indu-
cida por un automorfismo h de ID,, que fija el borde punto a punto, lo cual vamos a
denotar como = [h]. Entonces, para cualquier lazo v en D, se tiene que ¢(h7y) = ¢,
de modo que h induce una equivalencia de homotopfa A de D,, que fija el borde [20]. Pa-
sando a la homologia, esto nos da un automorfismo de H; (]ﬁ)n) Si b/ es cualquier otro
automorfismo con [1'] = 3, entonces [h]71[h/] = 1, asi que como la aplicacién inducida
por el recubrimiento 1 (ID,,) — m1(ID,,) es inyectiva (1.6.20) tenemos que [2]~1[A/] = 1
como aplicacién en 1 (ID,). Pasando a homologfa, esto nos da [h]*[A/] = 1 como
aplicacién en Hy(D,,).

Definicién 5.1.2. Sea el homomorfismo v, : B, — GL(H,(D,)) dado por ¢,(8) =

[h]. Esta aplicacién estd bien definida por las observaciones anteriores y se conoce
como representacion de Burau reducida de B,,.

Se llama reducida porque existe una representacion n-dimensional de la cual la
forma reducida es un sumando irreducible, es decir, que no se puede expresar como
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una combinacién de dos representaciones lineales. Esta mencionada representaciéon
n-dimensional puede encontrarse en [22]. Como veremos con la siguiente proposicién,
la representacion que hemos dado es (n — 1)-dimensional.

Proposicién 5.1.3. H;(D,,) es un médulo libre de rango n — 1 sobre Z[t, t™1].

Demostracion. Vamos a calcular la homologia de X , que es claramente del mis-
mo tipo de homotopia que D,,. Ademés podemos considerar ¢ como una aplicacién
7m1(X) — Z por ser X homotdépicamente equivalente a D,,. Eligiendo entonces un gene-
rador t € m,(X)/ ker ¢ podemos ver Hy(X) como un Z[t, t~]-médulo, donde la suma
se corresponde con la concatenacion de lazos y el producto por ¢ con la conjugaciéon
por un lazo x;. B

Sean A =, X5; v B = Uz, X5;11 subespacios cuya unién es X. La sucesién
de Mayer-Vietoris nos da

0— Hi(X) 3 Hy(AN B) 5 Hy(A) @& Ho(B),

donde el 0 proviene de que A y B son homotdpicamente equivalentes a un espacio
discreto. Por tanto, Hy(X) = Im A = ker i.. Ahora, Ho(ANB) es isomorfo a B, , Z",
ya que para cada j € Z, la interseccién X7 N X7 ; es homotopicamente equivalente
a un espacio de n puntos. Entonces {a;1,...,a;,}jez una Z-base para Hy(A N B).
Es facil ver que {aj1 — a;2,...,ajn-1 — Gjn};ez €s una base para keri,. Sea czo cX
un levantamiento del punto base dy € X, digamos dy € X{. Denotamos por v; el
elemento de H;(X) representado por el levantamiento del lazo z;x;, L (1<i<n-1).
Se tiene que A(v;) = ag; —ag i1 [22] y para todo j € Z se tiene A(t/v;) = aj; — aj 1.
Por tanto, los t/v; forman una base de H, ()N( ) como Z-mdédulo, y como consecuencia
{v1,. .., va_1} es una base de Hy(X) como Z[t,t']-médulo. |

5.1.2. Expresiéon matricial

A partir de la demostracién de la Proposicién 5.1.3 podemos obtener la expresion
matricial de la representacion de Burau reducida. Como explicaremos con ayuda de
la Figura 5.2, la accién de o; sobre H;(X) viene dada por

vj+tvj+1 ]:l—]_,

—tv; | =1,

eri(Uj) = ’ ] .
Ujfl—i‘?)j ]:Z+1,

’Uj C.C.
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Figura 5.2: Accién de 1,.(o;) sobre Hy(X).

Asi, las matrices para la representacién con respecto a la base {vy,...,v,_1} son
—t 0 I, 3
¢T(0-1) = 1 1 71/}7‘(0-71—1) - 1 i )
In—3 0 —t
Ii s
1t 0
"(/JT(O'i) = 0 —t 0
0 1 1
[n7i72

Vamos a ver exactamente cémo obtener esta representacion a partir de la Figura
5.2. Tenemos en la figura todos los casos en los que la accién de o; afecta a un

generador v; de H;(X) representado por un levantamiento de un lazo de la forma

xjxj_jl. Buscamos expresar la imagen de cada v; como combinacién con coeficientes
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en Z[t,t'] de la base de Hy(X), para lo cual seguiremos la interpretacién de Hj(X)
como Z[t, t~!]-médulo de la demostracién de la Proposicién 5.1.3.

En el primer caso de la Figura 5.2 partimos de v;_1, y su imagen estd representada
por un levantamiento de x;_yx;z; hx; ' = (vi2; ) (zixiw; bz '), que representa a
Vi—1 + tv;.

En el segundo caso el generador es v;. La imagen viene dada por el levantamiento
de xixiﬂxi_lx;l = xi(xix;rll)*lx;l, es decir, un representante de —tv;.

Por 1ltimo, en el tercer caso la imagen de v;; es un levantamiento de x;x
(zir ) (zip12;5), que representa al elemento v; + vy .

En los casos en los que o; no modifica el lazo xjxj’jl es claro que la accién resultante
es la identidad.

Se puede comprobar directamente que las matrices anteriores satisfacen las rela-
ciones de la presentacion 1.1. Un hecho interesante de esta representacion es que se
sabe que es fiel para n < 3 [7] y que no es fiel para n > 5 [6][29], pero el caso n = 4
sigue siendo un problema abierto.

-1 _
+2 T

5.2. Representacion LKB

Siguiendo [23], denotamos Ref,, al conjunto de pares de enteros (i,7) tales que
1 <i < j < n. Claramente, el cardinal de Ref, es @
Sea R un anillo conmutativo con unidad y ¢,t € R dos elementos invertibles. Sea
V= @ Rz, el R-mddulo libre de rango @ con base {s}scref, -
s€ERefn
Krammer [23] define una accién R-lineal de B,, sobre V' como sigue:

(

T j si(k<i)o (j <k),
Tic1p+ (1 — @)z si(k=1i—1),
tq(q — 1)1 + qTiy1 si (k=1<j—1),
or(zij) = S tPa; sik=i=j—1, (5.1)

zii+t¢" (g — 1)2wp g si(
Tij1+t@ g — Dz si(i<k=j-1),
(1= @)zij + qmi 11 si (k= j),

donde 1 < i < j < nyk=1....,n—1 Que la accién de oy es invertible y
que se cumplen las relaciones de 1.1 se verifica mediante calculo directo. Esta es la

conocida como representacion LKB (Lawrence-Krammer-Bigelow) o representacion
de Krammer de B,,.
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Teorema 5.2.1. Sea R = R[t*!] y 0 < ¢ < 1. Entonces, la representacién B,, —
Aut(V') es fiel para todo n > 1.

La prueba de este teorema se encuentra en [23].

5.2.1. Representacion de Bigelow

Existe un caso particular de la representacion LKB encontrado independiente-
mente por Bigelow [6], la cual se puede obtener usando R = Z[¢*!, t*!]. La ventaja
de esta representacién es que tiene una interpretacién geométrica mucho maés clara,
como veremos a continuacion.

Consideremos C' = My(D,,)/3,. Aqui, 3y actia sobre Ms(ID,,) enviando (x,y) a
(y,x). Se denotaran los puntos de C' como {x,y} ya que al actuar ¥y no importa
el orden. La proyeccién My(D,) — C que lleva (z,y) a {z,y} es claramente un
recubrimiento de dos hojas. Sean dy y df, dos puntos de dD,, lo bastante cercanos
entre si como para que no se crucen las hojas del recubridor. Tomamos ¢y = {dy, d},}
como punto base de C.

Sea « : [0,1] — C un camino basado ¢y. Este camino se puede levantar relativa-
mente a (dp, dj,) como un par de caminos de la forma (ay, as), con ag, as : [0, 1] — Dy,
el primero basado en dy y el segundo en dj,. Denotemos pues a(t) = {ay(t), as(t)}.
Notese que si v es un lazo entonces {a;(0), a2(0)} = {a1(1), a2(1)} = {do, d,}. Por lo
tanto, o bien a1 y ap son ambos lazos o bien su concatenacién forma un lazo. Ambos
casos se observan en la Figura 5.3.

Si a1 y g son caminos en D, con ay(t) # as(t) para todo ¢t € [0, 1], entonces
(a1, arg) es un camino en Ms(ID,,). La imagen de este camino mediante la proyeccién
My(D,,) — C se denota {ay, as}.

N /\

d, d, d, d,

0

Figura 5.3: A la izquierda, un lazo en C' que surge cuando los dos caminos originales
son lazos (el parametro ¢t muestra como estd parametrizado el lazo). A la derecha, la
concatenacién de los dos lazos originales da lugar a un lazo en C.
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Sea a : [0,1] — C un representante de un elemento en 7;(C). Se definen las
aplicaciones a,b : m(C) — Z como sigue: si a; y ay son ambos lazos, entonces a(a)
es la suma de los indices totales de o y a2. Sino son ambos lazos, entonces a(«) es el
indice total del lazo ajas. La aplicacién b esta definida en primer lugar componiendo
0.1 5 ¢y (000 = 0(0)
| (£) — o (t)]
en RP!. El correspondiente elemento de H;(RP') = 7Z es b(«). Por tanto, a mide la
cantidad de veces que los lazos o y ap envuelven a los agujeros, mientras que b mide
las veces que un lazo envuelve al otro.

Sea (q,t) el grupo libre abeliano generado por ¢ y t. Se define la aplicacién ¢ :
71(C) — {g,t) mediante a — ¢*®t*®). Por ejemplo, si en la Figura 5.3 denotamos
al lazo de la izquierda 7; y al de la derecha ~y,, tenemos ¢(71) = ¢*> v ¢(72) = t¢>.

Sea C' — C el espacio recubridor correspondiente a ker ¢ y elijamos un levanta-
miento ¢y € C de co. El grupo de homologia HQ(O) se puede considerar como un
un Z[¢*, t*1]-médulo, donde el grupo (t,q) actia sobre C como transformaciones
recubridoras [5].

Sea h un automorfismo de D,, que fije el borde punto a punto. Entonces h induce
un automorfismo denotado igual h : C' — C dado por h({z,y}) = {h(x),h(y)}. Es
claro que h(cy) = ¢o. Por tanto, este homeomorfismo se levanta de forma tnica a una

€ S! con la proyeccién S' — RP! para obtener un lazo

equivalencia de homotopia h:C—C que fija ¢y. Por tanto, h induce un isomorfismo
de Z[g*!, t£1-médulos h, : Hy(C) — Hy(C).

Definicién 5.2.2. La representacion « : B, — Aut(Hy(C)) inducida por h — h, se
llama representacion de Bigelow.

Teorema 5.2.3. La representacién de Bigelow « : B, — Aut(H(C)) es fiel para
todo n > 1.

Este resultado se prueba en [6]. También por [6] podemos tomar una base {v;; €

HQ(&)}@J)E ref- Con esto, podemos establecer la equivalencia [31] entre esta repre-
sentacion y la representacion 5.1 como sigue:

'rl_] 1 - q Z Tk,js Tij = Vij + (q - 1) Z qkiiilvk,j'

i<k<j i<k<j

5.3. Solucién al problema de la palabra

Los resultados anteriores demuestran que los grupos de trenzas son grupos lineales.
Una vez obtenida una representacion lineal fiel, es inmediato resolver el problema de
la palabra a partir de la expresion matricial: basta hacer el producto de las matrices
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que representan las letras de la palabra. Si el resultado de dicho producto es la matriz
identidad, entonces la palabra representa el elemento trivial y reciprocamente.

Dado que el producto de matrices se puede calcular en tiempo polinomial sobre la
dimensién de la matriz, este algoritmo puede ser bastante rapido, pero la aparicién
de polinomios en t y t~! de tamafio y coeficientes arbitrarios en las entradas de las
matrices puede ralentizarlo significativamente, especialmente para trenzas de longitud
larga.

Ejemplo 5.3.1. Vamos a ver un ejemplo de resolver el problema de la palabra con
la representacion de Burau reducida para n = 3, caso para el que sabemos que la
representacion es fiel. Para cualquier otra representacién la mecédnica es la misma.
Consideremos la palabra oy0907] 102_ . En este caso, tenemos las matrices

Vr(oy) = (_Ot 1) . Ue(og) = G _Ot) .

Para este caso necesitaremos también las inversas
_ _ —t=t ¢! _ _ 1 0
sl =von = (7o ) el =l = (1 ).
Ahora, basta realizar el producto matricial
—t 1\ (1 0\ /=t ¢'\(1 0\ [—t 1
0 1)\t —t 0 1 1 —t7') \—t —tt41)

Como la matriz no es la identidad, la palabra no representaba el elemento neutro.
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