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Notacion

| - |, - Norma del espacio LP(€2) con 1 < p < oo.
| - |w2r - Norma del espacio W2P(€) con 1 < p < co.
| - |z - Norma del espacio H(€).

Dada una funciéon a € C(IR), denotaremos

ap = ;Iellga(s), ay = igﬂga(s), a(o0) = SEIEOO a(s).

Dado un espacio de Banach E y la ecuacién F(A\,u) = 0 en Rx E, con F una funcién

continua y F(\,0) = 0 para todo A € IR:

1. Ag es un punto de bifurcacién para F' desde la solucion trivial si existe una sucesién

(A, up) € RX E con u, #0y F(\,,u,) =0 tal que
(Ans tn) = (Xg,0) en Rx E.

2. Si Ag es un punto de bifurcacién, diremos que la direccién de bifurcacion es
supercritica (resp. subcritica) si para cualquier sucesién de soluciones (\,,u,) tal

que (A, u,) — (Ao, 0), entonces A\, > Ag (resp. A, < Ag).

3. Denotemos por S la clausura del conjunto de soluciones no triviales de F'(A\, u) = 0.
Llamaremos continuo C C § a un conjunto cerrado, conexo y maximal (maximal en

el sentido que no es subconjunto propio de otro cerrado y conexo de S).

4. Diremos que un continuo C se va a infinito si existe una sucesién (A, u,) € C tal que

An = A5, A" € [—00,00] ¥ ||un|| — 0.

5. Dado un elemento (A, u) € IR x E, denotamos por

Projr(A,u) = A.
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Introduccion

El objetivo de esta Memoria es estudiar teéricamente ecuaciones elipticas del tipo

—A(z,u)Au = f(z,u) enQ,
u=20 sobre 0f2,

(1)

donde Q C RN, N > 1, es un dominio acotado y con frontera regular, f : @ x R — R es una

funcién continua que serd detallada posteriormente, y A : 2 x L>*(€2) — R continua y

0 < Az,u) < oo.

La novedad de (1) es precisamente la inclusion de este término A(z, u) en la difusién, en concreto,
como coeficiente de difusion, lo que permite incluir coeficientes de difusion no lineales y no-
locales, es decir, términos que dependen del valor de la variable en todo el dominio y no sélo en
el punto x € €.

La ecuacion (1) ha sido usada para modelar diversos fenémenos, citaremos el reciente libro
[41] donde se hace un andlisis de la inclusién de términos no-locales tanto en la funcién de
reaccion como en la de difusion.

En nuestro caso, nuestro interés se centra en las soluciones positivas de (1) ya que estamos
considerando que la ecuacién modela el comportamiento de una especie, por ejemplo, el
crecimiento de una bacteria, habitando 2. En este contexto, ver [12], u(x) representa la
densidad de la poblacién en el punto = € €2, () representa el habitat de la especie, al que estamos
suponiendo que esta rodeado por una regién inhéspita debido a la condicién de contorno de tipo
Dirichlet homogénea. La funcion f(z,u) es el término reaccién y serd detallado posteriormente
y la funcion A es la tasa de difusién. Recordemos que la difusién espacial de la especie estd
modelada por el operador Laplaciano, lo que indica que su movimiento espacial es aleatorio.
Sin embargo, la inclusién del término A(z, u) implica que la velocidad de la difusién depende de

la propia densidad de la especie de forma no-local, esto es, su difusiéon en un punto del habitat



no solo depende de la densidad de poblacion en ese punto, sino en todo un entorno o en todo el
hébitat de la especie. Este tipo de término fue incluido en dindmica de poblaciones en [37], ya
que parece claro que hay evidencias reales en las que la especie no se difunde de forma aleatoria.

El problema (1) ha sido bastante estudiado cuando A satisface la condicion

0<ag<A(z,u) < ay < 00.

Citemos a continuacién algunos trabajos relacionados con este problema, para
posteriormente, concretizar en los problemas que abordaremos en esta Memoria. M. Chipot
y colaboradores en diversos trabajos, por ejemplo [15], [18], [21], [19], ha considerado el caso
en el que la funcién de reaccion es lineal, esto es, f(x,u) = f(z), lo que le permitié probar la
equivalencia entre resolver (1) y una ecuacién real no lineal.

En [24] y [27] se usan argumentos topolégicos, como el indice de punto fijo, combinados con
el método de sub-supersolucién para probar existencia de solucién de (1). Nos gustaria remarcar
que es bien conocido que el principio del maximo no se verifica en general en ecuaciones que
incluyen términos no-locales, pero que imponiendo ciertas restricciones de monotonia a las
funciones A(x,u) y f(z,u) se puede usar el método de sub-supersolucién, ver [1] donde un
estudio detallado de este método es realizado.

En [28] se usa el método de Galerkin para el estudio de (1). Diferentes teoremas de Punto
Fijo han sido usados en [17], [22] y [48] para obtener resultados de existencia de solucién de (1).

Una interesante combinacién de métodos de bifurcacién y del Teorema de Bolzano es usado
en [7]. Igualmente métodos de bifurcaciéon, sub-supersolucién y grado topoldgico han sido
utilizados en [50] y [51] para problemas con funciones de reaccién concretas.

Por 1ltimo, en [26] se usan argumentos variacionales similares a [32] para estudiar (1).

A partir de ahora nos centraremos en los problemas que hemos estudiado en la Memoria.

Con respecto a la funciéon de reaccion, consideraremos cuatro tipos:
fl' f(flf,U) = )\U,
fao f(x,u) = Auf con 0 < ¢ < 1 (caso céncavo);

f3. f(x,u) = I — b(x)u? (caso logistico);



fa- flx,u) =Au?+u" con 0 < g <1 <r (caso superlineal),

donde A € R y consideramos dos casos para la funcién b(z):
(Hbl) b(l’) > by > 0, Vr € ﬁ,
(Hby) b(z) >0, b(z) # 0 en Q y definimos el conjunto

Qo :=int{x € Q: b(x) = 0},

y suponemos que {2y es un subdominio propio y regular de §2.

En esta Memoria tenemos como objetivo principal buscar soluciones positivas para (1),
para las diferentes funciones de reaccion f, en particular nos centraremos en las que han sida
mencionadas anteriormente. Para ello necesitamos algunos conocimientos previos.

En el Capitulo 1, estudiaremos algunas propiedades del autovalor principal del siguiente

problema
—mq(x)Au 4+ mo(x)u = Amg(z)u  en

u=>0 sobre 0f2,

(2)

donde mq, mg,m3 € L®(2) con ms > 0y my > mg > 0 para alguna constante positiva my.
Denotaremos por

AP [=mi(2)A + ma(x);ms ()]

al autovalor principal de (2). Mostraremos las principales propiedades de este autovalor principal

que seran necesarias a lo largo de la Memoria. Para simplificar la notacién, usaremos
A= AEA] Yy A = AT [A,

donde D C . Ademas, en este primer Capitulo estudiamos problemas locales que usaremos
igualmente al estudiar los problemas no-locales. En concreto, estudiamos ecuaciones elipticas
no-lineales donde el término de reaccién es una funcién concava, la ecuacion logistica, una
funcién superlineal y por tltimo el caso coéncavo-convexo.

Comenzamos ahora a describir los principales resultados de esta Memoria. En cada Capitulo
describiremos los principales resultados conocidos en el caso en que el término no local es

constante, esto es A = 1, para después estudiar lo que ocurre al introducir el coeficiente de



difusion no-local, describiendo nuestros resultados, y comparandolos con los ya existentes.

En el Capitulo 2 consideramos

Alxz,u) =a (x,/gup> ,

y como funcién de reaccion f = f1 y f = fa, 0 sea, la ecuacién (1) es equivalente al problema

—a <x, /Q up> Au = u? en (),
u=">0 sobre 012,

(3)

dondep>0,0<qg<lya:QxR—][0,00)conacC(QxR).

En el caso a = 1 es bien conocido que:

1. Si ¢ = 1, existe solucién positiva si y sélo si A = A;. En este caso, existen infinitas

soluciones positivas.

2. S5i 0 < g < 1, existe soluciéon positiva si y solo si A > 0. En este caso, existe una tunica

solucion positiva.

En el caso de coeficiente de difusion no local, este tipo de ecuacién ha sido estudiada
previamente cuando la funciéon a no depende de la variable z y estd acotada superior e

inferiormente, esto es cuando a verifica

0<ap<a() <ay<oo, V¢eR. (4)

En este caso particular, en [28] se prueba la existencia de solucién positiva en el caso
0 < ¢ < 1 para todo A\ > 0 cuando a es una funcién creciente. En [51], para 0 < ¢ < 1
los autores probaron la existencia de solucién positiva si A € (0, \g) para algin )\, de nuevo
para a estrictamente positiva. También, en [7] resultados similares pueden ser deducidos para
a independiente de z. Finalmente, en [11] la existencia de solucién positiva es establecida para
a(s) = s, v > 0, bajo la restriccién 0 < v+ ¢ < 1.

En el caso ¢ = 1, y con A(x,u) general y acotado, en [48] se prueba la existencia de solucién

positiva para algin A = A\g > 0.



Dividiremos el Capitulo 2 en dos casos: el caso homogéneo donde

(e o) = (h),

y el caso heterogéneo, en el que a depende de x, lo que trae como consecuencia que algunas
técnicas utilizadas en el caso homogéneo no pueden ser usadas en este caso.

En el caso homogéneo estudiamos el siguiente problema

—a (/ u”) Au = Au? en ),
“ (5)
u=>0 sobre OS2,

donde 0 < ¢ < 1. Primeramente, definimos

ap := inf a(s), ap := sup a(s),
SE[0,00) SG[0,00)

donde ar, > 0y ap < oo.
Primero analizamos el caso ¢ = 1. En el siguiente resultado se muestra la existencia de
solucién positiva de (5), asi como la unicidad de solucién positiva con a bajo cierta condicién.

Para ello hemos usado principalmente propiedades del autovalor principal.
Teorema 0.1 Supongamos que q = 1.

i) Si (5) tiene solucion positiva, entonces \ € [apAy, apy].

ii) Si X € (a1, apA), entonces existe una solucion positiva de (5).

i) Stayp = n[lin : a(s) >0d6ay = rr[lax) a(s), entonces eziste solucion positiva para X = ar
s€|0,00 s€(0,00

ON=apM.

w) Si a es una funcidn estrictamente mondtona, entonces (5) tiene una unica solucion

positiva.
Cuando 0 < ¢ < 1, definimos la funciéon

1—q

g(s) :=a(s)s» R, s€]|0,00),



con
g—1

R=(fvha) "

y w11y es la tnica solucién positiva del problema
—Aw=w? en§), w=0 -sobre dfd.
Probaremos que resolver la ecuacion (5) es equivalente a resolver la siguiente ecuacién real

g(s) = A. (6)

Como consecuencia el conjunto de soluciones depende del comportamiento de la funcién g, y

obtenemos el siguiente resultado:

Teorema 0.2 Supongamos que 0 < q < 1.

i) Si
lim g(s) = +o0, (Hy)

5§—00

entonces existe solucion positiva de (5) para todo A € (0, 00).

ii) Si
lim g(s) = ¢ >0, (H,.)

S§—00
entonces existe 0 < \* tal que (5) tiene al menos una solucion positiva si 0 < A < A* y no
existe solucion positiva para A > \*.
iii) Si
lim g(s) = 0, (Ho)

§—00

entonces existe 0 < \* tal que (5) tiene al menos una solucion positiva si y solo si

0 < A<\ Ademds, para A < X\* (5) tiene al menos dos soluciones positivas.
Ademds, si g es creciente entonces (5) posee una unica solucion positiva.

En las Figuras 1, 2 y 3 hemos representado la funciéon g y el diagrama de bifurcacién

correspondiente para los distintos casos de g.



S A

Figura 1: Funcién g y diagrama de bifurcacién del caso el que g verifica (Hy,).

Figura 2: Funcién g y diagrama de bifurcacién del caso el que g verifica (H.,).
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Figura 3: Funcién g y diagrama de bifurcacién del caso el que g verifica (Hy).

A continuacién estudiamos el caso heterogéneo, o sea, el siguiente problema

—a (ac,/ up) Au = A\u? en (Q,
Q
u = sobre 0f2,

donde 0 < ¢ < 1.

En el caso ¢ = 1 de nuevo usamos propiedades de autovalores principales para obtener



nuestros resultados. En concreto, definimos

A =inf A (1), A = sup A (1),

t>0 t>0

donde A (t) := A[—a(z,t)A;1]. Observemos que 0 < A <\ <
En el caso ¢ = 1 los resultados son similares al caso homogéneo, si bien las técnicas son

diferentes.
Teorema 0.3 Supongamos q = 1.
1. Siw es una solucion positiva de (7), entonces X € [\, \].
2. Si A€ (\N), entonces existe al menos una solucidn positiva de (7).

3. Si la aplicacion t — a(x,t) es una funcion estrictamente mondtona, entonces (7) tiene

una unica solucion positiva.
4. St a(x,0) =0, entonces A = 0.

5. 51

lim a(x,s) = oo, wuniformemente en €,
S§—00

entonces A\ = 00.

Consideremos ahora el caso 0 < ¢ < 1. Dividiremos nuevamente nuestro estudio en otros
dos casos, el caso no degenerado para lo cual consideramos a(z,r) > 0, para todo r > 0; y el
caso degenerado donde a(z,r) = 0 si solo si r = 0.

Estudiemos primero el caso no degenerado, esto es,

a(z,s) >0, s€][0,00).

Para este caso usamos el método de bifurcaciéon para probar la existencia de un continuo C
no acotado en IR x L*(2) de soluciones positivas de (7) que emana desde (A, u) = (0,0). El
comportamiento de este continuo depende del comportamiento de a en infinito.

El principal Teorema del caso no degenerado es:

10



Teorema 0.4 Suponamos 0 < g <1 y a no degenerado.

i) Eziste un continuo C no acotado de soluciones positivas de (7) que emana desde (A, u) =

(0,0).

ii) Si

lim a(x,s)s» =o0, wuniformemente en €1, (Aso)

entonces existe solucion positiva de (7) para todo A > 0. En este caso,

Projr(C) = (0, 400).

iii) Si
1—g

lim a(x,s)s 7 =c(x), uniformemente en , (Ae)

con c(z) > 0 para todo x € ), entonces existen 0 < A, < A < Aisse < 00, Aiie > 0, tales

que

(a) Si X\ > Ak, entonces no existe solucion positiva de (7).

(b) Si X € (0, M), entonces eziste al menos una solucion positiva, denotada por uy, de
(7).

En este caso, (0, \ux) C Projr(C). Ademds, tenemos |uy|o — 00 para X — A.. Ademds,

o Sic(x) > co >0 para alguna constante co, entonces A, > 0, por lo que el continuo C

se va a infinito en A = A,.

e Sic=0 enQ, entonces N\, =0, por lo que el continuo C se va a infinito en A = 0.

Por dltimo, si s+ a(x,s) es creciente, existe a lo mds una solucion positiva de (7).

Obsérvese que las Figuras 1, 2 y 3 también representan los diagramas de bifurcacién para a
verificando (Aw), (A.) con ¢ > ¢g > 0y con ¢ = 0, respectivamente.
El caso degenerado es estudiado haciendo una perturbaciéon en a y pasando convenientemente

al limite.
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Teorema 0.5 Supongamos 0 < q <1 ya(z,0)=0.
i) Si a verifica (Ax), entonces eziste al menos una solucion positiva de (7) para X > 0.

i) Si a verifica (A;) con ¢ > ¢o > 0, entonces existen 0 < \* < \**| tales que existe al menos

una solucion positiva de (7) para 0 < A < A\* y no posee solucion positiva para A > \**.

Es claro que cuando a verifica (Ay) los resultados de existencia son similares al caso local.
Sin embargo, en el caso no-local, cuando a se va a cero lo suficientemente rapido en infinito,
entonces (7) no tiene solucion positiva para A grande. Gran parte de los resultados de este
Capitulo estén incluidos en [34].

En el Capitulo 3 estudiaremos el siguiente problema

— P ) Au = \u — b(x)u? Q
a (/Q q(z)u ) u=Au—>b(zr)u* en
u=>0 sobre 0f),

(8)

a es una funcién continua y positiva, p > 0, ¢ es una funciéon acotada, no-negativa y no-trivial
en ), y b verificando (Hby) o (Hbs).

El término de reaccién es el clasico término logistico: A denota la razéon de crecimiento de la
especie, —b(x)u? es un término que modela el limite de crecimiento de la especie, que considera
la falta de alimentos, de espacio, etc, de la especie u y que evita un crecimiento descontrolado
de la especie. Sin embargo, cuando b verifica (Hbs), hay una region, €y, donde la especie crece
indefinidamente; ese conjunto es denominado el refugio de w.

En el caso local, esto es, a = 1, los principales resultados conocidos son (ver Capitulo 1):

1. Si b verifica (Hb;), entonces existe solucion positiva siy solo si A > A;. En tal caso, existe

una tnica solucién positiva.

2. Si b verifica (Hb,), entonces existe solucién positiva si y solo si A € (Ay, A{). En tal caso,

existe una tnica solucién positiva, y si la denotamos u,, verifica

Jim oo =0yl = o

12



para cualquier 1 < r < oco. En concreto,

lim uy = M(x),

A—AY0
donde M es la denominada “metasolucion”, esto es,

00 in Q,
M(z) = . _ (9)
L(z) inQ\ Q.

y L es la solucién minimal de

—AL(z) = M L(z) — b(z)L(z)> en Q\ Qp,
L(z)=0 sobre 052,
L(z) = o0 sobre 0§).

Luego, en ambos casos, si la razéon de crecimiento es pequena, la Unica solucién es la trivial.
Ademas, cuando existe el refugio, para valores grandes de la razoén de crecimiento, la especie no
existe, “explota” en el conjunto €.

Por tanto, el objetivo es estudiar el comportamiento de esta ecuaciéon cuando se introduce
un término de difusion no-local. Como veremos, dependiendo del crecimiento de la funciéon de
difusién a y de la funcién ¢(z), la estructura del conjunto de soluciones positivas variard mucho
del caso local, apareciendo una riqueza de soluciones muy amplia.

Recordemos los resultados conocidos para (8). Notemos en primer lugar que dicha ecuacién
sélo ha sido estudiada para el caso en el b verifica (Hby) en [17], [22] y [50] (ver también [51]). En
[22] fue probada la existencia de solucién positiva para A grande y a verifica (4). Este resultado
fue mejorado en [17] mostrando la existencia de solucién positiva A > aprA;. En ambos trabajos,
el teorema de punto fijo de Schauder fue usado. En [50], el método de bifurcacién fue utilizado
para estudiar (8) cuando

a(s) =c + 8%, ¢ >0, a>0.

Para esta particular eleccién de a, los autores en [50] probaron la existencia de solucion positiva

para A > ¢\ suponiendo que 2 > max{ap + 1,p — 1}.

13



Nuestros resultados mejoran a los anteriores en varios aspectos: no suponemos que ay > 0
ni ay; < oo; no imponemos ninguna condicién en p; estudiamos el caso en el que b verifica
(Hbs), no estudiado anteriormente; incluimos el peso ¢ en el término no-local que nos dard una
riqueza amplia de soluciones y determinamos exactamente desde el valor de \ para el que existe
solucion.

Para ello, de nuevo aplicaremos el método de bifurcacién. Mostraremos que desde la
solucion trivial bifurca un continuo de soluciones positivas C que es no acotado en IR x L>®(€2).
Dependiendo de b, a y q, el comportamiento de este continuo difiere notablemente.

Primero, tratamos el caso en el que b(x) satisface (Hb;), donde los resultados son muy

similares al caso local.

Teorema 0.6 Si b(x) satisface (Hby). Entonces existe solucion positiva de (8) si X > a(0)A;.

Ademds, si b es constante y a creciente, entonces la solucion positiva es unica.

El caso en el que b verifica (Hby) los resultados dependen de varias cantidades. Definimos

= /Q g(2)(M(z))Pdz. (10)

donde M(x) es la llamada metasolucidn definida en (9).
Estudiaremos dos casos para I, primer cuando [ = oo y después cuando I < oco. En este

ultimo caso, combinamos los resultados de bifurcaciéon con otros de punto fijo.

Teorema 0.7 1. Existe un continuo no acotado C en IR x L*>(2) de soluciones positivas de

(8) que emana desde la solucion trivial en A = a(0)A;.

2. Si I = oo, entonces eziste solucion positiva de (8) si

A € (min{a(0)A, a(o0) AP}, max{a(0) A, a(co) NS }).

En este caso, los valores a(oo) = 0 y a(oco) = 0o son admitidos. De hecho, el continuo C

se va a infinito en A = a(00) .
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3. Supongamos que I < oo y consideramos la ecuacion real

g(s) := =1. (11)

(a) Supongamos que (11) no tiene solucion, o sea, g(s) < I para todo s > 0. Entonces,

(8) tiene al menos una solucion positiva para A € (a(0)A;, 00).

(b) Supongamos que existen sy < Sg < ... < Sp, m > 1 raices simples de (11) y

consideramos

N 1/p
Ai:wo(?) Ci=1,... m.

Entonces,

i. El continuo no acotado C de soluciones positivas de (8) que bifurca desde la
solucion trivial en X = a(0)\; se va al infinito en A\ = Ay. Como consecuencia,

existe al menos una solucion positiva si
A € (min{a(0)Ay, A}, max{a(0)A\;, A1}).

i. Sim=2k+1, k>0, (8) posee al menos una solucion positiva para

k
U AQ] ) AQ]—H

j=1

y (8) no posee solucidn positiva para A grande.

iii. Sim =2k, k> 1, (8.1) posee al menos una solucion positiva para

k—1
A € U (Agj, A2j+1) U (A2k7 OO) (12)

j=1
En las Figuras 4-9 hemos representado diferentes formas de la funciéon g asi como los

diagramas de bifurcacién que aparecen.
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]

a(0)A, oo\ A a(0o) AT a(0)\ A

Figura 4: Diagramas de bifurcacion en el caso que b verifies (Hbs), I =00y 0 < a(o0) < 00. A
la izquierda, a(0)\ < a(c0) A v a la derecha a(co) A < a(0)A;.

a(0)A, B a0} A

Figura 5: Diagramas de bifurcacién en el caso que b verifies (Hbs) e I = oo. A la izquierda,

a(oco) = o0, a la derecha a(co) = 0. El primer diagrama aparece también cuando b verifica
(Hb1).

|'|oc

a(0)A; = a(s0) AT A a(0)A; = a(c0) A"
Figura 6: Posible diagrama de bifurcacién cuando b verifica (Hb,), I = co y a(0)A; = a(co) M.

En el primer caso, la direccién de bifurcacién es supercritica mientras que en el segundo
subcritica.
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o(s) [l

B a(0)\ A

Figura 7: Representacion de la funcién g(s) y diagrama de bifurcacién para g(s) < I.

| |
| |
| |
| |
| |
| |
| |
| |
| |
| |
| |
| |
| |
A A

N |

S1 So S3 S a(0)\ Ay 3 A

Figura 8: Caso I < oo: Representaciéon de la funcién g(s) y del diagrama de bifurcacion para
g(s) = I en un ntmero impar de veces.

Figura 9: Caso I < oo: Diagrama de bifurcacién para g(s) = I en un niimero par de veces. En
el primer diagrama a(0)\; < A; y en el segundo a(0)A\; > A,.
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Ademas, hemos estudiado la direcciéon de bifurcacion desde la solucion trivial y hemos
analizado en detalle los casos cuando a es creciente o a es decreciente, mostrando en estos
casos los diagramas de bifurcacion exactos, asi como la unicidad de solucién positiva.

Comparemos los resultados con el caso local:

1. En el caso que b verifica (Hb, ) los resultados de existencia de solucién positiva son bastante
similares (en ambos casos existe solucion positiva para A > a(0)\;); sin embargo en el
caso no-local puede haber miiltiples soluciones como asi lo asegura los resultados sobre las

direcciones de bifurcacion.
2. Supongamos que b verifica (Hbs). En este caso, distinguiremos dos casos: [ = oo e [ < 00.

(a) I = oo. Este caso ocurre cuando

Qr ={reQ:q(x)>0}NQ #0,

esto es, el coeficiente de difusion no-local tiene en cuenta el refugio de la especie.
A diferencia del caso local, puede existir solucién para A pequeno (si el coeficiente
de difusién es pequeno para valores grandes de la poblacién, a(cc) = 0) y para
valores grandes de A (si el coeficiente de difusién es grande para valores grandes de

la poblacion, a(oco) = 00).

(b) I < oo. Este caso ocurre cuando

Q-ﬁ-mQO:@)

esto es, el refugio no es visto por la difusiéon. En este caso, la estructura del conjunto
de soluciones positivas es complejo, pero en ningtn caso existe solucién positiva para
A pequeno. Ademas, para probar la existencia de solucion para A grande es necesario
que a vaya a infinito més rapido que s/P. En otro caso, no hay solucién positiva

para A\ grande.

Los resultados de este Capitulo estan incluidos en el trabajo [35].
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En el Capitulo 4 vamos a estudiar la ecuacion

_(XD1 + XD, 0 </ up>>Au:f(x,u) en (),
Q
u=20 sobre 0€2,

(13)

donde a : R — R es una funcién continua y positiva, p > 0, A € Ry Dy, Dy C € son dos

subdominios regulares tales que

Q=D,UD,, DiND,y=0,

y como consecuencia {2 = D; U Dy UT con I' un conjunto de medida nula. Hemos denotado

1 sixzeD,
0 siz¢gD.

Xp(z) =

Consideraremos la funciéon f en los casos f1, fo citados anteriormente.
) 3
Observemos que en este caso, la especie se difunde de forma aleatoria en el conjunto Dy vy,
por otra parte, su velocidad de difusiéon depende de la poblacién total, de forma no lineal, en
D,. Este caso, al menos en nuestro conocimiento, no habia sido analizado anteriormente y ha
sido introducido en un contexto ligeramente diferente en [44].
De nuevo, usaremos resultados de bifurcaciéon para probar al existencia de un continuo C de

soluciones positivas no acotado en IR x C()) que emana desde la solucién trivial en )y, donde

AM[=(xp, +a(0)xp,)A;1] sif=fiof=/fs,
O Si f = fg.

)\0:

El comportamiento global del continuo C depende en gran medida de la funciéon de reaccion.

En el caso f = f1, el principal resultado es:

Teorema 0.8 Sea Dy # () # Dy y supongamos que f(u) = Au. Entonces, existe 0 < Ay < 00

tal que (13) tiene solucion positiva si

A € (min{Ao, Ao }, max{Ao, Ao })-
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Ademds,
M[=(xp, + a(0)xp,)A;1] si0 < a(oo) < oo,
Ao =4 M[=A; XD, ] si a(o0) = oo,
0 si a(o0o) = 0.
Ademds, Ao Yy Ao Son puntos de bifurcacion desde la solucion trivial y al infinito,

respectivamente.
Comparemos nuestros resultados con los conocidos anteriormente.

1. Supongamos Dy = (). En este caso, el problema (13) se reduce al problemas lineal de
autovalores, para el que se sabe que existe solucion positiva si y sélo si A = ;. Ademas,

en este caso existen infinitas soluciones positivas.

2. Supongamos D; = (). Este caso ha sido tratado con detalle en el Capitulo 2.

Asi, la gran diferencia en el caso general Dy # () # D5 es que no existe solucién positiva para A
grande, ni incluso cuando a(c0) = 0.

En el casos f(u) = fo(u) = Au?, 0 < ¢ < 1, los resultados son muy similares a los obtenidos
en el Capitulo, en concreto al Teorema 0.4.

Estudiemos finalmente el caso f(u) = f3(u) = Au — b(x)u?, donde los resultados dependen

de la posicion relativa entre Dy, Dy y €y. El resultado principal es:

Teorema 0.9 Supongamos f(u) = Au — b(z)u?, con b verificando (Hby) y p > 1. Entonces

eziste Ao € [0, 00] tal que (13) tiene solucion positiva para
A € (min{Ao, Ao }, max{Ao, Ao })-

1. 5i0 < a(oo) < 00, entonces Ao = A°[— (XD, + a(00)xp,)A; 1].
2. Si Qo C Dy, entonces Ay = )\?0.
3. 81 Qo C Dy, entonces Ao = +00 si a(00) = 00 y Moo = 0 51 a(o0) = 0.

4. En el caso general, Qo N Dy # 0 # Qo N Dy, entonces Ao = 0 si a(co) = 0 y
Moo > MPYUP2 Ay ] cuando a(co) = oo. Ademds, en este caso, si uno de los siguientes

casos ocurre:
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((l) D2 C Qo,

(b) p>2 ya(s)/s'? acotado inferiormente para s grande,

(c)
a(s) _

§—00 51/17 o

)

entonces

Moo = AT [= A xp, ).
En todos los casos, \g y Ao SOn puntos de bifurcacion desde la solucion trivial y del infinito,

respectivamente.

Notemos que Ay < A si y s6lo si a(0) < a(oo). Igualmente observemos que, en general,

no somos capaces de asegurar quién es el punto de bifurcacion A, en el caso general. Sélo

_ Ao

conocemos que Ay > )\?OUDQ[—A; XDp,] ¥, en algin caso particular, A —A; XD, -

Como consecuencia inmediata tenemos (tomando €y = ) en el resultado anterior):

Corolario 0.10 Supongamos que b verifica (Hby). FEntonces, existe al menos una solucion
positiva de (13) si
A € (a(0)Aq, 00).

Recordemos los resultados conocidos para f(u) = f3(u) = \u — b(z)u?.

1. Supongamos que Dy = () (caso local puro). Entonces, existe solucién positiva si y s6lo si
A€ (A, AP0).

En este caso, la solucién es tnica y A\; v A son puntos de bifurcacién desde la solucién

trivial y desde infinito, respectivamente.

2. Supongamos que D; = ) (caso no-local puro). Entonces, existe al menos una solucién

positiva de (4.1) si

A € (min{a(0)A, a(c0) A}, max{a(0) A, a(co)A®}).
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Los casos a(00) = 00 y a(0o) = 0 son permitidos. De nuevo, a(0)\; v a(00) A son puntos
1

de bifurcacién desde la solucion trivial y desde infinito, respectivamente.
3. Supongamos que b(x) > by > 0 para alguna constante positiva by. Entonces,

(a) Supongamos que Dy = (). Entonces, existe solucién positiva si y sélo si
A E ()\1, OO)

Ademas, en este caso existe a lo méas una tnica solucién positiva.

(b) Supongamos que D; = (). Entonces, existe al menos una solucién positiva de (4.1) si
A € (a(0)Ay,00).

Comparemos e interpretemos nuestros resultados en el caso de la existencia del refugio §2.

e En el caso local, Dy = (), la especie tiende a la extincién cuando la razén de crecimiento es
pequena (A < \p), la especie sobrevive para valores intermedios de A y no existe solucién
positiva para para valores grandes de A (A > )\?0). En efecto, la presencia del refugio
trae consigo que la especie crezca libremente en el refugio, y por tanto la poblacién crece

indefinidamente

e En el caso puro no-local, D; = (), la especie puede coexistir incluso para una tasa de
natalidad pequena si el coeficiente de difusion es pequeno (a(oo) = 0) o para tasas de
natalidad altas si el coeficiente de difusién es grande (a(c0) = 00). Esto es, cuando la tasa
de natalidad es pequena la especie sobrevive si la velocidad de difusion es también pequena
para grandes valores de la poblacion total. Por otro lado, la presencia de un refugio y
una tasa de natalidad grande no implican que la poblacion crezca indefinidamente si la

velocidad de difusion es alta para grandes valores de la poblacion total.

e Supongamos ahora que D; # 0 # D,, esto es, tenemos difusién local y no-local

simultaneamente. Entonces:
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1. Si el coeficiente no-local estd acotado superior e inferiormente o el refugio estd
contenido enteramente en la region de difusion local, los resultados son similares

al caso de difusién local pura.

2. Si el refugio esta contenido en la regiéon de difusion local, los resultados son similares

al caso de difusién local pura.

3. Si el refugio estd contenido en la region de difusion no-local, los resultados son

similares al caso de difusién no-local pura.

4. Supongamos ahora que el refugio tiene parte incluida en donde la difusion es local,
es aleatoria. Entonces, para valores grandes de la tasa de natalidad la especie no
existe ya que crece indefinidamente. En este caso, una velocidad de difusion grande

no evita el desproporcionado crecimiento de la poblacién.

La mayor parte de los resultados de este Capitulo estd incluida en el trabajo [33].

En el Capitulo 5 estudiamos la ecuacion

—a(/ up) Au= M u?+u" en €,
Q
u=20 sobre 0f),

(14)

donde \e R 0<¢g<lyl<r<(N+2)/(N—-2)(1l<r<oosiN <2).

Recordemos en primer lugar los resultados para el caso local, esto es a = 1:

1. Sig=1, (14) posee solucién positiva si y sélo si

A E <—OO, )\1)

2. 510 < g <1, existe \* > 0 tal que (14) posee solucion positiva si y solo si

A € (—o0, A7,

y al menos dos soluciones positivas para A € (0, \*).

Para presentar nuestros resultados en el caso no-local necesitamos alguna notacién. En
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efecto, consideremos la ecuacion local

—Au=u" enQ, u=0 sobre 0. (15)

Demostraremos que cuando p > max {r, N(T;l)} entonces existe M; > 0 tal que

0< M; < / uP, para toda u solucién positiva de (15).
Q

En este caso nuestro resultado principal es (ver Figuras 10 y 11):

Teorema 0.11 1. Euxiste un continuo no acotado C en IR x C(£2) de soluciones positivas de

(14) que emana desde la solucion trivial u =0 en A = \g donde:

a(0)Ay sig=1,

)\0 -
0 st0<qg<1.
2. 5i
lim %) _ o, (16)
S$—00 S D

entonces existen

Ao <A <A < o0,
tal que

(a) Si X\ > \**, entonces no existe solucion positiva de (14).

(b) Si0 < X<\, entonces existe solucion positiva de (14). Por tanto, en este caso
(0, \*) C Projg(C).

Ademds, si a(0o) > 0, entonces existe solucion positiva de (14) para A < X*, y por tanto

en este caso

(—00, \") C Projg(C).
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3. Sip> max{r,%} Y

entonces:

1
afi) > ——, Vs>0, (17)
S P Mlp

(a) si g =1, existe \* € (0,a(0)\1] tal que existe solucion positiva de (14) si \* < A;

esto es

(A", +00) C Projg(C).

(b) si0 < q <1, existe solucion positiva de (14) si A > 0, esto es,

(0, +00) C Projr(C).

—

Ao A A

Figura 10: Diagramas de bifurcacién para ¢ =1y 0 < ¢ < 1 respectivamente, con a verificando

(16).

a(O)/\1

A A

Figura 11: Diagramas de bifurcacién para ¢ =1y 0 < ¢ < 1 respectivamente, con a verificando

(17).

Como consecuencia, en el caso no-local, los resultados son similares cuando a verifica (16),
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que incluye el caso en el que a esta acotada superiormente.

En nuestro conocimiento, sélo el caso 0 < ¢ < 1y a verificando (16) ha sido estudiado
previamente, ver [50]. En este trabajo, ademés se impone que a sea una funcién creciente, y
solo el caso A > 0 es estudiado. El caso A = 0 ha sido analizado en [7]. Sin embargo, al menos
en nuestro conocimiento, el caso general ¢ = 1 no ha sido estudiado previamente ni el caso en
el que a verifica (17). Este caso es de especial interés ya que se prueba que cuando a crece
muy rapidamente la estructura del conjunto de soluciones cambia drasticamente, apareciendo
soluciones positivas para A grande. Debemos notar que la cantidad M; que aparece en (17) no
es facil de calcular. En el caso de que 2 sea un dominio radial, el problema (15) tiene una tnica
solucién positiva (ver por ejemplo [38], [45] y [54]) y por tanto M; podria ser calculado.

Los resultados de este Capitulo estan incluidos en el trabajo [36].

Para finalizar, exponemos algunos de los problemas abiertos que quedaron a lo largo de

la Memoria, asi como posibles lineas de investigacion futuras.

1. En todos los problemas estudiados en la Memoria, salvo el considerado en el Capitulo 2,

suponemos que a es no-degenerada en el 0, esto es,

a(0) > 0,

lo que es usado principalmente para poder mostrar la existencia de un punto de bifurcacién

desde la solucidn trivial.

Es por tanto interesante estudiar nuestros problemas para a(0) = 0. Podriamos actuar de

dos maneras:

(a) Perturbar conveniente el problema y tener una ecuacién donde a.(0) > 0, aplicar
los resultados a este problema perturbado y pasar al limite convenientemente. Este

razonamiento es el que hemos seguido en el Capitulo 2.

(b) De nuevo perturbar el problema para tener una ecuaciéon donde a.(0) > 0. Concluir
la existencia de un continuo C. no acotado de soluciones positivas del problema no

acotado. Aplicar a continuacion el Lema de Whyburn ([52]) para poder concluir la
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existencia de un continuo no acotado C = UC. de soluciones positivas del problema

original.

. En la ecuacién logistica estudiada en el Capitulo 3 s6lo hemos podido probar que los
puntos A; son puntos de bifurcacién a infinito en el caso en el que a es creciente. Creemos
que deberia ser posible mostrar este resultado independientemente de la monotonia de la

funcién a.

. Igualmente en la ecuacién logistica en la que se combinan difusion local y mno-local
estudiada en el Capitulo 4 hemos sido capaz de determinar el punto de bifurcaciéon a
infinito en algunos casos concretos tanto de la funcién a como en el valor de p. Conocer

si ese es el punto de bifurcacion en el caso general es un problema interesante.

. En el caso superlineal estudiado en el Capitulo 5 no hemos sido capaces de estudiar los

casos en el que el coeficiente a verifica

a(s) a(s)
=y — 00 O ey — ¢ >0 cuando s — oc.

. Es bien conocido el resultado de Gidas-Spruck [39] que proporciona cotas a priori de las

soluciones de un problema eliptico de la forma
—Au = f(z,u)

donde f verifica

o

S—00 tr

= h(z) >0 para toda x € Q,

y1<r<(N+2)/(N—-2). No existe una resultado similar para una ecuacién de la forma

- Pl Ay =
a </Q u ) u= f(x,u)
o en general

—Au:f<x,u,/gup),

debido a que la técnica usada en [39] no puede ser reproducida cuando hay un término
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no-local. Este resultado daria interesantes consecuencias y nos ayudaria a analizar si
la existencia de un término no-local eviataria la pérdida de cotas a priori en algunos

problemas locales, ver [29].

. Si bien el objetivo de la Memoria era el estudio del problema estacionario, es un problema
muy interesante estudiar la estabilidad (al menos local) de los puntos estacionarios con
respecto al problema parabodlico asociado. Para alguna no-linealidad concreta, se ha
estudiado la existencia y propiedades del atractor asociado al problema parabélico (ver por
ejemplo [13] y [14]) pero no la estabilidad de los posibles puntos estacionarios. Existen
algunos resultados en el caso de que la funcién de reaccion sea lineal (ver por ejemplo
[18], [20], [23]) pero no en el caso no-lineal. Esto nos llevaria al estudio de problemas
de autovalores no-locales para los que no se conocen aun con detalle la estructura del

conjunto de autovalores.

. En todos los problemas estudiados, el término no local aparece como un coeficiente de
difusion. Puede plantearse igualmente el caso en el que dicho término aparezca dentro de

la divergencia de un operador, esto es problemas de la forma

—div (a (/Q K(:L’,y)up(y)dy) Vu) = f(z,u),

que incluye los problemas

—div <a ( /Q - up(y)dy> w) = f(x,u),

y el problema intermedio entre local y no local

_div <a (\9(1 up(y)dy> w) — (),

x’ T)‘ Q(:E,T‘)

donde Q(x,r) := QN B(x,r), r > 0.

Aunque realmente hay pocos trabajos sobre estas ecuaciones, ya se han dado unos primeros

pasos en [16], [46] y [2].
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Capitulo

]

Resultados Previos

En este Capitulo introducimos resultados que seran usados a lo largo de esta Memoria. La
mayoria de ellos son bien conocidos y no presentaremos sus pruebas, en otros las hemos incluido
por conveniencia del lector; y algunos resultados son nuevos. Distribuimos el contenido de este
capitulo de la siguiente manera: en la Seccién 1.1 presentaremos algunos resultados referentes
a problemas de autovalores locales. En la Seccion 1.2 estudiamos una ecuacion eliptica con
término de reacciéon céncavo. En las Secciones 1.3 y 1.4 presentaremos resultados conocidos
sobre la ecuacién logistica, un problema superlineal y el caso céncavo-convexo. Por ultimo, en

la Seccion 1.5 presentaremos el método de sub-supersolucién para un problema no-local.

1.1 Problema de autovalor local

En primer lugar analizamos el siguiente problema de autovalores

—mq(x)Au + mo(x)u = Amg(z)u  en

u=>0 sobre 0f2,

donde my, ms, m3 € L*(2),m; > m > 0, para alguna constante m > 0, y mz > 0 en .
El siguiente resultado nos proporciona las principales propiedades del autovalor principal de
(1.1). Los resultados son bien conocidos, citemos por ejemplo [42] donde se realiza un estudio

exhaustivo de (1.1).

Proposicién 1.1 FEl problema (1.1) tiene un autovalor principal, X € R, denotado por
AP [=ma () A 4 ma(x); my ()],

que tiene asociado una autofuncién positiva, ¢, € W>4(Q), para todo ¢ > 1, y por tanto
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01 € CH(Q),a € (0,1). Ademds, es el tinico autovalor que tiene asociada una autofuncion con

signo definido. Por ultimo, las siguientes propiedades son satisfechas:
1. La aplicacion my € L®(Q) = AP [—my(2)A+ma(z);ms(x)] en R, es continua y creciente.

2. La aplicacion my € L>®(Q2) — A [—my(2)A + ma(z);ms(z)] en R, es continua. Ademds,

simg < 0 en €, la aplicacion es también creciente.

8. El autovalor principal X [—mi(z)A+my(x);ms(z)] es continuo y decreciente con respecto

a §2 en el siguiente sentido:

(a) Si €y C Qo C S, entonces
AP [ (@) A+ ma(a); ma ()] < AP [=ma(2)A + mo(x);ms(@)).
(b) Si definimos los conjuntos
Q, = {z e RY; dist(x,Q) <7},

donde v > 0, entonces

lyigr(l) A [=ma (@) A 4 ma(z): ma(2)] = A2[—my (2) A + mao(x); ms(2))].

Notal.2 1.5 Q = 0 o mg = 0 en Q, por convenio diremos que A\—my(z)A +

ma(x); ms(x)] = oco.

2. Cuando no haya confusion, suprimiremos el superindice ) en el autovalor, esto es,

escribiremos
)\?[—ml(w)A + mo(z);mg(z)] = M[—mi(x)A + ma(z); ms(z)].

3. Obsérvese que A\i[—m(x)A + mo(x);ms(x)] se puede escribir de la siguiente forma

ma(z) my(z)

Ml=mi(@)A + ma(e)ima(e)] = M |=A+ TR T
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Al largo de esta memoria denotaremos, para m; = 1,ms = 0 y mz = 1, los siguientes
autovalores

A= AP=A], AP = AP—A T,

con D CC € un subdominio propio de €.
A continuacién estudiaremos un caso particular de (1.1) que jugard un papel fundamental

en el Capitulo 4. Consideramos
ml:XD1+dXD27 me =0 y ngl,
o sea, el problema de autovalor local

—(Xp, +dxp,) Au=Au en (),
u=>0 sobre 0f),

(1.2)

donde d > 0, Dy, Dy C €2 son dos subdominios regulares tales que

Q=D,UD,, DiND,y=0,

y como consecuencia {2 = D; U Dy UT con I' un conjunto de medida nula. Hemos denotado

1 sizeD,
Xp(z) =
0 siz¢gD.
Definimos las funciones:
9(d) :== A1 [= (xp, + dxp,) A1), gol(d) := AP [(xp, + dxp,) A 1], (1.3)

donde Qy CC €2 es un subdominio propio de §2.

En el siguente resultado mostramos el comportamiento del autovalor g(d) con respecto a d.
Proposiciéon 1.3 1. La funcion g : (0,4+00) — Ry es creciente y continua.

2. léﬂ)lg(d) =0.
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3. lim g(d) = Ai[~As xp,-
Prueba:

1. Sigue de la Proposicion 1.1 que g(d) es creciente y continua.

2. Por la Proposicion 1.1, tenemos
0 < g(d) = M[—(xp, + dxp,)A; 1] < AP?[—dA; 1] = dAP>.

Tomando el limite cuando d | 0, tenemos luilﬂ)l g(d) = 0.

3. Sea g4 la autofuncién positiva asociada a g(d), con |pg|s = 1. Tenemos que
0 < g(d) = M[~(xp, +dxp,) A 1] <A,

y por tanto, g(d) es acotada y existe limy_ o, g(d) = g(oc0). Multiplicando (1.2) por ¢q,

obtenemos que

2 1
Vel =o0) [ B[ @rlf <o qa
/QI wal” = g(d) o Xo + dxD, g(d) L it g |, va) < (1.4)

Luego, |@a|gy < C. Entonces, por el Teorema de inyeccién de Sobolev, existe ¢* € Hi (),

©* >0, ¢* # 0 tal que

pa — " en Hy(Q),

0q — @ en L*(Q) cuando d — co.

Probemos que ¢* > 0 en D;. Supongamos que / ¢% — 0 cuando d — oco. Por (1.4)
D1

tenemos claramente una contradiccion. Por otro lado, de la definicion de ¢, se tiene

/QVsad-W:g(d) [/D wds0+cll/Dz wdw], p € Hy(Q). (1.5)
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Tomando limite cuando d — oo en (1.5), obtenemos
/Vso Ve = g(oo / "o = g(oo /xm@ p, @€ Hy(9).
Entonces, ¢* es una solucion débil del problema

—Ap® = g(o0)xp, " en
=0 sobre Of).

Por tanto, como ¢* > 0, ¢* # 0, sigue que g(oco) = \[—A; xp,]- [

En la Figura 1.1 hemos representado la funcién g(d).

9(d)

A Y e e

Figura 1.1: Comportamiento del autovalor g(d).

El siguiente resultado muestra el comportamiento del autovalor go(d) con respecto a d, que

depende de la posicién relativa de los conjuntos €2, Dy v Ds.
Proposiciéon 1.4 1. La funcion go : (0,4+00) — Ry es continua y no decreciente.

2. SiQoN Dy # ), entonces

lc}ﬂ)l go(d) = 0.

3. SiQoN Dy =10, entonces
lim go(d) = M.

dlo

4. 8iQoN Dy # 0, entonces
}}T{g go(d) = /\?O[—A§ X D1n0%) -
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5. SiQoN Dy =0, entonces
lim go(d) = oo.
Prueba:

1. El primer apartado sigue nuevamente de la Proposicién 1.1.

2. Por la Proposicién 1.1 y la definicién de go(d), tenemos
0 < go(d) = AP [~(xp, + dxp,)A; 1] = A2 [—dA; 1] = dAT"P2,

Tomando el limite cuando d — 0, obtenemos el resultado.

3. Como QN Dy = 0, entonces Qy C D; y tenemos
go(d) = A\ [=A;1] = AP,

Por tanto, concluimos el apartado.

4. En este apartado podemos usar exactamente el mismo razonamiento del apartado 3 de la

Proposicién 1.3.

5. Como Qy C Dy, tenemos

go(d) = drf.
Tomando el limite cuando d — oo, obtenemos el resultado. [ |

En las Figuras 1.2-1.4 se muestra la funcién go(d) en diferentes situaciones.

go(d)

d

Figura 1.2: Comportamiento go(d) cuando Qo N Dy # Oy Qo N Dy = 0.
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!/u(d)

Q
AL

d

Figura 1.3: Comportamiento go(d) cuando Q9N Dy =0y Qo N Dy # 0.

9(d)

Xil“[fA: XDl = = —m—m—mm e —mmm—— - = — =

Figura 1.4: Comportamiento go(d) cuando Qo N Dy # 0y QN Dy # 0.

1.2 Ecuacion local con término de reaccion concavo

Consideramos el problema

—Aw = om(z)w? en €,

w=20 sobre 0€2,

(1.6)
donde m € C%(Q), a € (0,1),conm >0, mZ0y0<q<1.

En el siguiente resultado probamos la existencia y unicidad de solucién positiva para (1.6).
Aunque el resultado es bastante conocido, ver por ejemplo [8] y [3], introducimos su prueba por

completitud.

Teorema 1.5 El problema (1.6) tiene una tnica solucion positiva, denotada por Wiy, €

C?7(Q), con v € (0,1), si y sélo si o > 0. Ademds,

1
Wgm] = O 1~9W[1 m]- (1.7)
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Prueba: =) Sea w solucién positiva de (1.6) y supongamos que o < 0. Entonces
—Aw < 0en 2, w =0 sobre ).

Por el Principio del Maximo, tenemos que w = 0 en 2. Contradiccién.

<) Supongamos que m(z) > 0, m # 0 en Q. Entonces existen zg € Q, r > 0y my > 0 tales
que m(x) > mg > 0 para todo x € B, donde B = B(xq,r) C (.

Sea P la autofuncién positiva asociada a AP en B con |¢P|,, = 1. Consideramos ¢ la

prolongacién de o por cero en ), definida por

pi en B,

o= B (1.8)
0 en Q\B.
Obsérvese que ¢ € H} ().
Tomemos como pareja de sub-supersoluciones (w,w) = (ep, Ke) donde e es la inica solucién

positiva de
—Ae=1 enQ,

e=20 sobre 0f).

(1.9)

y €, K serdn constantes positivas elegidas mas adelante.

En efecto, W es supersolucion de (1.6) si

—A®W > om(z)w?! & K> olmlsle|L.

Por otro lado, obsérvese que gracias a que d,0F < 0 en 9B, donde 7 es la normal exterior

de B, se tiene que
[ Vu-vu <o [ m@pty v e B©Q), ¢ 20,

si
g
1—q
€ < 7BmL,
1

donde my, = minm(z) > 0. Ya que ¢ > 0, tenemos que elegir € pequeno para que la anterior
z€eB
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desigualdad sea cierta y K grande tal que w < w en 2. Por tanto, podemos aplicar [9] y concluir
que existe w solucién de (1.6) tal que w < w <w en €.
Ademaés, gracias al Principio del Méximo Fuerte, w(z) > 0 para todo = € .

Para probar la unicidad tomamos f(z,s) = om(z)s?, 0 < ¢ < 1. Como

f(z,s)

=om(z)s?™' yqg—-1<0,
s

f(z,s)
s
positiva. Por lo tanto, sigue la unicidad de solucién positiva de (1.6), ver [10].

entonces s +— es decreciente y estrictamente decreciente en el conjunto donde m es

La igualdad (1.7) sigue de un célculo directo. [
El siguiente resultado nos permite comparar una subsoluciéon o supersolucién de (1.6) con

su solucién.

Proposicién 1.6 Si w € C?(Q) N C%Q) es una subsolucion (respectivamente W es una

supersolucion) de (1.6) positiva, entonces w < Wiy, (Tespectivamente Wi, < W).

Prueba: Si w es una subsolucién de (1.6). Tomamos W = Ke con K grande y e la solucién

positiva de (1.9) tal que W sea supersolucion, entonces, gracias a la unicidad de solucién positiva,
W < W < Ke  en ()

Analogamente, supongamos que W es supersolucion positiva de (1.6), y tomamos w = €p

con € > 0 pequeno donde ¢ estd definida en (1.8), tal que w sea subsolucién. Entonces

€0 < W) S W en () |

1.3 Problema logistico local

En esta Seccién estudiamos la siguiente ecuacion logistica

—Au = pu — b(z)u?  en Q,
u=20 sobre 02,

(1.10)
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donde b € C(R2), b >0y b# 0 en Q. Consideremos dos casos para b(x):
(Hb1> b(l') > by > 0, Vo € Q.

(Hby) b(x) > 0en , b(x) # 0 y definimos el conjunto
Qo ;= int{x € Q;b(x) = 0}.

Supondremos, por simplicidad, que 2y es un conjunto conexo, regular y €y CC €.

La ecuacién (1.10) ha sido bastante estudiada, véase por ejemplo [43], donde se hace un
estudio detallado de la ecuacion.
El siguiente resultado nos garantiza la existencia y unicidad de solucién positiva para el

problema (1.10), asi como resume las propiedades mas importantes de dicha solucién.

Teorema 1.7 1. Sib(z) safisface (Hby), existe una tunica solucion positiva de (1.10) si sélo

ST > Ap.

2. Sib(x) satisface (Hby), existe una unica solucion positiva de (1.10) si y sélo si
A< < Ao,

Ademds, si denotamos la tinica solucion positiva de (1.10) por Oy, tenemos que la
aplicacion p € (A, X%) = 0,4 € C+*(Q),« € (0,1), es continua, creciente, diferenciable
Y

lim |6l = 0, lim (6, 41], = o0, 111
ngﬂ il m1§?0| wbllr = 00 (1.11)

para cualquier 1 < r < oo. Ademds,

, +oo  six €,
lim 0y,,4)(x) _ o
P <oo six e Q\ Q.

De hecho, para cualquier conjunto abierto D C Q\ Qq se tiene

lim 0[%(,] =L en 02(5),

Q
HT>\1 0
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donde L es una solucion minimal de

—AL(z) = MPL(z) — b(z)L(z)? en Q\ Q,
L(z) =0 sobre 052, (1.12)
L(z) = o0 sobre 0€).

Nota 1.8 A wuna solucion de (1.12) se le denomina solucién “larga”™ o singular. Cuando se

escribe L(x) = oo sobre 08y, significa que

lim  L(z) = oo.
dist(z,000)—0

1.4 Problema superlineal local

Estudiaremos en esta Seccién las soluciones clasicas del siguiente problema superlineal local

—Av = pv? +v"  en €,
v=20 sobre 02,

(1.13)

donde pe RyO0<g<1<r.
El préximo resultado nos muestra que las soluciones positivas de (1.13) estan acotadas en

L>(§2) si p pertenece a un compacto de Ry

+00 si N <2

l<r<
N
. . N+2 |
A partir de ahora cuando escribamos 1 < r < N9 entenderemos r < N9 si N >3y

r<oosiN<2.

Proposiciéon 1.9 Sea 1 <r <

2
N 3 Si v es solucion cldsica positiva de (1.13) y p € K C R

(un intervalo compacto), entonces eziste una constante C(K, Q) tal que

[V]oo < C,  ¥Y(u,v) solucion de positiva (1.13) y p € K.
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Prueba: Llamamos f(x,s) = us?+ s". Luego,

lim 25 4o )

5—00 s

Por el Teorema 1.1 de [39] existe una constante positiva C' que depende de K y €, tal que
[V|0o < C. |
La siguiente Proposiciéon resume los principales resultados de (1.13) en el caso ¢ = 1, ver

por ejemplo [49], [6].
Proposiciéon 1.10 Sea g = 1.
1. Siwv es solucion positiva de (1.13), entonces p < Ap.
. + . - " . g
2. 5il<r< N3’ entonces existe solucion positiva de (1.13) si y sdlo si pu € (—o0, Ap).

Ademds, desde A = A1 bifurca desde la solucion trivial un continuo C de soluciones positivas de

(1.13) que es no acotado en R x C(§2) y tal que

Projg(C) = (=00, A1).

En el caso r > es conocido que no existe solucion positiva de (1.13) para u pequeno.

La siguiente Proposicién muestra este resultado, que incluimos para conveniencia del lector.

Definiciéon 1.11 Un dominio Q2 se dice estrellado si toda semi-recta que parte de la origen

intesecta la frontera de 2 en un unico punto.

N +2
N -2

Proposicion 1.12 Sea 2 estrellado y g =1. Sir > Yy

(N_2>(7;J:2)_2N>, (1.14)

“91< NG —1)

entonces (1.13) no posee solucion positiva.

Prueba: Consideremos g(s) = pus + s". Es claro




De la Identidad de Pohozaev, ver por ejemplo [53],

N_2 , 1 ) -
. /Q\Wy +2/8Qyw . ndSI—/QG(v),

donde 7 es el vector normal exterior en el punto z € 9{). Por ser {2 un dominio estrellado,

tenemos z -1 > 0 para todo x € 0%, ver [49], luego

Nm_vz/gyw? < [ ). (1.15)

Por (1.13),
/|Vv|2:u/1)2+/vr+1
Q Q Q

y sustituyendo en (1.15), obtenemos

N -2 2 r+1) N/ 2 1 / r41
_— < — .
IN <“/QU _'_/QU 5 LoV Tt )t

Reagrupando, tenemos

N -2 1 1 <1 N—Z)/2 M/z
- RN = B[ 1.16
<2N 7‘+1)/QU P27 av )" TN ! (1.16)
Sir = 242, entonces por (1.16) tenemos
K 2
0<% [ o2
N QU
lo que es una contradiccién pues (1.14) con r = % implica pu < 0.
- N+2
Ahora, si r > N—J_FQ 1
rp1 _ (N =2 1 >_ / 2
< — — . 1.17
/QU N( 2N r+1) o' (1.17)

Por otro lado, debido a la desigualdad de Poincaré, tenemos

Al/UQS/]VU\Qzu/UQ—i-/vTH.
Q Q Q Q
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Debido a (1.17), obtenemos

1 /N-2 1 \7!
2 2 . _
Al/gz” <“/g” [1+N(2N r+1) ]

que implica,

1 /N—-2 1\ " (N =2)(r+1)— 2N
> AN |1+ —= — = A
= +N<2N 7~+1> ] 1[ N(r—1) ’
lo que es una contradiccién con (1.14). [

En el siguiente resultado analizamos (1.13) con ¢ < 1, ver por ejemplo [3] y [31].
Proposicién 1.13 Sea 0 < ¢ < 1.
1. Eziste i > 0 tal que para p > i, (1.13) no tiene solucion positiva.

N+2
2. Sil<r< N+2’ entonces existe solucion positiva de (1.13) si y sélo si pu € (—oo, Ti].

Ademds, (1.13) tiene al menos dos soluciones positivas si i € (0,71).
Por dltimo, desde la solucion trivial bifurca en p = 0 un continuo C de soluciones positivas

de (1.13) que es no acotado en R x C(82) y tal que
Projg(C) = (=00, 7.

En el resto de la Secciéon nos dedicamos a dar resultados que seran usados en los
Capitulos posteriores al estudiar problemas no-locales. En el primer resultado, estudiamos el

comportamiento de las soluciones de (1.13) cerca del punto de bifurcacién en el caso 0 < ¢ < 1.

Proposiciéon 1.14 Sea 0 < ¢ < 1 y (in, vn) una sucesion de soluciones positivas de (1.13) tales

que i, — 0 y |vy]eo — 0. Entonces,

Ui —wpy en L¥(Q).
1—q

Hn

Prueba: Como |v,]e — 0 y la direccion de bifurcacién de soluciones positivas de (1.13) es
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supercritica, ver [31], sigue que u, > 0. Por otro lado, como v,, > 0, tenemos que
—Av, = ppvl +v) > ppol,

luego v, es supersolucién de (1.6) con 0 = p,, y m = 1, por tanto

1

Uy > i "W 1) (1.18)

Por otro lado, por el Teorema 2.2 de [3], existe 8 > 0 tal que para todo p € (0, ) el problema

(1.13) tiene una tnica solucién positiva que satisface
Voo < B

Gracias a la unicidad de solucién, para encontrar una cota superior de v, basta encontrar una

supersolucion. Tomemos como supersolucién de (1.13) w = Rywpi ) con Ry, a elegir. En efecto,
—AW > p, 0! +w" & R >y, + Ry wf -
Ahora, basta tomar R, que satisfaga
R — RTW = p,,, (1.19)

donde W = |wy 1|55 7. Reescribiendo (1.19) como

R\ " (R e
( ?) - ( ?) Wpn™ =1, (1.20)
pn” " o

y tomando limite en (1.20), obtenemos
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Por (1.18) y la supersolucion w, obtenemos

) R
wp) < —— < —-wpy en Q.
l1—q

Un

1—q

Un

Esto concluye la prueba. [ |
En el siguiente resultado establece condiciones para garantizar que si una sucesion de

soluciones de (1.13) converge a 0 en norma LP, entonces lo hace también en norma L.

Proposicién 1.15 Supongamos p > max{w,r} y0 < q < 1. Sea (pn,v,) soluciones
positivas de (1.138) con |u,| < C, con C una constante positiva. Si / vk — 0, entonces
Q

|Un]oo — 0.
Prueba: Como v, — 0 en L?(2), entonces

o0 enLF(Q) y vl =0 en Li().
Como pu, esta acotado, tenemos que

(a0 + 0" — 0 en L7 (Q).
Por regularidad eliptica, existe una constante M > 0 tal que
|Vnl o2 < Mpnvf + vy lpe — 0.

Ahora, consideramos tres casos:
>

: 2. £ = <

RS

N
2

RERS]

N
5

Supongamos el caso 1, esto es p > r(N/2). Por inyeccién continua de W7 (Q) en L=(Q),
tenemos que |v,|s — 0.

Supongamos el caso 2, p = r(N/2). También por inyeccién continua de W27 (Q) en L(Q)
para todo s > 1, tenemos que v, — 0 en L*(f2), para todo s > 1. Por tanto, usando de nuevo

la regularidad eliptica, |v, |0 — 0.
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Ahora, supongamos el caso 3, esto es p < r(N/2). Por inyeccién continua, tenemos

W2H(Q) — L"(),

donde t; = H@’J_Vgp. Luego,

v — 0 enLtTl(Q) y vl —=0 enL%(Q),

que implica,

|Un|W2,t71 < M|pnul + U:L|t1/r — 0.

De nuevo, si t;/r > N/2, esto es,

llegamos a que |v,]00 — 0.

Por otro lado, si & < &,

donde

to = .
27 N — 2p(r+1)

Repitiendo este razonamiento k veces llegamos a que
‘Un|W2’ tTk — 0,

donde

N
t = . k>0
TkN—QpZTj

J=0

Por tanto, si existe k tal que t;/r > N/2 llegamos a un absurdo pues |v,|, — 0.

Por un cdlculo directo, decir que t;/r > N/2 es equivalente a decir

ﬁrkﬂ(r—l) N (r—1)

- 2 ki1 21— k-1’
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para lo que es suficiente que p > w Esto concluye la prueba. |
En el siguiente resultado probamos que para ¢ = 1 el punto (i, v) = (0,0) no es un punto

de bifurcacién de (1.13) desde la solucion trivial.

Proposicién 1.16 Sea (ji,,v,) una sucesion de soluciones positivas de (1.13) con p, — 0.
Entonces existe C' > 0 tal que
[Un]oo > C,  Vn e N.

Prueba: Supongamos por contradiccion que |v,|s — 0. Hacemos el cambio de variable

Unp,
wy, =
|vn oo
en (1.13). Por lo tanto, como ¢ = 1 tenemos
—Aw, = pyw, +w’|v,|’ct, in Q. (1.21)

Por definicién w,, estd acotado en L?(€2) para todo g > 1, y por regularidad eliptica, tenemos
|wp|w2a < C, ¢g>1.
Por lo tanto, existe w € C*(Q), w # 0 tal que
w, —w en CY(Q).
Pasando el limite en (1.21), tenemos
—Aw=0enQ, w =0 sobre 012,

que lo implica w = 0. Esto nos conduce a una contradiccién ya que |wy, | = 1. |

Como consecuencia de los resultados anteriores se tiene:

N(r—1)

Proposicién 1.17 Supongamos p > max{ =%

N
7T}7q:1 y1<7"< N+2 Sea (:unavn) una

46



sucesion de soluciones positivas de (1.13) con p,, — 0. Entonces existe C > 0 tal que
/ v >C, VYnelN
Q

Prueba: Supongamos por contradiccion que /Q vP — 0. Por la Proposicién 1.15, tenemos que
|Un]oo — 0, lo que es un absurdo por Proposicién 1.16. |

Observemos que en el caso 4 = 0 no necesitamos imponer ¢ = 1. Por tanto, tenemos el
siguiente resultado para las soluciones positivas de (1.13) para el caso concreto p = 0, esto es,

para la ecuacion

—Av =v" en (],

v=0>0 sobre 0.

(1.22)

Corolario 1.18 Sea 1 < r <

N+2
N g v > man M

C' > 0 tal que para toda v solucion positiva de (1.22) se tiene que:

,7}. Entonces existe una constante

CSAW. (1.23)

Como consecuencia, podemos definir
M, :=sup{C >0:C < / v para toda v solucion positiva de (1.22) }.
Q

Los siguientes resultados son consecuencia inmediata de la Proposiciéon 1.9.

+
N5 Y 0<q<1. Si(pin,vn) es una sucesion de soluciones
positivas de (1.13), con |u,| < C, entonces existe Cy tal que

Proposicién 1.19 Sea 1 <r <

/QUZSCL

47



1.5 Meétodo de sub-supersolucién para una ecuacion no-local

Introducimos el método de sub-supersolucién para la siguiente ecuacién no-local

_ P\ Ay — 0
a (/Q q(z)u ) u= f(x,u) en
u=>0 sobre 0f2,

(1.24)

donde f : €2 x R — R es una funciéon continua, a es una funciéon positiva y continua, p > 0y
q € L>(Q).

Existen diferentes definiciones de sub-supersolucién para (1.24) dependiendo de las
propiedades de a y f, ver por ejemplo [1]. Usaremos el método de sub-supersolucién de [25],

que permite mas generalidad en a y f.

Definicién 1.20 Decimos que la pareja de funciones (u, ), con u,u € H'(Q) N L>®(Q), es una

pareja de sub-supersoluciones de (1.24) si

a) en €,
b)

c)

I
IN
S

0 <@ sobre 012,

[
INA

a(/Qq(x)up>/QVU-Vgo—/Qf(I,U)QO§0§a</QQ($)Up>/QVU'VSO—/QJC(I;U)%

para todo p € HY(Q), » >0 en Q y para todo u € [u,u] :={u € L®(Q) : u < u < u}.
El resultado principal dice lo siguiente:

Teorema 1.21 Supongamos que existe una pareja (u,w) de sub-supersoluciones de (1.24).

Entonces, existe una solucién u € H}(Q) N L>(Q) de (1.24) tal que

u € [u,ul.
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Capitulo

2

Ecuacion con coeficiente de difusion no-local:

caso lineal y sublineal

En este Capitulo presentaremos los resultados obtenidos en [34]. Estudiaremos el siguiente
problema no-local
—a (az,/ up) Au= X u? en €,
Q
u=">0 sobre 012,

(2.1)

donde © C RY, N > 1 es un dominio acotado y regular, p > 0, 0 < ¢ < 1, A € R,
a:Q xR —[0,00) conaeC(QxR).

Dividiremos este Capitulo en el caso homogéneo, esto es, a (x, /Q up> =a ( /Q u”), y el caso
heterogéneo.

La estructura del Capitulo 2 es: En la Secciéon 2.1 estudiaremos la ecuacién (2.1)
considerando el caso homogéneo, donde la funcién a no depende de la variable . La Seccion 2.2
la dedicamos en estudiar el caso heterogéneo. El estudio del comportamiento de las soluciones
positivas de (2.1) depende fuertemente del comportamiento de la funcién a(:)s,s)s% en el

infinito.

2.1 Caso homogéneo

Tenemos como objetivo probar la existencia de soluciones positivas para el siguiente problema

no-local

—a (/ up> Au = A u? en (),
Q (2.2)
u=20 sobre 0f2.

Debido a las técnicas usadas, separaremos nuevamente nuestro problema en dos casos,
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primero el caso ¢ = 1 y posteriormente el caso 0 < ¢ < 1. Para probar la existencia de soluciéon
positiva, en el primer caso, usaremos argumentos relacionados con el problema de autovalores

y para el caso 0 < ¢ < 1 usaremos un argumento de punto fijo.

2.1.1 Casoqg=1

Recordamos las siguientes definiciones

ap := inf a(s), ap:= sup a(s),
sel0,50) se[0.00)

donde ar, > 0y ap < oo.
El resultado principal para este caso es:
Teorema 2.1 i) Si (2.2) tiene solucion positiva, entonces X € [apAy, aprA].

ir) Si X € (a1, apm A1), entonces existe una solucion positiva de (2.2).

i) Siay = Ir[lin)a(s) >00ay = II[laX) a(s), entonces existe solucion positiva para X = apA;
s€[0,00 s€[0,00

0\N= CLM)\l.

w) Si a es una funcion estrictamente mondtona, entonces (2.2) tiene una tdnica solucion

positiva.

Prueba: 1) Si u es solucién positiva de (2.2), entonces A = A\; [—a (/ up) A, 1] y por la
Q

monotonia del autovalor (ver Proposicién 1.1)
aL)\l = Al[—aLA; 1] S )\1 [—CL </ Up) A; 1] S Al[—aMA; 1] = CL]\/[)\l7
Q

de donde sigue el apartado.
ii) Sea A € (ap\i,ap ), entonces

ap, < — < ay.
A1

Por la continuidad de la funcién a, existe d > 0 tal que



Sea @1 > 0 la autofuncion positiva asociada a A; con /(gpl)p = 1. Luego u = d%gpl es solucién
Q

de (2.2). En efecto, se tiene que

—a (/ up) Au = a(d)d%)\lgol = \u.
0

iii) Si 0 < ar = min a(s) 6 ayy = max a(s), entonces existe d > 0 tal que
s€[0,00) s€[0,00)

como en el apartado ii) tenemos la existencia de solucién.

iv) Sean u y v dos soluciones positivas de (2.2), con u # v. El problema (2.2), con ¢ = 1, puede
ser visto como un problema de autovalores, luego u es proporcional a v, o sea, existe k£ > 0 tal
que

u = kv.

Si / uf = / vP. Entonces k = 1 y por lo tanto u = v.
Q Q

Si / uf < / vP. Como u y v son soluciones, entonces
Q Q

A:Al[—a(/ﬂup)A;@ . A:Al[—a%uﬁ)A;@.

Supongamos que a es estrictamente creciente. Entonces

a</Qup)<a</va>.

Luego, por la monotonia del autovalor

A= [—a</gup>A;1] < N [—a(/ﬂvp)A;l}:/\

lo que es una contradiccion. En el caso en el que a es estrictamente decreciente, se razona de

forma similar. [}
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2.1.2 Caso0<g<1

Analicemos (2.2) con 0 < ¢ < 1. Para esto, definimos en primer lugar la funcién
1—¢q

g(s):==a(s)s» R, se]l0,00),

con
g—1

R=(fvha) "

donde recordemos que wyy 1) es la tnica solucién positiva (ver Teorema 1.5) de
—Aw=w? en§), w=0 -sobre dfd.
Proposicion 2.2 Resolver (2.2) es equivalente a resolver la ecuacion real
g(s) = A\

Prueba: Sea u solucién positiva de (2.2). Denotamos / u? = s. Sigue que
Q

a(s)

Por tanto, u es solucién del problema (1.6) con 0 = — y m(z) = 1. Asi,

(AT,
U = a(s) [1,1]

elevando a p y integrando sobre (2, tenemos

A\ T
for=(ag) " et

luego,

a(s)Tis = AT /wam}.
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Concluimos que

g(s) = A\ |
El siguiente resultado sigue del principio del Maximo.
Proposicién 2.3 Si A <0 entonces (2.2) no tiene solucion positiva.

En el siguiente resultado probamos la unicidad de soluciéon positiva en el caso de que g sea

creciente.
Proposicién 2.4 Si g es creciente, entonces (2.2) tiene una unica solucion positiva.

Prueba: Supongamos u y v, u # v, soluciones positivas de (2.2). Entonces u y v satisfacen

—Au = #uq, en ), —Av= #vq, en ), u=wv=0 sobredf.

() (L)

Q Q

Si / uf = / vP entonces a (/ up> =a </ vp> y u y v soluciones positivas de (1.6) con
Q Q Q Q

Como (1.6) tiene unica solucién positiva entonces u = v.

o= m=1.

1 1
1—q 1—q

A A

w[1,1]7 v = w[lvl]'
() (/)
Q Q

Elevando a p y integrando sobre €2 cada una de estas igualdades, obtenemos

Si / uf < / vP entonces u y v son soluciones de (1.6) con o =
Q Q
luego

u =

he=\opay| bt L=y A
Q 4 ( uP) Q [1,1) Q a ( Up) Q [1,1)
Q Q
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luego
1-q
P

NIVROLVR MIRIVRO V50 M .

1—g 1—g
p P
(fuhn) (futn)

A partir de la Proposicién 2.2 la estructura del conjunto de soluciones positivas de (2.2)

depende del comportamiento de g(s). En el siguiente resultado mostramos diferentes estructuras

del conjunto de soluciones dependiendo del valor de g(s) cuando s — co.

Teorema 2.5 i) Si
lim g(s) = +oo, (H..)

S5—00

entonces existe solucion positiva de (2.2) para todo A € (0, 00).

i) Si
lim g(s) = ¢ >0, (H.)

S§—00
entonces existe \* > 0 tal que (2.2) tiene al menos una solucion positiva si 0 < A < \* y
no existe solucion positiva para A > \*.
iii) Si
lim g(s) = 0, (Ho)

S§—00

entonces existe 0 < \* tal que (2.2) tiene al menos dos soluciones positivas para

0 < XA < A, y no tiene solucion positiva para X > \*.

Prueba: Tenemos que g es una funcién continua y

lim g(s) = 0. (2.4)

s—0

Por la Proposicion 2.3 no existe solucién positiva para A < 0.
i) Supongamos (H ). Por (2.4) y la continuidad de g, tenemos que para todo A > 0 existe

s € [0,00) tal que g(s) = \.
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ii) Supongamos (H,.). Por (2.4) y la continuidad de g, tenemos que existe 0 < \* con

A" = sup g¢g(s). (2.5)

$€[0,00)

Luego por (2.3) existe solucién positiva para A € (0,\*) y no existe soluciéon positiva para
A > A"

iii) Supongamos (Hy). Nuevamente, por (2.4) y la continuidad de g, existe A* definido en
(2.5). Luego para A < \* existen s; < s9 € [0,00) tal que g(s1) = A = g(sq2). Por tanto, existen

dos soluciones positivas uq, us de (2.2) tales que

Si:/ufa i:1727
Q

y por lo tanto u; # wus. Esto concluye la prueba. [

Nota 2.6 Observemos que en este caso no es necesario suponer que g(0) = 0, ni que a(0) sea

finito; solo es necesario estudiar la ecuacion g(s) = A.

2.2 Caso heterogéneo

Dividiremos de nuevo nuestro estudio en dos casos: el caso el g =1y 0 < g < 1. En el caso
0 < ¢ < 1 dividiremos nuevamente en otros dos subcasos. El caso no degenerado en el que

a(x,r) > 0, para todo r > 0; y el caso degenerado donde a(z,r) = 0 si y solo si r = 0.

221 Casoqg=1

Definimos

A = inf A\ (%), A = sup A (1),

- t>0 t>0
donde \((t) := A\j[—a(x,t)A;1]. Obsérvese que 0 < )\ < \ < oco.
La prueba del resultado que sigue es bastante similar a la del Teorema 2.1, la incluimos aqui

para la conveniencia del lector.

Teorema 2.7 1. Siwu es una solucion positiva de (2.1), entonces A € [\, .
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2. Si XA € () N), entonces existe al menos una solucién positiva de (2.1).

3. Si la aplicacion t — a(x,t) es una funcion estrictamente mondtona, entonces (2.1) tiene

una unica solucion positiva.
4. Sia(x,0) =0, entonces A = 0.

5. 51

sli)rgo a(x,s) = oo, wuniformemente en €, (2.6)

entonces A = 0o.

Prueba: 1. Siu es una solucién positiva de (2.1), entonces

A= [—a (m/gup) A 1} .

Por la monotonia del autovalor principal (ver Proposicion 1.1) deducimos que A € [\, A].
2. Supongamos que A € (A, A). Entonces, por la continuidad del autovalor principal existe
to > 0, tal que

A= A (to)-

Sea o una autofuncién positiva asociada a A;(ty) con / ©h = 1. Por tanto, u = K¢q es una
Q

solucién, con K? = ty. En efecto, se tiene que

—a (L/Qup> Au=—a (x,Kp/ngg) A(Kpg) = —a(z,tg) A(Kpo) = M (to) Ko = A en Q.

3. Omitimos este apartado ya que su prueba es similar al apartado iv) del Teorema 2.1.
4. Supongamos que a(z,0) = 0. Por la continuidad de la funcién a, para todo ¢ > 0 existe
d > 0, tal que para todo t € (0, 9)

a(xz,t) <e.

Supongamos por contradiccién que A > 0. Por tanto, existe v > 0 tal que Ai(t) > v > 0 para

todo t € (0,0). Por la monotonia del autovalor principal con respecto a m; (ver Proposicién 1.1),
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tenemos para t € (0,0) que
A(t) = M [—a(z, £)A; 1] < A [—€eA; 1] = el

Tomando € bastante pequeno, tenemos una contradiccion.
5. Supongamos por contradiccién que A < oo, entonces dada C' > 0 existe o tal que A\ (t) < C,

para todo t > tq. Por (2.6), para todo M > 0 existe t; > 0 tal que
a(z,t)> M, Vt>t,, VreQ.
Por tanto, para t > max{t, t; }, obtenemos que
C> M) =M [—a(z, t)A;1] > A\ [-MA; 1] = M.

Para M suficientemente grande, tenemos una contradiccion. [

222 Casol0<g<1

Ahora consideramos el problema (2.1) con 0 < ¢ < 1. En este caso dividiremos nuevamente en
dos casos, el caso no degenerado en el que a(zx, s) > 0 para todo s € [0,00) y el caso degenerado,

que es, a(z,r) =0 siy s6lo si r = 0.

Caso no degenerado

En este caso consideramos

a(z,s) >0, s€][0,00). (2.7)

Primeramente, introducimos el operador £ : L>(§2) — L*°(2), definido por

L(f) = u, (2.8)
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donde u es la Uinica solucién de la ecuacién lineal

—Au=f en(),
u =0 sobre 0f.

El siguiente resultado es conocido y es consecuencia de las inyecciones de Sobolev y del

principio del Méximo Fuerte, ver [40].

Lema 2.8 El operador L es compacto y estrictamente positivo. Ademds, si f € L>®(Q),

entonces existe C' > 0 tal que

1Lfloo < C|floo-

Para probar la existencia de solucion usaremos el método de bifurcacion. Para eso definimos
la aplicacion

Ky : Co(Q) = Co(Q); Ky(u) :=u— \T(u)

donde

donde u™ = max{0,u}.
Proposicién 2.9 u es solucion no negativa de (2.1), si y solo si, u es cero de la aplicacion K.

Prueba: <) Sea u un cero de K. Entonces por la definicién de K, tenemos

—Au = (ut)? en Q,

u=0 sobre 0f).

Multiplicamos (2.9) por v~ y integrando por partes, obtenemos

[V =0

Por tanto v~ = C, C' constante. Como u~ = 0 en 0f2, entonces u~ = 0. Luego u > 0 en Q) y es

solucién de (2.1).
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=) Sea u solucién no negativa de (2.1), entonces

—a (:U,/ u”) Au = A\u? en Q,
Q
u=20 sobre 0f2,

y por definicién de K, u es cero de K. |

Proposicién 2.10 La aplicacién de T : C(Q) — C(Q) es compacta.

(u")"

a(z, Jo(ut)?)

compacto. |

Prueba: La aplicacién u +— es continua, y claramente por L, sigue que T es

Ahora, probaremos que de la solucién trivial emana un continuo no acotado de soluciones

positivas en R x C'(€2) de (2.1). Usaremos el grado de Leray-Schauder de K en

B, ={ue C(Q): |uls < p},

con respecto a cero, denotado por deg(Ky, B,), y el indice de una solucién aislada u de K,
denotado por (K, u).

Para probar el siguiente resultado usaremos argumento similares a los usados en [5] y [6].

Teorema 2.11 A = 0 es el dnico punto de bifurcacion desde la solucion trivial de (2.1).

Ademas, eziste un continuo C de soluciones positivas de (2.1) no acotado en R x C(§2) que

emana desde (A, u) = (0,0).

Prueba: Paso 1: Si A < 0 entonces i(K),0) = 1.

Definimos la aplicacién

", (0,1 x C@) — C(Q)

Hi(t,u) = L|t (ut)?

Probemos que la homotopia definida por H; es admisible, para lo que es suficiente probar que
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existe v > 0 tal que
u# Hi(t,u) Yu€ By,u#0ytel0,1]

Supongamos que existe u,, € C(2)\{0} con |u,|e — 0y t, € [0, 1], tal que
Up = Hl (tn7 un)

o sea,
—a (x, / (uf{)p> Au, = M, (u,)? <0 en
Q
u=>0 sobre 0f).

Por lo tanto u,, <0 en Q, luego u;7 = 0. Por tanto u,, = 0, absurdo.

Tomando € € (0, §], tenemos

i(K)\a O) = deg(K)\, Be) = deg<[ - Hl(L ')7 Be)
= deg(I — H4(0,-), B.) = deg(I, B.) = 1.

Paso 2: Si A > 0 entonces i(K,0) = 0.

Sea ¢ > 0 una autofuncién asociada al autovalor principal A;. Definimos

Hy :[0,1] x C(Q) — C(Q)

Holtu) = L A >(u+)q oy

a (x,/sz(zﬁ)p

Vamos a probar que Hs es una homotopia admisible. Supongamos que existe u,, € C(Q2)\{0},

con |uy|eo — 0, y t, € [0,1], tal que

Up = HZ(tm un)

Por tanto,
A

()
a(a [ (wy)

Como t,¢ > 0, por el principio del Maximo Fuerte tenemos que u, > 0 en €.

—Au,, = T+ t,MpenQ, wu, =0 sobre d.
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Por otro lado, como 0 < ¢ < 1, para todo M, existe nyg > 0 tal que

Au)? > Mu, ¥n > ny.

Ademas, como |u,|. — 0, entonces existe C' > 0 tal que

/ W < C.
Q
Por tanto, definimos A =  max  a(z,s) > 0, luego,
(z,5)€0x[0,C]
+\a A
—Au, =\ ) + iAo > = (uf)T +tA¢ > Mu,.

A

ey (e

Entonces A\; [-A — M; 1] > 0, lo que para todo M > A; es un absurdo. Luego H, es admisible.

Tomando € € (0,7], tenemos

i(KA> O) = deg(KA, Be) = deg(I - H2(07 ')7 Be)
= deg(l - H?(L ')7 Be) =0.

La tltima igualdad es cierta pues hemos probado que la ecuacién

—Au = (wh)?| +den Q, u=0sobre 99,

(v [0r7)

no tiene solucién en B..

Ahora, nuestro objetivo es aplicar el Teorema 1.3 en [47]. Sin embargo, nuestra ecuacion
u=A\T"(u) (2.10)
no se puede escribir como la ecuacién (0.1) en [47], es decir,

u=Au+ H(\ u),

61



con L un operador compacto y H(A,u) una funcién continua con H (A, u) = o(|u|) cuando
|u|oo — 0. Por tanto, no podemos aplicar directamente el Teorema 1.3 en [47]. A pesar de ello,
mostraremos que existe un continuo de soluciones positivas que emana desde (0, 0).

En efecto, denotamos por S la clausura de soluciones no triviales de (2.10) y C subconjunto
conexo maximal de S U {(0,0)}. Probaremos que C es no acotado en R x C(£2). Supongamos
que C es acotado. Primero, probamos que C no posee (A, 0) para cualquier A # 0. Para A <0,
(2.10) no posee solucién positiva. Supongamos que existen \g > 0 y una sucesién de soluciones

positivas tales que A\, — Ao ¥ |un]|o — 0. Entonces, fijado € existe ng € IN tal que para n > nyg,

tenemos

—Au, =

M
donde 1 fue definido anteriormente y llegamos a una contradiccién para M grande.

Entonces, C verifica la hipotesis del Lema 1.2 en [47]. Luego, existe un conjunto acotado
O C Rx C(Q) tal que (0,0) € O, con O NS = 0, y tal que O solo contiene las soluciones
triviales que pertenence al entorno de (0, 0).

Ahora, siguiendo el Teorema 1.3 en [47] concluimos la existencia de € > 0 y valores A y A

tales que —e < A <0 < XA < ey (ver (1.11) en [47])
i(Kb 0) = i<KX7 0)7

que es absurdo pues hemos probado que i(Ky,0) = 1y i(K5,0) = 0. Por tanto, concluimos que
existe en continuo de C no acotado de soluciones (2.1) desde (0,0). [

Ahora, estudiaremos el comportamiento global del continuo C de soluciones positivas de

(2.1).

Proposicién 2.12 Sea {(A\,,u,)} una sucesion de soluciones positivas de (2.1) con |\,| < C.

St |up|eo — 00, entonces /Qufl — 00.

Prueba: Supongamos que |u,| — 00y / ub < M para alguna constante M > 0. Como
Q
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ag < a(zx, s), para todo (z,s) € Q x [0, M], entonces

A C

—Auy, = —F—F——ul <

P
a (x, A un>

Luego u,, es subsolucién de (1.6) para 0 = — y m = 1, por lo tanto
Qo

q
ul en .

Qo

1

C\ 14
Up < <) W11
Qo

Asi, |uy|e < Cf, para alguna constante C; > 0, que es absurdo. [ |
Ahora, probaremos la existencia de solucién positiva de (2.1) bajo ciertas condiciones de la

funcién a en el infinito.
Proposicién 2.13 Si

lim a(z, s)sl%q =00, uniformemente en €, (As)

entonces existe al menos una solucion positiva para todo A > 0.

Prueba: Por el Teorema 2.11 sabemos que existe un continuo C no acotado de soluciones
positivas de (2.1) que emana desde (A, u) = (0,0). Supongamos Projy(C) estd acotado en R, y
por tanto existe una sucesién de soluciones positivas (A, u,) € C de (2.1) tal que A\, — Ao y

|tn]oo — 00 para algiin 0 < Ag < co. Por la Proposicién 2.12, se tiene que

/Q ub — oo.
Por (A.,) tenemos que para todo M > 0 existe s tal que, para s > sg > 0,

1—¢q

a(x,s)s» > M, x€Q,
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1 1 1=

9
< —s » , para s > So > 0. Entonces
a(x,s) M

luego

—Aun:uz<)\n(/uﬁ)pug en (2.
afa [ur) " MM

=

—q

Mn (/ uﬁ)p y m = 1, entonces
Q

>

Por lo tanto, u, es subsolucién de (1.6) con o =

1
! wpy en £

<
3
|
7N
<[
~_—
i
VR
5~
<
I
~

Lo que implica

M, M+e\TT o
1< (M) /Qw[m] S( i > /Qw[l’”.

Para M suficientemente grande, es una contradiccién. Esto prueba por tanto que Projg(C) =

(0,00) y concluimos el resultado. [

Proposicién 2.14 5i

1—

. 1g .
lim a(x,s)s» =c(zx), uniformemente en €2, (Ac)

con c(x) > 0 para todo x € ), entonces no hay solucion positiva de (2.1) para A grande.

Prueba: Supongamos por absurdo que existe una sucesién (\,,u,) de soluciones positivas
para A\, — oco. Dividiremos la demostracion en dos casos:
Caso 1: Supongamos /Q u? — oo. Entonces |u,|o — 00. Debido a (A.), tenemos que para

todo € > 0, existe so > 0 tal que

Por lo tanto,
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1—gq

luego u,, es supersolucion de (1.6) con 0 = A, </ up> "y m(z) L
Q

= m Por tanto

n

1 1
Up = )\71L_q (/ Uﬂ) ! WI1,m)-
Q

Lo que implica
_p_
1>\ / wh
- 0 [Lm]

una contradiccién para A, — oco.

Caso 2: Supongamos que / ub < C, para alguna constante C' > 0. Por tanto
Q

a (lC,/ U’Z) <ac = sup G(%,S),
Q s€[0,C]
€S

entonces
An A

——ul > Pyl
a (x,/ ufl) ac
Q

An
Luego u,, es supersolucién de (1.6) con 0 = — y m = 1. Por lo tanto,
ac

—Au,, =

A\ T
Uy > (”) w1 en .
ac

luego para A, — 0o, tenemos / ub — co. Absurdo. [ |
Q

1

Nota 2.15 Obsérvese que el resultado anterior es cierto suponiendo solamente que a(x, 3)5%1

es acotado en o0o.

Podemos ya enunciar y probar el resultado principal en el caso en el que a satisface (A.).

Teorema 2.16 Si a satisface (A.), entonces existen 0 < A, < Awe < Assre < 00, Aiie > 0, tales

que:
1. Si A > A, entonces no existe solucion positiva de (2.1).

2. Si X € (0, M), entonces existe al menos una solucion positiva, denotada por uy, de (2.1).
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Ademds, tenemos |uy|oo — 00 para X — .

Ademas, si
o Sic(x) > co >0 para alguna constante ¢y, entonces A\, > 0.
e Sic=0 en ), entonces \, = 0.

Prueba: Por el Teorema 2.11 existe un continuo C no acotado de soluciones positivas de (2.1)
que bifurca desde A = 0.

Por la Proposicién 2.14, existe M. > 0 para el cual no hay soluciones positivas de (2.1) para
A > A, lo que implica que Proji(C) esta acotado. Luego, existe A, > 0 tal que (2.1) posee al
menos una solucién positiva para 0 < A < A,,. Como C es no acotado, existe A\, con A\, < A,
tal que

A feale = o

Supongamos que ¢ > ¢y > 0y A, = 0, o sea, existe una sucesion (A\,,u,) € C de soluciones
positivas de (2.1) tal que A\, — 0y |uy|o — 00. Por la Proposicién 2.12, tenemos que

fQ uP — 0o. Entonces, para n > ng tenemos que

—(1=9)/p
a(x,/uﬁ)Z(/uZ) @,
Q Q 2

Entonces,
2 (1-a)/p
—Au, < \,— (/ uf’l) ul
Q

co n

2\ 1/(1—q) 1/p
Uy < (An> ( / UQ) (INIE
Co Q

92\ p/(1—=q) )
1< (AnCO) /Qw[l,l]a

(1-q)/p
luego u,, es subsolucién de (1.6) con o = 2 ( / u? ) y m = 1, tenemos que
Q

entonces,

una contradiccién para A, — 0.
Supongamos ahora que ¢ = 0 en ). Supongamos por contradiccién que A\, > 0 y que existe

una sucesion (A,,u,) € C de soluciones positivas de (2.1) tal que A\, — A, |up|e — 0. Por
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(H.) con ¢ =0y como A, — A, para todo €,0 > 0, existen so > 0y ny € N tales que tenemos

que

a(x,s)s% <€ Vs > 59 > 0,
y

O< A\ —0< A\, Vn > ng > 0.
Por tanto,

e e ()
a <m / up> € @
) Q n
(A =)

Luego, u,, es una supersolucién de (1.6), con o = (/ ufl) " and m = 1. Por tanto
Q

1
1

A — 0\ T
1> * / p .
= ( . ) o L

Eso es una contradiccién para € y  pequefio.

El siguiente resultado muestra la unicidad de solucion positiva de (2.1).

Proposicion 2.17 Si a(z,s) es una funcién creciente en s, entonces el problema (2.1) con

0 < q < 1 tiene solucion positiva unica.

Prueba: Sea uy v dos soluciones de (2.1), donde u # v.
Supongamos que / uP = / VP, entonces u y v son soluciones positivas de (1.6), con
0 Q

m(z) = ), respectivamente. Como (1.6) tiene una tunica

— ym) = —
a(x,/Qup> ' a(x,/Q'Up

solucion positiva sigue que u = v.
Ahora, supongamos que / uf > / v entonces,
Q Q

q q
CAu— AU - AU

a <x/ﬂup) a(:v,/ﬂvp>
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luego u es subsoluciéon de

A
—Aw = w? en €,
a (x, vP )
Q
w=20 sobre 0f2,
cuya unica solucion positiva es v. Asi, u < v en €2, lo que es un absurdo. |

Nota 2.18 Observemos que este resultado de unicidad es mas débil que el obtenido en el caso
homogéneo, Proposicion 2.4. En efecto, sia es creciente, entonces g es creciente; pero el inverso

no es cierto en general.

Caso Degenerado

Recordamos que en el caso degenarado consideramos
a(x,0) = 0. (2.11)

Para afrontar el problema de a(x,0) = 0 introducimos una pertubacion € > 0 en el problema
(2.1), estudiamos el problema perturbado, que ya es no degenerado, y después hacemos tender
eal.

Definimos u, una solucién del problema

— (a (x,/ uf) + 6) Aue = Au?  en ,
0 (2.12)
ue =0 sobre 0€).

Llamamos
ac(x,s) =a(x,s) +e>0.

Obsérvese que

1—q

lim a.(z,s)s 7 =00, uniformemente en .
§—00

Luego a, satisface (A ). Por tanto, por la Proposicién 2.13, para cada € > 0 existe una solucién

positiva u. de (2.12) para todo A € (0, 00).
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Nuestro objetivo es pasar al limite con € — 0 en (2.12). Para eso, necesitamos conocer el

comportamiento de / u? cuando € — 0.
Q
Lema 2.19 Si u, es solucion de (2.12), entonces / u? - 0 cuando € — 0.
Q

Prueba: Supongamos que / u? — 0. Entonces, por (2.11) para todo M > 0 existe € > 0 tal
Q

que

> M para 0 < e < ¢.

Asi,
—Aue > AMu?

Por tanto, u, es supersolucién del problema (1.6) con 0 = AM y m = 1, luego

/QufeJ > ()\M)Tq/gwﬁ”.

Una contradiccion. |
Lema 2.20 i) Sia satisface (Ax), entonces / u? - oo cuando € — 0.
Q

it) Sia satisface (A.) con ¢ > ¢y > 0, entonces existe \* > 0 tal que para A < \*, / ul - 00
Q

cuando € — 0.

Prueba: Supongamos que / u? — oo, luego para todo M > 0 existe ¢; > 0 tal que para
Q

€ <€

/usz.
Q

i) Por (As) para todo M; > 0 existe so > 0 tal que s > s9 > 0,
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Tomando M = sg, concluimos

—Au, = ul <

IN
=[>
VRS
S

<

"~ RS
N——

<[
<
mQ

A —_—d
Luego, u, es subsolucion del problema (1.6) con o = A </ up> ' y m = 1, por tanto
1 Q

luego

Para M; suficientemente grande tenemos una contradiccion.
ii) Como a satisface (A.) y ¢ > ¢o > 0, existe 6 > 0 tal que ¢(z) — & > 0 para todo z € €. Para

todo ¢, por (A.) existe so > 0 tal que

Entonces,

IN
20
&
i
o,
A~
2
<
RS
~—_
<[l
<
o Q
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Por tanto,
D
— p
1 <\t q/Qw[Lm].
Esta expresion es un absurdo si

1—¢q

1
A | =\ |

D
w
|t

Podemos enunciar y probar el resultado principal en el caso degenarado.

Teorema 2.21 Supongamos a(z,0) = 0.
i) Sia satisface (As), entonces existe al menos una solucion positiva de (2.1) para A > 0.

it) Si a satisface (Ae) con ¢ > ¢g > 0, entonces existen 0 < \* < X, tales que existe al
menos una solucion positiva de (2.1) para 0 < X < X\* y no posee solucion positiva para

A > A

Prueba: Fijamos A > 0 cuando a verifica (Aw) vy A € (0, \*) cuando a verifica (A.). Sea u.

solucién positiva de (2.12). Entonces por los Lemas 2.19 y 2.20, existen 71,792 > 0 tales que
O<71§/Quf§’yg<oo.
Por tanto, por la continuidad de a, existen my, my > 0 tales que
0<m1§a<x,/§2uf>+6§m2<oo.

Asi,

A
—Au, < —ul,
my

tenemos que u, estd acotado en L>°(£2). Luego

a(a:,/uf>+e
Q

ul  estd acotada en L"(2), para todo r > 1.
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Por resultados de regularidad, u. es acotada en W2"(f2) para todo r > 1. Por inyeccién

continua, existe ug > 0 tal que
uc —ug  en CH*(Q),a € (0,1). (2.13)

Entonces

/u3+/ug¢0 (2.14)
Q Q
Por los Lemas 2.19 y 2.20, tenemos

0¢A%<m. (2.15)

Concluimos que ug > 0. Multiplicamos (2.12) por ¢ € H}(Q) y integramos por partes,

obtenemos

T, €

/v Vo= A\ u
ug' 90: / < SO
& Qa( /uf)—i—

Q

Por (2.13), (2.14) y (2.15), tenemos

q
/ Vuy -V = )\/ Lgp, o€ Hi ().
@ g (x,/ ué’)
Q
Luego uy es solucién positiva de (2.1). |
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Capitulo

3

Ecuacion logistica con coeficiente de difusion

no-local

En este Capitulo presentaremos los resultados obtenidos en [35]. Tenemos el objetivo de

estudiar la existencia de soluciéon positiva para la siguiente ecuaciéon no-local

—a </ q(x)up> Au = \u—b(z)u®> en Q,
Q
u=20 sobre 0f2,

(3.1)

donde Q ¢ RY, N > 1 es un dominio acotado y regular, p > 0, ¢ € L>(£2), no negativa y no

trivial en Q y b € C(2) que verifica una de las dos siguientes hipétesis:

(Hby) b(x) > by > 0, Vz € Q.

(Hbs) b(z) > 0en Q, b(z) # 0 y definimos el conjunto
Qp = int{z € Q;b(z) = 0}.

Supondremos, por simplicidad, que €2y es un conjunto conexo, regular y 2y CC ).

Este Capitulo esta organizado de la siguiente manera: en la Seccion 3.1, probaremos la
existencia de un continuo no acotado de soluciones positivas de (3.1) usando el método de
bifurcacion, asi como, la direccion de bifurcacion de este continuo. En la Seccién 3.2 presentamos
resultados de no existencia de solucién positiva. En las Secciones 3.3 y 3.4 se analizan con detalle
los casos (Hby) y (Hbsy), respectivamente, usando en el segundo caso, ademés de resultados de

bifurcacion, argumentos de punto fijo.
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3.1 Bifurcacion global y local

En primer lugar, probaremos la existencia de un continuo no acotado de soluciones positivas de

(3.1).

Teorema 3.1 Eriste un continuo no acotada C en R x C(Q) de soluciones positivas para el

problema (3.1) que emana a partir de (A, u) = (a(0)A,0).

Prueba: Obsérvese que (3.1) es equivalente a

A
u="T\(u):= mﬁu + h(A u),

donde

1 + o E b(ﬂ?) 2

1
(o) ) ) o)

ut = max{u,0}, y £ estd definido en (2.8).
Obsérvese que u es una solucién no negativa de (3.1), siy sélo si u = Ty (u). Por el Lema 2.8,

h(\ 1) = AL

tenemos
h(A, u) 1 1 1 N
’ U s : m)\ﬁ a(/Qq(:c)(u*)p)_a(O) ! .
1 b(x) -
"ol | o [a@wty) )|
< C|a ! I b@lo | S0,

— Ule( L) O ([ awr)

cuando |ulo, — 0. Aplicando el Teorema 1.3 en [47], podemos concluir que existe una

componente conexa de soluciones no negativas y no triviales C que emana desde (A, u) =
(a(0)A1,0) que es no acotada. Por el Principio del Méximo, las soluciones no negativas y

no triviales son positivas en €. [
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Obsérvese que, por regularidad eliptica, cualquier solucién u € L>®(Q), pertenece a W27 ()
para todo p > 1, y entonces, u € C1*(Q),a € (0,1).
En el siguiente resultado estudiamos la direccion de bifurcacion del continuo que emana

desde A = a(0)\;.

Teorema 3.2 Sea a € C'(R). Denotamos ¢y la autofuncion positiva asociada a Ay, con norma

lp1]2 = 1. El sentido de la bifurcacion en el punto (A, u) = (a(0)A1,0) es el siguiente:

a) Supongamos p = 1, entonces:

ap) Sia(0) > —W
)\1/99(37)@1

, el sentido es supercritico.

) sty < -t
)\1/051@)901

, el sentido es subcritico.

b) Supongamos p > 1, entonces el sentido es supercritico.
c) Supongamos p < 1, entonces:

c1) Sid'(0) >0, el sentido es supercritico.

c2) Sid'(0) <0, el sentido es subcritico.

Prueba: Para p > 1 definimos la aplicacion

F oo Rx Q) — C(Q),

F\u) = a (/Q q(x)up) Au + \u — b(x)u?. (3.2)
Se tiene que F € C1(IRx C%(Q);C(Q)) vy
FOu@) = o ([ a@e)p ([ awe) su

+ a (/Q q(z)u”) Av + Av — 2b(z)uv, (3.3)
Fu(Auw)v = o, (3.4)
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Por definicién de F, (3.3) y (3.4), tenemos

FO0) =0, WVreRR
Ly :=F,(A\,0)(v) = a(0)Av+ Ao,
Ly :=Fux(\0)(v) = w.

También tenemos que
Ker(Lg) = {v € C3(Q) \ {0}; a(0)Av+ \v =0} # 0.
Como a(0)A; es un autovalor simple de (—a(0)A), entonces

Ker(F,(a(0)A1,0)) = (¢1),

dim (Ker(F,(a(0)A1,0))) = cod (Rg (Ker(F,(a(0)A1,0))) = 1.

Por el Teorema de la Alternativa de Fredholm, tenemos

R (Fu(a(0)A1,0) = {u € L2(); [ pu =0},
Por otro lado, tenemos
Fur(a(0)A1, 0)(o1) = 1.

Por tanto,

Fur(a(0)A1,0)(p) & Rg (Fu(a(0)A1,0)),

debido a |¢1]p = 1.
Entonces podemos aplicar el Teorema de Crandall-Rabinowitz (ver [30]) y concluir que existe

e > 0 y dos aplicaciones C*

p:(—e€) = R v:(—€€) = Z,
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donde Z es el complementario topolégico del Ker(Lg) en C2(£2), tales que u(0) = 0, v(0) = 0,

y para cada s € (—¢,¢€)
A(s) = a(0)A; + pu(s),

(3.5)
u(s) = s(p1 +v(s)),

tales que (A(s),u(s)) son soluciones no-triviales de (3.1), o sea
F(A(s),u(s)) =0 sé€(—¢e).

Ademas, existe p > 0 tal que si F(A\,u) = 0y (A\u) € B((a(0)A1,0),p), o bien v = 0 en
Q, 0 (A u) = (A(s),u(s)) para algin s € (—e,€); B((a(0)A1,0), p) denota a bola centrada en
(a(0)A1,0) y radio p > 0 en R x C2(2). Obsérvese que u(s) es positiva para s € (0, €).

Por otro lado, el desarollo de Taylor de la funcién a (t) es dado por
a(t) = a(0) +ta’(0) + o(t). (3.6)
Sustituyendo (3.5) y (3.6) en (3.1), obtenemos

= (a(0) + 70/(0) [ @)+ v())” + 0(s") ) Al + 50(s)) =
(a(0)As + p(s))(s(01 + v(s)) = b(x)(s(¢01 + v(s)))*.

Multiplicamos por 1, integrando en €2 y reorganizando los términos, tenemos que

S (O [ @) +v(s) + S OM [ ala)or+0(s) [ prols) +o(s)

= uls) [ (pr+ v()er = s [ ba)(or +v(s)r.
Entonces,

we) TON [a@er+ o6y (14 [ @) + 57 [ b+ o) .,
" [+ v e

Tomando limite en s, tenemos;
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a) Si p =1, entonces

lim @ =a'(0)\; /Q q(z)pr + b@)‘ﬂ?

s—0 s

de donde se deduce el primer apartado.

b) Sip > 1, entonces por (3.7), tenemos

i £405)

s—0 sP

Y

por lo que pu(s) > 0 para s > 0 y pequeno, y entonces A(s) > a(0)\; y como consecuencia

la direccion es supercriitica.

¢) Supongamos p < 1. Al no poder aplicar el Teorema de Crandall-Rabinowitz, usaremos un

argumento distinto para estudiar la direccion de bifurcacion.

¢1) Supongamos a'(0) > 0, entonces existe € > 0 tal que
a(s) >a(0) 0<s<e. (3.8)
También supongamos que existen {(\,, u,)}, tal que
A= a(0A1 Yy |upleo — 0.
Como € > /Qq(x)uﬁ > 0, para n grande, por (3.8), tenemos

a (/Q q(x)uﬁ) > a(0).

Por la Proposiciéon 1.1, entonces

o)

A = a(/q )A—I—b(az)un;l
> M[wq 2)

(0)A: 1] = a(0)A,.

2
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Cg)

Luego, A\, > a(0)\1, o sea, el sentido es supercritico.

Ahora, supongamos que a’(0) < 0. Supongamos que existe (A, u,) una sucesién de

soluciones positivas de (3.1) tal que
A= a(0)A1 Yy |un|eo — 0,

con A\, > a(0)A;. Sea C' > 0, con C suficientemente grande, tal que

Definimos el problema

—a <C’/Qq($)w) Aw = w(p — b(x)w) en
w=0 sobre 0f).

(3.10)

Obsérvese que p = 1 en (3.10), luego podemos usar el apartado as) y concluir que la
direccién de bifurcacion de (3.10) es subcritica. Por tanto, i < a(0)A; en un entorno
de a(0)\;. Ahora, probemos que existe una sucesién (u,, w,) de soluciones positivas
de (3.10) con p, > a(0)A1, n — a(0)A1 v |wn]|eo — 0, lo que nos llevard a una

contradiccion.

Tomamos p,, = A,. Por a/(0) < 0, tenemos que existe ey > 0 tal que
a(0) > a(s), 0<s< e. (3.11)
Como p < 1, tenemos que existe ng € N tal que
q(z)ul > Cq(x)u, Yn > ng.
Como a/(0) < 0, entonces a es decreciente en 0. Entonces, como |u,|s — 0, tenemos

a </Q q(m)uﬁ) <a <C’/Qq(x)un> : (3.12)
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Ahora, vamos aplicar el método de sub-supersoluciones a (3.10). Tomemos
U= Up, U= €Y,

donde € sera escogido posteriormente. Obsérvese que como \, > A\g > 0 para algiun
Ao, tenemos

f(z,8) =s(\, —b(x)s) >0, sé€ [u,m.

Entonces, como a es decreciente en [u, @] y f(z,s) > 0, la Definiciéon 1.20 es

equivalente a
—a (/ C’q(m)u) Au— f(z,u) <0< —a </ Cq(x)u) AT — f(z,).
Q Q
Veamos que @ = u,, es supersolucién de (3.10). En efecto, por (3.12)

—a (C/Qq(x)un) Au, > —a (/Q q(x)un) Ay =ty (A — b(2)uy,).

Ahora, veremos que u = €p; es subsolucién de (3.10). De hecho, ep; es subsolucién
si

b(x)epr + a <E/QC’q(z)<,01> A< A\,

Por (3.11), para € pequeno, tenemos que

b(x)epr +a (Ce/ﬂgpl) A1 < bye+al0)A < A,
)\n - a(0)>\1

e <
S bas

donde by = maxb(z). Asi, existe solucién positiva de (3.10) para A, > a(0)A; tal
xeQ

que

€P1 S Wn, § Up, €11 Qa

lo que es contradiccion como comentamos anteriormente. [ ]
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3.2 Resultados de no existencia de solucion positiva

Una vez estudiada la bifurcacion con detalle, empezamos a estudiar la ecuaciéon para conocer el

comportamiento global del continuo.
Proposicién 3.3 Sea (A, u) solucion positiva de (5.1).

1. Si denotamos
d=a z)uP(z)d

entonces,

u
= =0

SH

donde Opy/ap) es la tinica solucion positiva de (1.10).

2. Siu es solucion positiva de (3.1), entonces

a </ﬂ q(:v)up(x)dx> A <A<a (/Q q(a:)up(x)d:r> Ao

Prueba:

1. Dividiendo (3.1) por d?, obtenemos

ORIORI08

luego,
Uu
= = 0ay)-

QL

2. Por la Proposicion 1.1, obtenemos que

A=\ {—a </Q q(x)up> A+ b(z)u
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Usando nuevamente la Proposicion 1.1, tenemos

< P {—a </Q q(x)up> A}
= a (/Q q(a:)up> Ao, |

El siguiente resultado es un resultado de no existencia de solucién para valores de A\ grande

A=\

~a( [ al@ur) A+ o)

0 pequeno.
Proposicion 3.4 Sea (A, u) solucion positiva de (5.1).
1. Si b(x) verifica (Hby), entonces X > ap\i;

2. Si b(z) verifica (Hby), entonces

arh < A < ay M.

Prueba: Los resultados son consecuencia de (3.13) y la Proposicién 1.1. |

Nota 3.5 Cabe recordar que, a diferencia de la mayoria de los resultados en la literatura, no
asumimos que a estd acotada superiormente y tampoco a es estrictamente positivo. Por tanto,

por ejemplo, cuando a es no acotado el resultado anterior se tiene con ay; = 0.

3.3 Caso que b verifica (Hby)

Estudiemos primer el caso (Hb;), es decir, cuando b(x) es una funcién estrictamente positiva

en todo el dominio.
Teorema 3.6 Si b(z) satisface (Hby). Entonces existe solucion positiva de (3.1) si A > a(0)A;.

Prueba: Obsérvese que

u < A en (). (3.14)
bo

En efecto, sea

0y = {x € Qu(r) > )\}.
bo
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Entonces,

A
—a (/Q q(.:t)up> Au=Xu—bx)u* <0 enQy, u= b sobre 09,
0

implicando que u < b); en Q; lo que es una contradiccién. Por tanto, Q; = (), y gracias al
Principio del maximo fuerte sigue (3.14). Por tanto, por el Teorema 3.1 existe un continuo C no
acotado de soluciones positivas que bifurca desde A = a(0)A;. Ademads, (3.1) no existe solucién
positiva para A < apA;. Como consecuencia de (3.14) tenemos que Projr(C) D (a(0)A1,00) y

sigue la existencia de solucién positiva para A > a(0)\;. ]

Corolario 3.7 Si a es creciente y b constante, entonces existe una unica solucion positiva de

(3.1) si A > a(0)A;.

Prueba: Por el Teorema 3.6 tenemos la existencia de solucion. Ahora, probaremos que la
solucién es Unica.

Supongamos que a es creciente y b constante. Sea u y v soluciones positivas de (3.1), con
u # v. Dividiremos en dos casos:

1.- Supongamos que /Q q(z)u? = /Q q(x)v?. Entonces, u y v son soluciones positivas de

2
—Av = _Avmb en €2, v=0 sobre 0f. (3.15)

(o)

Por tanto, como (3.15) tiene una tnica solucién positiva, sigue que u = v en .
2.- Supongamos ahora que /Q q(z)uf < /Q q(z)vP. Obsérvese que como b es constante, sigue
por (3.14) que
A — bv? >0 en Q. (3.16)

Ademés, como a es creciente y por (3.16), obtenemos que

Ay v — bv? _ v — bv? .
p p
(o) (o)
Por tanto, v es subsolucion de (3.15), que implica u > v, una contradiccién. |
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3.4 Caso que b verifica (Hbo)

Ahora estudiaremos el caso en que b satisface (Hby). Para ello, definimos
= /Q g(2)(M(z))Pdx (3.17)
donde M(x) estd definida como sigue

(0. 9] in ﬁo,
M(x) = ' o (3.18)
L(z) inQ\ Qo,

y L(z) esta definida en el Capitulo 1. M(z) es la llamada metasolution, (ver [43]).
Nuestro primer resultado trata el caso en el que I = cc.
Teorema 3.8 Supongamos que b(x) satisface (Hby) y que I = oo.

1. 80 < a(o0) < 00, entonces existe solucion positiva de (3.1) si

A € (min{a(0)A, a(o0) AP}, max{a(0) A, a(co) NS }).

2. Sia(oo) = 00, entonces existe solucion positiva de (3.1) para X > a(0)A;.
3. Sia(oco) = 0, entonces existe solucion positiva de (3.1) para A € (0,a(0)A;).
Ademds, existen sucesiones (Ay,uy,), (A, ux ) € C, tales que

lim  |uy, | =0, lm  fuy, o = 00,
An—a(0) A1 /\41_”1(00)/\10

donde C es el continuo no acotado que bifurca desde u =10 en A = a(0)\;.
Prueba: Por el Teorema 3.1 existe un continuo C no acotado en R x L*>(Q2) de soluciones

positivas de (3.1) que emana desde (A, u) = (a(0)A;,0). Por la Proposicién 3.4, (3.1) no posee

soluciones positivas para A < ap ;.

1. Supongamos que 0 < a(o0) < oo, entonces 0 < a; < apy < oo. De nuevo, por la

Proposicién 3.4, si existe solucién positiva de (3.1) entonces A\ < aM/\SfO, y por tanto,
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como C es no acotada y Projr(C) es acotado, existe una sucesion (A, u,,) € C de soluciones

positivas de (3.1), con A, = A* € (0,00) ¥ |tn]oo — 00. Definimos

d,=a (/Q q(x)uﬁ) :

Entonces, por la Proposicién 3.3

=40 . 3.19
g = Owsany (3.19)

Asi,
d=a (@ [ a8 1a.0)- (3.20)

Por otro lado, como u,, es una solucién positiva de (3.1), por la Proposicién 3.3 tenemos
que

An
A\ < - < Ao

Como A\, — A\* € (0,00), sigue que d,, es acotado. Entonces, como |u,|x — 0o y usando

(3.19), concluimos que [0}x, /4, 4]|cc = +00, ¥ por tanto

;\” — A,

Asi, por el Teorema 1.7

*

A
dn — 2% en R y O, jdnp) — M en C?(Q).
1

Pasando el limite en (3.20), obtenemos

A a (( al >p[> = a(00) = A* = a(oo) . (3.21)

AT AT
. Supongamos que a(co) = oo. En este caso, ar, > 0y entonces si (A, u) es una solucién
positiva de (3.1) tenemos por la Proposicién 3.4 que 0 < apA; < A. Supongamos por

contradiccién que existe una sucesion de soluciones positivas (A, u,) € C de (3.1) tal que

An = A < 00 ¥ |tp|eo — 00. Con un argumento similar al usado en el primer apartado,
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usando (3.21), obtenemos que A* = a(c0) A < co. Contradiccién.

3. Supongamos por ultimo que a(oco) = 0, por tanto, ay; < oo. Entonces por la
Proposicién 3.4, si (), u) es una solucién positiva de (3.1) tenemos que A\ < ap A,
Supongamos ahora por contradiccién que existe una sucesiéon de soluciones positivas
(A, up) € C de (3.1) tal que A\, = A* ¥ |up|oo — 00 con A* > 0. De nuevo, por (3.21),

podemos concluir que \* = a(co) A = 0; de nuevo llegamos a una contradiccion. |

Nota 3.9 En el caso a(0)\; = a(c0) N, el resultado anterior sélo asequra que el continuo C
bifurca desde la solucion trivial en X = a(0)\; y se va a infinito en el mismo valor A = a(co)\J.
Por tanto, dependiendo de su direccion de bifurcacion, existe solucion positiva en un entorno,

a la derecha o a al izquierda, de a(0)\;.

Ahora, estudiaremos el caso I < oo. En este caso, la estructura del conjunto soluciones

positivas de (3.1) depende de las soluciones de la siguiente ecuacién de variable real

g(s) =1, (3.22)

g(s) := : (3.23)

El siguiente resultado caracteriza los posibles puntos de bifurcaciéon hacia infinito.

Lema 3.10 Supongamos que I < 0o y que existe una sucesion (A, u,) de soluciones positivas

de (8.1) tal que |uy]oo — 00 Yy Ay — A\ < 00. Entonces, A\, > 0 y existe s, > 0 tal que g(s,) =1,

de hecho,
p
Sy = (%) 1.
A°

Prueba: Por la Proposicion 3.3, tenemos que

An
A\ < < Ao,

donde
d,=a (/Q q(:c)un(:c)pd:c) :
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Entonces,

Up = dpOir, /d, 0] (3.24)

por tanto
d,=a (dﬁ /Q q(x)&f;n/dmb}) : (3.25)

Como A, < 00, d,, es acotada superiormente y por tanto, por (3.24), si |u, |« — 00 tenemos que

An
- AP

Pasando el limite en (3.25), obtenemos

A )
on =a T(J I .
Ay A

A\
Entonces, A, > 0 pues a(0) > 0, y llamando s, = ()\Qo> I, se tiene que
1

y como consecuencia, ¢(s.) = I. -

Teorema 3.11 Sea I < oo. Si no existe solucion de (3.22), entonces existe al menos una

solucion positiva de (3.1) para X > a(0)\;.

Prueba: Sabemos que existe un continuo C no acotado de soluciones positivas que emana
desde (A, u) = (a(0)A1,0). Supongamos por contradiccién que existe una sucesion (A, u,) € C
de soluciones positivas tal que A\, = A\, < 00 ¥ || — 00. Entonces, por el Lema 3.10 existe

s, > 0 tal que
g(s.) = 1.

Contradiccion, ya que estamos suponiendo que (3.22) no tiene solucién. [

Proposicion 3.12 Supongamos que (A, u) es una solucion positiva de (3.1). Entonces,

g (/Q q(:c)up(x)d:r;> < I.
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Prueba: Observemos que

donde

Proposicién 3.13 Si existe s > 0 tal que
g(s) > 1 para todo s >3, (3.26)

entonces, existe X > 0 tal que (3.1) no posee solucién positiva para \ > X.

Prueba: Supongamos por contradiccion que existe una sucesiéon de soluciones positivas

(An, uy) de (3.1) para A, — oo. Por la Proposicién 3.3 tenemos
An

a (/Q q(:z:)uﬁ(x)dx)

Por tanto, a (/ q(a:)uﬁ(x)dx) — 00, lo que implica que / q(z)ub (z)dr — oco. Entonces por
0 Q
(3.26),

Q
A < < AYC.

g (] atwyz@yz) > 1.

que es una contradiccion por la Proposicion 3.12. |

El siguiente resultado prueba que Projg(C) es acotada cuando (3.4) posee solucién.

Proposicién 3.14 Si existe s* > 0 tal que g(s*) = I, entonces Projg(C) C (0, A*) para algin

A* < 00. De hecho, si denotamos s; > 0 la menor solucion de (3.22) y

S1 1/p
Al — )\?O (I) 5
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entonces, existe una sucesion (An,u,) € C tal que |uy|oeo — 00 y Ay — A

Prueba: Definimos la aplicacion continua
H:-RxL®Q) =R, H\u)= / q(z)uP(x)dx.
Q

Por tanto, como C es conexo, obtenemos que H(C) es un conjunto conexo en R.
Supongamos por contradiccién que existe una sucesion (A, uy, ) € C tal que A, — +o00. Por

la Proposicién 3.3 sabemos que

A < Aa (/Q q(x)u)\n(x)pdx) ,

entonces a ([ ¢(x)uy, (z)P(x)dr) — oco. Concluimos que [, ¢(z)ul (z)dx — 400, lo que implica
H( A, uy, ) — +00.

Por otro lado, H(a(0)A;,0) = 0, por tanto, podemos concluir que [0, +00) C H(C). Luego, existe
A* tal que
s* = / q(x)ul. (x)d.
Q

Entonces, por la Proposicion 3.12, tenemos que

g(s*) = (/Q q(x)u&(a:)da:) <1,

contradiccion.

Como H(C) es conexo en Ry H(a(0)A;,0) = 0, por la Proposiciéon 3.12 tenemos que
H(C) C [0, s1). (3.27)

Por otro lado, sabemos que existe una sucesién de soluciones positivas (A, uy,) € C de (3.1) tal
que A, = A < 00y |uy, o — 00. Ademds, obsérvese que por la prueba del Lema 3.12 tenemos

que

: . : AP
lim H(An,up,) = lim | g(z)u} (z)de = lim dﬁ/ﬂq(m)@ﬁ\n/dmb} = ( > I

*
Q
N 0
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entonces por (3.27)

A\ A\
(1= ()

lo que implica que A\, = Ay. [

En el siguiente resultado mostramos la existencia de solucién positiva entre a(0)A\; y Aj.

Teorema 3.15 Sea I < co. Supongamos que existe so > 0 solucion de (3.22). Entonces, existe

al menos una solucion positiva de (3.1) para
A € (min{a(0)Ar, Ay}, max{a(0)A\, A }).
Ademds, existe sucesiones (A, Uz, ), (A, ux,) € C, entonces

Prueba: Sabemos que existe un continuo C no acotado en IR x L>(2) de soluciones positivas
que emana desde (a(0)A1,0). Por la Proposicién 3.14 concluimos el resultado. [

Ahora, necesitamos introducir y estudiar la siguiente aplicacion.

Proposicién 3.16 Fijamos A\ > 0 y definimos la funcion hy : [0,00) — [0,00) por

ha(s) := /ﬂ 4(2) (Opjan) - (3.28)

La funcion hy esta bien definida en el conjunto

A A
A)\:{SG[O,OO)ZAQO<(I(S)<)\1}.
1

Ademds, hy es continua en Ay y

A A
1. Sean s, s, € A\ tal que s" — s* y s, — s. > 0 tal que a(s*) = Y a(s.) = oV
1 1
Entonces,
(a)
lim hy(s") = 1. (3.29)

s —s*
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(b)
lim h)\<8n) =0.

Sn—>Sx

2. Se tiene que

ha(s) < I, Vse€|[0,00).
Prueba: h) esta bien definida y es continua en A, debido al Teorema 1.7.

1. (a) De nuevo, gracias al Teorema 1.7, sigue que

lim h)\(Sn) = lim q(l‘) (9[)\/,1(871)71)])]) = /Qq(x)(/\/l(x))P =].

s —s5* s—s* JQ)

(b) Andlogamente,

lim h)\(Sn) = lim q(l’) (Q[A/a(sn),b]>p = O.

Sn—>Sx Sn—=sx JO

2. Por la definicion y el Teorema 1.7, tenemos

ha(s) = /QQ(x) (Q[A/a(s),b])p < /Qq(a:)(/\/l(x))p =1

(3.30)

Observemos que el conjunto A, puede tener distintas formas dependiendo de la forma de a,

ver Figura 3.1.

S s Sy So s

Figura 3.1: Dos ejemplos del conjunto Ay: en el primero Ay = S y en el segundo Ay = S; U Ss.

En el siguiente resultado mostramos que resolver la ecuacion (3.1) es de hecho equivalente

a encontrar punto fijo de la ecuacién real hy(s) = g(s). La prueba se basa en un argumento de

punto fijo.
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Proposiciéon 3.17 Si eziste s* > 0 tal que hx(s*) = g(s*), entonces existe al menos una
solucion positiva de (3.1) para X € (a(s*) Ay, a(s*)AF0).
Reciprocamente, si u es una solucion positiva de (3.1), entonces existe s* > 0 tal que
hx(s*) = g(s*), de hecho,
s* :/Qq(:c)up(x)dx.

Prueba: Supongamos que existe s* > 0 tal que hy(s*) = g(s*). Por (3.23) y (3.28), obtenemos

p

= (") = (") = [ a@) (Opjaerra)”

Por tanto,

(3.31)

Obsérvese que

u = a(s")0p/a(s*).

es solucion de (3.1). En efecto, utilizando (3.31)

—a (/Q q(w)up) Au = —a (/Q q(z) (a(S*)e[A/a(s*),bOp) A(a(s™)0x/a(s*),5)
= (a(s"))? (A‘)[A/a(s*xb] - b(x)(e[x/aw),b])Q)

a(s*)
2
= Ma(s")0p/ats)) = b(x) (als")0ppja(s )
= Au— b(x)u’.

Por tanto, u = a(s*)0]x/a(s+)4 €s solucién, que es positiva de (3.1) si A € (a(s*) Ay, a(s*)AP).
Reciprocamente, supongamos que u es una solucién positiva de (3.1). Entonces, denotando
por d = a( [, q¢(x)uP(x)dz), tenemos

u
= = 0n/dp),

U

entonces,

/Qq(x)up(a:)da;de/QQ(ﬁ)eﬁ\/d,b}'
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Luego,

con

Esto concluye el resultado. [ |
En el siguiente resultado mostramos que si g(s) < I entre dos soluciones de (3.4), a; < ao,

esto es g(a1) = g(az), entonces podemos encontrar solucién en el intervalo A € (A, Ag).

Proposicién 3.18 Si g(s) < I para todo s € (a1, ) con
glar) = glas) =1,

1
entonces, existe solucion positiva de (3.1) para A € (A1, Ay), donde A; = (O;) ! Mo e {1,2).

Prueba: Como g(ay) = g(ay) = I, tenemos que

alar) = (‘?) < (O}?) — a(aw). (3.32)

Tomemos A € (Aq, As), es decir

() (5)) = o

Por la continuidad de a, existe s, € (a1, az) tal que

A
Ao’

a(sy) =
Obsérvese que g(s) < I para todo s € (ag, as) es equivalente a

S l/p
(I) < a(s) paratodo s € (aq,as).
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Definimos los conjuntos

S = {sj € [ay, aq); a(s;) = A } y

Qo
Al

[

= {sj; als;) = ;\1}

Como a'(s) = 0 en a lo mds un conjunto discreto, podemos ordenar los conjuntos S y S tal que

S <SS <... ¥y s1<s<...

Sabemos que s, € S, y por tanto, S # 0.

Ahora, separamos la prueba en dos casos diferentes:

1. Supongamos S N [y, @] = 0. Entonces, tomamos s;, = maxs; [, ag]. Por definicion,
JE

_ A
a(sj,) = @
Como S N [ag, ] = 0, a(s) < %1 para todo s € [ai, as] (ver Figura 3.2), luego existe
0 > 0 tal que
A A _
@ < CL(S) < )\71, ENS (SjO,OéQ + (5) (333)
Por la Proposicion 3.16, obtenemos
lim hy(s) = I.
sd35,

Por la Proposicién 3.16, hy(as +0) < I y hy(as) < I. Entonces,
ha(5j) — 9(55,) >0y hy(a2) — glaz) <0,
por tanto existe s* € (5,,,a2) C (o, az) such that
g(s™) = hy(s¥).

Ademas, por (3.33) obsérvese que s* es tal que A € (Aa(s*), \®a(s%)). Luego, por la

Proposicién 3.17 existe al menos una solucion positiva de (3.1).
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Figura 3.2: Ejemplo en el que A/A; > a(s) para todo s.

2. Supongamos S N [aq, ag] # (. Tomemos 5; < 5.

(a)

Si SN (51,52) # (. Tomamos

8j, = min{.S N (51,52)}.

Consideramos ahora [51, 5;,]. Es claro que

A A
I <a(s) < " para todo s € [51,s,,].

Entonces, por la Proposicion 3.16, obtenemos

limhy(s)=1, y lim hy(s)=0.

sds1 34)§j0

Ademés, g(s;,) > 0y g(51) < I. Por tanto,

ha(31) —g(51) >0y ha(sj,) — g(s5) <0,

entonces, existe s* € (51,s,,) C (51,52) tal que hy(s*) (s*). Luego, por la

=J

=9
Proposicion 3.17 existe al menos una solucién positiva de (3.1).

Si SN (81,52) = 0. Entonces, tomamos Sy < S3. Si SN (S, S3) # 0, entonces podemos
repetir el razonamiento anterior. Si S N (S2,53) = () consideramos 53 < s3. luego,

podemos continuar este argumento hasta S N [Sy,, Sme+1] 7 0, para algun my.
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N |

Q)
At

S === ===

Sya05; S

2
ol
ol

Figura 3.4: Ejemplo en el que la funcién a corta en varios puntos a A/A; y A/AP.
Esto completa la prueba. |

Proposicién 3.19 Si g(s) < I para todo s € (o, +00) con

glan) = 1.

Entonces eziste solucion positiva de (3.1) para A € (A1, +00), donde

1
a1\
M= ()

\ 1
Prueba: Tomemos A > A;, entonces o > (Oq>p = a(o). Como g(s) < I para s > oy
1

I

sigue que llm a(s) = co. Entonces, existe s*, s** > «; tal que
S oo

)\ * A kok
=af(s — =ua(s
=)y 5 =al)
Ahora, el argumento usado en la Proposicion anterior puede adaptarse a este caso. [ |
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Teorema 3.20 Supongamos que b satisface (Hby), I < 00 y existen s; < g < ... < Sp, m > 1,

raices de (3.22), g(s) < I para todo s € (0,s1) tal que

g'(s5) #0, (3.34)

y consideremos

Entonces:

1. Desde A = a(0)A; bifurca un continuo no acotado C de soluciones positivas de (3.1) desde
la solucion trivial y tiende al infinito en A = Ay. Consecuentemente, eziste al menos una

solucion positiva de (3.1) si

A € (min{a(0)Ar, Ay}, max{a(0)\, A1 }).

2. Sim=2k+1, k>0, (3.1) posee al menos una solucién positiva para

k
A e [J (Mg, Agji), (3.35)

j=1
y (3.1) no posee solucion positiva para A grande.

3. Sim =2k, k>1, (3.1) posee al menos una solucion positiva para

k—1
A S U (A2j7 A2j+1) U (Agk, OO) (336)
j=1
Ademds, si a es creciente entonces para cualquier Agjyq1, 7 = 0,...,k, existe una sucesion de

soluciones positivas (An,wy,) de (3.1) tal que A, — Agji1 y
U, oo — 00.

k
Nota 3.21 En (3.35), si k = 0, consideramos | J(Aaj, Aoji1) = 0. Igualmente, en (3.36), si

J=1
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k—1
k=1 consideramos | J (Aaj, Agji1) U (Agk, 00) = (Ag, 00).
j=1
Nota 3.22 La condicion (3.34) no es necesaria para obtener la existencia de solucidn.
Observando la prueba del resultado (ver Proposicion 3.84), podemos garantizar la existencia
de solucion positiva siempre que g(s) < I, s € (s;,8;+1) con g(s;) = g(sj+1) = 1.
Por tanto, si por ejemplo g(s;) = g(sj+1) = 9(sj+2) =1 y g(s) < I para s € (s;,5j+1) U

(841, Sj4+2), podemos argumentar la ezistencia de solucion positiva para
A€ (A Aja) U (Ajia, Ajpa).

Para simplificar en el enunciado, hemos preferido suponer que la raices de g(s) = I son simples.

Prueba: 1. El primer apartado sigue del Teorema 3.15.
2. Supongamos ahora que m = 2k + 1. Entonces, g(s2j) = ¢(s2;+1) ¥y g(s) < I con
s € (sg,52j41) para j = 1,..., k. Entonces, podemos aplicar la Proposicién 3.18 para oy = sg;
Y @2 = Sp;4+1. Ademds, segtn la Proposicion 3.13, (3.1) no posee solucién positiva para A grande.
3. Cuando m = 2k, el resultado sigue de la Proposiciones 3.18 con a; = sa5, ag = S2j41 ¥
de la Proposicién 3.19 con aq = so.
Finalmente, supongamos que a es creciente. Ahora, vamos mostrar que la bifurcacion a infinito

ocurre en Agji1. De hecho, tomemos A, T Ag;i1. Entonces,

A

r{;o T a(sgj41)-

Entonces, para cada n, tomamos el tnico s, < $2j41 (recordamos que a es creciente) tal que

An
a(s,) = TR
1

Es evidente que ’/\\—T; > a(sg;+1) para n grande, entonces existe un nico s™ > sy;4; tal que

An

a(s") = N

Luego, g(sn)—hn, (sn) <0y g(s™)—hy,(s") > 0. Podemos concluir la existencia de s € (s, s™)
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tal que
9(s,) = ha, (sn),

y por la Proposicién 3.17 existe una solucién positiva. De hecho, la soluciéon es

Un = a(Sy,) 00, /a(s3).0]-

Sin embargo, obsérvese que cuando A, — Ag; 41 entonces s, — Sg;4+1, luego s;, — sg;41. Asi,

)\ A2' 1
n N 7+

= \{o.
a(sy)  alsy)

Esto finaliza la prueba. |

Corolario 3.23 Supongamos que a es una funcion decreciente. Entonces, existe al menos una

solucion positiva de (3.1) si
A € (min{a(0)A1, A1}, max{a(0)A1, A1 }).

Prueba: Como a es decreciente, entonces existe un unico valor positivo s; > 0 tal que

a(s1) = ()47, Por tanto, existe un tnico s; > 0 tal que

g(s1) =1

y g(s) > I para s > s;. Luego, podemos aplicar la Proposicién 3.13 y Teorema 3.15 y concluir

que existe soluciéon positiva para
A € (min{a(0)A1, A1}, max{a(0)A1, A1 }).

De hecho, el continuo C que emana desde la solucion trivial en A = a(0)\; y tiende al infinito

en A\ = Aj. [ |
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Capitulo

4

Ecuacion con coeficiente de difusion variable

local y no-local

En este Capitulo presentaremos los resultados obtenidos en [33]. Estudiaremos la ecuacién

(<l orsi
w—0 sobre 012,

donde Dy, Dy C €2 son dos subdominios regulares tales que
§:D1UD2, DlﬂD2:®,

y como consequencia 2 = Dy U Dy UT con I' un conjunto de medida nula, ¢ : R — R una

funcion continua y positiva, p > 0y A € R, y donde hemos definido

1 sizeD,
Xp(z) =
0 sizégD.

Para f : 2 x R — R vamos considerar los casos fi, fo v f3 citados en la Introducciéon. Por

ultimo, definimos

A QX IL®Q) SR
A(.T,U) = XD1+XD2G(/QUP>‘

La distribucion del Capitulo es la siguiente. En las Secciones 4.1, 4.2 y 4.3 se analizan los casos

f=fi, f=foy f = f3, respectivamente.
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4.1 Problema no-local de autovalores

En esta Seccién estudiamos el problema de autovalor para la siguiente ecuacién

—A(z,u)Au = Au en
u=20 sobre 0f).

(4.2)

La siguiente Proposicién resulta del Principio del Maximo y muestra la no existencia de

soluciones positivas para A < 0.
Proposiciéon 4.1 Si A\ < 0 entonces (4.2) no posee solucion positiva.

El siguiente resultado muestra que no existe solucién positiva para A grande.
Proposicién 4.2 Si u es solucion positiva de (4.2), entonces A < AP

Prueba: Si u es solucién positiva de (4.2), entonces
A= MN[—A(z,u)A; 1] < AP A2, u)A; 1] = AP |

A continuacién probaremos que el tnico punto de bifurcacion de (4.2) desde la solucién

trivial ocurre para A = )\g, donde
Ao = M[—A(x,0)A; 1] = M[—(xp, + a(0)xp,)A; 1]. (4.3)

Lema 4.3 Sea (\,,u,) una sucesion de soluciones positivas de (4.2). Si |uy| — 0 entonces

A — Ag.

Prueba: Por |u,|. — 0, tenemos / uP — 0. Ademas, por la continuidad de la funcién a,
Q
tenemos

A(z,u,) = A(z,0) uniformemente en 2.

Por lo tanto, por la Proposicion 1.1, tenemos
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Teorema 4.4 Existe un continuo no acotado C en R x C(Q) de soluciones positivas de (4.2)

que bifurca desde (A, u) = (Ao, 0).

Prueba: Obsérvese que (4.2) es equivalente a

u="Ty(u) := A(:j())/;u + h(\ u),

donde
0 siu <0,

h(A u) = 1 1 '
AE((A(]J,U+)_A($,O)>U> siu>0,

y ut = max{u,0}. De hecho, obsérvese que u es una solucién no negativa y no trivial de (4.8)

siy sélo si u = T\ (u).

Por el Lema 2.8 y la continuidad de a, tenemos que

M < ‘A'C((A(;W)_A(;,0)>u>|oo|u1\oo

1 1
< _
= CA‘A@W) A(x,o>‘ -0

cuando |u|, — 0. Podemos aplicar el Teorema de Rabinowitz (ver [47]) y concluir que existe
un continuo C de soluciones positivas que emana desde (A, u) = (X\g,0). Gracias al Lema 4.3
sigue que C es no acotada. |

El siguiente resultado nos serd muy ttil para estudiar los posibles puntos de bifurcaciéon a

infinito.

Proposicién 4.5 Sea (A, u,) una sucesion de soluciones positivas de (4.2). Si |up|ee — 00,
entonces

/ ub — oo para todo p > 0.
Q

Prueba: Supongamos por contradicciéon que para alguna constante positiva C' > 0 se tiene
que /Q ubl < C. Entonces,
Az, uy,) < C. (4.4)
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Definimos v,, = ——, donde v,, es solucién de

[t | o

—Av, = Lvn en Q, v, = 0 sobre 9.
Az, up)

Por la Proposicién 4.2, tenemos que )\, < AY'. Por tanto, por (4.4) podemos concluir que
|Up|w2a < Oy para todo ¢ > 1. Luego, existe v, € C1(Q) tal que

v, — v, > 0 en C(Q).

Asi,

/Qufl: |un|§0/ﬂvg—>oo.

Contradiccién. [ |

El resultado principal de esta Seccién es:

Teorema 4.6 Sea Dy # () # Dy. Entonces, existe 0 < Ay < 0o tal que (4.2) posee al menos

una solucion positiva si

A € (min{ g, Moo }, max{Ag, Ao })-

Ademas,

M[=(xp, + a(0)xp,)A;1] si0 < a(oo) < oo,
Mo =4 M[=A; xp,] si a(00) = oo,
0 si a(o0o) = 0.

Ademds, Mo Y As, son puntos de bifurcacion desde la solucion trivial y del infinito,

respectivamente.

Prueba: Por el Teorema 4.4, existe una componente conexa C no acotada de soluciones

positivas de (4.2) que bifurca desde (A, u) = (Ao, 0). Por las Proposiciones 4.1 y 4.2, obtenemos
Projs(C) € [0, A7)

Por tanto, existe una sucesiéon (\,,u,) € C de soluciones positivas de (4.2) con \, < A\P'y
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existe A, € [0, A] tal que A, — A, < 00 ¥ |tp]oe — 00.

Obsérvese que

A= M[—(xp, +a (/Q uﬁ) XDy)A; 1],

entonces, denotando
tenemos que

donde g estd definida en (1.3).
Por la Proposicion 4.5, tenemos que / ub — o0, entonces d, — a(oco0). El resultado sigue
Q

de la Proposicién 1.3. [ |

4.2  Problema no-local concavo

Estudiaremos el problema no-local

- (XD1 + XD, (/ up))Au:)\uq en €,
@ (4.5)
u=0 sobre 02,

con 0 < q<1.
Consideramos que

a(s) >0, s€|0,00). (4.6)

Teorema 4.7 A\ = 0 es el unico punto de bifurcacion desde la solucion trivial de (4.5). Ademds,

existe un continuo C de soluciones positivas de (4.5) no acotado en Rx Cy(2) que emana desde

(A, u) =(0,0).

Prueba: Obsérvese que la ecuacién (4.5) es un caso particular del problema (2.1) y por tanto

el resultado sigue como en el Teorema 2.11. [

Proposiciéon 4.8 Sea {(\,,u,)} una sucesion de soluciones positivas de (4.5), con |\,| < C

para alguna constante positiva C. Si |u,| — 0o, entonces / ub — oo.
Q
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Prueba: Supongamos por contradicciéon que /Q ub < (), para alguna constante positiva C}.

Por (4.6) existe ag > 0 tal que
a(s) >ap >0, Vsel0,C).

Luego, tenemos que
1 1 1
—Aun = Ay | XDy + XDy~ | Ui < C <XD1 + XD2a> Uy, <C <1 + ) Uy,
(%) °
Q

1
Luego u, es subsolucién de (1.6) con o = C' <1 + > y m = 1. Entonces, por la Proposicion 1.6
)

y (1.7) sigue que
1\ 15
Unp, < CQ (1 + ) o Wr1,1] en ).
Qo

Por lo tanto, |u,|. estd acotada. Contradiccion. [

En los siguientes resultados obtenemos cotas inferiores de las soluciones positivas de (4.5).

Proposicién 4.9 Siu es solucion positiva de (4.5), entonces
P = p
Alu Z)\ q/Dlw[Ll].
Prueba: Tenemos que el problema (4.5) restringido en D; viene dado por
—Au=Mu? enD;, u>0 sobredD;.
Luego u es supersolucién de (1.6), con 0 = A\, m = 1 y 2 = Dy, entonces
_1
u > )\1’qZU[1,1] en Dl-

Elevando a p y integrando en D; concluimos la demostracion. |
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Proposiciéon 4.10 Siu es solucion positiva de (4.5), entonces

%
A
[T N
Do a (/ up) Do
Q

Prueba: Tenemos que el problema (4.5) restringido en D, viene dado por

A
—Au=——+—<u? en Dy, u>0 sobredD,.
a ( up>
Q
. A
Luego u es supersolucién de (1.6), con 0 = ———~—, m = 1 y 2 = Dy, entonces
Up
()
1
1—q
A
u —_— w[l,l] en DQ.
()
Q
Elevando a p y integrando en D, concluimos la demostracion. [ ]

La siguiente Proposicién prueba la no existencia de soluciéon positiva para A grande si
1-q ,
a(s)s 7 estd acotada.

Proposicién 4.11 Si

1—

lim a(s)qu <, (4.7)

$—00 -

donde C > 0. Entonces no existe solucidn positiva de (4.5) para A grande.

Prueba: Supongamos que existe (\,,u,) una sucesién de soluciones positivas de (4.5), con
Ap — oo. Dividiremos la prueba en dos casos:

Caso 1: Supongamos [, uP — oo. Por las Proposiciones 4.9 y 4.10, tenemos que

S
An An
/ up > )\ / 'LU[l 1] + | —F / wﬁ,l] 2 T/ N\ wﬁvl}.
o)) P Nelf))
Q Q
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Esto implica
1-g 1-q
P

([ ) T = () (L) " =

Contradiccion, pues A, — oco.

Caso 2: Supongamos / ub < C') luego a (/ uﬁ) < ac = supsejo,c1a(s), entonces
Q Q

1 1 An
mXDa) ufy > An (XD1 + acXDg) ul > a—ug.

—Au, =\, .+
(XD a (IQ u C

Por tanto, u,, es supersolucién de (1.6) con o = 2—2 y m = 1. Luego

An
Up 2> | — | W
ac

Para \,, — 0o, obtenemos / uP — oo. Contradiccion. n
Q

Nota 4.12 Notemos que la Proposicion 4.11 sique siendo cierta si solo consideramos
1—
a(s)qu <C Vs>s5>0.

Nuestro primer resultado en este caso es:
Proposiciéon 4.13 Si

lim a(m,s)s%q =00  uniformemente en ). (As)

entonces existe solucion positiva de (4.5) para A > 0.

Prueba: Por el Teorema 4.7 existe un continuo C no acotado en R x L*>() de soluciones
positivas de (4.5) que emana desde (A,u) = (0,0). Supongamos que existe (A,,u,) € C una
sucesion de soluciones positivas de (4.5), con |ty]e — 00 ¥ Ay — A >0 con X < oo.

Obsérvese que gracias a (A.,), obtenemos que

]

lim A(x,s)s» =00, uniformemente en .
S§— 00
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Luego, para todo M > 0, existe sy > tal que

M
Alx,s) > =, Vs>sg
s
Por tanto,
A+ e 1%’
—A n < (/ P) q
U, < i Qun ul

Luego u,, es subsolucién de (1.6) con o = e (/ uﬁ) " ym=1. Por lo tanto, tenemos
Q

Lo que implica
D

A+e)e »
1§< i ) /Qw[l’l].

Contradiccion para M suficientemente grande. [

El siguiente resultado es el principal en esta Seccion.

Teorema 4.14 i) Si a satisface (Ax), entonces existe solucion positiva de (4.5) para todo

A>0.
i1) Si a satisface (A.), esto es,

1—gq

lim a(z, s)s 7 =c(x)  uniformemente en €. (Ae)

entonces existen 0 < A\, < Ay < Are < 00, Ay > 0 tales que

® 50\ > A, entonces no existe solucion positiva de (4.5),

o si A\ < A\, entonces existe al menos una solucion positiva, denotada por uy, de (4.5).
Ademdas, tenemos |uy|oo — 00 para X — .
Por otro lado,

e Sic(x) > co > 0 para alguna constante positiva co, entonces Ay > 0.

e Sic=0 en ), entonces \, =0.
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Prueba: Por el Teorema 4.7 existe un continuo C de soluciones positivas de (4.5) que bifurca
desde (A, u) = (0,0).

i) Supongamos que a satisface (A, ). Debido a la Proposicién 4.13 existe solucién positiva de
(4.5) para todo A > 0.

ii) Por la Proposicién 4.11 existe A > 0 tal que no existe solucién positiva de (4.5) para
A > A Por tanto, existe .. > 0 tal que existe solucién positiva de (4.5) para 0 < A < A..
Ademas, debido a que C es no acotado y Proji(C) esta acotada, existe A\, > 0, con A\, < A\, ¥
una sucesion de soluciones positivas (A,, u,) € C tales que A\, — A\, v

Jim o = o0

Supongamos que ¢(z) > ¢g > 0y A, = 0. Luego, existe una sucesion (\,, u,) de soluciones
positivas de (4.5) tal que A\, = 0y |uy,|0o — 00. Por la Proposicién 4.8, tenemos que [, u? — o0.

Entonces, para n > ng tenemos que

Por tanto, tenemos

A 2 e
—Au, = <A, 1+</ug) ul,
XDy + @ (Joun) XD, co \Ja

luego, u,, es subsolucién de (1.6), con o = A, (1 + % (Ja uﬁ)lpq> y m =1, y concluimos

9 1-g\ 1/(1=q)
— P
un, < A0 (1 + o (/Q uﬁ) ) CUISIE

Elevando a p e integrando sobre €2, obtenemos
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lo que es un absurdo si A, — 0.
Ahora, asumimos que ¢ = 0. Supongamos por contradiccion que A, > 0. Por la

Proposicién 4.10, tenemos

_p
1—q
/ug > L / wﬁ 1
Q a ( uﬁ) Dz
Q
entonces,
1-q 1-q 1-g
P p P D p * p p
Oe(/gun) a(/gun>2)\n</D2w[1,1]) — A (/DQw[L”) > 0.
Contradiccién. [}

4.3 Problema no-local logistico

En esta Seccién estudiamos la siguiente ecuacion logistica

— (XD1 + XD, </Q up>) Au = du — b(z)u? en Q,

(4.8)
u=20 sobre 012,
donde b(x) es una funcién que verifica (Hbs).
4.3.1 Caso local
Primeramente haremos un estudio del problema
— +d Au= M — b(x)u? en Q,
(XD, + dxp,) (z) (4.9)

u=0 sobre 0.

Obsérvese que este problema no estd incluido en la ecuacion (1.10) estudiada en el Capitulo 1,
ya que incluye una funcion en el coeficiente de difusion.
El resultado siguiente prueba la existencia y unicidad de solucién positiva de (4.9) y sus

propiedades.
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Proposicién 4.15 Eziste una unica solucion positiva de (4.9), denotada por O q, si y sol6 si

A € (9(d), go(d)).

Ademds, la aplicacion X € (9(d), go(d)) — Opa € Ca(Q) es continua, creciente y diferenciable.
Ademas,

lim |0 o =0, lim |0 o = 00.
A Pl i, Bl

Ademds, si Qy CC Dy y fijamos X < go(d), entonces existen una constante positiva K(X\) y una

funcién positiva ¢ (independiente de d), tales que
Opa) < K(N)p,  para todo X < \.
Prueba: (=) Sea u solucion positiva de (4.9), entonces

go(d) = AT [— (xp, + dxp,) ;1] > A= X[ (xp, + dxp,) A + b(x)u; 1]

> A [= (xp, +dxp,) A;1] = g(d).

(<) Sea A > g(d) y @q autofuncién positiva asociada a g(d) con |p4le = 1. Tomamos como
subsolucién u = epy, con € pequeno a elegir. Obsérvese que

A —g(d)

max b(z)’
€S

—(Xpy + dxp,)Au < Au — b(z)u’ < g(d)pa < Apa — b(z) ] < € < (4.10)

Como A > ¢(d), podemos elegir € > 0 tal que (4.10) ocurra.
Sea A < go(d). Por la continuidad del autovalor principal con respecto al dominio (ver

Proposicién 1.1), existe 6 > 0 pequeno tal que Qy C Q5 y A < gs(d) < go(d), donde definimos
Q5 = {.’ﬂ S Q; diSt(l’, QO) < 5}7 95(d) = )‘?é[_ (XD1 + dXDz) A; 1]

)

., . Q ., .. .
También definimos ¢, como una autofuncién positiva asociada a gs(d).
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Ahora, sea ¢ € C1(Q) definida

©1® en Qs,
¢ = gb en Qg\ﬁg,
1 en O\Qs,

donde ¢ es una funcién regular tal que ¢ > ¢y > 0 en € para alguna constante ¢y > 0.
Tomamos como supersolucién © = K¢ con K > 0, donde K se elegira depués. Veamos que u

es supersolucion de (4.9). Distinguiremos tres situaciones:

1. Six e Q%: Tenemos
—(XD, 4 dxp,)AT > Na — b(z)u? < gs(d) — X > —b(z) K& (4.11)

La desigualdad (4.11) es verdadera para todo K > 0, debido a que A < gs(d).

2. Size Qg\ﬁ%: Tenemos

max  [A¢ + (xp, + dxp,)A]

9 xGQg\ﬁé
— d Au > \u—blz)u & K > 2 4.12
(XD1 + XDz) U Z AU (x)u = mlIL (b(l‘)ng) ( )
{L'EQ(;\Q%
3. Siz € Q\Qs: Tenemos

A
—(xp, +dxp,) AT > Xu —b(z)u*> < 0> A\ —b(2)K < K > min b2 (4.13)

IGQ\Q(S

Entonces, tomamos K suficientemente grande que verifique (4.12) y (4.13). Tomando €
pequeno y K grande tales que u < @ en 2. Asi, obtenemos la existencia de solucién

positiva para (4.9).

Las propiedades de la aplicacién A — 0}, 4 siguen del Teorema 2.4 en [43].

La unicidad es debido a que la funcién

A —b(x)t

t—
XD, + dXxp,
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es decreciente para todo x € Q) y estrictamente decreciente en 2\, entonces por [10] tenemos
la unicidad de solucién positiva de (4.9).

Supongamos ahora que 2y CC D; y A < go(d), entonces podemos tomar § > 0 pequefio tal
que

Qo C Qs C Dy, X<g(;(d),

luego
g5(d) = AP [=(xp, + dxp,) As1] = A",

é

Por tanto, ¢i¥ es independiente de d. Ademds, si A < X, la constante K que verifica (4.12) y

(4.13) debe verificar
max (X6 + xp, A9

wEQ(g\ﬁ%
K >
~ min (b(z)¢?)
IEQ(;\QQ
2
y —
K>
~ min b(x)
.Z’EQ\Q(;
donde K es independiente de d y . [

En el siguiente resultado estudiamos el comportamiento de 6, 4 para d grande.

Proposiciéon 4.16 1. Supongamos que A < \i[—A; xp,], entonces existe d(X\) > 0 tal que

Orag =0 en Q, para todo d > d(\).

2. Supongamos que X € K C [M[=A;xp,], A2 [=A; xp,]), K un conjunto compacto.

Entonces, existe dos constantes positivas C' y d(K) tales que

Onalee < C para todo d > d(K).

3. Supongamos que NPYP2[—A; xp,] < X. Entonces,
1 1

35, Pnaloo = 00
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Prueba:

1. Sea A < A[—A;xp,|. Por la Proposicién 1.3 sabemos que g(d) — A [—A; xp,] cuando

d — 00, y por tanto existe d(A) > 0 tal que
A < g(d) parad>d(N).

Concluimos que 0 4 = 0 en € por la Proposicién 4.15.

2. Tomamos A € K C [M[=A;xp,], NP2 [—A:xp,]) entonces A < AP [—A:xp,].

Definimos el conjunto
Qs = {z € RY; dist(z,Q U Dy)} <6,
y tomamos d pequefio, tal que A < )\?5 [—A; xp,], 0 equivalentemente,
ps(N) == AP [=A = Axp,: 1] > 0. (4.14)

Tomamos ¢} una autofunciéon positiva asociada a ps(\) con @] = 1y escogemos ¢ una

funcién regular tal que ¢ > ¢y > 0 en Q y tal que la funcién v definida por

gpfls en (s,
2
V=9 ¢ enQ\Qs,
2
1 en Q\gg,
sea también una funcién regular.
Tomamos como supersolucion @ = K1 con K > 0 que escogeremos posteriormente.

Veamos que u es una supersoluciéon de (4.9) para K grande. En efecto, de nuevo

dividiremos nuestra prueba en tres casos:

(a) Siz € Qs: En este caso, U es una supersolucién de (4.9) si
2

(XDy +dxp,)(15(A) + Axp,) 2 A = b(2) Ky en Qs.
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Esta desigualdad es equivalente en D, a
1s(N) > —b(x) K, (4.15)
lo que es verdad para todo K debido a (4.14). Por otro lado, en D, es suficiente que
dus(A) > A, (4.16)

o equivalentemente

A
d> .
s (A)

Obsérvese que para A € K, existe d = d(K) tal que

A
pes ps(A)

= d(K).

Por tanto, tomando d > d(K) obtenemos que @ es supersolucién en €2 s para cualquier

K > 0.

(b) Siz e Qg\ﬁ%i tenemos
— (XD, + dxDy) A > Ap — Kb(x)¢?. (4.17)
Por construccién, Qg\ﬁg C Dy, por tanto (4.17) es satisfecha si
Kb(z)¢® > Aé + Ag,

que se verifica para K grande, independiente de d.

(c) Six e Q\Qs: U es supersolucién si

K> 2
~ min b(x)
0\Qs

de nuevo para una constante K independiente de d.

Esto completa la prueba del apartado.
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3. Ahora, tomamos A > MPP2[—A:xp ]. Vamos construir una subsolucién de (4.9) que

tiende al infinito cuando d — co. Como A > A*"P2[—A; yp, ] tenemos que

(X)) = AP [—A = Ayp,; 1] < 0.
Denotamos por ¢; una autofuncién positiva asociada a p(A) tal que |¢1|o = 1. Definimos

@1 en o U Do,
0 en Q\(Q[)UDQ)

Obsérvese que ¥ € HJ(€2). Entonces, u := e es subsolucion de (4.9) si
(XD, + dxp,)(1(A) + Axp,) + b(z)epr <A en Qg U Ds.

En D, es suficiente que

A — du())
L A—dp(y)
bar

Y

donde by, = sup b(x).
€ Do

Por otro lado, en Qg \ Ds, es suficiente que pu(A) < 0, lo cual es verdad para cualquier
€ > 0. Entonces,

€ < Opag en

en particular,

A —du()
7““% <Opqg en QU Dy, (4.18)
b
por tanto |0y 4]ec —+ 00 con d — oo. [ |

Este resultado es verdadero para el caso 2 = 0y U Ds. En este caso, el resultado es:
Corolario 4.17 Supongamos que 2 = 2o U Dy. Entonces,
1. St A< M[=A;xp,] existe d(X) > 0 tal que Opq =0 en Q para d > d(N).

2. 8i A > M[=A; xp,] tenemos que |0 q|cc — 00 con d — 0.
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4.3.2 (Caso no-local

Ahora, fijemos nuestra atencién nuevamente en la ecuacién (4.8).

El siguiente resultado prueba la no existencia de solucién positiva para A grande.

Proposicion 4.18 Si existe una solucion positiva (X, u) de (4.8), entonces
A< AP [=A5xp,] g A <A [=(xpy + anxn,)As1],

donde ap := sup af(s).
s€[0,00)

Prueba: Sea u solucién positiva de (4.8), entonces
A= A=A w)A by 1) < XAl w1 = go ([ ) < Jim go(d) = A [ v, ]
—00
Por otro lado,

A=\ [— (XD1 +a </Q up> XD2> A+ b(x)u; 1] < X [—=(xp, + anrxp,)A; 1] [

Nota 4.19 Obsérvese que N°[—A;xp,] = 0o si Qo C Dy. Por otro lado, si a(co) = oo,
entonces ayp; = oo. Luego, por la Proposicion 1.4 tenemos que )\?0 [—(xp, +anmxp,)A; 1] =

A [=A; xp,].

El siguiente resultado muestra que el tinico punto de bifurcacion de (4.8) desde la solucién

trivial es A¢ (definido en (4.3)).

Lema 4.20 Sea (\,, u,) una sucesion de soluciones positivas de (4.8). Si |uy| — 0, entonces

Ap — )\0.

Prueba: Por |u,|. — 0, tenemos / ub — 0. Por la continuidad de la funcién a, obtenemos
Q
A(x,u,) — A(z,0) uniformemente en (2.

Por tanto, por la continuidad del autovalor principal (ver Proposicién 1.1), tenemos

An = M[A(x, un) A + b(x)uy; 1] — Ag. |
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Con una prueba similar al del Teorema 3.1 sigue el siguiente resultado.

Teorema 4.21 Eziste un continuo no acotado C en R x C(Q) de soluciones positivas de (4.8)

que bifurca desde (A, u) = (Ao, 0).

Prueba: Obsérvese que (4.8) es equivalente a

u="Tx(u) := A(:j())/;u + h(\ u),

donde
0 siu <0,

h(Au) = \r ((A(;m) _ A(;, 0)) u+> y, (%ﬁ) si u >0,

y ut = max{u,0}. De hecho, obsérvese que u es una solucién no negativa y no trivial de (4.8)

siy sélo si u = T\(u).

Por el Lema 2.8 y la continuidad de a, tenemos que

i = pe (G ) )i 2 (G

L p@)lee |
= C<A‘A<x,u+> A(x,o>’+|A<x,u+>|' '°°>%°’

cuando |u|, — 0. Podemos aplicar el Teorema de Rabinowitz (ver [47]) y concluir que existe
una componente conexa de soluciones positivas que emana desde (A, u) = (Ao, 0) que, gracias al
Lema 4.20, es no acotada. |

El siguiente resultado sera usado para el estudio de los puntos de bifurcacién a infinito.

Lema 4.22 Sea p > 1. Si existe (A, u,) una sucesion de soluciones positivas de (4.8), tales

que |Up|oo — 00 Y Ay — A* < 00, entonces

P
/Qun—>oo.

Prueba: Supongamos que

/ ub < oo, (4.19)
Q
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por tanto, A(x,u,) es acotada. Multiplicamos (4.8) por u2~! y obtenemos

AP — b(x)uP Tt

QXD1 +a</QUIrJL>XD2

/ Vit - Vi~ =
Q

Luego,
P )\ P __ b p+1 p
C(p)/ |Vuﬁ|2 :/ Ui, (IE)Un < )\n Uy, '
@ QXD1+G</’LL£>XD2 QXD1+G</U£>XD2
Q Q
donde
4(p—1
C(p) = pz)

Por (4.19), tenemos

b
u? es acotado en Hj ().

Por inyeccion continua, tenemos que
2p
u, es acotado en Lz (Q) = L"(Q),

donde

N

t1 = —.
1 N—2p

Ahora, multiplicamos (4.1) por u‘'~! y entonces tenemos que
T t
C(tl)/QWuﬁ"l SC’/Qunl,
n
donde C(t;) y C son constantes positivas y por tanto, u,# es acotado en HJ(f2). Por inyeccion

continua, tenemos que

u, es acotado en L'2(Q),

con
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Repitiendo este argumento k veces, obtenemos

u, es acotado en L'*(Q),

con Vo
n=(y=3) 7
Luego,
u?  es acotado en L%(Q),
por tanto,

Aty — b(x)u?

ot ([ ) o

por regularidad eliptica, tenemos que

es acotado en L%(Q),

Uy, € WQ%(Q)

Tomamos k grande tal que /2 > N/2, que es,

(v72) > 5
N —2 p’
tenemos que |uy|o < C, contradiccion. |

En el siguiente resultado caracterizamos el punto de bifurcacion a infinito en diferentes

situaciones. En la prueba se emplean argumentos similares a los usados en [4].

Lema 4.23 Sea a(co) > 0 yp > 1. Supongamos que eziste una sucesion de soluciones positivas

(An, up) de (4.8), tal que |uy|oo — 00 Yy Ay — A* < 00.

1. Sia(o0) < oo, entonces

N = A?O[_(XD1 + a<OO)XD2)A; 1]'
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2. 51 Q\Qy C Dy y a(o0) = 00, entonces

A= AP A xp, .

3. Sip>2, a(oco) = 00, y existe constantes positivas C' y so tales que

a(s)

sl/P

> C  para todo s > sq > 0,

entonces

A= AP A xp, .

Prueba: Por el Lema 4.22 tenemos que / ub — oco. Por la continuidad de la funcion a,
Q

a (/Q uﬁ) — a(00).

Por un argumento similar al Lema 4.22, tenemos

tenemos

/ ufl — 0.
Q
Definimos
Unp,
Zp = .
|1Ln‘2

Multiplicamos (4.8) por z, y como a(oco) > 0, obtenemos

p
Un,

1
/Q|Vzn|2 = )\n/ﬂ XD1+CL</QUP>XD2 zi—/gb(x) XDl—i—CZ(/Q

1
< [ ot w220 [ 2=
Q a</ > Q
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Por tanto, existe z € H} (), 2 > 0y z # 0 tal que

Zn — 2z en H}(Q),

2z, — 2z en L*(Q),Vse |1,2" = ——

2N>
N-2)

Supongamos 1. 6 2., y afirmamos que

2=0 en Q\Qp. (4.20)

Supongamos por contradiccién que existe D C 2\ Qg tal que z > 0 en D. Tomemos ¢ € C§°(D),

entonces

1 1
/Vzn Vp= )\/ XD, + XDy | Znp — / XDy T —F < XD» Zi@’“n’?
o)) o))
0 0

Obsérvese que como z > 0 en D tenemos que u, () = z,(x)|u, |2 — 0o, por tanto si a(co) < 0o,

tenemos
1 2
[ b@) | xo, + — X, | Zluala = oo
b a (/ uﬁ)
Q

Por otro lado, si Q\Qy C Dy, tenemos que D C Dy, por tanto

e 2elunls > [ b()x0, Zelunlz = oo
u

b(x) D1+¥
e (]

Entonces, en ambos casos

/ Vz, -V — —o0,
D

lo que es una contradiccién. Esto implica z € Hj (). Por tanto, obtenemos

1
/Vzn Vo = /\/ XD, + (/ XDy | Zatp Vo € Hy(Q). (4.21)
up>
Q
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Cuando a(o0) < 0o, tomando el limite en (4.21), obtenemos

1
/ Vz-Vp= )\*/ <XD1 + XD2> zp Yy € Hg(QO).
Qo Q a(oo)

Implicando que

A=A [= (xp, + a(00)xp,) As1].

Por otro lado, si a(co) = oo, tomando el limite en (4.21)

/Vz-Vgo:)\*/ XD, 2 Vo € Hy(Qp).
QO Q0

Esto concluye que

N = AP =25 xp, -

Supongamos que p > 2 y a(oo) = 00. En este caso, probamos que
z=0 IHQ\(QoLJDQ)

De hecho, si z > 0en D C Q\ (2 U Ds), entonces
1 2 2
[ b@) | o+ — < xms | #luale = [ b@)xp, 220l = o0,
D a (/ Uﬁ) D

contradiccién. Por tanto, z € Hj(Qo U D). Tomamos v € H}(Q U D), entonces tenemos

1
/ VZ" ) VQ/} = )‘n XD, + —7 XD an
Q0UD3 90UDs a ( / up)
0 (4.22)
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como p > 2y a(s)/s'/? > C para s grande, tenemos que

o(f) e ()

Luego, como z, — 0 en 2y U D, concluimos que

<C <c.

2721¢|Un|2 — 0

b(x) b
b

Tomando el limite en (4.22) obtenemos que A* = A\*YP2[—A; yp,]. [

En el siguiente Teorema probamos los principales resultados de este caso.

Teorema 4.24 Supongamos p > 1. Entonces existe Ao, > 0 tal que (4.8) posee al menos una
solucion positiva para

A € (min{ g, Aoo }, max{Ag, Moo })-
Ademas,
1. §i0 < a(oo) < 00, entonces Ao = N[ (xp, + a(00)xp,)A; 1].
2. 51 Q¢ C Dy, entonces oo = )\?0.
3. 81 Qo C Dy, entonces Moo = 00 $i a(00) = 00 Y Ao = 00 87 a(00) = 0.

4. Si QN Dy # 0 # QN Dy, entonces hoo = 0 51 a(00) = 0 y Moo > NOVP2[—A; xp,] si

a(o0) = 0o0. Ademds, en este caso, si alguno de los siguientes casos ocurre:

(a) D, C Qo,

a(s
(b)) p>2y Q acotado inferiormente para s grande,

31/17
(c) o
. als
fm 7 =00

Y

entonces

/\OO = )‘?OUD2[_A§ XDI]'

125



En todos los casos A\g Yy Ase SON puntos de bifurcacion desde la solucion trivial y desde el infinito,

respectivamente.

Prueba: Por el Teorema 4.21 existe un continuo C de soluciones positivas de (4.8) que bifurca

desde (A, u) = (Ao, 0).

1. Supongamos 0 < a(c0) < co. Por la Proposicién 4.22, tenemos que Proji(C) esté acotado
en R. Por tanto, existe (A, u,) € C una sucesion de soluciones positivas de (4.8) tal que

An = Aoo < 0V |Up|oo — 00. Por el Lema 4.23, tenemos
Ao = A?O[_(XD1 + a(OO)XD2>A; 1]‘

2. Supongamos )y CC D;. En este caso, A\, no depende del valor de a(o0). Por la
Proposicién 4.22, como Qo N Dy # 0, tenemos Projz(C) es acotado en R. Por tanto,
existe (A, u,) € C una sucesiéon de soluciones positivas de (4.8) tal que A\, = Ay < 00y

[t |00 — 00.

Denotamos por

w=a(fur).

entonces u, = 0], 4, s la tinica solucion positiva de (4.9), luego
9(dn) < A < gol(dy) = AP,

Probemos que A\, = /\?0. Supongamos por contradicciéon que al menos para una

subsucesion, A, — A < )\?0. Entonces, existe A tal que A\, < X < /\?0. Luego, como

Qy CC Dy por el Teorema 1.7 existe una constante K (\) y una funcién regular positiva

¢ (que es indepediente de d,,), tales que

Un, = O, 4,1 < K(AN)p  para todo A, < .

Por tanto, |u,|. < C. Contradiccion.

3. Supongamos 2y C D,. Usando la misma notacion d, = a ([ u?), entonces u, = 0}x, 4,
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es la tnica solucion positiva de (4.9), luego
9(dy) < Ay < goldy) = d AT,
Obsérvese que
d,, — a(00),

por tanto, cuando a(oo) = 0 tenemos por la Proposicion 1.3 que A, — 0.

Ahora, supongamos que a(0o) = oo, entonces d, — 00. Supongamos por contradicciéon
que A\, — Ay < 00. Tomemos un subdominio D tal que Q@ CC D y consideramos ¢ una
autofuncién positiva asociada a AP con |¢P |, = 1. Entonces, 1 = K es supersolucién
si

A (Xpy + duXpy) + b(x)Kof > A, en Q. (4.23)

Como 2y C Dy, sigue que (4.23) se verifica en Dy si

da AP > N,

Por otro lado, en D; se verifica (4.23) si
AP 4 b(2)KeP > N\, en Dy.

Como Ay < 00y b(x) > by > 0en Dy y P > b > 0 en Q para by y by constantes,
tenemos que esta desigualdad ocurre para K grande (que es independiente de n). Por
tanto, para n grande obtenemos

u, < KopP.
Contradiccién.

. Supongamos Qg N Dy # () # Qg N Dy. Como QN Dy # (), de esa manera podemos aplicar
la Proposicion 4.22, entonces Projg(C) es acotado en R. Por tanto, existe (\,,u,) € C

una sucesion de soluciones positivas de (4.8) tal que A, = Moo < 00 ¥ |Up |00 — 00.
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Sea a(o0) = 0. Tenemos

)\n = )\1[_<XD1 + dTLXDZ)A + b(x)urw 1] < )\?O[_(X[h + anDQ)A7 1]
< M[=(xp, + duxps)A; 1]
= d N\,

donde B C €y N Dy. Tomando el limite en n, obtenemos

Ao = 0.

Sea a(00) = 0o. Supongamos que Ao < AP"P2[—A;xp,]. Entonces, existe un conjunto
compacto K C [0, \{*"P2[—A: xp,]] tal que A, € K. Luego, por la Proposicién 4.16 existen

dos constantes positivas d(K) y C' > 0 tales que
[Un|oo = [Opan,dn]loc < C,  para d, > d(K) y para todo A,.

Contradiccién.

— Ao

Ahora, determinaremos en algin caso, que A, —A; XD, -

(a) Supongamos que Dy C §. Obsérvese que en este caso 2\ Qo C Dy, y aplicando el

Lema 4.23 obtenemos que
Moo = AP (=45 xp,] = APUP2[=A; xp, ).

(b) Supongamos que p > 2 y existen una constante positiva C'y so > 0 tales que

a(s
¥ZC’ para todo s > sg > 0.
3/p

Entonces, nuevamente usando el Lema 4.23 obtenemos que

Moo = AT [= A xp, ).
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(¢) Supongamos que
_als)
sligolo Sl/p -

)

vy que Ay > )\?OUD ?[—=A; xp,]. Entonces, al menos para una subsucesién
A €K = [Aoo — €, Ao + €, (4.24)

con € > 0 pequeiio tal que Moo —e > A*YP2[—A; xp,]. Entonces, por (4.18) deducimos

que
>‘n B anO‘n)

On < u, en QyU Dy, (4.25)
bar

donde p(\,) = APYP2[—A =\, xp,;1] < 0y @, es una autofuncién positiva asociada

a () tal que |p,le = 1, 0 sea
=AYy, — A XDy Pn = (An)en en QoU Dy, @, =0 sobre 0(Qy U Ds).

Por regularidad eliptica, |¢y, |2« < C para todo ¢ > 1, entonces p, — ¢ en C1(Q)

para alguna funcién ¢, > 0.

Ademas, debido a (4.24) existen dos constantes positivas a, b tal que
(a+bd,)pn <u, en QU Ds.

También,

wos ()" < ()"

que implica

» 1/p ) 1/p
(+0) ([ ) = — Mo o0,
dn QoUD2 dn a </ ug)
Q
contradicciéon. Esto completa la prueba. |

Como consecuencia del Teorema anterior, tenemos para €y = (), esto es, b(x) > by > 0 el

siguiente resultado.
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Corolario 4.25 Supongamos que b(x) > by > 0 para alguna constante positiva. Entonces,

existe al menos una solucion positiva de (4.1) si

A € (a(0)\, 00). [
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Capitulo

5

Algunos problemas superlineales

Para finalizar esta Memoria, el presente Capitulo estd basado en los resultados obtenidos en

[36]. Vamos estudiar el problema no-local

—a</ up) Au= M \u?+u" en (,
Q
u=20 sobre 02,

(5.1)

donde 2 ¢ RN, N > 1, es un dominio regular y acotado, p > 0,0<¢<1,7r>1, A€ERy
a : R +— R una funcién continua y positiva.

Este Capitulo esta estructurado de la siguiente manera: en la Secciéon 5.1 presentaremos un
resultado de bifurcacion global de las soluciones positivas de (5.1). En la Seccién 5.2, haremos
el estudio de la direccion de bifurcacion. Finalmente, en la Seccién 5.3 haremos el estudio del
comportamiento del continuo de soluciones positivas de (5.1) dependiendo del comportamiento

de a en infinito.

5.1 Bifurcacion global

El siguiente resultado prueba la existencia de un continuo de soluciones positivas de (5.1).

Teorema 5.1 Eriste un continuo no acotado C en R x C(Q) de soluciones positivas para el

problema (5.1) que emana a partir de:
1. (A u) = (a(0)A,0) sig=1.

2. (A\u)=(0,0) si0<qg<1.

Prueba:
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1. En el caso ¢ = 1, siguiendo exactamente los mismos pasos del Teorema 3.1, podemos
concluir que existe una componente conexa C de soluciones positivas que emana desde

(A, u) = (a(0)A1,0) que es no acotada.

2. Supongamos ahora que 0 < ¢ < 1. Definimos la aplicacion
Ky : Co(Q) = Co(Q); Ky\(u) =u—T(u)

donde

(u)" (u
(fer)) e (forr)

Procediendo como en las Proposiciones 2.9 y 2.10, se prueba que u es solucién no negativa de

+)7"

T(u):= AL + L

(5.1) si s6lo si es cero de K y que la aplicacion T' es compacta.

Ahora vamos a probar la existencia del continuo C, usando el grado de Leray-Schauder de
K.

Paso 1: Si A < 0 entonces i(Ky,0) = 1.

Definimos la aplicacion

Hl : [0, 1] X Co(ﬁ) — Co(ﬁ)

Hi(t,u) = L (A@Wh)? + (u*)")

Probemos que la homotopia definida por H; es admisible, para lo que es suficiente probar que
existe v > 0 tal que
uw# Hi(t,u) Yu€ By,u#0yte]l0,1]

Supongamos que existe u, € Co(Q)\{0} con |uy|e — 0y t, € [0,1], tal que

Uy = Hl (tna Un)
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o0 sea,

—a(a [() M = A+ (@))
= tu(uy) ' A+ (uy)"*) <0 en Q,

n

u, =0 sobre 0f2.
Por lo tanto u, < 0, luego u =0y u, = 0, absurdo. Tomando € € (0, §], tenemos

i(KAa O) = deg(KA, Be) = deg(I - H1<17 ')7 BE)
= deg(l —H1(0,-), B.) =deg(l,B,) = 1.

Paso 2: Si A > 0 entonces i(K,0) = 0.

Tomemos ¢ > 0 una autofuncién asociada a A;. Definimos

Hg : [0, 1] X Co<§) — Co(ﬁ>

Ho(t,u) = L ! A+ (ut)] | + to.

(oo

Veamos que la homotopia Hs es admisible. Para ello probaremos que existe v > 0 tal que

u# Ha(t,u) YueB,,u#0yte]0,1]. (5.2)

Supongamos que existe u, € Co(2)\{0} con |u,| — 0y t, € [0,1], tal que
Up = H2(tn> Un),

o0 sea,
1

a(a, [ (wy)

Como t,A\1¢ > 0, por el principio de Maximo Fuerte tenemos que u,, > 0 en €.

—Au, = A(uH)?+ (uh)") + ta Ao
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Para todo M, existe ng > 0 tal que

Luego,
1
—Au, = —F——< AW+ (u))) + tho
o [ )
Q
1 M
> —(Aug)" + (un)") + tA1o > —u,.
apy Qpr
Entonces A [—A — %; 1} > 0, que para M suficientemente grande es un absurdo. Luego H,

es admisible. Tomando € € (0,~], tenemos

i(Kx,0) = deg(Ky,B.) = deg(l —H(0,-), B.)
= deg(l - H?(L ')7 Be) = 0.

La ultima igualdad sigue del hecho de que la ecuacion

CAu = (M ()) + N

(oo

no tiene solucién en B,, como hemos probado en el Paso 2.

Ahora, siguiendo el mismo razonamiento que el Teorema 2.11 podemos concluir que existe

un continuo C no acotado en IR x C(Q)de soluciones positivas de (5.1) que emana desde

() = (0,0). n

5.2 Direccion de bifurcacion
En esta secién haremos un estudio del sentido de la bifurcacién estudiada en la Seccidén anterior.
Empezamos con el caso ¢ = 1.

Teorema 5.2 Supongamos r > 1, ¢q = 1 y p > 1. Denotamos @1 la autofuncion positiva

asociada a Ay, normalizada por |1|2 = 1. El punto (a(0)A1,0) es un punto de bifurcacion local

134



de (5.1) desde la solucion trivial u = 0. Ademds, el sentido de la bifurcacion es el siguiente:

a) Sip=r—1, entonces

) Siad (0 /‘P

= el sentido es supercritico.
)\1 / ©F

as) Sia'(0 / N

el sentido es subcritico.
)\1/ S01

b) Sir—1>p, entonces

bi) Sia'(0) >0, el sentido es supercritico.

be) Sia'(0) <0, el sentido es subcritico.
c) Sip>r—1, entonces el sentido es subcritico.

Prueba: Definimos la aplicacién F : IR x C?(Q2) — C°(Q) como
FA\u)=a </Qup> Au+ du+u'.
Se tiene que F € C*2(IRx C?*(Q);C(Q)) v

Fo N u)(v) = d </Q up) p/ﬂup_lvAu +a </ﬂ up) Av + v+ ru" o,
Fux(Au)v = v,

de donde se deduce facilmente que

F(A0)=0, VA e R,
Ly = Fu.(A\0)(v) = a(0)Av+ A,
Ly = Fx(A\,0)(v) = w.

Gracias al Teorema de Crandall-Rabinowitz [30] podemos argumentar como en el Teorema 3.2

y concluir que (a(0)A1,0) es un punto de bifurcacién para F (A, u) y la existencia de € > 0 y de
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dos funciones p(s) y v(s) tales que

e (—€€) - R v:(—€e€) > Z

donde Z es el complementario topolégico del Ker(Lg) en C2(2), u(0) = 0, v(0) = 0, para cada

s € (—e€,€)
A(s) = a(0)A; + pu(s),
(5) = a0 +1(s) .
u(s) = s(pr +v(s)),
y (A(s),u(s)) son las tnicas soluciones de F(A,u) = 0 en un entorno de (A;a(0),0).
El desarollo de Taylor de la funcién a (¢) viene dado por
a(t) =a(0) +ta'(0) +--- . (5.4)

Sustituyendo (5.3) y (5.4) en (5.1), obtenemos

= (a(0) +7a/(0) [ (¢1+0())") Alspr + 50(s) = (al0)As + pu(s)(s(1 + v(s))

+ (s(pr +v(s))"

Multiplicamos por ¢, y integrando sobre 2, tenemos

200 [ (1405 + SO [ (o1 +0(s) [ erols)
= uls) [ (e +visDer+ 5 [ (1 + () e+ of).

a) Si p =r — 1. Entonces,

us) VO [l +0(s) P14 [ emts >‘/%+M»¢+—U

o o1+ o()en

Tomando el limite en s, tenemos

: r+1
s—)O sp /\1/801 /SD ’
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El primer apartado sigue facilmente.

b) Si p < r — 1. Entonces,

p(s) a/(())>‘1/(901 +u(s <1+/ p1v(s > -5 1_p/Q(S01 +v(s)) 1

o o1+ o()en

Tomando el limite en s, tenemos

£g0 sp )\1/9017

de donde deducimos el segundo apartado.

c) Si p > r — 1. Entonces,

1(s) a’(O))\ls”‘T+1/(<p1+v ( /gplv )—/Q(gpl—Q—U(S»T(pl
o1+ v()en |

Tomando el limite en s, tenemos

lim s) _ —/ ot <.
0

s—0 g1

Luego el sentido es subcritico. |

En el caso 0 < ¢ < 1 el sentido siempre es supercritico.

Proposicion 5.3 Sea » > 1 y 0 < q < 1. FEntonces el sentido de bifurcacion del punto

(A, u) = (0,0) es supercritica.

Prueba: Supongamos que existe un sucesién (A, u,) de soluciones positivas de (5.1) con
A — 0, A, <0y |uploo — 0. Es claro que / uP — 0, para todo p > 0. Como A, < 0y por la
Q

continuidad de a, para todo € > 0 existe ng € N tal que

0<a(0)—e<a</uﬁ) y o Aul +ul <eu, Yn>ng.
Q
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Luego,

Apud r
—A’U,n = nln + Un < CUln Vn > Ny
a < / uP a(0) —e
Q n
Esto implica que,
€
A < ,
"= a(0) —e
que es una contradiccién para € pequeno. |

El siguiente cambio de variable ser4 muy usado en este Capitulo, transforma nuestra ecuacion

en otra del tipo (1.13) con un término no-local, que recordamos por comodidad:

—Av = puv? 40" en ()

(5.5)
v=20 sobre 0f).
Proposicién 5.4 Siu es solucidn positiva de (5.1), entonces
v = al ; (5.6)
()™
Q
es solucion positiva de (5.5) con
A
= =g (5.7)
(L))
Q
Prueba: Sea u solucién de (5.1). Llamando v = Ru, obtenemos
1 1— 1—r,r
—Av=——<(AR "W+ RTV"). (5.8)

a(/ﬂup>
R=a (/Q up> = , (5.9)

y sustituyendo (5.9) en (5.8), tenemos que v verifica (5.5) con p definido en (5.7). |

Tomando R

En el siguiente resultado damos condiciones de no existencia de soluciones positivas de (5.1)

con A =0, o sea,
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—a(/ up>Au:u” en (2,
Q (5.10)

u=20 sobre 052,
N +2 . .
donde 1 < r < N9 Para ello recordemos que gracias al Corolario 1.18 para p >
maX{N(T;l) , 1T} existe la siguiente constante

0 < M, :=sup{C;C < / v}, Vo solucién positiva de (1.22). (5.11)
Q
N +2
Proposicién 5.5 Sea 1 < r < N i 5 Sip> maX{N(’;l),T} Y
1
°) > . ¥se(0,00), (5.12)
s P ]\41 P

entonces no existe solucion positiva de (5.10).

Prueba: Supongamos que existe (A, u) solucién positiva de (5.10). Entonces v definida en

(5.6) es solucién con g =0 de (5.5) y por la Proposicién 1.18, obtenemos

Mlg/vp: S VA
Q

()]

Lo que nos lleva a una contradiccion. [ |

5.3 Caso general

Ahora, volvemos al estudio del problema (5.1).
El siguiente resultado prueba la no existencia de soluciéon positiva para A grande si a esta

acotada superiormente.
Proposicién 5.6 Si existe solucion positiva de (5.1), entonces A < apyAy, donde ap =

sup a(s).
s€lR
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Prueba: Sea u solucién positiva de (5.1), entonces
A=)\ {—a </ up>A—uT_1;1} < M[—apA; 1] = ap . [ |
Q

El siguiente resultado sera muy ttil para conocer el comportamiento del continuo C.

Lema 5.7 Si existe u solucion positiva de (5.1), entonces

donde
A1 siq=1,

>
I

oo osi0<qg<l,

donde [i estd definida en la Proposicion 1.13.

Prueba: Sea u solucién positiva de (5.1), entonces por la Proposicién 5.4, v definida por (5.6)
es solucién positiva de (5.5), con p definida en (5.7).

Si ¢ = 1, aplicamos la Proposicion 1.10, y concluimos que

A

a (/Q up)

Ahora, si 0 < g < 1, por la Proposicién 1.13 deducimos que existe 7, tal que tenemos que

:M<>\1

A
a (/ up) r—1
Q

El siguiente resultado prueba que si una sucesién de soluciones positivas de (5.1) cumple que

=pu <. [

p
|ttn]0o — 00, entonces /Qun — 00.

_l’_
N 3 Y 0 <q <1 80 (M,u,) una sucesion de
soluciones positivas de (5.1) con A\, — \* < 00 ¥y |uy|eo — 00, entonces / ub — oo.

Q

Proposiciéon 5.8 Sea p > 0, 1 < r <
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Prueba: Supongamos que / ub < (' para alguna constante C' > 0. Entonces existen
Q
C1,Cs > 0 tales que
4 ga(/ uﬁ) <Cy VnelN (5.13)
Q

Por la Proposicion 5.4, (,,v,) es solucién positiva de (5.5), con p, y v, definidas por (5.7)

y (5.6), respectivamente. Por (5.13), tenemos que existe C3 > 0 tal que

An
|Mn| =|l—| < Cs,

(L)

por lo que podemos aplicar la Proposicién 1.9 y concluir que |v,]o < C. Luego,

r—

=1
‘un‘oo = ‘/Un‘ooaf ufl S 047
Q

lo que nos lleva a una contradiccion. |

En el siguiente resultado probamos que no hay soluciones para A grande bajo la condicién

1—r

limg ,o a(s)s» =0.

N +2
Proposicién 5.9 Sea p >0, 1 <r < N+2 y0<qg<1. 50

. 1—r
lim a(s)s 7

— 0. (5.14)

entonces no existe solucion positiva de (5.1) para X grande.

Prueba: Supongamos que existe (\,, u,) una sucesion de soluciones positivas de (5.1), tal que
Ap — 00. Por el Lema 5.7, tenemos
r—q

/\n<)\a(/ uﬁ)rl,
Q

luego a </ uﬁ) — 00 y por tanto / u? — oo. Nuevamente, hacemos el cambio (5.6) y (5.7).
0 Q
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Como

An
| = |————=| < C,

(f)”

por la Proposicién 1.9, sabemos que |v,]s0 < C, luego /QUZ < (. Por lo tanto,

Esto implica,

()
) ey

r—1

(hs)”

Contradiccion con (5.14). [

Podemos enunciar y probar el resultado principal en el caso que a verifica (5.14).

Teorema 5.10 Sea 1 <r < % Si a satisface (5.14), entonces existen \* < \** tales que
A< AT <A < o0,

donde,
a(0)A, siqg=1,

N
I

0, s10<qg<1,

tal que
1. 8i A > X\, entonces no eziste solucion positiva de (5.1).
2. 510 < X<\, entonces existe solucion positiva de (5.1).

En realidad, se tiene que el continuo no acotado C de soluciones positivas de (5.1) verifica que
(0, \*) C Projg(C).
Ademds, si a(oo) > 0, entonces existe solucion positiva de (5.1) para A < \*, y (—o0, A*) C

Projr(C).
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Prueba: 1. Por la Proposicién 5.9 existe A** > A tal que, no existe solucién positiva de (5.1)
para A > \**.

2. Por el Teorema 5.1 existe una componente conexa C de soluciones positivas de (5.1) que
bifurca desde (A, u) = (a(0)A1,0) sig=1y (A, u) =(0,0) si 0 < ¢ < 1. Por el apartado anterior
no existe solucion positiva para A grande. Probemos que no existe A* > 0 tal que A\, — \* y
[t oo — 00.

Como |uy,|s — 00 por la Proposicién 5.8, tenemos que /Quﬁ — o0. Por la Proposicion 5.4,
(n, vy) son soluciones positivas de (5.5), con p, y v, definidos en (5.7) y (5.6), respectivamente.

Supongamos a(oo0) = co. Entonces, como A\, — A* y [ uf — 00, se tiene que

A
= 0.

(f)”

Por tanto, por el Proposicion 1.19, tenemos

/QUgSMQ.

Por otro lado, por (5.14) tenemos

Una contradiccion.

Supongamos 0 < a(o0) < co. Por tanto,

An
lpn| = |————=| < C.

(L)

Por la Proposicién 1.9, tenemos que |v,|o < C. Luego,

1

oy
[Un|oo = a (/Q uﬁ) [Un]oo < C.
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Una contradiccion, debido a que |uy|o — 00.
Supongamos que a(oco) = 0. Supongamos por contradiccién que A, — A* > 0. Por tanto,

por Lema 5.7 sigue que
An

< <

a ( / uﬁ)

Q

Como a ([ uP) — oo sigue que A* = 0, lo que es una contradiccién, pues estdbamos suponiendo
que A* > 0.

Luego no existe punto de bifurcacién a infinito en (0, 00), por lo que Proji(C) D (0, \*).

Supongamos ahora, que a(oc) > 0 y veamos que Projz(C) D (—o00, A*). Supongamos por
absurdo que existe \* < 0 tal que A\, = A\* ¥y |uy|o — 00. Observemos que en los casos
a(00) = 00y 0 < a(0o) < 0o podemos argumentar como antes y llegar a una contradiccién. Por
tanto Projg(C) D (—o00, A*) y hay solucién para A < \*. |

Una vez analizado el caso en el que a verifica (5.14), nos ocupamos de lo que ocurre cuando
limg oo @(s)s% > 0.

El siguiente resultado, prueba que no existe A\* € (—o0,00) tal que A, = A\* y |up|oo — 00

N(r—1)

5 }, 1 <7< 32 4y (N, u,) una sucesion de soluciones

Proposiciéon 5.11 Sea p > max {7”, iy

positivas de (5.1). Si

lim a(s)s 7 = oo. (5.15)

5—00

entonces no existe |\*| < oo tal que A\, — X* Y |Up|oo — 00.

Prueba: Supongamos por contradiccién que existe \* < oo tal que A\, — A*. Usando de

nuevo el cambio de variable de la Proposicién 5.8 y como A\* < oo, tenemos

Usando ahora la Proposicién 1.17 se tiene que [ v2 4 0. En cambio, por la condicién (5.15),
Q

obtenemos

= — — 0.

()]
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Contradiccion. ]
Observemos que este resultado nos esta diciendo que el continuo C no acotado de soluciones
positivas (5.1) no se puede ir a infinito en un valor finito de A, por tanto, al ser no acotado, su
proyeccion es no acotada, o bien por 400, 0 por —o0, 0 incluso en ambas direcciones.
El siguiente resultado refina el anterior. Probamos que no hay punto de bifurcacién a infinito

para valores positivos bajo una condicién més débil que (5.15).

N(r—1)
2

}, 1 <7< 82 4 (N, u,) una sucesion de soluciones

Proposicién 5.12 Sea p > max {r, ey

positivas de (5.1). Si existe sy > 0 tal que

1
als) oL s >0, (5.16)
s P Mlp

donde M esta definido en (5.11), entonces no existe \* € [0,00) tal que A, = X* Y |tp|oo — 00.

Prueba: Supongamos que exista \* € [0,00) tal que A\, = A"y |uy]eo — 00. Nuevamente,
por la Proposicién 5.4, v, dada por (5.6) es solucién positiva de (5.5), con u, definida en (5.7).

Observemos que por (5.16), tenemos a(oco) = oo. Ademds, como |u,|. — 00, entonces

r—q

a </ uﬁ) RN Luego
Q

An
pin = —————= — 0.

(L)

Por la Proposiciéon 1.9, tenemos que v, estd acotada en L*°(Q2). Luego, por regularidad

eliptica, v, estd acotada en W24(QQ) para cualquier ¢ > 1, y por tanto existe v € C1(Q2) con
v > 0 tal que

v, = v en C(Q).

Tomando el limite en (1.13) y teniendo en cuenta que p, — 0, obtenemos que v es solucién de
la ecuacion

—Av=v", enf), v=0 sobredf2

que es (5.5) con u = 0. Probaremos que
v#0. (5.17)
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Supongamos ¢ = 1 y supongamos por contradiccion que

v, =0 en CHQ).

Un

Hacemos el cambio de variable w,, = . Luego

|Un oo

—Aw, = |v, |22 !, en Q. (5.18)

n’

Por definicién w, estd acotado acotada en L*°(€2), y por tanto por regularidad eliptica, existe

w € CHQ) con w > 0 en Q, tal que
w, — w en C1(Q).
Tomando el limite en (5.18), obtenemos
—Aw=0,en ), w=0 sobredf?,

lo que implica que w = 0 en . Contradiccién.

Ahora, supongamos 0 < ¢ < 1. Como u,, — 0, por la Proposicién 1.14 tenemos que

U? — wp ) en L>(9). (5.19)

1—q

Un

Sustituyendo (5.6) y (5.7) en (5.19), y obtenemos

(r—q)
p (r—=1)(1—q)
UpQ Qun
= 1
p 1—q
a(/ﬁun> An

— wp ) en L>(9).

Elevando a p e integrando

e
r—1)(1—gq
/ uba (/ uﬁ)
Q Q

Yy

— /wau] en IR,
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o equivalentemente

</ ) —>/wa’171], en IR

Por tanto, para todo € > 0 existe ny € N tal que

q

(L)L) n (1) 0] sz

Contradiccion, debido que a(oo) = co. Luego v = 0 en €.
Por tanto, en ambos casos tenemos que v, — v en C*(Q) y v > 0, v # 0. Por la

Proposicién 1.17 y el Corolario 1.18, obtenemos

/“ﬁ
— < M.
a (/ ug)r—l
Q

Contradiccién. [

M1§/QU£:

Podemos ya enunciar el resultado principal cuando a verifica (5.12).

Teorema 5.13 Sea 1 <r < %*g y p > max {r il G 1)} Si a satisface (5.12), entonces
1. siq=1, existe \* € (0,a(0)\1] tal que existe solucion positiva de (5.1) si \* < \;
2. 510 < q <1, existe solucion positiva de (5.1) si A > 0.

Prueba: Por el Teorema 5.1 existe una componente conexa C de soluciones positivas de
(5.1) que bifurca desde (A, u) = (a(0)A1,0) si g =1y (\u) = (0,0) si 0 < ¢ < 1. Por la
Proposiciéon 5.5 no existe solucién positiva de (5.1) para A = 0. Por la Proposicién 5.12, no

existe \* > 0 tal que A, = A* y |up|oo — 00. Por tanto, tenemos
1. si ¢ =1, Projp(C) D (a(0)\, 00);

2. 510 < ¢ <1, Projp(C) = (0,00). [
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