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Capitulo 1

Dinamica de Sistemas

Multicuerpo

1.1. Introduccién

Desde los sorprendentes disenos de Leonardo da Vinci hasta nuestros dias,
la complejidad de los mecanismos que el hombre ha utilizado en sus ingenios
no ha hecho méas que aumentar. Materiales més ligeros, disenos mas econémicos,
condiciones de funcionamiento mas duras, etc. son algunos de los objetivos a los
que se enfrentan los ingenieros mecanicos de nuestros dias. Afortunadamente, la
dificultad a la que hoy dia nos enfrentamos es un reflejo del grado de desarrollo
que se ha alcanzado en Ingenieria Mecénica.

Un mecanismo puede ser entendido como un conjunto de sélidos interconecta-
dos con el propdsito de transferir el movimiento y/o fuerza de una fuente a una
salida [1]. Del estudio de mecanismos se ha ocupado tradicionalmente la Teoria
de Maquinas y Mecanismos. La complejidad en el disenio de mecanismos parece
ilimitada y, por tanto, el interés que despierta esta parte de la mecanica ha ido

creciendo con el tiempo. Desde muy temprano se entiende la necesidad de una es-
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tandarizacién en el estudio de los sistemas mecanicos, dada la cantidad de grupos
que dedicaban su investigacion a estos sistemas. Asi, en 1977, respaldado por la
IUTAM (International Union of Theoretical and Applied Mechanics), tiene lugar
en Munich el primer symposium internacional sobre lo que se empez a denominar
Multibody Dynamics. Al objeto de tal symposium se le suele denominar en caste-
llano como Dindmica de Sistemas Multicuerpo (DSM). En un sistema multicuerpo
como el ejemplo de la figura 1.1, en general, pueden encontrarse sélidos rigidos y
flexibles interconectados mediante pares cinemaéticos y sometidos a la accién de

fuerzas externas y/o restricciones de movimiento.

-—
ooy

—~ Rigidez K

fuerzas externas

N /
tangente
able

C

Figura 1.1: Ejemplo de un sistema multicuerpo.

El primer libro de texto enteramente dedicado a la dindmica de sistemas mul-
ticuerpo aparece en 1977 escrito por Wittenburg [2]. Si bien, esta disciplina podria
haber permanecido dentro de la conocida Teoria de Mdquinas y Mecanismos, hoy
dia es tal la especializacién y el grado de desarrollo alcanzados que parece haberse
constituido en una rama de la Mecédnica Cléasica. El enfoque computacional parece

ser un rasgo comun a los trabajos que se enmarcan dentro de la DSM y que les
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confiere un cardcter no siempre presente en todo el dmbito de la Cinemaética y

Dindamica de Maquinas.

El siguiente congreso internacional en torno a la DSM tuvo lugar en Towa City
en 1983 y fue organizado por NATO Advanced Study Institute. De esta forma,
en nuestros dias son numerosos los organismos que concentran su interés en la
DSM y en casi todos los congresos de Ingenieria Mecanica se incluye una sesién
sobre DSM. Cabe resaltar que durante el ano 2005 se ha organizado por primera
vez en Espana, con sede en la Escuela Técnica Superior de Ingenieros de Cami-
nos, Canales y Puertos de Madrid, un congreso ECCOMAS (European Congress
on Computational Methods in Applied Sciences and Engineering) exclusivamente
dedicado a la DSM con gran afluencia de participantes. El interés sigue creciendo
de forma que, hoy dia, las técnicas de la DSM ya consolidadas se exportan a otros
campos de la técnica, como la dindmica de vehiculos ferrocarriles [3] o de satélites
[4], y no dejan de aparecer aplicaciones en las que estds técnicas representan una
atractiva alternativa, como en andlisis de sistemas nano o micro electro-mecénicos

(3, 5].

Otra prueba del estado de madurez que ha alcanzado la DSM es la cantidad
de articulos de revision que pueden encontrarse en la bibliografia. En el ano 1997,
nace la revista internacional Multibody System Dynamics incluyendo en su primer
ntimero dos articulos de revisién firmados por los doctores A. Shabana [6] y W.
Schielen [3]. En dichos trabajos se hace un recorrido por la historia de la DSM
y se apuntan algunas de las aplicaciones que mas interés empezaban a suscitar.
En la actualidad hay ya dos revistas internacionales, Multibody System Dynamics
vy Journal of Multi-body Dynamics, dedicadas exclusivamente a la DSM. Wasfy
y Noor [5] han publicado durante 2003 una exhaustiva revisién bibliogréfica de
los trabajos realizados en el campo de la DSM. En dicho articulo se clasifican las
distintas formulaciones en tres grupos de acuerdo al tipo de sistema de referencia
usado para definir las variables del sistema. Estos tres grupos son los métodos que

usan referencias flotantes, los que usan un sistema de referencia co-rotacional y los
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que usan el sistema inercial inicamente. En la seccién siguiente, donde se hace un
breve repaso de los trabajos realizados en la DSM, se sigue la misma clasificacion

que la adoptada por Wasfy y Noor [5].

Las herramientas desarrolladas por la DSM se sustentan por las més elementa-
les leyes de la fisica. De hecho, ya d’Alembert en 1743 [7] planted las ecuaciones de
un sistema compuesto por sélidos rigidos sujetos a ciertas restricciones que eran
contempladas mediante fuerzas de reaccion. No obstante, el primer analisis sis-
temadtico de un sistema de sélidos interconectados fue realizado por Lagrange en
1788 [7] sentando las bases de lo que hoy se conoce como Mecénica Analitica. Las
ecuaciones de primera y segunda especie presentadas por Lagrange [7] constituian
los sistemas DAE (Differential Algebraic Equations) y ODE (Ordinary Differential
Equations) que describen el movimiento de los sistemas mecénicos. Desgraciada-
mente, no habia, entonces, técnicas numéricas ni ordenadores que permitieran
obtener la solucién de cualquier sistema. Hoy dia, al contrario que entonces, en
la mente del ingeniero analista no se contempla la posibilidad de que la dinamica
de un sistema no pueda ser desgranada con ayuda de alguna de las técnicas de la
DSM. Sin embargo, la complejidad de las ecuaciones de movimiento ha motivado
la busqueda de procedimientos que permitan obtenerlas con el menor esfuerzo po-
sible. Una amplia revisién de estos procedimientos puede encontrarse en el trabajo

publicado por H. Bremer [8].

El desarrollo de la informética y de las técnicas numéricas ha sido, por tanto,
vital para la consolidacién de la DSM. Incluso se han comercializado varios progra-
mas de proposito general para el andlisis de sistemas multicuerpo como ADAMS
o DADS. La facilidad de comunicacién que brinda internet ha permitido pensar
en la creacion de un codigo abierto que pueda ser usado por cualquier grupo de
investigacion, para lo cual la estandarizacion es primordial. Por tanto, la Dinamica
de Sistemas Multicuerpo sigue experimentando un continuo desarrollo a la vez que

ofrece herramientas en un aceptable estado de madurez.
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1.2. Tipos de coordenadas usadas en Dinamica de

Sistemas Multicuerpo

En un sistema multicuerpo, el movimiento absoluto de un sélido con respecto
a una referencia, la cual se define mediante un sistema de coordenadas inercial,
puede considerarse como la superposicién de grandes rotaciones y deformaciones
dependiendo de la flexibilidad de éste. Dicho movimiento con respecto al sistema
inercial se define mateméaticamente a partir de la evolucién temporal de un conjun-
to de variables. Si el sélido es rigido, existe un nimero minimo de variables cuya
evolucién temporal define completamente el movimiento del sélido. Este conjunto
minimo de variables constituye el nimero de grados de libertad del sélido. Asi,
para un sélido rigido libre, es decir, que no esta sujeto a restricciones de movi-
miento, el nimero de grados de libertad es tres, cuando su movimiento es plano,
y seis, cuando su movimiento es espacial. No obstante, el movimiento de un sélido
rigido puede describirse mediante otro conjunto mas numeroso de variables que
satisfacen ciertas relaciones entre si. En este caso dichas relaciones se traducen en
ecuaciones de restricciéon que hay que anadir al sistema de ecuaciones diferenciales
de movimiento. Como se verd a continuacién, el tipo de variables a usar puede ser

muy variado.

En el caso de sélidos flexibles el nimero de grados de libertad es infinito. Asi,
puede pensarse que el movimiento de cada punto material es independiente del de
los deméds puntos aunque esté sujeto a la accién de las fuerzas internas debidas
a la flexibilidad del sélido. Por tanto, se entiende que si un sélido en un sistema
puede ser considerado rigido, se obtendra una gran reducciéon en el nimero de

coordenadas a usar.

Existe cierta libertad a la hora de elegir el tipo de variables a usar, siendo
dicha eleccién, el aspecto que mejor caracteriza la formulacién en cuestiéon. A
continuacién se repasara con brevedad los tipos de coordenadas que se han usado

para describir la dindmica de sistemas multicuerpo rigidos, en primer lugar, y
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flexibles, posteriormente.

1.2.1. Coordenadas usadas para describir sélidos rigidos

La dindamica de los sélidos rigidos que componen un determinado sistema multi-
cuerpo puede describirse mediante distintos conjuntos de coordenadas. En algunos
casos es posible utilizar las ecuaciones de Lagrange de segunda especie, es decir,
utilizando un conjunto minimo de coordenadas igual al niimero de grados de li-
bertad del sistema [7]. En este caso se habla de coordenadas independientes. Sin
embargo, el uso de este tipo de coordenadas no resulta sistematico y, por tanto, la
programacion de las ecuaciones de movimientos se reduce a casos particulares: un
programa para cada aplicacién.

Frente a las coordenadas independientes, existe la posibilidad de usar un con-
junto m&s numeroso de variables para obtener un sistema de ecuaciones menos
complicado. En ese caso, las variables deben satisfacer ciertas relaciones entre
si que constituyen las ecuaciones de restricciéon. Asi, el problema dindmico se pue-
de formular de acuerdo a las ecuaciones de Lagrange de primera especie, que
constituyen un sistema de ecuaciones diferenciales algebraicas, y al conjunto de
coordenadas se las denomina dependientes. Existen ciertas diferencias entre el uso
de coordenadas dependientes e independientes [9], siendo la principal, la mayor
complejidad de las ecuaciones en coordenadas independientes.

Entre las coordenadas dependientes, se contemplan las coordenadas relativas
y las coordenadas de punto de referencia o cartesianas. Las coordenadas relativas
refieren la posicién u orientacién de un sélido respecto a otro [10]. En cambio, las
coordenadas de punto de referencia o cartesianas refieren la posicién y orientacién
de cada sélido respecto al sistema global [11]. Generalmente, las coordenadas de
punto de referencia contienen las componentes de un vector de posicién y un con-
junto de dngulos o parametros angulares que definen la orientacién de un sistema
de referencia del sélido respecto al sistema global. En la figura 1.2, se representan

dos sélidos rigidos que estan conectados por un par de revolucién. En dicha figura,
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la posicién del sélido rigido j se describe simultdneamente mediante dos conjuntos
de coordenadas: de punto de referencia, R’ y 67, y relativas al sélido i, ‘R’ y %67,
Las coordenadas relativas dan lugar a un menor nimero de ecuaciones que las
coordenadas de punto de referencia, pero con un alto grado de no linealidad y, por

este motivo, es mas dificil su utilizacién en programas de proposito general.

sistema
local

sistema inercial

Figura 1.2: Coordenadas de punto de referencia y coordenadas relativas.

En la década de los ochenta aparece un nuevo método basado en coordenadas
totalmente cartesianas para el estudio de la dindmica de sistemas multicuerpo rigi-
dos. Las coordenadas usadas en el nuevo método se dan a conocer como coordena-
das naturales [12, 13]. Previamente y con la denominacién de coordenadas bésicas
[14, 15], este tipo de coordenadas se habia usado en problemas cineméticos, de-
mostrando ser un procedimiento prometedor para analisis dindmicos. A diferencia
de las coordenadas de punto de referencia, que usan dngulos o parametros angula-
res [16], las coordenadas naturales se componen de vectores de posicién de puntos
materiales o vectores que definen trayectorias en los sélidos [12], es decir, coorde-
nadas exclusivamente cartesianas. El método de las coordenadas naturales permite
compartir coordenadas entre distintos sélidos puesto que generalmente las coorde-
nadas utilizadas pertenecen a puntos o vectores que definen los pares cineméticos

que conectan solidos entre si. Esta caracteristica permite una enorme reduccién
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en el niimero de coordenadas total requerido para modelar un mecanismo. Unda
et al. [17] realizan un estudio comparativo entre el uso de coordenadas naturales
y de punto de referencia. Los autores concluyen que el nimero de coordenadas
naturales es siempre menor que el de coordenadas de referencia. Ademas, la for-
mulacién en coordenadas naturales utiliza restricciones cinematicas méas sencillas
que la de punto de referencia y la estructura de la matriz jacobiana de las restric-
ciones en ambas formulaciones es igualmente dispersa. Unda et al. [17] estudian
también diversas posibilidades para la obtencién de las ecuaciones de movimiento,
concluyendo que la resolucién en coordenadas independientes es la alternativa mas
eficiente cuando se usan las coordenadas naturales. Igualmente, este procedimiento
conserva el caracter sistematico que permite su utilizacion para el desarrollo de
programas de proposito general. No obstante, el niimero de coordenadas naturales,
también llamadas coordenadas de elementos finitos [18], sigue siendo mayor que el

de coordenadas relativas [13].

1.2.2. Coordenadas usadas para describir sélidos flexibles

La descripcién de la deformacién que experimenta un sélido flexible durante
el movimiento requiere el uso de un nimero adicional de coordenadas. Son nume-
rosos los procedimientos que se han usado en Dindmica de Sistemas Multicuerpo
Flexibles, cada uno de ellos caracterizado por una determinada eleccién de las
coordenadas, medida de las deformaciones, etc. Resultaria muy complicado hacer
aqui un detallado repaso de la bibliografia relacionada con sistemas multicuerpo
flexibles. No en vano, en el articulo de revisiéon publicado en 2003 por Wasfy y Noor
[5] se incluyen 877 referencias. En esta seccién, se ha optado por seguir el mismo
criterio de clasificacién que dichos autores, atendiendo mas bien a los sistemas de

referencia usados para medir la deformacién que al tipo concreto de coordenadas.

A continuacién se describen las formulaciones més usadas en dindmica de sis-

temas multicuerpo flexibles en base a los sistemas de referencia empleados.
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Métodos de Referencias Flotantes

Este método aparece durante la década de los sesenta fruto de la investigacion
realizada en el campo de la dindmica de maquinas, las aplicaciones aeroespaciales
y el método de elementos finitos [6]. Cémo una extension légica de las formulacio-
nes basadas en coordenadas de punto de referencia, la formulacién en referencias
flotantes utiliza la descripcién del movimiento de un sistema de referencia mévil
ligado al sélido para representar las grandes rotaciones que experimenta el sélido
(figura 1.3).

configuracion
no deformada

sistema de —
referencia flotante

configuracion deformada

sistema inercial

Figura 1.3: Sistema de referencia flotante.

El movimiento de este sistema de referencia se puede describir mediante alguno
de los conjuntos de coordenadas desarrollados para solidos rigidos. Generalmente,
los més usados han sido las coordenadas de punto de referencia, tomando como tal
punto el origen del sistema de referencia flotante y angulos o pardmetros angulares
para definir la orientacién del sistema de referencia flotante [19]. También las
coordenadas naturales se han empleado satisfactoriamente para describir el sistema
de referencia flotante [20].

El movimiento total estd compuesto por la suma de la deformacién del sélido
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respecto a la configuraciéon no deformada, descrita por el sistema de referencia
flotante, y del movimiento de dicho sistema (figura 1.3). La deformacién del sélido
respecto al sistema de referencia flotante se ha descrito mediante diferentes técnicas
como la expansién modal [20] o el método de elementos finitos [19]. En caso de
usar una discretizacién de elementos finitos que describen traslaciones de sélido
rigido, es necesario utilizar un sistema de referencia intermedio que es paralelo al
sistema de referencia del elemento en su configuracién indeformada para modelar
correctamente el movimiento de sélido rigido del elemento [21]. El movimiento
total del sélido flexible resulta de la superposicion del movimiento del sistema
de referencia flotante y de la deformacion del sélido con respecto a tal sistema.
Este procedimiento es apropiado para aplicaciones en las que las deformaciones
son pequenas, aunque no linealidades como la rigidizaciéon geométrica han podido
abordarse mediante esta formulacién [22]. La formulacién en referencias flotantes
presenta como caracteristica el acoplamiento entre los distintos términos de inercia
y la presencia de términos cuadraticos en velocidades debidos a fuerzas de inercia
centrifugas y de Coriolis. Ademas, esta formulacién permite hacer uso de la sintesis
modal de componentes [19] para reducir el nimero de coordenadas del sistema, de

forma que puede reducirse considerablemente el tiempo del cédlculo.

Métodos Co-rotacionales

Las formulaciones co-rotacionales utilizan un sistema de referencia, llamado sis-
tema co-rotacional, que sigue aproximadamente el movimiento como sélido rigido
de cada elemento finito. Asi, esta formulacién es diferente de la formulacién en re-
ferencias flotantes, que usa un unico sistema de referencia para todos los elementos
de un mismo sélido. Este procedimiento fue inicialmente usado por Belitschko y
Hsieh [23] para elementos triangulares planos y viga de dos dimensiones. En estos
métodos, el sistema co-rotacional se puede construir de diversas maneras como se
muestra en la figura 1.4. Por ejemplo, en elementos tipo placa se puede construir

de forma que dos de los vectores unitarios estén contenidos en el plano definido
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por las lineas que unen nodos opuestos de un elemento, sin embargo, esto puede
producir algunas asimetrias en el comportamiento [5]. También pueden seguirse
otros criterios segun los cuales el movimiento del sistema co-rotacional no coincide
con el movimiento de ningin punto del elemento finito. De esta forma, puede usar-
se la descomposicion polar del gradiente de deformaciones o un procedimiento de
minimizacion cuadrética de la diferencia de orientaciones de los lados del elemento

y los ejes del sistema co-rotacional [5].

sistemas
co-rotacionales

»

sistema inercial

Figura 1.4: Sistemas de referencia co-rotacionales.

Esta formulacién ha hecho posible utilizar elementos no isoparamétricos me-
diante procedimientos incrementales, dado que estos elementos sélo pueden descri-
bir rotaciones pequenas. Sin embargo, las formulaciones incrementales no condu-
cen a una descripcién exacta de la dindmica del sélido rigido [24]. Por este motivo,
es necesario utilizar métodos de integracién que conserven la energia, sobre todo
cuando el numero de incrementos de tiempo empleados en la integracién es muy
elevado [23].

Debido al uso del sistema co-rotacional para la definicién de las fuerzas elasti-
cas, los efectos geométricamente no lineales se incorporan automadaticamente. A
diferencia de lo que ocurre con la formulacién en referencias flotantes, la sintesis
modal de componentes no es aplicable en estos métodos debido a la no linealidad

del vector de fuerzas elasticas.
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Métodos Inerciales

Los métodos basados en coordenadas inerciales utilizan, a diferencia de los dos
mencionados anteriormente, un unico sistema global de referencia para describir
la dindmica de los elementos de un sélido cualquiera. De esta forma, todas las
variables usadas en estos métodos estan definidas en el sistema global. Las primeras
aplicaciones de este tipo de métodos en dindmica de sistemas multicuerpo son
los trabajos de Simo [25] y Simo y Vu-Quoc [26, 27]. En el modelo de Simo, la
cinematica del elemento se define con la ayuda de un triedro ortogonal mévil tal
que uno de los vectores permanece normal a la seccién transversal en cualquier
configuracién deformada [25]. Asi, cualquier configuracién de este modelo de viga
estd completamente definida si se conoce la evolucién de la matriz ortogonal que
representa la rotacién del triedro movil y la posicién de la linea media. El autovalor
real proporciona la rotacién de la seccién alrededor del autovector asociado, que
estd situado sobre la linea media. En esta formulacién las ecuaciones de balance
se linealizan y se integran por medio de un procedimiento numérico especial [26].

En la formulacién de Simo [26], la posicién de un punto arbitrario del ele-
mento se obtiene mediante interpolacion de los vectores de posicion de los nodos
y de la rotacién de las secciones extremas. Sin embargo, es posible utilizar una
descripcién similar en la que, en lugar de interpolar las rotaciones que definen la
orientacién del triedro de la seccidn, se interpolen los vectores del propio triedro
[28, 13]. Esta descripcidn tiene la particularidad de incluir restricciones no lineales
que aseguran la ortogonalidad y normalidad de los vectores del triedro. Ambas
formulaciones, la de Simo [25, 26] y la de Avello [28], se encuadran dentro de las
llamadas formulaciones en vectores de grandes rotaciones.

La formulacién en coordenadas nodales absolutas, absolute nodal coordinate
formulation, o ANCF en adelante [19, 29, 30|, utiliza también un conjunto de
coordenadas definidas en un sistema de referencia inercial. Esta formulacién se
desarroll6 originalmente haciendo uso de un sistema de referencia local para me-

dir las deformaciones de los elementos finitos [19], por lo que puede considerarse
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como un método co-rotacional. Berzeri et al. [31] estudiaron algunas de las posi-
bilidades para definir el sistema de referencia local del elemento. Sin embargo, los
posteriores trabajos en torno a esta formulacién se orientaron al uso del sistema
global como unico sistema de referencia para medir deformaciones en los elementos
finitos [32, 33, 34, 35]. Por este motivo se introdujeron en la formulacién medidas
de deformacién no lineales como el tensor de Green-Lagrange. A partir de estos
trabajos, la ANCF puede considerarse un método totalmente inercial. La carac-
teristica principal de esta formulacién es el uso de las derivadas parciales del vector
de posicién del nodo con respecto a los pardmetros locales del elemento, también
llamadas pendientes, como variables nodales, en lugar de pequenas o grandes ro-
taciones [19]. Debido a que sélo se usan variables globales, la matriz de masa es
constante y no aparecen términos debidos a fuerzas de inercia centrifugas o de
Coriolis en las ecuaciones de movimiento. La ANCF, ademds, carece de algunos
de los problemas asociados a las formulaciones incrementales de elementos fini-
tos como es la descripcion inexacta de la inercia de sélido rigido de los elementos

finitos [24].

Berzeri y Shabana [32] introdujeron por primera vez el uso de medidas globales
de deformacién en esta formulaciéon. En este trabajo se comparan cuatro mode-
los de fuerzas no lineales para elementos viga parametrizados como una linea.
Estas medidas de deformacién tienen en cuenta efectos geométricos no lineales,
tales como las grandes deformaciones o el acoplamiento entre distintos modos de
deformacién. A partir del trabajo de Omar y Shabana [33], los elementos finitos
isoparamétricos desarrollados en el contexto de la ANCF se parametrizan como
superficies, en modelos bidimiensionales, o volimenes [34, 35, 36], en elementos
viga o placa tridimensionales. Los nuevos elementos permiten la deformacién por

cortante, asi como la deformacién de la seccién transversal.

El uso de una medida de deformaciones no lineal como el tensor de Green-
Lagrange junto con la descripcion volumétrica de la cinematica de los elementos

tipo viga dan lugar a una medida inexacta de los desplazamientos por deformacién
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debida al bloqueo por efecto Poisson [37, 38]. Este bloqueo puede evitarse si se
utiliza un valor nulo del médulo de Poisson. Sin embargo, hay algunas preguntas
abiertas relativas a la baja tasa de convergencia del elemento. De hecho, el elemen-
to bidimensional desarrollado por Kerkkénen et al. [39] que usa una interpolacién
lineal presenta un tasa de convergencia similar a la del elemento con interpolacién
cibica de Omar y Shabana [33]. En este sentido, Dufva et al. [40, 41] han desa-
rrollado recientemente elementos viga bidimensionales y tridimensionales basados
en la ANCF que no padecen la mencionada baja tasa de convergencia. En tales
elementos la rotacion de la seccién debida a flexién y a deformacién por cortante
se describe de forma separada, a diferencia de lo que ocurre en los elementos de
tipo viga anteriores [33, 34].

En el capitulo siguiente se completa la revisién bibliografica de la formula-
cién en coordenadas nodales absolutas explicando con detalle la obtencion de los

elementos finitos que se usaran a lo largo de esta tesis.

1.3. Objetivos de este estudio

En la mayoria de los sistemas mecdnicos suelen encontrarse elementos con una
rigidez suficiente para que puedan considerarse como sélidos rigidos. Esta con-
sideracién conlleva un ahorro computacional relevante puesto que el nimero de
variables que se necesitan para describir su dindmica puede reducirse a seis, en
el caso espacial, o a tres, en el caso plano. En esta tesis, se trata pues de desa-
rrollar una metodologia que permita modelar sistemas rigido-flexibles combinando
una formulacién para sélidos rigidos con una formulacién para sélidos flexibles.
Para ello serd necesario estudiar con detalle las ecuaciones asociadas a los pares
cinematicos que conectan sélidos rigidos con sélidos flexibles.

En el caso de los sélidos flexibles se ha decidido usar la formulacién en coor-
denadas nodales absolutas. En cuanto a los sélidos rigidos se ha seleccionado una

formulacién también basada en coordenadas inerciales, la formulacién en coorde-
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nadas naturales. Asi, las variables usadas para describir la dindmica de los s6lidos
rigidos y de los sdlidos flexibles seran del mismo tipo. Se incidird en la ventaja
de usar el mismo tipo de variables en lo relativo a la formulacién de restriccio-
nes y a la obtencién de las ecuaciones del movimiento. En 1990, A. Avello [28]
desarrollé una formulacién rigido-flexible en la que también se usa un conjunto
de variables inerciales o absolutas tanto para los sélidos flexibles como para los
rigidos. Sin embargo, aunque los sélidos rigidos se describen de igual forma que en
la presente tesis, la formulacién de los flexibles se basa en la teoria de vectores de
grandes rotaciones. Los elementos obtenidos con tal formulacién presentan restric-
ciones no lineales que limitan el médulo de estos vectores. Ademas, tales vectores
y el vector de posicién del nodo son independientes, lo cual puede suponer una
redundancia a la hora de definir las deformaciones dentro del elemento [42]. En
cambio, la formulacién en coordenadas nodales absolutas aprovecha el gradien-
te del vector de posicién para definir la rotacién finita del elemento sin imponer
restricciones no lineales. Por tanto, los objetivos perseguidos en el trabajo de A.

Avello [28] y en la presente tesis son distintos.

Debido a su reciente aparicién, algunos aspectos de la formulacién en coorde-
nadas nodales absolutas pueden mejorarse. Asi, el algoritmo para la evaluacién de
las fuerzas eldsticas de los elementos flexibles que se encuentra en la bibliografia
resulta computacionalmente muy costoso y se pretende optimizar dicho algoritmo
[33, 34]. A su vez, no se encuentra en la bibliografia relacionada con esta formu-
lacién ningin modelo de amortiguamiento interno. Por este motivo, el desarrollo
de un modelo de amortiguamiento interno para la formulacién en coordenadas

absolutas es otro de los objetivos que se persiguen.

En mecanismos sometidos a rotacién, el acoplamiento entre los esfuerzos axiales
y de flexién es imprescindible para obtener una solucién numérica aceptable [43].
Por este motivo, se pretende estudiar el comportamiento de la formulacién en
coordenadas nodales absolutas ante este tipo de aplicaciones. El cldsico problema

de la viga flexible sometida a rotacién se usard para hacer un andlisis detallado
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mediante dicha formulacién.



Capitulo 2

Introduccion a las técnicas
de la Dinamica de Sistemas

Multicuerpo

En este capitulo se revisan algunos aspectos importantes de la Dindmica de
Sistemas Multicuerpo. Estos pueden considerarse la base para las contribuciones
propias de este trabajo. Asi, ninguna de las secciones que componen este capitulo
contienen resultados obtenidos por el autor, sino que recogen las principales herra-
mientas de que se ha valido para llevar a cabo los desarrollos que posteriormente
se acometen. En concreto, se detallan las formulaciones en coordenadas naturales
y en coordenadas nodales absolutas que después se usan para describir la dinami-
ca de los solidos rigidos y flexibles, respectivamente. En el caso de la formulacién
en coordenadas nodales absolutas, se describen las formulaciones de los elementos
que se usan posteriormente. Junto a estas formulaciones, se incluyen algunas ideas
basicas sobre la formulaciéon de las ecuaciones del movimiento y su integracién

numérica.

17



18 Introduccion a las técnicas de la Dinamica de Sistemas Multicuerpo

2.1. Tipos de analisis en Dinamica de Sistemas
Multicuerpo

En sistemas multicuerpo compuestos por sélidos rigidos que experimentan
grandes rotaciones se presentan fundamentalmente tres tipos de andlisis: cineméti-
co, dinamico directo y dinamico inverso. El problema cinematico es aquél en el que
se requiere conocer la posicion de cada uno de los sélidos que componen el sistema
multicuerpo cuando se impone un determinado movimiento sobre los grados de
libertad del sistema. El movimiento de tales grados de libertad se impone a través
de restricciones cinematicas en las que se especifica la evolucién temporal de cier-
tas variables. Asi, el problema cinematico consiste en resolver un sistema no lineal
de ecuaciones que incluye las restricciones asociadas a los pares cineméticos que
conectan los distintos sélidos del sistema y las restricciones de movimiento antes
mencionadas [16]. El sistema de ecuaciones no lineales a resolver, compuesto por

las ecuaciones de restriccion, puede escribirse como sigue:

C(q,t)=0 (2.1)

donde C es el vector compuesto por las ecuaciones de restriccién, q es el vector
de coordenadas del sistema y ¢ representa el tiempo. Si el numero de ecuaciones
independientes es igual al niimero de coordenadas del sistema, el sistema puede
resolverse. Una vez resuelto el problema de posicién, las velocidades pueden obte-
nerse a través de un sistema de ecuaciones lineales que se obtiene derivando (2.1)

como se muestra a continuacion:

Cqd = —C, (2.2)

donde q es el vector de velocidades, Cq es la matriz jacobiana de las restricciones
de la ecuacidn (2.1) y C; es la derivada parcial de las restricciones con respecto al
tiempo. Conocidos los vectores de coordenadas y velocidades, las aceleraciones se

pueden obtener derivando la ecuacién (2.2) como se muestra a continuacion:
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. 0(Cqq) . .
qu = —%q — 2thq — Ctt (23)

donde q es el vector de aceleraciones, Cq; es la derivada parcial de la matriz
jacobiana de las restricciones con respecto al tiempo y Cy; es la segunda derivada
parcial del vector de restricciones con respecto al tiempo.

Por otro lado, el andlisis dindamico directo consiste en conocer la evolucion tem-
poral de las variables que describen la posicién de los distintos sélidos cuando se
imponen una serie de fuerzas externas. Este tipo de andlisis requiere la integracién
de un sistema de ecuaciones diferenciales cuyas variables deben satisfacer las ecua-
ciones no lineales de restriccién asociadas a los pares cinemaéticos que conectan los
distintos sélidos. Este sistema de ecuaciones se denomina DAE [44, 45], del inglés
Differential Algebraic Equations. Asi pues, incluyendo las reacciones en los pares
mediante la técnica de los multiplicadores de Lagrange, el sistema de ecuaciones
diferenciales algebraicas que hay que resolver puede escribirse como se muestra a

continuacién:

M (q) g+ CiA=1£(q.q,t)

(2.4)
C(q,t)=0

donde M es la matriz de masa del sistema y f(q, q,t) es un vector de fuerzas gene-
ralizadas que puede incluir fuerzas externas, fuerzas internas de caracter eldstico
o disipativo y, dependiendo de la formulacién usada, términos cuadraticos en ve-
locidades debidos a fuerzas de inercia centrifugas o de Coriolis. El sistema de
ecuaciones (2.4) puede obtenerse mediante las ecuaciones de Lagrange o mediante
cualquier otro método de la Mecanica Analitica.

El analisis dindmico inverso consiste en calcular el conjunto de fuerzas motoras
y/o reacciones en los pares que provocan un determinado movimiento. El anélisis
dindmico inverso en sistemas multicuerpo rigidos requiere la resolucién de las m
ecuaciones algebraicas de restriccién C (q,t), conocidos los valores de los n —m

grados de libertad del sistema, siendo n el nimero de coordenadas generalizadas.
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De esta forma, una vez que se conocen las coordenadas, velocidades y aceleraciones
generalizadas, se puede utilizar la primera de las ecuaciones (2.4) para obtener los
multiplicadores de Lagrange que permiten calcular las fuerzas de reaccion. Para
ello, el vector de ecuaciones de restricciéon se completa con las restricciones que
describen la evoluciéon temporal de los grados de libertad del sistema. De esta
forma, el vector C(q,t) alcanza el tamafio n y la matriz jacobiana Cq de la
ecuacion (2.4) es una matriz cuadrada de tamafio n X n que puede invertirse si las
ecuaciones de restriccién son independientes.

A diferencia de lo que ocurre con los sistemas formados exclusivamente por
sélidos rigidos, la presencia de sélidos flexibles implica en los tres tipos de anédlisis
antes mencionados un solo procedimiento de resolucién: la integracion de las ecua-
ciones del movimiento. Esto es debido a que no se conoce la evolucién temporal de
las coordenadas que describen la deformacién del sélido y, por lo tanto, siempre
se obtienen al integrar la ecuacién (2.4). De hecho, la deformacién de los sélidos
que componen el sistema no puede prescribirse, puesto que dependerd, entre otras,
de las fuerzas de inercia. Por lo tanto, incluso cuando se conoce el movimiento de
todos los grados de libertad como sélido rigido del sistema, sera necesario integrar

el sistema de ecuaciones (2.4) para conocer la deformacién de las partes flexibles.

2.2. Ecuaciones del movimiento de un sistema mul-
ticuerpo

Existen numerosas posibilidades para obtener las ecuaciones del movimiento
de un sistema multicuerpo. Un buen andlisis de estas posibilidades se muestra en
la revisién realizada por Bremer [8]. En ella, Bremer, revisa los principales méto-
dos utilizados en dindmica analitica, desde las ecuaciones de Gibbs (1879)-Appel
(1899), Hamilton (1834) o Lagrange (1780) hasta otros métodos mds modernos
como el método de la ecuacion central o los métodos de proyeccién. En determina-

dos problemas, el uso de un método u otro puede ser decisivo. Por ejemplo, el uso
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del método de las potencias virtuales conlleva cierta simplificacién en la obtencién
de las ecuaciones del movimiento cuando la energia cinética del sélido en cuestién
depende, no sélo de las velocidades, sino también de las coordenadas generaliza-
das. Con este método se consigue evitar hacer derivadas de la energia cinética con
respecto a las coordenadas generalizadas, lo cual conduce a una sencilla expresién
de las fuerzas de inercia. Garcia de Jalén y Bayo [13] utilizan el método de las
potencias virtuales para obtener las ecuaciones del movimiento en sistemas mul-
ticuerpo. A diferencia del método de los desplazamientos virtuales, este método
utiliza velocidades virtuales, las cuales no son cantidades infinitesimales sino que
pueden tener un valor finito. Estas son un conjunto de velocidades imaginarias que
para un instante de tiempo son consistentes con la expresién homogénea de las res-
tricciones de velocidad. Es decir, las velocidades virtuales satisfacen la siguiente

ecuacion:

Cqi" =0 (2.5)

donde q* es el vector de velocidades virtuales. A diferencia de la ecuacién (2.2), el
término C; no aparece en la (2.5) puesto que las velocidades virtuales se definen
en un instante de tiempo concreto.

Las ecuaciones de Lagrange son, también, extensamente usadas en DSM [16,
19]. En estas ecuaciones, la dindmica del sistema se obtiene mediante diferencia-
cién de las energias puestas en juego en el sistema. Por tanto, para obtener las
ecuaciones es necesario calcular, en primer lugar, las energias cinética y potencial,
asi como el trabajo realizado por otras fuerzas no conservativas. Por su parte,
las fuerzas de restriccién se pueden introducir en estas ecuaciones a través de los
multiplicadores de Lagrange. Asi, las ecuaciones del movimiento de un sistema

multicuerpo se obtienen de la siguiente manera:
d (0L oL T
il 24 Ct\ = 2.6
m(%) 9q " Car = Qe (2:6)

donde L es la funcién lagrangiana, que se define como la diferencia entre la energia



22 Introduccion a las técnicas de la Dinamica de Sistemas Multicuerpo

cinética, T, y la energia potencial, V, (L =T — V) y Q, es el vector de fuerzas
externas generalizas. La ecuacién (2.6), constituye un sistema de n ecuaciones,
siendo n el nimero de coordenadas generalizadas, con n +m incégnitas, n coorde-
nadas generalizadas y los m multiplicadores de Lagrange que componen el vector
. Por este motivo, las ecuaciones diferenciales (2.6) deben resolverse junto con
las m ecuaciones de restriccién de la ecuacién (2.1). Asi, el sistema de ecuacio-
nes diferenciales (2.6) junto con las restricciones (2.1), dan lugar al sistema DAE
presentado anteriormente en (2.4).

En esta tesis, las ecuaciones del movimiento de los sistemas multicuerpo trata-
dos se obtendran a través de las ecuaciones de Lagrange. Por este motivo, en las
préximas secciones se revisan los procedimientos a seguir para obtener los términos
requeridos en las ecuaciones de Lagrange, tanto en el caso de sélidos rigidos, que
seran tratados mediante el uso de coordenadas naturales, como de sélidos flexibles,

que se modelaran mediante coordenadas nodales absolutas.

2.3. Dinamica del sélido rigido en coordenadas

naturales

En el capitulo anterior se mencionaron brevemente las formulaciones usadas
mas frecuentemente para describir la dindmica de un sistema compuesto por soli-
dos rigidos. Entre aquellas, la formulaciéon en coordenadas naturales se caracteriza
por usar un conjunto de variables definidas en el sistema global de referencia. Este
conjunto de variables estd compuesto por las coordenadas cartesianas de ciertos
puntos y vectores del sélido rigido. Estos puntos y vectores suelen estar asociados
a los pares cinematicos, por lo que, como se verd, cada uno de los sélidos conecta-
dos por el par pueden usar estas coordenadas en su descripcién cinematica. Esta
posibilidad de compartir coordenadas supone un enorme ahorro computacional
pues con ello se reduce el nimero total de coordenadas del sistema, asi como el de

restricciones. De esta forma, algunos pares no requieren la introduccién de ningu-



2.3 Dinamica del sélido rigido en coordenadas naturales 23

na restriccién cinemética, como es el caso del par esférico [13]. A continuacién, se

describe el uso de esta formulacion en el caso plano y en el caso espacial.

2.3.1. Dinamica del sélido rigido con movimiento plano

Para describir la posicién de un sélido en el plano es necesario conocer la
posicién de uno de sus puntos y la orientacion del sélido respecto al sistema global.
Por tanto, tres es el nimero minimo de coordenadas necesario. Sin embargo, si se
conoce la posicion de dos puntos distintos del sélido es posible conocer la posicion
de cualquier otro punto del sélido. Es el caso representado en la figura 2.1. A estos
puntos se les denominard puntos bdsicos, en adelante. A partir de la posicién de
dos puntos del sélido rigido es posible definir un sistema de referencia local en
el cual la posicion de cualquier punto es fija. Por ejemplo, un posible sistema de
referencia es el que se representa en la figura 2.1 con uno de sus ejes a lo largo de

la linea que une ambos puntos y el otro perpendicular.

Figura 2.1: Sélido rigido con movimiento plano.

La matriz de rotaciéon que define la orientacién del sistema de referencia local
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del sélido tiene la siguiente expresion:

Ak = [ N ] (2.7)

donde u* y v* son dos vectores unitarios y ortogonales que se definen como sigue:

k k k k
k_Tp—Thq  Yp—Ty
w =1 K] Lk
I'p — I‘A| AB (2.8)
vk =Iu”

siendo I una matriz constante que, aplicada sobre un vector, realiza una rotacion
de noventa grados en sentido antihorario. En la ecuacién anterior r% y r% son los
vectores de posicién de los puntos A y B, respectivamente, y Lfﬁl g es la distancia

entre ambos puntos (figura 2.1). La matriz I se escribe como sigue:

I= (2.9)

El conjunto de coordenadas seleccionado para el sélido k de la figura 2.1 excede
el nimero de grados de libertad, por lo que estas coordenadas no son independien-
tes. Dado que el sélido es rigido, es facil concluir que la restriccién que deben
cumplir las coordenadas del sélido es la de mantener constante la distancia L 5
entre los puntos A y B. De esta forma, el vector de coordenadas del sélido rigido

puede escribirse como sigue:

at = [ ohT " }T (2.10)

y la restriccién de distancia constante:

(e —5) " (eh =) = (Lhp)° (2.11)
La restriccién de la ecuacién (2.11) también puede escribirse en forma matricial

de la siguiente manera [13]:
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d* = (L%p) (2.12)

donde I, es la matriz identidad de tamato 2.

Aunque, se ha utilizado un ejemplo en el que las coordenadas naturales per-
tenecen a dos puntos del sélido, podrian haberse seleccionado las coordenadas de
un punto y un vector del sélido. Incluso es posible utilizar un conjunto més nu-
meroso de coordenadas, lo cual implica anadir més restricciones que garanticen la
constancia de la distancia entre puntos o de los dngulos formados por vectores.
Garcia de Jalén y Bayo [13] dan las siguientes recomendaciones para seleccionar

un adecuado conjunto de coordenadas:

1. Cada sélido debe tener, al menos, dos puntos basicos para que pueda descri-

birse su movimiento.

2. Cada par de revolucién debe tener un punto bésico, que es compartido por

los dos sélidos que conecta.

3. Cada par prismético implica dos puntos en un sélido para definir la trayec-

toria de deslizamiento y un punto en el otro.

4. Cualquier otro punto o vector que sea importante puede seleccionarse como
punto bésico y sus coordenadas pasarian a formar parte del conjunto de

incognitas.

En esta formulacion, la energia cinética tiene una expresiéon muy sencilla, como
se verd a continuacién. Siguiendo con el ejemplo de la figura 2.1, la posicién de
cualquier punto del s6lido puede expresarse en funcién de la posicién del punto A

y la matriz de rotacién A* de la siguiente forma:

rf =1k + AFpF (2.13)
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T
donde tF = { zk yF } es el vector de posicién del punto en el sistema local del
sélido k. Sustituyendo la expresién de la matriz de rotacién de la ecuacién (2.7),

la ecuacién (2.13) puede escribirse de la siguiente forma:

r* = Cckd” (2.14)

donde

ch = [ (1—%)1—%1 L”;BIJF%H (2.15)

Como puede comprobarse observando la ecuacién (2.15), la matriz C* no de-
pende de las coordenadas naturales del sélido. Por este motivo, la relacién entre
el vector de velocidades y las derivadas con respecto al tiempo de los vectores de

posicion de los puntos bésicos tiene la siguiente expresion:

i+ = chd"” (2.16)

Asi, la energia cinética del sélido rigido k se calcula integrando en el volumen

del sélido

Tk = %/k o (f’“)zdv - % (dk)TMfd’“ (2.17)
1%

donde pF es la densidad del sélido y Mf es la matriz de masa del sélido rigido k,

cuya expresion se obtiene mediante la integral

MF = % /V P ckqy (2.18)
Notese que la matriz de masa del sélido resulta constante. Por otro lado, la ecuacién
(2.14), puede usarse para calcular el vector de fuerzas generalizadas, ng, asociado
a una posible solicitacién externa. Este vector se obtiene a partir del trabajo virtual
de la fuerza de la siguiente manera:

sWk = ortTF = 6d*" CFTF = 6T Q" (2.19)

(&
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2.3.2. Dinamica del sdlido rigido en el espacio

La descripcién del movimiento espacial de sélidos rigidos mediante coordenadas
naturales es del todo similar a lo que se ha descrito en la seccién anterior. El niimero
de grados de libertad de un sélido rigido en el espacio es seis, por lo que el niimero
de coordenadas naturales es ahora mayor. Garcia de Jalén y Bayo [13] explican que
la posicién y orientacion de un sélido en el espacio queda definida si se conocen la
posicién de al menos tres puntos no alineados del sélido o un punto y dos vectores
no paralelos. Sin embargo, esta eleccion del nimero de coordenadas da lugar a una

matriz de masa no constante [13].

Figura 2.2: Sélido rigido descrito por cuatro puntos bésicos.

En cambio, cuatro puntos no coplanarios pueden usarse como conjunto de
coordenadas naturales y obtener una matriz de masa constante. Lo mismo ocurre
en el caso de usar un punto y tres vectores linealmente independientes o dos puntos
y dos vectores no paralelos entre si, ni con la direccién que forma la linea que une
los dos puntos. La razén por la que estas configuraciones dan lugar a una matriz
de masa constante es porque permiten expresar la posicién de cualquier punto del

solido como combinacién lineal de las coordenadas seleccionadas. En la figura 2.2
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se representa el caso de un sélido en el que se han utilizado cuatro puntos bésicos
para definir el sistema de referencia local.

El sélido de la figura 2.2 se usa en esta seccién como ejemplo para explicar
como obtener la matriz de masa y el resto de fuerzas del elemento. Igual que en
el caso plano, la posicién de un punto cualquiera del sélido puede escribirse de la

siguiente forma:

rk =¥ + AFpF (2.20)

T
donde % = | gk yk 2k } es el vector de posicién del punto en el sistema de
referencia local, A® es una matriz de rotacién que relaciona el sistema de referencia

local y el global y tiene la siguiente expresion:

Ak = [ ub vE Wk } (2.21)

siendo u®, vF y w¥ tres vectores ortonormales. Estos vectores ortonormales pueden
expresarse como combinacion lineal de los vectores definidos por los cuatro puntos
bésicos. Ello puede realizarse, por ejemplo, mediante el proceso de ortogonalizacion
de Gram-Schmidt [46]. Una vez hecho esto, los vectores pueden expresarse de la

siguiente forma:

vh =07 (vl —xl) + B3 (r& —rh) + 85 (v — xh) (2.22)

De esta forma, sustituyendo las expresiones de la ecuacién (2.22) en la ecuacién
(2.20), la posicién de un punto arbitrario puede escribirse como se muestra a

continuacion:

rf = Cckd” (2.23)
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donde

k T T T T
a = e oT e x (2.24)

La expresion de la matriz puede escribirse en funcién de las coordenadas del punto
en el sistema de referencia local y de los pardametros utilizados en las ecuaciones

(2.22) como sigue:

CH=| cbI I AT i1 (2.25)

donde los coeficientes c¥, 5, c& y ¢k no dependen de las coordenadas de los puntos

bésicos y tienen la siguiente expresién:

3 3 3
FERENS ST S ) 3%
j=1 j=1 j=1
ok =kl +y* B + 2y (2.26)

cf =z*af +y* 65 + 2")

k__k_k k ak k_k
) =z oy +y" By + 27

donde z*, y* y z* son coordenadas en el sistema local de referencia del sélido k.

En el caso del sélido rigido de la figura 2.2, es necesario anadir un total de seis
ecuaciones de restriccién puesto que el niimero total de coordenadas naturales del
solido es doce y el nimero de grados de libertad es seis. Estas restricciones deben
garantizar el cardcter rigido del sélido. Asi, las distancias entre los puntos deben
mantenerse constantes y los angulos que forman los vectores que van de un punto
a otro, también. En el caso del solido de la figura 2.2, el conjunto de restricciones

que garantizan la rigidez del sélido puede ser el siguiente:
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(e —x4)" (s — ) = (L)’
(eb — ) (b —h) = (L)’
rkirkTrkirk _(1k \?
( f :)T( f :) (L?D)Q (2.27)
(rc - I'B) (rc - I'B) = (LBC)
(h —rh)" (e —rh) = (L)
(rh —xt)" (h —xk) = (Lkp)”

Las ecuaciones (2.28) garantizan que las distancias entre los puntos, tomados
dos a dos, son constantes. Aunque también se pueden emplear algunas restriccién
que garanticen que los angulos formados por los vectores definidos por tres puntos
no alineados se mantiene constante. Asi, por ejemplo, se podrian sustituir las tres

ultimas ecuaciones en (2.27) por las tres siguientes:

(I'I% - rg)T (r]é’ - rﬁ) - L{ZBL{ZC COSW
(e, —xk)" (xh — rh) = LK 5L cos BAD (2.28)

(r’é — rZ)T (r% — ri) =LhoLh cosCAD

De forma similar se procederia si se hubiera seleccionado otro conjunto de coor-
denadas naturales que incluyera vectores fijos en el sélido en lugar de vectores de
posicién de puntos. Garcia de Jalén y Bayo [13] dan las siguientes recomendaciones

para seleccionar un adecuado conjunto de puntos basicos y de vectores unitarios

1. Un sdlido debe contener un niimero suficiente de puntos basicos y vectores

unitarios tal que su movimiento esté completamente definido.

2. Debe utilizarse un punto béasico en aquellos pares en los que existe un pun-
to comun entre los sélidos conectados. Esto ocurre en pares esféricos, de

revolucién, juntas universales, etc.
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3. Se debe usar un vector unitario en aquellos pares cinemaéticos que tienen un
eje de rotacién o de traslacién. A veces, el papel de un vector unitario puede

ser desempenado por dos puntos bésicos.
4. Todos los puntos y vectores de interés pueden utilizarse como variables.

5. Cada vector unitario estd asociado a un punto bésico, aunque puede estar

asociado a varios puntos basicos a la vez.

La ecuacién (2.23) puede usarse de la misma forma que en el caso plano para
obtener la matriz de masa y las fuerzas externas generalizadas, obteniéndose ex-
presiones idénticas a las (2.18) y (2.19), respectivamente. En el caso de que se usen
menos de doce coordenadas naturales para describir la dindmica del sélido rigido,
por ejemplo, las coordenadas de un punto y dos vectores, o las coordenadas de dos
puntos y un vector adicional, la matriz de masa no es constante. Ello se debe a
que para construir un triedro en el sélido se requiere el producto vectorial de los
dos vectores que definen las coordenadas naturales. Por este motivo, no es posi-
ble expresar la posiciéon de un punto como combinacién lineal de las coordenadas
naturales. En el caso de que se use un numero de coordenadas menor que doce,
resulta mas conveniente formular las ecuaciones del elemento mediante el método
de las potencias virtuales [13]. Sin embargo, en este trabajo se pretende utilizar
una formulacién que conserve el caracter constante de la matriz de masa, por lo
que se asume que el numero de coordenadas naturales es el suficiente para obtener
una matriz de masa constante. En tal caso, el método de las potencias virtuales no

supone una ventaja sustancial con respecto al uso de las ecuaciones de Lagrange.

2.4. Dinamica del sdolido flexible en coordenadas

nodales absolutas

La formulacién en coordenadas nodales absolutas es un procedimiento de ele-

mentos finitos especialmente apropiado para sélidos flexibles que experimentan
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grandes desplazamientos por deformacién asi como grandes rotaciones. Como se
menciond en la introduccién, esta formulacién ha sido desarrollada recientemente
por Ahmed A. Shabana y sus colaboradores [30]. Su caracteristica fundamental es
el uso de un conjunto de coordenadas referidas a un sistema de referencia global.
Esta formulacion se desarroll6 dentro del contexto de la dindmica de sistemas mul-
ticuerpo, estando los primeros desarrollos orientados a la formulacién de barras
flexibles [47], aunque, posteriormente, se ha extendido la formulacién al caso de

elementos placa/ldmina [36].

En esta formulacién, la descripcién cinematica del elemento finito utiliza los
vectores de posicién de los nodos junto con otros vectores denominados pendien-
tes que también estdn asociados a los nodos. Estos vectores no son mas que las
derivadas parciales del vector de posicién con respecto a las coordenadas locales
del elemento. En los primeros trabajos relacionados con esta formulacién [47] se
utilizaba tnicamente la derivada parcial del vector de posicién con respecto a una
coordenada longitudinal del elemento. Asi pues, el vector de coordenadas nodales

se escribia de la siguiente forma:

- o iimT 1T
e = | yimT  orl } (2.29)

donde r™ es el vector de posicién del nodo m del elemento j del sélido i y
ordm /Ox es la derivada parcial del vector de posicién del nodo con respecto a la
coordenada longitudinal z. Este ultimo es el vector que se ha denominado maés
arriba vector pendiente. La coordenada longitudinal = con respecto a la cual se
deriva pertenece a la configuracion indeformada del elemento. Este vector de coor-
denadas fue usado en la formulacién de elementos viga tipo Euler-Bernoulli con
movimiento plano [19]. Posteriormente, se han afadido otras variables nodales

como se verd en las secciones que siguen.
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2.4.1. Elementos viga tipo Euler-Bernoulli con movimiento

plano

En la formulacién de elementos viga de Fuler-Bernoulli se asume que la seccién
recta permanece perpendicular a la linea media del elemento, por lo que el giro de la
seccién se debe a deformacién por flexién y no por cortante. Asi pues, para formular
este tipo de elementos es suficiente con describir la posicién de la linea media del
elemento. Para ello, Escalona et al. [47] utilizaron el vector de coordenadas nodales
de la ecuacién (2.29). Las componentes del vector de posicién de un punto del
elemento se describen mediante polinomios de Hermite, ctibicos en la coordenada

local z, como se muestra a continuacién:

r ap + a1z + asz? + asx’®
r = ! = 0 ! 2 ’ (230)
79 bo + bi1x + bQ.Z‘Q + b3$3

donde r; y 2 son las componentes del vector de posicién de un punto arbitrario
expresadas en coordenadas cartesianas. La ecuacién (2.30) puede escribirse en

términos del vector de coordenadas nodales del elemento como sigue:

ril = 8¢l (2.31)
siendo S%, la matriz de forma del elemento ij:
sij 0 séj 0 sgj 0 sff 0
0 sij 0 sgj 0 séj 0 sff

(2.32)

donde, ignorando el superindice que refiere al elemento j del sélido 4, los polinomios

de la matriz de funciones de forma se escriben como sigue:

sp=1—3¢% +2¢3
s2=1c (282 +€)
53 =3¢2 — 263

S4 = le (_52 + 53)

(2.33)
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siendo I, la longitud del elemento sin deformar, £ = z/l. es el pardmetro adi-
mensional en la direccion longitudinal del elemento y el vector de coordenadas del

elemento 75 se escribe como sigue:

. T A oo 9T
e — [ eiimT  gijnT } = { pigmT grlﬂm pign T grU” } (2.34)
€T x

Nétese que en la ecuacién (2.34), m y n hacen referencia a los dos nodos del
elemento 7j.

Con la descripcién anterior, la energia cinética se puede calcular de forma
directa puesto que la velocidad de un punto es proporcional a la derivada temporal
de las coordenadas nodales del elemento, de acuerdo con la ecuacién (2.31). De

esta forma, la energia cinética del elemento se escribe de la siguiente forma:

Y
2 Ve”

donde p¥ es la densidad de masa del material. Asi pues, la matriz de masa del

(6)" MY (2.35)

N |

elemento ij, MY, se define como se muestra a continuacion:

M = / piiSiiT gl gy (2.36)
Vi

Merece especial mencién el hecho de que la matriz de masa del elemento resulta

ser constante. Esto es debido a que el vector velocidad es proporcional a la derivada
temporal del vector de coordenadas nodales, gracias al uso de un conjunto de
coordenadas referidas al sistema de referencia global. De hecho, la matriz de masa
de los elementos basados en la ANCF es constante como se verd en secciones
posteriores, no sélo en elementos tipo viga con movimiento plano sino también en
elementos viga y placa tridimensionales. Este hecho constituye una gran ventaja a
la hora de integrar numéricamente las ecuaciones del movimiento, puesto que sélo
es necesario invertir la matriz de masa una sola vez. Ademas, en las ecuaciones del
movimiento del elemento finito no aparecen términos cuadraticos en velocidades

asociados a fuerzas de inercia centrifugas o de Coriolis.
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El comportamiento elastico del elemento viene dado por la definicién de las
fuerzas internas que se producen como consecuencia de la deformacién. En la
formulacion de estos elementos, el vector de fuerzas elasticas se obtiene a partir

de la energia de deformacién elastica, U,, como se muestra a continuacién:

U
Oe

Q. - (2.37)

siendo e el vector de coordenadas nodales y Q,, el vector de fuerzas eldsticas.
Nétese que en la ecuacién (2.37) y en la descripcién del cdlculo de las fuerzas
eldsticas sucesivo, se suprimira el uso de superindices para indicar el elemento
por simplicidad. La energia de deformacién elastica de un elemento viga puede
calcularse mediante la integral del producto de la tensién y deformacién a lo largo

del volumen del elemento

1
Ue == f/ O’lEldV (2.38)
2 Jv,

donde V. es el volumen del elemento, o; es la tensién en direccién longitudinal y
g; es la deformacion en la direccién longitudinal. Para un material eldstico lineal,
la tension longitudinal puede expresarse como o; = Ee;, siendo E el modulo de
Young del material. Por otro lado, cuando las deformaciones son pequenas, la

deformacion longitudinal puede expresarse de la siguiente forma:

ow _ Ouy
or Y or2

e = (2.39)

donde y es la coordenada local a lo largo de la secciéon y u; y u; son los desplaza-
mientos por deformacion en las direcciones longitudinal y transversal del elemento,
respectivamente. De acuerdo con la ecuacién (2.39), la energfa de deformacién pue-

de escribirse de la siguiente forma:

2 2 2
EI <aax“;> +EA (a;;l) ]dz (2.40)
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donde I es el momento de inercia de la seccion y A es el area de la seccién trans-
versal del elemento. Nétese que en la obtencién de la ecuacién anterior se ha

aprovechado que, debido a la simetria de la seccién, f 4 Y dydz = 0.

La medida de los desplazamientos por deformacién constituye un punto clave
en la formulacién de estos elementos al que se dedica especial atencién en la lite-
ratura [31, 32]. Son varias las posibles funciones de fuerzas eldsticas disponibles
para este elemento finito. Una posibilidad consiste en utilizar una medida no lineal
de deformaciones que incorpore acoplamiento entre distintos modos de deforma-
cién como la utilizada por Berzeri et al. [32]. Estos autores [32] proponen distintos
modelos simplificados que tienen en cuenta no linealidades geométricas. Todos los
modelos que proponen tienen como caracteristica comun el uso de la medida glo-
bal de deformacion de Green-Lagrange en direccién longitudinal. La deformacion

debida a la flexion se calcula en base a la curvatura de la linea media del elemento.

Por otro lado, existe la posibilidad de utilizar un sistema de referencia local para
medir la deformacién experimentada por el elemento como diferencia de la posicién
del elemento y la posicién de una supuesta configuracion indeformada que sigue
aproximadamente el movimiento del elemento. Es necesario, pues, que el elemento
no experimente movimientos como sélido rigido con respecto a la configuracién
de referencia. La posicion de la configuracion de referencia viene definida por el
sistema de referencia local. Berzeri et al. [31] estudiaron dos posibilidades para
definir el sistema de referencia local: la original [47], X,Y} en la figura 2.3, que
consiste en definir el eje horizontal a lo largo de la linea que une los nodos del
elemento, y otra en la que el eje horizontal es tangente a la linea media del elemento

en uno de los nodos, X;Y; en la figura 2.3.

De acuerdo con la figura 2.3, el desplazamiento por deformacién de un punto
puede calcularse como diferencia de su vector de posicion y el vector de posicion

del punto en la configuracién de referencia:
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uy T X
uy = =A"(r—ro)— (2.41)

Ut 0
donde A es una matriz de transformacién que relaciona la orientacién del sistema
de referencia local con respecto al sistema global y x es la posicién del punto a lo

largo de la configuracién de referencia.

Figura 2.3: Sistemas de referencia locales del elemento.

Es importante resaltar que la expresién matematica que define las fuerzas elasti-
cas del elemento resulta bastante compleja en los casos antes mencionados. Dichas
expresiones pueden encontrarse en la bibliografia, tanto para la formulacién no
lineal [32] como para la lineal [31]. Por tanto, si bien las fuerzas de inercia tienen
una expresion muy sencilla debido a que la matriz de masa es constante, las fuer-
zas eldsticas requieren un considerable esfuerzo computacional. Esta situacién es
opuesta a lo que ocurre con la formulacién en referencias flotantes, en la que la
matriz de masa depende de las coordenadas modales, mientras que la matriz de

rigidez suele ser constante y, en ocasiones, diagonal.
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Cabe mencionar que el procedimiento descrito para calcular las fuerzas eldsti-
cas de este elemento tiene mas en comun con los métodos co-rotacionales que
con los métodos inerciales debido al uso de un sistema de referencia local para el
célculo de las deformaciones. Este enfoque, sin embargo, no se consideré en las su-
cesivas formulaciones de elementos basados en la ANCF, como se verd en secciones
posteriores.

Las fuerzas generalizadas de la ecuacién (2.4), debidas, por ejemplo, a soli-
citaciones externas que actuan sobre el elemento o a mecanismos de disipacién,
se pueden calcular a partir del trabajo virtual de dichas fuerzas. A continuacién,
como ejemplo, se muestra el procedimiento para calcular el vector de fuerzas ge-

neralizado asociado a una fuerza externa concentrada:

oW, = or'F = 6eTSTF = e Q, (2.42)

donde dr es un desplazamiento virtual del punto sobre el que se aplica la fuerza

externa, F'.

Finalmente, la ANCF se caracteriza también por ser un procedimiento no in-
cremental. Por este motivo, no hay necesidad de usar métodos numéricos especiales

sino que los integradores mas elementales dan buenos resultados [48].

2.4.2. Elementos viga de Omar

En el ano 2001, Omar y Shabana [33] presentaron una nueva parametrizacién
del elemento viga con movimiento plano basado en coordenadas nodales absolutas.
El nuevo elemento se describe mediante una superficie en lugar de mediante una
linea. Ello se consigue a través de la inclusion de la derivada de la posiciéon con
respecto a una coordenada local transversal, or*/™ /0y, como se muestra en la
figura 2.4. En dicha figura pueden observarse dos configuraciones del elemento: la

configuracion inicial y una configuracién deformada.
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configuracion deformada

nodo m

c S s
seccion transversal
ijm

\Lo,, configuracion

< no deformada
— i S
r[), X

! |
|

\ 4

Figura 2.4: Dos configuraciones posibles del elemento finito.

El vector de coordenadas del nodo m del elemento j del sélido flexible i se

escribe como sigue:

.. .. ..
etim — |: rijmT Or tim orijm

T T
ox oy }

(2.43)
Noétese que el vector de coordenadas de un nodo consta, en este elemento, de seis
coordenadas en lugar de cuatro, como en el elemento anteriormente descrito. La
introduccién del nuevo vector 9r¥™ /9y permite definir la orientacién de la seccién
transversal de forma que ésta puede no ser perpendicular a la linea media del
elemento. Asi, el vector de posiciéon de un punto del elemento puede descomponerse
en la suma del vector de posicién de un punto de la linea media, r¥, y un vector
contenido en la seccién transversal, %, (figura 2.4). Este vector contenido en
la seccién transversal depende sélo de los vectores dr/dy de cada nodo, por lo
que, al ser estos vectores independientes de las demds coordenadas nodales, la
seccién podria formar un angulo arbitrario con la linea media. De esta forma, la
formulacién de este elemento permite la deformaciéon por cortante.

El vector de posicién de un punto arbitrario del nuevo elemento se describe

mediante polinomios ciibicos en la coordenada longitudinal x y lineales en y:
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r ag + a1z + asy + aszy + agx? + asad
= L 0 1 2Y 3TY 4 5 (2.44)
T9 bo + b1z + bay + bszy + bax® + bsa3
De acuerdo con la ecuacién (2.44), esta descripciéon da lugar a la siguiente

matriz de funciones de forma del elemento ij:

90 s¥ 0 sY o0 s¥ o0 ¥ o0 sY 0
1 g g 3 g 4 g 5 g 6 g (2.45)
0 sy 0 sy 0 sy 0 sy 0 s 0 s¢

donde, ignorando el superindice que refiere al elemento j del sélido 4, los polinomios

de la matriz de funciones de forma se escriben como sigue:

s1=1—3¢2+2€

s2=1le (€ —26° + &)

§3 = len (1 - 5)
(2.46)
sy =3¢ —2¢°
S5 = le (_52 + 53)
s¢ =1lené

donde 1 = y/l. es el pardmetro adimensional en la direccién transversal del ele-
mento. Asi, el vector de coordenadas nodales del elemento, se compone de las

coordenadas de los nodos m y n del elemento:

el = [ pigmT  oriim™  ppiim™ T gein® ppiin” (2.47)
ox Oy Oz dy

Las ecuaciones del movimiento de este elemento pueden obtenerse mediante las
ecuaciones de Lagrange. De esta forma, las fuerzas de inercia tienen una expresion
tan simple como en el elemento antes descrito, si bien el tamano de la matriz de
masa constante es ahora mayor. Puesto que el elemento obtenido es isoparamétrico,

es posible utilizar las funciones de forma anteriores para describir elementos cuya
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configuracién de referencia estd deformada. De acuerdo con la ecuacién (2.35), la

matriz de masa del elemento se escribe como se muestra a continuacion:

MY = /p (Qb_)pijSijTSijdVb = /Q s’ gl ‘Jgj dv (2.48)
o ij (¥

donde p% es la densidad del material en la configuracién de referencia, ®q(Q%)
es el volumen del elemento en la configuracién de referencia, 2% es el volumen
Jy

del elemento en la configuracién recta o indeformada y es el jacobiano de la

transformacion entre la configuracion recta y la configuracién de referencia. Merece
la pena aclarar que la configuracién de referencia puede no ser recta, aunque, en
el caso de la figura 2.4, se ha representado una configuracion inicial o de referencia
no deformada.

Al igual que en la descripcion del célculo de las fuerzas elasticas del elemento
anteriormente mencionado, éstas se obtienen mediante derivacién de la energia de
deformacion elastica almacenada por el elemento (ecuacién (2.37)). Sin embargo,
en la formulacién presentada por Omar y Shabana [33], las deformaciones se defi-
nen en el sistema global en lugar de usar un sistema de referencia local. De esta
forma, la medida de las deformaciones esta basada en el tensor de deformaciones

de Green-Lagrange como se muestra a continuacién:

e = % (JTJ - I) (2.49)

donde J es el gradiente de deformacion, que expresa la derivada del vector de
posicién con respecto al vector de posicién en la configuraciéon indeformada. Es

decir,

or
J=— 2.50
81‘0 ( )
siendo rq el vector de posicién de un punto en la configuracién de referencia. Final-
mente, la energia de deformacién elastica se calcula integrando sobre el volumen

del elemento el producto del tensor de deformaciones de Green-Lagrange, €%, y el
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segundo tensor de tensiones de Piola-Kirchoff [33], 0%/. De nuevo, dependiendo de
si la configuracién de referencia estd deformada o no, puede usarse la transforma-

cién de coordenadas entre la configuracién recta y la de referencia:

1 o 1 L
Uy = 7/ o e dVy = 7/ o e ‘Jgj
2 Po(Qid) 2 Qid

donde : indica el producto interno de tensores, es decir, la suma del producto de

dv (2.51)

las componentes correspondientes, 0 y €% estdn definidos en un punto arbitrario
del elemento y ®(22%) y Q¥ son los volumenes del elemento en la configuracién
de referencia y en la configuracion recta indeformada, respectivamente.

Las fuerzas generalizadas asociadas a solicitaciones externas aplicadas sobre
el elemento se pueden calcular a partir del trabajo virtual realizado, como se

explicé en la ecuacién (2.42).

2.4.3. Elementos viga de Yakoub

A partir del elemento bidimensional de Omar, la extensién del modelo a ele-
mentos tipo viga tridimensionales es directa, sin mas que anadir la derivada del
vector de posicion respecto a una coordenada local en la direccién perpendicular
[35, 34]. El nuevo vector de coordenadas nodales se compone de los siguientes
vectores:

T

eiim — ijmT  or ijmT  gpigmT  gpigm g (2 52)
1T oz By B :

donde z es la coordenada local aniadida en la direccién perpendicular. Los vectores
orI™ 19z, Or™ |9y y Or'™ 9z forman un triedro ortonormal en la configuracién
indeformada del elemento. Sin embargo, cuando el elemento se deforma, estos
vectores pueden variar en médulo y direccién, dejando de ser perpendiculares entre
si (figura 2.5).

En este elemento el vector de coordenadas contiene nueve coordenadas. Los

vectores dr/0Qy y Or/0z describen la seccién transversal del elemento, de forma que
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cualquier vector contenido en la seccién recta se puede escribir como combinacién
lineal de ambos vectores [35]. Ademds, Yakoub y Shabana [35] demostraron que el
moédulo y la direccién de ambos vectores determinan el tamano y la distorsién de

la seccion.

nodo ijm
ijm

I'x

Figura 2.5: Coordenadas nodales del elemento viga tridimensional.

Al igual que en el elemento de Omar, el vector de posicién de un punto arbitra-
rio del nuevo elemento se describe mediante polinomios ctibicos en la coordenada

longitudinal x y lineales en y y z:

71 ap + a1x + a2y + a3z + a4xy + asrz + a6x2 + a7:1:3
r= | ry | = | bo+biz+bay+ b3z +byxy+ bswz + bex?® + brad (2.53)
r3 Co + C1T + CoY + €32 + C4XTY + C52 + 06x2 + 07333

De acuerdo con la ecuacién anterior, la matriz de funciones de forma del ele-

mento ¢j puede escribirse de forma compacta como sigue:

Sij:[slijls sily s¥Iy s{ly sPIs sfls sYI3 ST (2.54)
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donde S se ha escrito como matriz de bloques, siendo I5 la matriz identidad de
tamano tres. Ignorando el superindice que refiere al elemento j del sélido i, los

polinomios de la matriz de funciones de forma tienen la siguiente expresion:

s1=1—3¢% 263

s2 =1 (€282 +€)

§3 = le"? (1 - 5)
S4 = leC (1 - 5)
(2.55)
s5 =362 — 263
s = le (_§2 + 53)
s7 =1en§
sg = 1.C¢

donde n = y/l. y ¢ = z/l. son los pardmetros adimensionales en la direccién
transversal y £ = x/l., en la direccién longitudinal del elemento. Asi, el vector de
coordenadas nodales del elemento, se compone de las coordenadas de los nodos m

y n del elemento:

T T

oriinT  gpijn

e = | piimT oriimT  gpigmT gpijmT pignT  oriin or
ox oy oz

ox oy Oz

(2.56)

Las fuerzas de inercia tienen una expresion idéntica a las obtenidas para el
elemento de Omar, si bien las dimensiones de la matriz de masa son mayores. De
esta forma, la matriz de masa se obtiene a partir de la ecuacién (2.48). El célculo

de las fuerzas eldsticas y externas también es idéntico al realizado para el elemento

de Omar [33, 35].
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2.4.4. Elementos viga de Dufva

El comportamiento de los elementos de Omar y de Yakoub anteriormente des-
critos ha sido estudiado en detalle por Sopanen y Mikkola [37], quienes han puesto
de manifiesto algunas de las debilidades de estos elementos. En concreto, estos
elementos tienen una reducida tasa de convergencia de la malla de elementos fini-
tos. Es decir, se requiere un niimero excesivamente alto de elementos para obtener
resultados de una exactitud aceptable. Ademads, en caso de pequenas deformacio-
nes, estos autores demostraron que los elementos son incapaces de reproducir los
resultados que se desprenden de la teoria lineal con un reducido niimero de elemen-
tos. Sopanen y Mikkola [37, 38] demostraron que ello es debido en gran medida a
la pobre descripcién de las deformaciones de flexiéon usadas en la formulacién de
Omar y Shabana [33] y de Yakoub y Shabana [35, 34]. Ademds, detectaron que
los elementos descritos anteriormente sufren el denominado bloqueo por efecto
Poisson. Este bloqueo impide, por ejemplo, que un modelo con estos elementos de
una viga en voladizo sometida a una fuerza concentrada en un extremo arroje el
valor exacto del desplazamiento en el extremo, a menos que el médulo de Poisson
sea cero. Segun los citados autores, debido a que la seccién del elemento no pue-
de adoptar un forma trapezoidal al deformarse el elemento por flexién, aparecen
tensiones normales transversales espurias. Dichas tensiones espurias afectan a la
tension normal longitudinal si el médulo de Poisson es distinto de cero provocando
un comportamiento excesivamente rigido del elemento.

Basdndose en los hechos anteriores, Dufva et al. [40] proponen una formulacién
diferente de las fuerzas eldsticas para el elemento de Omar. La nueva formulacion
presenta una mejor tasa de convergencia, mucho mas acorde para elementos de
orden superior. De esta forma, la formulacién de Dufva et al. [40] utiliza la misma
formulacién para las fuerzas de inercia y fuerzas generalizadas externas que la de
Omar.

En el elemento de Dufva se considera que el sistema local de la configuracién

de referencia del elemento coincide inicialmente con el sistema global de referencia.
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Aunque la generalizacién a elementos inicialmente curvos o con una orientacién
arbitraria es posible a priori, su implementaciéon no fue considerada por Sopanen
y Mikkola [37]. En estos elementos, la rotacién total de la seccién transversal del
elemento es la suma de la rotacion de la seccién debida a flexién y de la deformacion

por cortante. Esta suposicion se escribe matematicamente a continuacion:

up=u9+AAuyp —Yyp (2.57)

donde A es una matriz de transformacién que representa el giro de la seccién por
flexién, A, representa el giro de la seccién debido a la deformacién por cortante,
¥ p es un vector contenido en la seccién recta del elemento en la configuracion de
referencia y up y uy son los desplazamientos de los puntos P y Py debidos a la
deformacién como se muestra en la figura 2.6. De la ecuacién (2.57) se deduce
que la seccién puede girar pero no deformarse, al contrario de lo que ocurre en la

formulaciéon de Omar.

Figura 2.6: Configuraciones de referencia y deformada del elemento finito.

El dngulo girado por la secciéon debido a la flexién de la linea media puede
expresarse en funcién de la orientacion del vector tangente a la linea media, es

decir, dr/0x. Por otra parte, estos autores consideran el dngulo girado por la
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seccién debido a deformacién por cortante suficientemente pequeno como para

poder hacer la aproximacion

cosy =~ 1 (2.58)

Por otro lado, el seno del angulo v puede obtenerse del producto escalar de
los vectores r ;, que es tangente a la linea media, y r ,, que estd contenido en la

seccién recta. De esta forma, se puede escribir

T
I‘zr,y = [rz||r | cos (5 + ’Y) (2.59)

113 7

donde los subindices “, 2” e “ y” indican derivadas con respecto a x e y, respecti-

vamente. De la ecuacion anterior

I'TI'
siny = ——2 Y (2.60)
Tl lryl

La reducida tasa de convergencia del elemento de Omar se debe, en parte,
ademas de a la pobre descripcién de la deformacion longitudinal a flexién que se ha
mencionado antes, al denominado bloqueo por cortante [40]. Este bloqueo se debe
a una sobreestimacion de la energia elastica de deformacion por cortante al evaluar
las fuerzas elasticas, por lo que el elemento se muestra mas rigido de lo esperado a
flexién [49]. Para evitar el mencionado bloqueo, Dufva et al. [40] proponen utilizar
la ecuacién (2.60) para calcular el dngulo girado debido a la deformacién por
cortante de las secciones extremas del elemento e interpolar linealmente el seno
del angulo v en los puntos del interior del elemento. Asi, el seno del dngulo ~ se

interpola como se muestra a continuacion:

siny¥ = (1 — &) siny™ + £siny9" (2.61)

donde m y n son, de nuevo, los nodos del elemento j del sélido ¢ y £ es la coordenada
local a lo largo del elemento. De esta forma, se obtiene una distribucion lineal de

la deformacién por cortante a lo largo del elemento. Esto permite al elemento
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satisfacer la prueba de bloqueo por cortante consistente en una viga en voladizo
sometida a carga concentrada en un extremo. Sin embargo, en situaciones en las
que las deformaciones por cortante sean importantes puede dar lugar a una pobre
descripcién de las deformaciones.

A partir de los desplazamientos de la ecuacién (2.57), el tensor de deformaciones

de Green-Lagrange puede calcularse como sigue:

1 /= _ _
e=3 (JT +I+ JTJ) (2.62)
donde J es el gradiente del vector de desplazamiento de los puntos del sélido con
respecto a los puntos en la configuracién de referencia. Dicho gradiente se calcula
como se muestra a continuacién:
8111:-

Debido a que la deformacion en la direccién transversal es pequena, los autores

introducen la siguiente simplificacién:

or ijm n

G =1-9|2

De acuerdo con el calculo de las deformaciones anterior, los autores evalian la

(2.64)

Or

+ -

¢ ‘ dy
energia de deformacion a partir de la expresion

U, = [D o (B3, + Ec, + 4Gkse2,) dVy (2.65)
donde se han eliminado los superindices que indican el elemento por simplicidad.
Debido a que la deformacién tangencial es constante a lo largo de la seccién trans-
versal, los autores incluyen el factor de correccién ks en la energia de deformacién
transversal. De nuevo, las fuerzas elasticas generalizadas pueden obtenerse a través
de la ecuacién (2.37).

Dufva et al. [40] demostraron que el elemento finito que proponen ofrece una
mejor tasa de convergencia que el elemento de Omar en varios problemas estaticos

y dindmicos, a pesar de que ambos usan el mismo tipo de funciones de forma.
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2.4.5. Otras formulaciones de elementos basados en ANCF

En esta seccién se revisan algunos de los més importantes avances en el desa-
rrollo de elementos finitos basados en coordenadas absolutas. Sin embargo, no se
incluyen detalles de su formulacién puesto que no seran utilizados en el desarrollo
de esta tesis. La mayoria de estos trabajos han aparecido durante el desarrollo
de esta tesis, por lo que no ha habido opcién a utilizarlos, aun cuando supongan
una mejor alternativa. En el momento actual, la ANCF es objeto de una intensa
investigacién por su reciente aparicién. Ello queda patente en la referencia [50],
donde se revisan las mas importantes contribuciones en torno a esta formulacién.

La extensién del elemento bidimensional tipo Euler-Bernoulli presentado en la
seccién 2.4.1 a aplicaciones espaciales encuentra gran dificultad para describir la
torsién y la rotacién de la seccién alrededor de su eje longitudinal. Esto es debido
a que el conjunto de coordenadas nodales de la ecuacién (2.29) sélo puede des-
cribir la posicién de la linea media. Si bien Von Dombrowski [51] ha desarrollado
un elemento con tales caracteristicas, este elemento requiere una coordenada lo-
cal adicional a las de la ecuacién (2.29) para describir la rotacién de la seccién
alrededor de su eje longitudinal. Por este motivo, la matriz de masa no resulta
constante. Dmitrochenko y Pogorelov [52] utilizan el mismo concepto pero miden
la rotacién de la seccidon con respecto al sistema de referencia de Frenet, obte-
niendo también un conjunto de coordenadas que no son puramente absolutas y
una matriz de masa no constante. Recientemente, Gerstmayr y Shabana [53] han
desarrollado un elemento en el que no se incluyen efectos torsionales ni tampoco la
inercia a la rotacién alrededor de un eje longitudinal. El elemento finito obtenido
solo es resistente a flexion y traccién-compresién, por lo que su uso se limita a
aplicaciones muy particulares.

Una vez puestas de manifiesto por Sopanen et al. [37, 38] las dificultades de
los elementos finitos de Omar y de Yakoub basados en la Mecanica de Medios
Continuos para dar resultados satisfactorios con un aceptable nimero de elemen-

tos, han sido numerosos los autores que han participado en el desarrollo de nuevos
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elementos finitos. En concreto, Schwab y Meijard [54] han reformulado las fuerzas
elasticas para el elemento de Yakoub utilizando unicamente las deformaciones a
lo largo de la linea media del elemento. Ademds, estos autores consiguen evitar
el bloqueo imponiendo que la deformacién por cortante varie linealmente, en base
al principio de Hellinger-Reisner. Este enfoque es conceptualmente muy similar
al procedimiento presentado por Dufva et al. [40]. De hecho, el modelo utilizado
por Dufva et al. en elementos bidimensionales ha sido recientemente generalizado
por los mismos autores a elementos viga con movimiento espacial [41]. Por otra
parte, Sugiyama et al. [55] proponen mejorar la tasa de convergencia del elemento
a través de la inclusion de ciertas restricciones que eliminan algunos modos de
deformacién del elemento. Para ello se definen las deformaciones en un sistema
de referencia local tangente a la linea media y se restringen algunos modos de
deformacion, para asi obtener elementos tipo Reissner o tipo Euler-Bernoulli. De
acuerdo con lo senalado por Sopanen y Mikkola [37], Gerstmayer y Shabana [53]
han desarrollado un elemento con un ntiimero mayor de coordenadas por nodo que
el de Yakoub, lo cual permite usar polinomios de mayor grado como funciones de
forma. Asi, estos autores consiguen describir mejor la deformacién por flexién del
elemento, a costa de un nimero excesivamente alto de coordenadas sin una inter-
pretacion fisica clara, que ademds conlleva la inclusién de modos de deformacién

con frecuencias muy altas asociadas.

Otra idea que ha sido llevada a cabo por Kerkkénen et al. [39] ha sido la de
utilizar funciones de forma lineales tanto para describir la posicién de la linea
media como para interpolar los vectores que definen la secciéon. Estos autores han
demostrado que una descripcién tal de la cinematica del elemento conduce a una
tasa de convergencia similar a la que tiene el elemento de Omar [33], que usa
un mayor nimero de coordenadas. Este hecho pone claramente de manifiesto las
limitaciones de los elementos de Omar y la necesidad de buscar alguna manera de

acelerar la convergencia o el cdlculo de fuerzas.

Paralelamente al desarrollo de elementos finitos tipo viga han aparecido tam-
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bién elementos tipo placa/ldmina basados en coordenadas absolutas. Los primeros
elementos tipo placa dentro de la ANCF fueron desarrollados por Mikkola y Sha-
bana [36, 56]. Al igual que los elementos viga de Yakoub, estos elementos estin
parametrizados como un volumen. Mikkola y Shabana [36] presentaron dos fun-
ciones de forma distintas para elementos placa, una de las cuales da lugar a un
elemento conforme, es decir, con continuidad de desplazamientos y de sus deriva-
das primeras. En este trabajo, las fuerzas elasticas estdn basadas en la Mecanica
de Medios Continuos de forma idéntica a la descrita para el elemento bidimensio-
nal de Omar. Estos elementos padecen los mismos problemas que los elementos
de Omar y Yakoub relativos al bloqueo por efecto Poisson y la baja tasa de con-
vergencia. Por este motivo, Matikainen y Mikkola [57] han reformulado el cdlculo
de fuerzas eldsticas para el elemento presentado previamente por Mikkola y Sha-
bana [36] obteniendo un elemento con mejores prestaciones. La nueva funcién de
fuerzas elasticas estd basada en los conceptos utilizados por Dufva et al. en la
formulacion del elemento viga bidimensional. La ANCF también se ha usado para
desarrollar elementos placa parametrizados como una superficie en los trabajos de

Dmitrochenko y Pogorelov [52] y mds recientemente por Dufva y Shabana [58].

2.5. Integracion de las ecuaciones del movimiento

En la secciones 2.3 y 2.4 se han detallado los aspectos fundamentales de las
formulaciones en coordenadas naturales y nodales absolutas, respectivamente. En
ellas se explica como se obtienen las energias cinética y potencial eldstica, en el caso
flexible, asi como el trabajo virtual de fuerzas no conservativas. Calculados estos
términos, las ecuaciones de Lagrange recogidas en la seccién 2.2 pueden usarse
para obtener las ecuaciones del movimiento del sistema multicuerpo.

Como se dijo en la seccién dedicada a las coordenadas nodales absolutas, las
fuerzas elasticas se calculan sin necesidad de usar un procedimiento incremental.

Por este motivo, las ecuaciones diferenciales algebraicas del sistema pueden inte-
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grarse usando los métodos convencionales para la resolucién de sistemas DAE. Sin
embargo, el sistema de la ecuacién (2.4) puede transformarse en un sistema ODE
si se derivan las restricciones dos veces con respecto al tiempo. Si se hace esto, se
obtiene el siguiente sistema de ecuaciones:
T .
M C, qa Q

= (2.66)
Cq O A Q.

donde M es la matriz de masa del sistema rigido-flexible, Q es el vector de fuerzas
generalizadas, que incluye las fuerzas externas, eldsticas o de disipacién, si las
hubiera. El vector Q, contiene derivadas de las ecuaciones de restriccion de la

siguiente forma:

Qu=-— (CqQ)q q—2Cqq—Cy (2.67)

Invirtiendo la matriz de la ecuacién (2.66), pueden despejarse las aceleraciones y

escribir el sistema de ecuaciones de la siguiente forma:

4=2g(q,q,1) (2.68)

Debido a que se han derivado dos veces con respecto al tiempo las ecuaciones
de restriccién, es necesario utilizar algiin medio para estabilizar las ecuaciones de
restriccién durante el proceso de integracién. En caso contrario, las ecuaciones
podrian dejar de satisfacerse durante la integracién debido a la propagacién de
errores numéricos. Para ello existen varias posibilidades como la estabilizacién de
Baumgarte [13] o la proyeccién en posicién, velocidad y aceleracién [59)].

Para la integracion de las ecuaciones del movimiento, una vez puestas de la
forma mostrada en la ecuacién (2.68) puede utilizarse, en general, cualquier méto-
do de integracién para sistemas ODE. Sin embargo, Sugiyama y Shabana [48]
recomiendan el uso de integradores implicitos con la formulacién en coordenadas

absolutas por el caracter rigido de las ecuaciones diferenciales a las que da lugar.
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2.6. Comentario final a este capitulo

Las secciones que se incluyen en este capitulo se han dedicado a revisar los
conceptos fundamentales de la Dindmica de Sistemas Multicuerpo que se han con-
siderado necesarios para comprender el desarrollo posterior. Las ecuaciones de
Lagrange que se presentaron en la seccién 2.2 se usardn en adelante para obtener
las ecuaciones del movimiento de los sistemas multicuerpo que se tratan en esta
tesis.

Por otro lado, los detalles sobre las formulaciones en coordenadas naturales
y nodales absolutas que se han incluido en las secciones 2.3 y 2.4 se usaran en
el capitulo siguiente para formular las ecuaciones de los pares cinemaéticos entre
sélidos rigidos y flexibles. Ademaés, se usaran en los 1iltimos capitulos para modelar
algunos sistemas multicuerpo.

Por todo lo anterior, este es un punto de inflexién en esta tesis, en el que se

separan las herramientas usadas de las contribuciones originales de este trabajo.






Capitulo 3

Formulacion en coordenadas

nodales absolutas

3.1. Introduccion

En Mecénica Computacional, la eficiencia de un determinado método suele ca-
racterizarse fundamentalmente por la velocidad con la que pueden llevarse a cabo
simulaciones con un aceptable grado de exactitud. A la vez, a una formulacién
para el analisis dindmico de mecanismos flexibles se le exige un cierto nimero de
capacidades como la posibilidad de modelar el amortiguamiento interno, grandes
deformaciones o considerar el acoplamiento entre distintos modos de deformacion.
Sin embargo, la inclusién de tales capacidades suele implicar una mayor comple-
jidad de las ecuaciones y, por tanto, un aumento del coste computacional. Por
este motivo es importante el estudio numérico de las funciones implicadas en las
ecuaciones del sistema y la busqueda de algoritmos que permitan una evaluacion
eficiente de tales funciones.

Tal y como se ha puesto de manifiesto en el capitulo 2, la formulacién en coorde-

nadas nodales absolutas es un procedimiento desarrollado recientemente para el

95
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analisis de sistemas multicuerpo flexibles. Por este motivo, gran parte del contenido
de esta tesis se ha dedicado al desarrollo de ciertos aspectos de dicha formulacion
que en el momento en el que se comenzo este estudio estaban poco avanzados.

En este sentido, se han estudiado las formulaciones propuestas por Omar y Shaba-
na [33] y por Yakoub y Shabana [34] para la evaluacién de las fuerzas eldsticas en
elementos viga deformable por cortante de dos y tres dimensiones, respectivamente.
Se ha desarrollado un nuevo algoritmo para la evaluacién de las fuerzas eldsticas,
asi como su matriz jacobiana y la energfa de deformacién eldstica [60]. Con este
algoritmo se consigue reducir enormemente el tiempo de simulacién. El algoritmo
desarrollado brinda la posibilidad de evaluar analiticamente la matriz jacobiana de
las fuerzas elasticas con un reducido niimero de operaciones, consiguiendo, a la vez,
exactitud y rapidez de cémputo. Ademads, las fuerzas elasticas tienen la propiedad
de permitir que, bajo ciertas condiciones, varios elementos puedan compartir al-
gunas cantidades que permanecen invariantes durante la simulacién, minimizando

asi la cantidad de memoria requerida para su almacenamiento.

En determinadas aplicaciones es necesario introducir el efecto disipativo debido
a la friccién interna del material. Tal es el caso del SET (Short Electrodynamic
Tether), que es una estructura espacial desplegable cuyo movimiento estd fuerte-
mente condicionado por el amortiguamiento [4]. Por este motivo se ha desarrollado
un modelo de amortiguamiento interno basado en el cdlculo de una funcién de Ray-
leigh, de forma que sélo se amortigiien los movimientos por deformacién y no el

movimiento de sélido rigido.

Este capitulo contiene dos secciones en las que se presentan las contribuciones
de esta tesis a la formulacién en coordenadas nodales absolutas. En la seccién
3.2 se presenta un procedimiento alternativo para evaluar las fuerzas elasticas en
elementos finitos previamente desarrollados [33, 34, 35, 36] en los cuales la flexibi-

lidad se introduce haciendo uso de los conceptos fundamentales de la Mecénica de
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Medios Continuos. En la seccién 3.3 se presenta un modelo de amortiguamiento
interno para la formulaciéon en coordenadas nodales absolutas que se basa en un

modelo viscoeldstico lineal.

3.2. Evaluacion de las fuerzas elasticas en los sdli-

dos flexibles

En el procedimiento no incremental de elementos finitos de la formulacién en
coordenadas nodales absolutas, el uso de coordenadas nodales referidas a un sis-
tema inercial tiene como resultado la obtencién de una matriz de masa constante
y, como consecuencia, que los términos correspondientes a las fuerzas de iner-
cia centrifugas y de Coriolis no aparecen en las ecuaciones del movimiento. Sin
embargo, las fuerzas eldsticas no son faciles de evaluar y tienen una expresion
complicada.

El elemento finito tipo viga con deformacién por cortante de Omar [33] pre-
senta una diferencia fundamental respecto al elemento tipo Euler-Bernoulli [47],
desarrollado con anterioridad: el elemento no se parametriza como una linea sino
como una superficie. La nueva parametrizacion permite que la seccion transversal
del elemento se deforme y que no se mantenga perpendicular a la linea media.
Por otro lado, el elemento de Yakoub [35, 34] para aplicaciones con movimiento
espacial se parametriza como un volumen. Por tanto, la formulacién de las fuerzas
eldsticas debe tener en cuenta los modos de deformacion adicionales que las nuevas
parametrizaciones permiten. Si las deformaciones en el interior del elemento finito
pueden considerarse pequenas, la teoria de vigas de Timoshenko puede usarse pa-
ra formular las fuerzas eldsticas [35]. Sin embargo, la funcién de fuerzas eldsticas
asi obtenida tiene una expresiéon no lineal bastante complicada debido al uso de
coordenadas referidas a un sistema inercial. Ademas, la teoria de Timoshenko asu-
me que la seccién de la viga se mantiene rigida, cosa que las parametrizaciones de

los elementos de Omar y de Yakoub no garantizan. Estos inconvenientes pueden
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evitarse cuando las fuerzas elasticas se calculan a partir de la energia de deforma-
cién de un volumen diferencial del elemento [34]. Omar y Shabana [33] y Yakoub
y Shabana [34] proponen el uso del tensor de deformaciones de Green-Lagrange,
junto con el segundo tensor de tensiones de Piola-Kirchoff, obteniéndose una ex-
presién para las fuerzas eldsticas no mas complicada que la obtenida mediante la
teorfa de vigas de Timoshenko [35]. Siguiendo este procedimiento para el calculo de
las fuerzas, los elementos finitos cuya configuracion de referencia es recta pueden
tratarse de forma maés facil puesto que la integral sobre el volumen del elemento
puede hacerse simbdlicamente. Sin embargo, si la configuracién de referencia del
elemento es curva, es necesario resolver ciertas integrales de funciones racionales
que dependen de la configuracion del elemento. Por este motivo, dada la necesidad
de usar una metodologia sistemaética, la integraciéon numérica sobre el volumen del
elemento parece practicamente inevitable en la bibliografia [33, 34]. No obstante,
en este capitulo se demuestra que dicha expresién puede simplificarse enormemente
e, incluso, evitar la integracién sobre el volumen del elemento en cada evaluacion
de las fuerzas elasticas, independientemente de que la configuracién de referencia

Sea curva O no.

3.2.1. Obtencion de las fuerzas elasticas

Esta seccion esta dedicada al estudio de la expresion que adoptan las fuer-
zas elasticas obtenidas usando la relacién no lineal de Green-Lagrange entre las
deformaciones y los desplazamientos [34]. Persiguiendo una mayor claridad en la
exposicién, la notacion se ha simplificado eliminando los indices que refieren a
nodos, elementos o sélidos. De esta forma, se considera un elemento genérico en
todo el desarrollo de esta seccién. Resulta conveniente senalar que los vectores
y matrices se representan por simbolos en negrita, un subindice asociado a una
matriz refiere la fila correspondiente y dos subindices asociados a una matriz, la
componente correspondiente.

En la figura 3.1 se muestra un esquema de un sélido deformable que experimen-
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ta un movimiento general, es decir, una traslacién, una rotaciéon o una deformacion
o todo a la vez. En dicha figura, la configuracion de referencia se representa con
el stmbolo ®¢, en la cual la posicién de uno de sus puntos, el punto material Py,
se representa por el vector rg. Después de experimentar un movimiento general, el
solido ocupa la region del espacio ® y r es ahora el vector de posicién del punto
espacial P. Con esta nomenclatura, el gradiente de deformacién se calcula como

sigue:

Figura 3.1: Movimiento general de un sélido.

El tensor de deformaciones no lineal de Green-Lagrange se escribe en funcion

del gradiente de deformaciones de la siguiente manera:

e = % (JTJ - I) (3.2)

donde I es la matriz identidad. Se puede comprobar que esta medida de deforma-
ciones se anula para un movimiento como sélido rigido, puesto que en tal caso, J

resulta ser una matriz ortogonal [61].
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En la figura 3.2 se reproduce la misma situacién que en la figura 3.1, pero
considerando que el sélido es ahora un elemento finito tipo viga. Asi, el vector de
posicién de un punto material arbitrario, rg, puede interpolarse usando la matriz

de funciones de forma del elemento, S(x), como se expresa a continuacién:

ro=9S(x)ep (3.3)

donde eg es el vector de coordenadas nodales que describe la configuracion de
referencia del elemento finito considerado y x es un vector formado por las coor-
denadas locales del punto en la configuracién recta (figura 3.2). Dicho vector tiene

la siguiente expresion:

x=[zy2" (3.4)

Figura 3.2: Correspondencia biunivoca entre los puntos de la configuracion recta

y los de las configuraciones de referencia y real.
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La ecuacién (3.3) refleja la relacién biunivoca establecida entre los puntos de
la configuracién recta y los de la configuracion de referencia, la cual no tiene por
qué ser recta en general, a partir del vector de coordenadas nodales ey. Igual-
mente, se puede establecer una correspondencia biunivoca entre los puntos de la
configuracion recta y los puntos de la configuracion real del elemento si se conoce

el vector de coordenadas nodales, e, del elemento

r=S(x)e (3.5)

De acuerdo con la situacién representada en la figura 3.2, los puntos de la confi-
guracién de referencia ocupan la regién del espacio ®¢(£2), mientras que los puntos
de la configuracién real ocupan la regién ®(£2). Ambas regiones se pueden obtener
mediante las transformaciones de las ecuaciones (3.3) y (3.5), respectivamente,
a partir del dominio 2 de la configuracién recta o indeformada. El gradiente de

deformacion puede obtenerse a través de la regla de la cadena como se muestra a

continuacién:
Or Oor 0x  Or __4
= —= —— = 7.] .
drg  Oxor, 0x ° (3.6)
donde
(91"0
Jo = T (3.7)

Usando la ecuacién (3.6), el tensor de deformaciones de la ecuacién (3.2) queda
determinado para cada punto del elemento finito [33, 34]. De esta forma, es posible
calcular la energia de deformacién del elemento y obtener las fuerzas eldsticas
como fuerzas que derivan de un potencial [33, 34, 36]. Sin embargo, esta forma
de proceder conduce a una expresiéon de las fuerzas elasticas algo compleja, que,
ademads, cuenta con el inconveniente de requerir la integracién sobre el volumen
del elemento para cada evaluacién [35, 36]. Esto, no obstante, no es necesario como

se vera a continuacion.
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Para evitar llegar a una expresion tan complicada de las fuerzas elasticas, se
propone una forma alternativa de calcular las deformaciones. El gradiente de una
de las componentes del vector de posicién puede expresarse, haciendo uso de la

regla de la cadena, como sigue:

ari T T ari T
(8x> =Jo ((‘31‘0) (3.8)

Asi, la ecuacién (3.8) permite despejar la componente 4 del gradiente de de-

formacién de la ecuacién (3.1) en funcién del vector de coordenadas nodales como

sigue:

S (37), G = (357, | s | @ (39)

donde JET representa la traspuesta de la inversa de Jo, S; 4, Siy y Si son las
derivadas de la fila i de la matriz de funciones de forma con respecto a las coorde-
nadas z, y y z del elemento en la configuracién recta. En adelante, se usard esta
nomenclatura para escribir de forma simplificada las derivadas parciales. De esta

forma, un subindice tras una coma indica una derivada parcial.

La ecuacién (3.9) puede representarse de la forma:

67‘1'
aT‘()j

== Si’je (310)

donde S; ; representa la fila ¢ de la matriz S j, cuya expresion es:

5., = (17), ([st. st st]) 1)

J

A partir de la ecuacién (3.11) puede definirse la matriz S ; de la siguiente

forma:
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Si=1 Sz, (3.12)
lo cual permite escribir el gradiente de deformacién de la siguiente manera:

J= [Sle Sge Sge} (313)

donde cada producto S je es un vector columna y el subindice ”,j” (j =1, 2, 3)
representa la derivada parcial con respecto a rg;.

Una vez escrito el gradiente de deformacién como aparece en la ecuacién (3.13),
las componentes del tensor de deformaciones de Green-Lagrange pueden escribirse

como se muestra a continuacion:

11 = % (eTSJTSJG — 1) €12 = %GTSJTS,QQ

€99 = % (eT872TS)Qe — 1) €93 = %GTS)QTS,ge (314)
1
2

(eTS’gTS’ge - ].) €13 = %GTSJTS@G

€33 =

La energia eldstica almacenada en el elemento se calcula integrando sobre el
volumen del elemento el producto del tensor de deformaciones de Green-Lagrange
por su tensor de tensiones conjugado, es decir, el segundo tensor de tensiones de

Piola-Kirchoff [49]

U, = 7/ o:edVp (3.15)
2 Jao (@)

donde ®((2) es la regién del espacio que ocupa el elemento en la configuracién de
referencia, o es el segundo tensor de tensiones de Piola-Kirchoff y € es el tensor de
deformaciones de Green-Lagrange. Dado que la configuracién de referencia puede
no ser recta, la integral de volumen (3.15) puede evaluarse mds facilmente sobre el

dominio indeformado €, haciendo uso de la transformacién de la ecuacién (3.3),

1
U, = 7/ o :el|Jo| dv (3.16)
2 Ja
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Después de realizar el producto tensorial, la energia de deformacién de la ecua-

cién (3.15) tiene la siguiente expresién:

A+ 2G
U. Z/ 5 (5%1 +e3+ 5%3)
20(%) (3.17)

+ A (11822 + €11€33 + €22633) + 2G (5§2 +els+ 533) dVo

donde A es la constante eldstica de Lamé y G es el modulo tangente. Puesto que las
fuerzas elasticas son fuerzas conservativas, su expresién puede obtenerse derivando

la energia con respecto a las coordenadas nodales como se muestra a continuacién:

F, = - (‘Z%)T (3.18)

Desarrollando la ecuacién (3.18) se encuentra la siguiente expresién para las

fuerzas eldsticas, en la que las derivadas parciales se han introducido dentro de la

integral de volumen:

A+ 2G Oe Oe Oe
FeT = _/ (2511 L 2e99 22 2e33 33)
@0 (Q) €

2 0 Oe Oe
Oeaa Oe11 Oess Oe11 Oess Oeao
3.19
+/\(€11 e + €922 e +en e +e33 96 + €22 e + €33 96 ( )
+2G 2512@4_2513%4_2523% avi
Oe Oe Oe

donde las derivadas parciales de las componentes del tensor de deformaciones se
pueden calcular a partir de la ecuacién (3.14)
Oeij _ 1 r

Oe 2

Merece la pena destacar la importancia de factorizar el vector de coordenadas

(sﬁ.s,j T 5554') hj=1,2,3 j=i (3.20)

nodales, e, en la ecuacién (3.13), puesto que si se utiliza directamente la expre-
sién de la ecuacién (3.6) la funcién de las fuerzas eldsticas adquiere una expresién
bastante complicada y poco sistematica. Sustituyendo las expresiones de las defor-

maciones de las ecuaciones (3.14) y sus derivadas (ecuaciones (3.20)) en la ecuacién
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(3.19), se comprueba que el vector de fuerzas eldsticas puede escribirse como pro-
ducto de una matriz de rigidez no lineal por el vector de coordenadas nodales,

como se muestra a continuacion:

F.=-K(e)e (3.21)

donde la matriz de rigidez no lineal tiene la siguiente expresion:

3

A2
K(e) = +7(;/ (s{;s wee'sTs, —STs a) vy
= 2 e
3 3
+3 é/ (S,Tas,aeengsﬂ - s?;s,a) avi
SEm 2 e (3.22)
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Como puede observarse en la ecuacién (3.22), los coeficientes de la matriz de
rigidez no lineal son funciones polinémicas en las coordenadas nodales. Por este
motivo, seria posible integrar uno a uno los coeficientes de dicha matriz, quedando,
asi, cada uno de ellos definido explicitamente como una funcién de las coordenadas
nodales. Sin embargo, este procedimiento no es sistematico puesto que habria
que tratar cada coeficiente por separado, manejando expresiones muy complicadas
ya que el ntimero de coordenadas nodales por elemento es elevado (12 en vigas
bidimensionales, 24 en vigas tridimensionales y 48 en placas).

Las integrales que aparecen en la ecuacién (3.22) son integrales de funciones
racionales en el caso general de que la configuracién de referencia no sea recta. Esto
es consecuencia de la presencia de la inversa del jacobiano asociado a la configura-
cién de referencia, Jo, en el cdlculo de las matrices S ;, como puede observarse en la
ecuacion (3.11). Asi, dado el vector que define la configuracién de referencia, e, la
integracién simbolica es factible, aunque depende de la configuracién de referencia.

Si quisiera evaluarse de forma simbdlica, se deberia hacer una factorizacion distin-
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ta para cada configuracion de referencia. Por tanto, a la hora de programar es mas
eficaz el uso de una cuadratura numérica [44] para evaluar las integrales, puesto
que el proceso de integracién se hace independiente de la expresion a integrar y,
por ende, de la configuracién de referencia.

Reconocida la conveniencia de integrar numéricamente, seria deseable evitar
tener que hacer dicha integracién para cada evaluacién y eliminar la necesidad de
manipular las coordenadas nodales durante la integracién, con lo que se conseguiria
un enorme ahorro computacional. Ambos objetivos pueden alcanzarse siguiendo
el procedimiento que se describe a continuacién. Dicho procedimiento estd basado
en el calculo de ciertas matrices constantes, que se referirdn en adelante como
matrices invariantes o, simplemente, invariantes.

Agrupando los términos que dependen del vector de coordenadas nodales, e,
por un lado y los que no dependen por otro, la matriz de rigidez no lineal puede
escribirse como suma de dos matrices, una matriz constante y otra que depende

de e:

K (e) =Ks (e) + K;i (323)

donde

Ko (o) = 3 A% [p " (8%.8 aee™%S . ) Vo

2
a=1
n n A
T TQT T TaT
+) Z[D 2 (8%.8.a0e7S%S ) + G (ST,8 see”ST,8 )
a=1 =1 0
B#a
(3.24)
y
K, =—-k, / S?;S,a dVy (325)
az::l Po(Q)

En las ecuaciones anteriores, (3.24) y (3.25), n es la dimensién del espacio, de forma
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que n = 2 para los elementos de Omar y n = 3 para los de Yakoub. Ademds, la

constante k, de la ecuacién (3.25) toma los siguientes valores:

ko = (A +2G)
3\ +2G (3.26)
By=

La ecuacién (3.24) puede simplificarse aun mds si se consideran las relaciones
algebraicas que a continuacién se presentan. Sea Aee’ B, donde A y B son dos
matrices arbitrarias. Un término cualquiera de la matriz producto puede escribirse

de la siguiente forma:

(AeeTB)Z_j = Z Z AikekelBlj = Z Z €k (A)ik (BT)jl e = eTCije (3.27)
k l k l

donde la matriz C" se calcula como se muestra a continuacién:

cii = (A;)T (BT) (3.28)

J

Por tanto, segiin la ecuacién (3.28), C¥ es una matriz que se construye como
el producto de la transpuesta de la fila ¢ de A por la fila j de la transpuesta de
B. Usando la ecuacién (3.27) se concluye que las componentes de la matriz K, (e)
son formas cuadraticas de las coordenadas nodales y pueden calcularse mediante

la expresion:

(K2 (e))ij = eTCEQe (3.29)

donde Ciéz es una matriz dispersa resultado de sumar los términos tipo C¥ que
aparecen en la ecuacién (3.24) tras aplicar la ecuacién (3.27) a cada término del
tipo Aee” B de la (3.24). Esta matriz C” se calcula de forma sistemdtica como se

muestra a continuacién:
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(3.30)

donde (S?;S’a) _representa la fila ¢ de la matriz S?;S,a. Por tanto, la matriz Cﬁ;
(]

no varia durante la simulacién y se denominard matriz invariante o, simplemente,
invariante. Nétese que existe un invariante asociado a cada una de las componentes
de la matriz K5 (e).

Observando la ecuacién (3.24) se comprueba que la matriz Ks (e) es simétrica
y, por tanto, los invariantes sélo tienen que calcularse para los términos de la
diagonal y del tridngulo inferior o superior de dicha matriz. Ademads, el hecho de
que dichas matrices sean dispersas permite almacenar una cantidad no muy grande
de datos para la evaluacién de las fuerzas.

El procedimiento propuesto en esta seccién permite evitar la integraciéon numéri-
ca de grandes matrices para cada evaluacion de las fuerzas eldsticas incluso en el

caso de que la configuracion de referencia sea curva.

3.2.2. Obtencién de la matriz jacobiana

El uso de integradores implicitos para integrar las ecuaciones del movimiento
del sistema requiere evaluar la matriz jacobiana de las mismas. Esta matriz, a su
vez, es funcién de la matriz jacobiana de las fuerzas eldsticas. Ademas, el uso de
la formulacién en analisis estdticos también implica la resolucién de un sistema de
ecuaciones no lineales cuya matriz jacobiana es también funcién de la matriz jaco-
biana de las fuerzas eldsticas. Por tanto, resulta conveniente estudiar la posibilidad
de evaluar la matriz jacobiana de la forma més eficiente.

Frente a la evaluacién numérica, mediante diferencias finitas, por ejemplo, la

obtencién de una expresion analitica, cuando es posible, supone una considerable
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reduccién del coste computacional. Para entender esto, basta pensar que una eva-
luacién numérica de la matriz jacobiana requiere del orden de n 4 1 evaluaciones
de la funcién de las fuerzas elasticas, siendo n el nimero de coordenadas gene-
ralizadas. Derivando analiticamente la expresion de las fuerzas eldsticas, ecuacién
(3.21), respecto a las coordenadas generalizadas, puede obtenerse una expresién
para la matriz jacobiana de las fuerzas elasticas. Sin embargo, si la derivacién se
realiza usando la matriz de rigidez de la ecuacién (3.22), la expresién obtenida
para la matriz jacobiana contiene términos que no pueden sacarse fuera de las in-
tegrales de volumen de forma sistemética. Por eso, la integracion numérica resulta
casi inevitable si se quiere mantener una expresién compacta, como la mostrada a

continuacién:

oF,
de

—~ A2
- Z s G/ ((eTngS,ae) STS o + 287, 4ee”ST8 . —ST8..) aVp
— Bo(Q)

S9SN

a=1p8=1 0(9)
Bra

36 [ (TS5 0e) ST+ S8 e (S84 8T8.,)) v

a=1 =1
Bta

s,@e)s S +287S see”SS ; —STS )dVO

(3.31)

Por el contrario, el uso de las matrices invariantes asociadas a las fuerzas elasti-
cas no sélo simplifica la evaluacién de dichas fuerzas, sino que también simplifica
la obtencién de la matriz jacobiana. El cdlculo de la matriz jacobiana de las fuer-
zas eldsticas se puede hacer a partir de la ecuacién (3.29) para representar los

coeficientes de la componente Ky. De esta forma se llega a la siguiente expresién:

F. OF,, y B
(‘%>ik = Dex =—-Ki; (e) — Z Z €s (Cé2 + Céj)sk e (3.32)

J s
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que es mucho mds sencilla. Los superindices de la ecuacién anterior denotan la
componente de la matriz Ko a la que estd asociada dicha matriz invariante y los
subindices representan la componente de la matriz de que se trate. De esta forma,
la integracion numérica sobre el volumen del elemento ha sido evitada sin que
la nueva expresién sea menos apropiada para su uso computacional. De hecho,
la evaluacion de la matriz jacobiana haciendo uso de los invariantes reduce el
coste de una de las tareas mas costosas durante la simulacién numérica mediante

integradores implicitos: el cdlculo de la matriz jacobiana.

3.2.3. Energia de deformacion elastica

La energia de deformacién elastica almacenada por el elemento finito se puede
calcular integrando la ecuacién (3.15). Igual que se hizo con la expresién de las
fuerzas elédsticas del elemento, se puede usar la ecuacién (3.27) para sacar fuera de
la integral el vector de coordenadas nodales. Asi, se demuestra que la energia de
deformacion elastica se puede evaluar usando el conjunto de matrices invariantes

como sigue:

1 1
U, = ZeTK2 (e)e+ 5eTK1e + Uo (3.33)

Para el caso de elementos viga tridimensionales de Yakoub, la constante Uy en el
caso de usar elementos viga tridimensionales tiene la siguiente expresion:
9N+ 6G

Ut = — Ve (3.34)

donde V; es el volumen del elemento en la configuracién de referencia. Por otro

lado, para elementos viga de dos dimensiones de Omar la expresion es:

A+G

2b _
0 2

Ve (3.35)

Generalmente se prescinde de las constantes cuando se da una expresién de

la energia de deformacién, sin embargo, puesto que se usarad en algunos balances
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de energia, aqui se da el valor de la constante que garantiza que la energia de

deformacién es nula cuando las deformaciones son nulas.

3.2.4. Invariantes de elementos similares

La gran ventaja de los invariantes es el evitar la integracién numérica en cada
evaluacién de las fuerzas elasticas. Sin embargo, si cada elemento tiene un con-
junto de matrices invariantes distinto, se corre el riesgo de tener que almacenar
demasiada informacién durante la fase de pre-proceso, lo cual puede limitar la me-
moria disponible para el resto de tareas a realizar durante la simulacién. Por eso
es interesante estudiar la posibilidad de que varios elementos compartan el mismo
conjunto de invariantes. Con ello se reduciran los célculos de la fase de pre-proceso

y la cantidad de datos a almacenar.

Muy frecuentemente, la discretizacién de un sistema multicuerpo flexible me-
diante elementos finitos da lugar a un elevado nimero de elementos con propieda-
des geométricas y mecédnicas similares. Imaginese, por ejemplo, el caso de una viga
recta con una orientacién cualquiera que se discretiza en un cierto nimero de ele-
mentos de la misma longitud. Esta claro, pues, que todos esos elementos tendran
las mismas dimensiones y propiedades del material. De igual forma, se lograra un
gran ahorro computacional si se demuestra que todos los elementos comparten el

mismo conjunto de matrices invariantes.

En la figura 3.3 se muestran las configuraciones de referencia de dos elementos
finitos distintos. Ambas configuraciones son paralelas, es decir, se puede pasar de

una a otra mediante una traslacion.
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Figura 3.3: Configuraciones de referencia paralelas.

Matematicamente, la traslacién entre ambas configuraciones de referencia se

expresa como sigue:

e’y =ep+dg (336)

donde €’ y eg son las configuraciones de referencia y dg es el vector que representa
la traslacién en coordenadas nodales y que tiene la siguiente expresién para el caso

de un elemento viga tridimensional:

T
do=| Ar” o7 o7 of Ar” o o" o” (3.37)

De acuerdo con las ecuaciones (3.11) y (3.15), una condicién suficiente para
que dos elementos con configuraciones de referencia distintas tengan la misma
expresion de las fuerzas eldsticas y, por tanto, el mismo conjunto de invariantes, es
que el jacobiano de la transformacién a la configuracion recta sea el mismo para
ambos, es decir, J°g = Jo. Recordando la ecuacién (3.7), es fécil ver que lo anterior

se cumple gracias a que se cumplen las siguientes relaciones:

S.dy=S,dy=S_.dy=0 (3.38)
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Por tanto, en el caso antes mencionado de una viga recta discretizada en ele-
mentos iguales, sélo es necesario calcular y almacenar los invariantes de uno de
ellos. Nétese, que la traslacién no tiene una direcciéon determinada, por lo que, si
se tuvieran otras barras paralelas, discretizadas con elementos similares, también
podrian hacer uso de dicha propiedad.

En el caso de que las configuraciones de referencia estén relacionadas a través
de una rotacién, como se observa en la figura 3.4, si bien la funcién de fuerzas
eldsticas de cada uno tiene una expresién distinta, es posible utilizar el mismo
conjunto de invariantes para ambos elementos como se muestra a continuacion.

Para ver esto, basta pensar que los dos elementos de la figura 3.4 tienen la
misma funcién de fuerzas eldsticas expresada en sistemas de referencia distintos
puesto que cada uno ocupa la misma posicién respecto a su sistema de referencia.
Por lo tanto, si se pueden relacionar los vectores de coordenadas nodales absolutas
respecto a ambos sistemas de referencia de alguna forma, se podran reutilizar los
invariantes calculados para uno de ellos. De hecho, la relaciéon que hay entre los

vectores escritos en ambos sistemas de referencia es una rotacién como sigue:

e’ = Ape (3.39)

donde Aj es una matriz diagonal por bloques, cuyos bloques son ortogonales [62].
Introduciendo el cambio de variable de la ecuacién (3.39), en la expresién de

las fuerzas eldsticas en el sistema girado se obtiene lo siguiente:

K’(e) = ALK’ (e)Ag + AJK’ 1 Ag (3.40)

donde se ha pre-multiplicado el vector de fuerzas elasticas por la matriz de rotacion
para expresarlo en el sistema global no girado. Asi, las matrices que intervienen

en la ecuacién (3.40) tienen las siguientes expresiones:

K’ =K, (3.41)
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(K’ (e)),; = e"AJ CE, Age (3.42)

X

Figura 3.4: Configuraciones de referencia rotadas.

Por tanto, para evaluar las fuerzas elasticas de un elemento cuya configuracion
de referencia se obtiene a través de una rotacién de los sistemas de referencia,
también se pueden reutilizar los invariantes calculados previamente para otro ele-
mento similar. Este hecho, junto con la invarianza respecto a la traslacién de la
configuracion de referencia permite reducir el célculo y la cantidad de datos a

almacenar en la fase de pre-proceso.

3.2.5. Coste computacional derivado del uso de invariantes

El uso de las matrices invariantes en el calculo de las fuerzas elasticas evita
la integracién numeérica en cada evaluacion de éstas, acelerando el proceso. Sin
embargo, requiere un pre-procesado adicional cuyo coste es interesante estudiar.
Es légico pensar que su uso serd conveniente o no, dependiendo del numero de
evaluaciones de funcién necesarias en una cierta simulacion.

En esta seccion se utiliza un problema de pequenas deformaciones cuya solucién

es bien conocida para estudiar el ahorro computacional que implica el uso de las
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matrices invariantes. El problema que se trata consiste en el estudio de la dindmica
de una viga en voladizo sometida a una carga concentrada en su extremo libre y
cuyo valor depende del tiempo. Dicho problema se resuelve usando la formulacion
basada en las matrices invariantes [60] y usando la formulacién original de los
elementos [34]. El ndmero de operaciones aritméticas y el tiempo de CPU se usan
para comparar ambas formulaciones del elemento.

La viga en estudio tiene una seccién cuadrada de 0.1 m de lado y 5 m de
longitud. El material del que estd hecha la viga tiene una densidad de 8145.2
Kg/m? y un médulo de Young de 132 GPa. El médulo de Poisson del material se
considera nulo para evitar el bloqueo del elemento por efecto Poisson siguiendo las
recomendaciones de Sopanen y Mikkola [37, 38].

La carga concentrada aplicada en el extremo libre de la viga en voladizo varia

segun la siguiente expresién:

F ( ﬂ't)
— | 1—cos— t <t
F(t)={ 2 te (3.43)

donde F'es el valor méximo alcanzado en el régimen estacionario, que en este caso
es de 300 N.

Aunque manipulando algebrdicamente el sistema de ecuaciones diferenciales,
las condiciones de contorno podrian eliminarse por ser ecuaciones lineales, en este
caso el sistema se resuelve con las restricciones. Para las integrales de volumen
se ha utilizado una cuadratura de Gauss con cinco puntos de integracién en la
direccién longitudinal del elemento y tres en ambas direcciones de la seccién [63].
Para comparar el coste computacional de ambas formulaciones se variara el niimero
de elementos y el tiempo de simulacién.

El sistema de ecuaciones diferenciales algebrdicas (DAE) se integra usando la
regla trapezoidal [44], que es un integrador implicito de segundo orden. Para ga-
rantizar que se cumplen las restricciones se usa un algoritmo basado en proyeccién

de velocidad y posicién [64]. El uso de un integrador implicito requiere el célcu-
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lo de la matriz jacobiana del sistema de ecuaciones. Puesto que la evaluacién de
la matriz jacobiana sin el uso de las matrices invariantes implica la integracién
numérica sobre el volumen del elemento, se ha utilizado para la integracién de las
ecuaciones obtenidas con ambas formulaciones la matriz jacobiana de las fuerzas
elasticas calculada mediante el uso de los invariantes. De esta forma, las diferencias
que se encuentren entre los resultados de ambas formulaciones son sélo atribuibles
a la evaluacion de las fuerzas eldsticas. Notese que la ventaja del uso de invariantes
seria més evidente si se tuviera que integrar la matriz jacobiana sobre el volumen
del elemento para cada evaluacién de ésta.

El desplazamiento transversal del extremo libre y la frecuencia natural se usan
para validar los resultados obtenidos. Asi, el desplazamiento por flexién del ex-
tremo de la viga bajo la accién de una carga concentrada se escribe, en caso de

pequenas deformaciones, como sigue:

PL3

0L =3F7

(3.44)

Por su parte, la frecuencia natural de flexiéon de una viga en voladizo se escribe

como sigue:

EI

wy = (1.8751)? 3

(3.45)

En un primer anilisis, se simulan 4 segundos con un valor de t. igual a 3.5
s. Las simulacién se lleva a cabo con tres modelos que difieren en el nimero de
elementos y cada modelo se resuelve con y sin matrices invariantes. Para ello se
usa un ordenador Pentium 4, 3.06 GHz con 2 GB de memoria RAM.

La tabla 3.1 muestra una comparacién de los resultados obtenidos con y sin el
uso de invariantes para tres discretizaciones distintas: 2, 5 y 10 elementos. En dicha
tabla ¢ es el valor medio del desplazamiento transversal en régimen estacionario del
extremo libre de la viga en cada modelo y w,, representa la frecuencia a la que vibra
la viga cuando la carga ha alcanzado el valor estacionario. Usando las ecuaciones

(3.44) y (3.45) se obtienen unos valores del desplazamiento transversal de flexién y
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de la frecuencia natural de 0.0114 m y 16.24 rad/s, respectivamente. Como puede
observarse en la tabla, los valores de ¢ y w, coinciden aproximadamente con los
valores obtenidos con las ecuaciones (3.44) y (3.45), si bien muestran una tasa
de convergencia anormalmente baja. El nimero de evaluaciones de la funcién de
fuerzas eldsticas se muestra en la cuarta columna puesto que es un buen indica-
dor del coste de la simulacion. Este valor es constante en los tres casos porque se
ha simulado el mismo tiempo y con el mismo paso de integracién. Légicamente,
cuanto mayor sea el nimero de evaluaciones de la funcién de las fuerzas elasticas
mayor serd la diferencia entre usar o no las matrices invariantes. Las dos ltimas
columnas de la tabla 3.1 muestran el niimero de operaciones aritméticas y el tiem-
po de CPU empleado en cada simulacién. El coste computacional, en el caso de
usar invariantes, se ha dividido en las distintas etapas del andlisis, de forma que
en el preproceso se incluye el coste relativo al calculo de los invariantes y en la
simulacidn, el resto del andlisis. Como se observa en la tabla 3.1, el ahorro en tiem-
po de CPU se hace muy importante cuando el nimero de elementos aumenta. Se
observa como el uso de los invariantes conduce a un considerable ahorro de tiempo
de CPU, asi como de operaciones algebraicas. El ahorro es mayor, en términos

absolutos, cuando el nimero de elementos aumenta.

Para entender mejor los resultados mostrados en la tabla, merece la pena ver
el nimero de operaciones que requiere una unica evaluacién de las fuerzas elasti-
cas. Asi, el coste computacional asociado a la evaluacion de las fuerzas eldsticas
sin usar invariantes es de 9.16-10, mientras que sélo 5.52-10% operaciones se ne-
cesitan cuando se usan las matrices invariantes del elemento finito. Sin embargo,
las 5.52-10* operaciones anteriores no contienen el coste asociado al cilculo de
los propios invariantes. El cédlculo de las matrices invariantes implica un coste
computacional constante e independiente del tiempo de simulacién de 7.45-10% y
el tiempo de CPU requerido en el equipo usado es de 20.13 segundos. Dados los
numeros anteriores, puede esperarse que para un numero de evaluaciones de fun-

cién superior a 80 resulta més conveniente el uso de invariantes, lo cual esta casi
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N©° de d Wn N de Uso de Parte del N de Tiempo de
elementos (cm) (rad/s) evaluaciones invariantes andlisis operaciones CPU (s)
de funcién aritméticas

2 1.07  16.89 301 si Pre-proceso 1.48-109 40.2
simulacién 2.37-108 68.7

completo 1.71-10° 108.9

no completo 7.78-10° 312.4

5 1.13  16.41 301 sf pre-proceso 3.72-10° 100.6
simulacién 1.31.10° 136.4

completo 4.03-10° 237.0

no completo 2.21-1010 910.4

10 1.14 16.28 301 si pre-proceso 7.45-10° 201.3
simulacién 6.82-10° 296.2

completo 1.42-1010 497.5

no completo 5.45.1010 2930.8

Tabla 3.1: Influencia del nimero de elementos.

garantizado en cualquier simulacion.

El beneficio que se obtiene con el uso de matrices invariantes aparece mas
evidente en simulaciones largas donde el numero de evaluaciones de funcion es
muy elevado como se recoge en la tabla 3.2. Los resultados de dicha tabla se
han obtenido con un modelo de cinco elementos variando el tiempo de simulacion
de 10 a 30 segundos como se muestra en la primera columna. En cada caso el
valor de t. es 0.875 veces el tiempo de simulacién. La segunda columna muestra
cémo el nimero de evaluaciones de las fuerzas elasticas aumenta con el tiempo de
simulacién, como consecuencia de usar el mismo paso de integraciéon en todos los
casos. De nuevo, el coste computacional se recoge en las dos ultimas columnas de la
tabla. Como puede verse en la tabla 3.2, el coste del preprocesado se hace cada vez
menos importante con respecto al coste de la simulacién cuando el tiempo simulado
aumenta. De hecho, el preproceso consume el 21.3 por ciento del tiempo de CPU
para la simulaciéon de 10 segundos y sélo el 6 por ciento para una simulacién de

30 segundos.
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Tiempo de N de Uso de Parte del N de Tiempo de
simulacién (s) evaluaciones invariantes andlisis operaciones CPU (s)
de funcién aritméticas
10 754 si pre-proceso 3.72.10° 100.6
simulacién 3.29-10° 372.4
completo 7.01-10° 473.0
no completo 5.53-1010 2466.2
20 1450 si pre-proceso 3.72.10° 100.6
simulacién 6.42-10° 1226.0
completo 1.01-1010 1326.6
no completo 1.07-1011 8446.0
30 2039 si pre-proceso 3.72.10° 100.6
simulacién 9.27-10° 1570.5
completo 1.30-1010 1671.1
no completo 1.54-1011 10424.1

Tabla 3.2: Influencia del tiempo de simulacion.

Como segundo ejemplo, se ha simulado la dindmica de una viga que gira en un
plano, alrededor de un eje que pasa por uno de sus extremos. El efecto de rigidi-
zacion centrifuga que aparece en este problema requiere un tratamiento especial
como es sabido [62, 43, 65, 66]. Una alternativa para resolver este tipo de proble-
mas es el uso de una formulacién que tenga en cuenta no linealidades geométricas,
tales como el acoplamiento entre el comportamiento en flexion y traccién. El uso
de una medida de la tensién basada en el tensor de Green-Lagrange incorpora este

efecto.

La viga objeto de estudio tiene una seccién de 7.299-107° m? de drea y 8.215-10~°
m* de momento de inercia. La longitud de la viga es de 8 metros, la densidad,
2766.67 kg/m?, y el médulo de Young, 68.95 GPa. La viga se hace rotar alrededor

de uno de sus extremos seguin la siguiente ecuacion:
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i ﬁ + s 2t _ 1 t<T.
T.\2 T a2 \ T, .
6(t) = (3.46)

T
W (t—;) t>T,

donde Ty es igual a 15 segundos y w; es igual a 4 rad/s.
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Figura 3.5: Deflexion del extremo libre de la viga.

La viga se ha modelado con diez elementos bidimensionales con tres puntos de
integracién en la seccién y cinco en su eje longitudinal. Al igual que en el ejemplo
anterior se ha usado la regla trapezoidal para la integracion de las ecuaciones del
movimiento.

En la figura 3.5 se muestra la deflexién del extremo libre de la viga medida
con respecto a la tangente a la linea media por el eje de giro. Los resultados
obtenidos muestran un buen acuerdo con los resultados que pueden encontrarse

en la bibliografia [67, 68]. La importancia de este ejemplo reside en el hecho de que
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se realizan 20072 evaluaciones de funcién durante la simulacién. Con este nimero
de evaluaciones de funcién, no existe duda al respecto de las ventajas derivadas
del uso de las matrices invariantes. La energia elastica almacenada por la viga se
muestra en la figura 3.6. Como era de esperar, la energia de deformacién elastica
aumenta y disminuye de la misma forma que la deformacién del elemento. Cuando
la velocidad alcanza el valor estacionario, la viga queda deformada axialmente
como consecuencia de la rotacion y, por tanto, la energia adquiere un valor distinto

de cero.

0,6

0,5

/N
0,3 \
N

/ N

Energia de deformacion elastica (J)

0,0

0,1
00 25 50 75 100 125 150 17,5 200

Tiempo (s)

Figura 3.6: Energia de deformacion elastica de la viga.
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3.3. Modelo de amortiguamiento interno

Entre las causas maés frecuentes de amortiguamiento en sistemas multicuerpo se
encuentra el amortiguamiento interno o histerético. Si bien, la contribucién de este
tipo de amortiguamiento al total de la energia que se disipa suele ser pequena com-
parada con la disipacién que se produce por friccién en las juntas o la interaccion
con un fluido circundante, puede ser importante en determinadas circunstancias.
Entre ellas se pueden citar los sistemas que funcionan en vacio como, por ejemplo,
el SET (Short Electrodynamic Tether) estudiado por Valverde et al. [4]. También
cabe mencionar a los materiales en los que el amortiguamiento interno es espe-
cialmente importante u otras situaciones en las que el amortiguamiento interno
gobierna las ecuaciones del sistema. Por ello, es 1til, en general, y necesario en
ciertas ocasiones, disponer de un modelo de amortiguamiento interno.

Dada la reciente aparicion de la formulacién en coordenadas nodales absolutas,
no hay hasta el momento ningin modelo de amortiguamiento interno. Algunos
autores han introducido modelos de amortiguamiento viscoso proporcional [69, 70]
en la formulacién para algunos elementos en concreto. Takahashi et al. [69], por
ejemplo, utilizan el elemento tipo Euler-Bernouilli de cuatro grados de libertad
por nodo [47]. Al introducir el amortiguamiento se asume que las deformaciones
en el elemento son pequenas, para simplificar la expresién de las fuerzas elasticas y
asi obtener una matriz constante relacionada con la rigidez a flexién. Este modelo
es muy particular y debido a que la matriz de amortiguamiento es proporcional
a la matriz de masa, disipa energia cuando el elemento se mueve como un sélido
rigido.

El amortiguamiento proporcional puede ser una alternativa cuando se tienen
las matrices de masa y rigidez modal del sistema, ya que en ese caso es sencillo
amortiguar unicamente los modos de deformacién y no los de sélido rigido. Sin
embargo, por la propia naturaleza de la formulacién en coordenadas nodales abso-
lutas, esto no es posible puesto que las variables nodales contienen la informacion

relativa al movimiento como sélido rigido y al movimiento por deformacion. Para
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simular convenientemente el amortiguamiento interno, es imprescindible que sélo
haya disipacién cuando haya deformacién, por lo que la medida de deformacién es

una pieza clave del modelo.

3.3.1. Funcién de disipacién

Uno de los procedimientos mas ampliamente utilizados para introducir amorti-
guamiento en un sistema es el desarrollo de una funcién de disipacién de Rayleigh
[71]. Tal funcién permite derivar de forma sistemdtica las fuerzas de amortigua-
miento mediante derivadas parciales con respecto a las velocidades generalizadas.
La idea de la funcién de disipacion aparece clara al evaluar el trabajo virtual rea-
lizado por las fuerzas de amortiguamiento tal y como se muestra a continuacién.
Considérese, por ejemplo, el sistema de masas concentradas de la figura 3.7. En ese
sistema, las masas m; y mo estan conectadas por un muelle y un amortiguador.
Dicho amortiguador representa el amortiguamiento interno del sistema compuesto

por las dos masas.

X

Figura 3.7: Sistema de dos masas concentradas conectadas por muelle y amorti-

guador.

Puede asumirse que las fuerzas de disipacion en cada una de las masas son

proporcionales a la velocidad relativa de separacién de ambas y actiian en la misma
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direccién y sentido contrario que el vector velocidad relativa. En ese caso, las

expresiones de las fuerzas sobre cada masa pueden escribirse:

Fi = —c (i1 — Iy) Fy = —c (i — i) (3.47)

donde F; y Fs son las fuerzas de amortiguamiento sobre las masas my y mao,
respectivamente, y ¢ es la constante de proporcionalidad, que depende del amor-
tiguador. El trabajo virtual realizado por estas fuerzas puede calcularse sumando

el trabajo realizado sobre cada masa:

W = F16r; + Foory = Fy g—;l&]i +F, g—f;éqi => Qibg;  (3.48)
i—1 Odi i=1 1 i=1

donde ¢; (i = 1,2..n) son las coordenadas generalizadas del sistema. La ecuacién
(3.48) puede usarse junto con la siguiente relacién de la Mecanica Analitica:
8rj - 8I‘J
Oq;  0g;

para obtener una expresiéon de la funcién de disipacién de Rayleigh [71]. Asi, las

(3.49)

fuerzas de amortiguamiento generalizadas de la ecuacién (3.48) pueden definirse

como sigue:

B OFy
9q;

donde F, es la funciéon de disipacion, la cual tiene unidades de potencia, y se

Qi= (3.50)

calcula como sigue a continuacién:

1 . .
F;= §C(r1 —1y)? (3.51)

Como se observa en la ecuacién anterior, la funcién de disipaciéon de Rayleigh
es una funcién cuadratica de la velocidad relativa entre las masas. La expresion
de la ecuacién (3.51) sugiere la idea de utilizar la velocidad de deformacién de un

punto material de un sélido deformable para obtener una funcién de disipacién.
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De acuerdo con lo anterior, una posible expresion para la funcién de disipacién de

un so6lido deformable podria ser:

Fy= / ce®dVy (3.52)
2 Jao(@

donde € es derivada temporal de la deformacién de un punto. La ecuacién (3.52)
asume que el movimiento de un punto no produce fuerzas de amortiguamiento en el
resto de puntos del sélido. Sin embargo, no es necesario mantener esta suposicién
vy pueden obtenerse funciones mas generales. Ademds, ¢ podria variar de punto
a punto del sélido. En este trabajo, se usa este procedimiento para desarrollar
una funcién de Rayleigh que permita obtener unas fuerzas internas de disipacién

adecuadas.

3.3.2. Funcion de disipacién y fuerzas disipativas

Los modelos de amortiguamiento para elementos viga o placa en el campo de las
vibraciones suelen basarse en conceptos viscoeldsticos [72]. Tales modelos se han
disenado frecuentemente para estados simples de tensién como flexion, traccién-
compresién o torsién por medio de la inclusién de un factor de disipacion. Asi, por
ejemplo, para un elemento viga, un modelo viscoelastico lineal para las tensiones

normales utiliza la siguiente ecuacién:

oy = FEey + v, Eé, (3.53)

donde o, es la tensién normal en direccién longitudinal, E es el médulo de Young
del material, 7, es el factor de disipacion, €, y €, son la deformaciéon y la veloci-
dad de deformacién en direccién longitudinal, respectivamente. Sin embargo, los
modelos de amortiguamiento basados en relaciones viscoelasticas lineales pueden
generalizarse a estados de tensién multiaxial [73]. Para ello debe tenerse en cuenta
que la respuesta de los materiales ante solicitaciones que produzcan deformaciones

desviadoras o de dilatacién son diferentes y, por tanto, deberian ser distintos los
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factores de disipacién que relacionan las tensiones con las derivadas con respec-
to al tiempo de las deformaciones [74]. El modelo viscoeldstico multiaxial que se
usard en esta seccién considera una relacién equivalente a la ecuacién (3.53) para
las componentes desviadoras y otra para las octaédricas. Ambas relaciones utilizan

dos factores de disipacién distintos

Sij = 2Gdij + 2Gvddij
o = 3Key + 3K€

(3.54)

donde s;; y d;; son los tensores desviadores de tensién y deformacién, respectiva-
mente, G es el modulo de rigidez transversal del material, o;; y ;; son los tensores
octaédricos de tension y deformacién, respectivamente, K es el modulo de rigidez
volumétrica del material y el punto sobre un simbolo implica derivada con respecto
al tiempo. 5 y 74 en la ecuacién (3.54) son los factores de disipacién asociados a
las tensiones de dilatacién y desviadoras, respectivamente.

El tensor desviador de tensiones puede obtenerse derivando la parte de la
energia de deformacion que preserva el volumen con respecto al tensor de defor-
macién de Cauchy-Green como se explica en [75]. Cuando se usa una descripcién
material, como es el caso del modelo de fuerzas internas que se usa aqui, las ex-
presiones de los tensores desviadores y volumétricos son bastante complicadas. Sin
embargo, las grandes deformaciones no suelen ser comunes en la mayoria de las
aplicaciones de la dindmica de sistemas multicuerpo. En tal caso, es razonable
utilizar una descripcién sencilla de las componentes desviadoras de los tensores de

tensién y deformacién como la que se muestra a continuacién:

1
0ij =73 041045 + Sij
1 (3.55)
€ij =3 €ii0ij + dij
El uso de la ecuacién (3.55) confina el modelo al caso de grandes desplazamien-

tos por deformacién pero pequenas deformaciones, lo que es muy comun en apli-

caciones multicuerpo. En caso de que puedan producirse grandes deformaciones,
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serd necesaria la expresion exacta para las componentes desviadora y octaédri-
ca [75, 42]. Sustituyendo las ecuaciones constitutivas (3.54) y la segunda de las
ecuaciones (3.55) en la primera ecuacién (3.55), las componentes del tensor de
tensiones pueden escribirse en funcién de las del tensor de deformaciones y de las

de la derivada temporal del tensor de deformaciones como sigue:

2G
Oij = 2G€ij + (K — ? 5“(5” (356)

2G
) €ii0ij + 2GV4€i5 + (K% - 3%)

parte elastica, O, parte viscosa, O,
donde d;; es la delta de Kronecker. La funcién de disipacién que se estd buscando,
P;, puede calcularse de forma similar a como se calculé la energia eldstica. Asi,
la parte viscosa del tensor de tensiones se multiplica por la derivada con respecto
al tiempo del tensor de deformaciones para obtener una funcién de disipacién por

unidad de volumen cuya estructura es similar a la de la ecuacién (3.52):

1 1
Pi=y [ ovieai=; [ ouiein) (357)
2 Jooo) 2 Ja

Notese que la funcién de disipacién se diferencia de la potencia disipada por las
fuerzas de amortiguamiento en el factor 1/2. Recordando las ecuaciones (3.14),
es sencillo ver que la derivada con respecto al tiempo de las deformaciones puede

escribirse como sigue:

1
cy= 56" (SIS, +878)e  (1j=123) (3.58)

Al sustituir la ecuacién (3.58) dentro de la ecuacién (3.57) se observa que
la potencia disipada es una forma cuadratica con respecto al vector velocidad
generalizado. En la siguiente expresién, la funcién de disipacién de la ecuacién
(3.57) se ha utilizado para obtener las fuerzas de amortiguamiento a través de la

derivada con respecto a €, de acuerdo con la ecuacién (3.50):

Qs=— (%]Zl)T (3.59)
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La expresion correspondiente del vector de fuerzas de amortiguamiento generali-

zado para un elemento flexible arbitrario es:

4G C 0T 0t . Oégst
Qd:—/ (Kvs—kw) <25—:116?1 +2€22€7?2 + 233 £33 +
D0 (Q2)

3 0é 0é 0é
0217 2137 D23’ 4G e
4Gy (28'12%2 25— 4 2p3—2 + <2K’Ys - %) 11 —2

oe oe oe 3 oeé
0T 0essT . e T Oéss’ . Oép T .
+€22 aél +en 823 + €33 aél + €22 823 + €33 822 dVop=—-C(e)e
(3.60)

donde C(e) es una matriz dependiente de las coordenadas nodales.
Después de algunas manipulaciones algebraicas, la matriz de amortiguamiento

adquiere la siguiente expresion:

8Ga > T TQT
C(e):/ (2K75+ ) STS ,ee”STS | +
%m)[ 3 25 ’

a=1

3
2Gya [ Y ) TS see”s” S 5+ ST S see”STS o | + (3.61)

3 3
4
(2}(%— C;”) Y Y sTS.aee’sTS s | | dvy

a=1 =1
Bt

La matriz de amortiguamiento resulta ser una funcién no lineal del vector de
coordenadas nodales con una estructura similar a la de la matriz de rigidez de la
ecuacién (3.24). Al igual que se hizo con las fuerzas eldsticas, se puede encontrar un
procedimiento sisteméatico para factorizar los vectores de coordenadas nodales que
permita agilizar el cdlculo. De esta forma, la complicada expresion de la ecuacion
(3.61) no requiere la integracién sobre el volumen del elemento por cada evaluacién
de las fuerzas de amortiguamiento, ya que las coordenadas nodales pueden sacarse

fuera de la integral con ayuda de la ecuacién (3.27). De hecho, la expresién de una
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componente cualquiera de la matriz de amortiguamiento es una forma cuadratica
de las coordenadas nodales. La matriz de esta forma cuadratica puede integrarse
por adelantado y, una vez hecho esto, la integral sobre el volumen del elemento no
se realiza mas. De esta forma, evaluar las fuerzas de amortiguamiento requiere un

menor nimero de operaciones.

Calculo de los factores de disipaciéon

Hasta este momento, hay dos parametros, los factores de disipacién, vs ¥ V4,
a los que resta asignarles un valor, lo cual se acometera para cada problema en
particular. En la bibliografia relacionada con este tipo de amortiguamiento pueden
encontrarse valores experimentales para estos pardmetros [76]. Sin embargo, no
todos los materiales han sido estudiados experimentalmente y puede que estos
datos no se encuentren facilmente. En ese caso, es posible realizar experimentos
de laboratorio que permitan caracterizar dichos pardmetros [77].

Mientras que la cantidad de energia que se disipa en un ciclo de histéresis es
aproximadamente constante en la practica, la aproximacién viscosa hace que la
energia disipada dependa de la frecuencia de excitacién [72]. Debido a que el mo-
delo empleado simula el amortiguamiento interno mediante un modelo viscoso, los
valores méas adecuados de los pardmetros 7, y 74 variaran con la frecuencias impli-
cadas en el problema. Los valores de estos parametros pueden estimarse mediante
un procedimiento analitico [78]. Dicho procedimiento se basa en el hecho de que
el factor de amortiguamiento critico de un modelo visco-elastico lineal unidimen-

sional como el siguiente:

o= E(e+7é) (3.62)

tiene la siguiente expresién [79]:

[\

e —— (3.63)
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crit eg el valor del factor v que produce un amortiguamiento critico. A partir

donde vy
de la ecuacién (3.63), el valor del factor de amortiguamiento se puede calcular como

una fraccién del amortiguamiento critico

26
L%

(3.64)
Wn,

Tipicamente, los valores de este porcentaje estan por debajo de 0.05 en los
materiales mas comunes.

A diferencia de la relacién de la ecuacion (3.62), el modelo de amortiguamiento
interno que se ha presentado en este capitulo estd basado en una relacion vis-
coelastica multiaxial. Esto ha de tenerse en cuenta a la hora de estimar el valor de
los factores de disipacion. No obstante, también puede usarse la idea de calcular
los factores de disipaciéon como una fraccién del factor critico. De esta forma, para
estimar el valor del factor 74, puede usarse el factor critico bajo unas solicita-
ciones que produzcan dnicamente deformacién tangencial. En el caso de barras,
esto ocurre si se somete la barra a torsién. De acuerdo con el modelo viscoelastico

propuesto en la ecuacién (3.56), el estado tensional de un punto de la barra sujeta

a torsion es el siguiente:

Ogz =Oyy =0, =0y, =0
Ozy =2Gegy + 2GV4E 5y (3.65)
Ozr =2Ge,, + 2GV4E

donde se cumple que

Ogy = —Ogz (366)

Debido a que en la ecuacién (3.65) sélo aparece el factor v,4, parece 16gico calcular
este factor a partir de la frecuencia natural de torsiéon de la barra mediante la
ecuacién (3.63). Como se sabe, las condiciones de contorno influyen en el valor de

las frecuencias naturales de la barra. Por ello, para calcular la frecuencia natural de
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torsion, es importante utilizar unas condiciones de contorno de la barra similares
a las que ésta tiene como parte del sistema multicuerpo del que forma parte. Asi,

el factor 4 puede calcularse como sigue:

_ %

ol
wn

Yd (3.67)

donde w? es la frecuencia natural de torsién méds préxima a la frecuencia a la que
se mueve el sistema.

Por otro lado, para calcular el valor del factor -5, debe utilizarse la frecuencia
natural de la barra en un estado tensional que implique deformaciones volumétri-
cas. Asi, si sélo hay deformaciones longitudinales, como en estados de traccién-
compresion o de flexién pura, el estado tensional, de acuerdo con la ecuacién (3.56),

sera,

4G 2G
Oxax = (K+ 3> Exz T (K — 3) (€yy +5zz)

4vaG 274G
+ (%K + 7;) Ern + (%K - 7; ) €,y +E22) (3.68)

Oyy =02z = Ogy = Oz, =0y, =0

donde o, depende tanto de 5 como de 4. A continuacién, la ecuacién (3.68) se
escribird de forma similar a (3.62), para poder utilizar una expresién del factor de

disipacién similar al de la ecuacién (3.64)

En tal caso, el factor v,, puede calcularse ficilmente de la misma forma que g4,

es decir, como una fraccién £ del factor critico de disipacién

2€

xrx
wn

(3.70)

Yoz =

donde wi? es la frecuencia natural de la barra con unas condiciones de contorno

similares a las que tiene la barra como parte del sistema multicuerpo al que perte-
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nece. Esta frecuencia puede obtenerse del problema de tracciéon-compresién o del
de flexién pura dependiendo de cual de estos modos de deformaciéon predomine.
Una vez que se ha estimado el valor de 7,., el valor de v, puede estimarse como
se explica en lo que sigue.

De acuerdo con la ecuacién (3.68), o, podria escribirse en funcién de e, y
€za S1 se conocen las relaciones entre (€ + €,5) ¥ €20 V €ntre (€yy +€2) V €xa-
Estas relaciones pueden obtenerse a partir de la suma de las expresiones de las

tensiones en las direcciones transversales de la viga

4G 2G
Oyy = 0= (K+ 3) Eyy + (K— 3) (sz +5zz)

e s (3.71)
+ (%K 1 7;) Eyy + (%K - 7;) (Bow + E22)
4 2
Ozz = 0= <K+ f) €zt <K - f) (6II +Eyy)
(3.72)

4vq4G Y\ . 274G\ . .
+<73K+ ’Y; >€zz+<’)/sK_ 'Y; )(gxx+€yy)

En vista de las dos ecuaciones anteriores puede obtenerse una relacién para
(Eyy +e..) en funcién de &,, utilizando la siguiente idea: sea ¢ la deformacién de un
solido bajo un conjunto de cargas aplicadas, que puede considerarse normalmente
una funcién periédica de frecuencia caracteristica w. En tal caso, la deformacién

puede expresarse como [70]

e~ f(wt) (3.73)

luego

e~ wf(wt) ~ we (3.74)

La ecuacién anterior permite escribir las siguientes relaciones:

VE 2 ywe ~ 2558 (3.75)

n
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Debido a que se espera que el sistema opere a frecuencias préximas a la frecuencia
wy v que los valores de £ suelen estar por debajo de 0.05, puede asumirse la
siguiente desigualdad:

E <€ (3.76)

De esta forma, las derivadas con respecto al tiempo de las deformaciones de las
ecuaciones (3.71) y (3.72) pueden considerarse més pequenas que las deformacio-
nes, incluso despreciables frente a ellas. En tal caso, sumando las ecuaciones (3.71)
y (3.72), el factor (ey, + €..) puede expresarse en términos de £,, como

3K —2G

B S 3.77
3K+ G - (3.77)

(eyy +€22) =

Derivando con respecto al tiempo la ecuacién (3.77) se obtiene la siguiente relacién
para las velocidades de deformacion:

3K —2G

T3KTG o (3.78)

(éyy + ézz) =

Sustituyendo las relaciones (3.77) y (3.78) dentro de la expresién de o, dada por
(3.56), se obtiene la siguiente ecuacién:

S IKG . +%+2w 9IKG :
3K+ G 3 3K+G ™

(3.79)

Ahora, comparando las ecuaciones (3.69) y (3.79), se puede identificar la relacién

entre Yz, ¥s ¥ Y4 que se muestra a continuacién:

Vow = Vs + 27d
xrxr 3

(3.80)

De acuerdo con la ecuacién anterior, una vez estimados los valores de v4 a
partir de la frecuencia natural de torsién y 7., a partir de la frecuencia natural de
traccién o de flexién, puede calcularse un valor para . Es importante mencionar
que el procedimiento explicado aqui estd basado en el calculo de unas frecuencias
naturales parecidas a las que tiene el elemento en cuestién como parte del me-
canismo. Nétese que no se pretende realizar un anélisis modal del mecanismo en

cada posicién, puesto que ello conllevaria un procedimiento excesivamente laborio-

so que no concuerda con la estimacién final de los factores de disipacién como una
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fraccién del valor critico. Por el contrario, cada barra se estudia por separado con
condiciones de contorno similares a las que les impone la conexién con el resto del
mecanismo. El procedimiento explicado permite estimar unos valores aproximados

mediante un célculo sencillo.

3.3.3. Evaluacién de las fuerzas de amortiguamiento

Para evaluar de forma sistematica las fuerzas de amortiguamiento se usara el
procedimiento descrito en la seccidon 3.2 para evaluar las fuerzas eldsticas. De
acuerdo con la forma de la matriz de amortiguamiento de la ecuacién (3.61), cada
una de sus componentes puede calcularse como una forma cuadratica del vector
de coordenadas. Por este motivo, se puede comprobar que haciendo uso de la
transformacién representada por las ecuaciones (3.27) y (3.28), cada término de

la matriz de amortiguamiento puede expresarse de la siguiente formas:

(C(e)),, =eTCle (3.81)

)

donde las matrices C* se calculan como sigue:

a=1p=1 (3.82)
Ba
3
(QK% ) 46;)%) >3 (shs.) (s5:8.) || avo
a=1 =1
B#a

Notese que el numero de nodos del elemento no afecta a la expresion de los
invariantes de la ecuacién (3.81) més que en el tamano de las matrices de funciones

de forma. Por tanto, la ecuacién (3.81) puede usarse tanto para elementos tipo
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placa como para elementos tipo viga sin mas que utilizar la matriz de funciones
de forma correspondiente. Ademds, al igual que ocurre con los invariantes de las
fuerzas eléasticas, los de las fuerzas de amortiguamiento son invariantes respecto a
traslaciones o rotaciones de la configuracion de referencia. Esta propiedad, permite
reducir el cdlculo cuando se tienen muchos elementos con geometria y propiedades
mecanicas semejantes, caso que es bastante frecuente.

Como se ha dicho, las matrices invariantes se obtienen integrando sobre el
volumen del elemento en la fase de pre-proceso y son almacenadas para evaluar
las fuerzas de amortiguamiento durante la fase de simulaciéon. La estructura de
estas matrices permite, ademads, que la informacion necesaria se almacene de forma
sistemdtica. En la ecuacién (3.61), puede verse que la matriz de amortiguamiento es
simétrica, por lo que sélo se necesitan almacenar los invariantes correspondientes
a la diagonal y al tridngulo superior o inferior de la matriz. Ademds, dada la
estructura de bloques de la matriz de funciones de forma, cada bloque 3x3 de la
matriz de amortiguamiento tiene asociado un invariante cuyos bloques 3x3 tienen
un unico valor asociado. Asi, los invariantes de las fuerzas de amortiguamiento,
junto con los de las fuerzas eldsticas y la matriz de masa, conforman el conjunto

de datos que hay que calcular durante la etapa de pre-proceso.

3.3.4. Calculo de la matriz jacobiana de las fuerzas de amor-

tiguamiento

Las ecuaciones a que da lugar la formulacién en coordenadas nodales abso-
lutas suelen ser rigidas y, por este motivo, es conveniente el uso de integradores
implicitos. Sugiyama y Shabana [48] han estudiado el comportamiento de distin-
tos integradores numéricos implicitos y explicitos en varios modelos simulados con
ANCEF. El coste computacional de los distintos métodos aconseja el uso de inte-
gradores implicitos en la mayoria de los casos cuando se usa ANCF. Por tanto,
el célculo eficiente de la matriz jacobiana de las fuerzas de amortiguamiento es

importante. Esta matriz puede calcularse de forma numérica mediante diferencias
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finitas. Sin embargo, la derivacién numérica supone un enorme esfuerzo pues re-
quiere un elevado numero de evaluaciones de funcién, tanto mayor cuanto mayor
sea el nimero de grados de libertad del sistema. Es siempre més conveniente de-
rivar analiticamente si es posible. Al igual que ocurre con las fuerzas elasticas, la
matriz jacobiana de las fuerzas de amortiguamiento se calcula facilmente mediante
el uso de los invariantes desarrollados en la seccién 3.3.3.

Las fuerzas de amortiguamiento dependen tanto de las coordenadas nodales
como de las velocidades nodales, debido al uso de un conjunto de coordenadas
inerciales. Por esta razon, las derivadas con respecto a las coordenadas y velocida-
des nodales son necesarias para evaluar la matriz jacobiana de las ecuaciones del
movimiento del sistema. Usando la sencilla estructura de los invariantes descrita
en la seccién 3.3.3, las derivadas parciales con respecto a las coordenadas nodales

pueden evaluarse sin necesidad de integrar sobre el volumen del elemento

an _ T s 17 ij .
<ae) = em (ol + Cil ) &5 (3.83)

j=1m=1

donde Cfgk es la componente en la fila m y columna %k de la matriz invariante
correspondiente al elemento ij de la matriz de amortiguamiento C(e) y N, es el
nimero de coordenadas nodales absolutas. Por otro lado, las derivadas parciales

con respecto a las velocidades nodales se pueden expresar de la forma:

(C{)Qd> = —el'C*e (3.84)
9e )

El disponer de una expresion exacta para las derivadas parciales de las fuerzas
de amortiguamiento es una importante cualidad de esta formulacién puesto que
simplifica la evaluacién de la matriz jacobiana de las ecuaciones del movimiento.
De hecho, el célculo de la matriz jacobiana es una de las tareas numéricamente
mas costosas cuando se usa un método de integracién implicito. Ademas, la deri-

vacién numérica puede ocasionar errores numeéricos y, con ello, disminuir la tasa

de convergencia del procedimiento iterativo.



3.3 Modelo de amortiguamiento interno 97

La funcién de disipacién en el modelo de amortiguamiento interno propuesto

puede evaluarse a partir de los invariantes como sigue:

Py= 5éTC(e)e (3.85)

3.3.5. Conservacion de la energia en movimientos de sélido
rigido

Los sistemas multicuerpo suelen experimentar tanto deformacién como grandes
rotaciones y traslaciones como soélido rigido a la vez. Por tanto, es fundamental para
cualquier modelo de amortiguamiento interno no disipar energia cuando el sistema
se mueve como un soélido rigido. Para ello, es necesario separar el movimiento por
deformacion del movimiento como sélido rigido.

Como puede deducirse al observar la ecuacién (3.60), el modelo propuesto
produciré fuerzas de amortiguamiento nulas si las derivadas con respecto al tiempo
de las componentes del tensor de deformacién son todas nulas. Ademads, cuando
se usa como medida no lineal de deformacion el tensor de Green-Lagrange, las
derivadas temporales de dicho tensor son siempre cero para movimientos de sélido
rigido. Para demostrar este hecho, supéngase que la posicién global de un punto
arbitrario del sélido durante un movimiento de sélido rigido puede escribirse como

sigue:

r=R+ Ax (3.86)

donde R es la posicion global de un punto del sélido, A es una matriz ortogonal de
rotacién que relaciona el sistema local del sélido con el global y x es la posicién del
punto en el sistema local del sélido. De acuerdo con la ecuacién (3.86), el gradiente
de deformacién puede expresarse como sigue a continuacién:

_Or  Or [81‘0

-1
-_ = | — e -1
= e = 3x} AA; (3.87)
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donde A es la matriz constante de rotacion correspondiente a la configuracién de
referencia. De la ecuacién (3.87), la derivada temporal del tensor de deformacién

de Green-Lagrange puede expresarse como sigue:

&= %(.']TJ +373) = %AgT (A"A+ATA) A (3.88)

Dado que la matriz de rotacién es una matriz ortogonal, se tiene que:

ATA =1 (3.89)

A continuacién, derivando ambos lados de la ecuacién anterior con respecto al

tiempo se obtiene lo siguiente:

ATA+ATA=0 (3.90)

que coincide con el término entre paréntesis en el lado derecho de la ecuacién (3.88).
Asi, € se anula para movimientos de sélido rigido. Por tanto, el requerimiento de
no disipar energia en movimientos de sélido rigido se cumple automaticamente
cuando se usa la relacién no lineal deformacién-desplazamiento de Green-Lagrange
para evaluar las derivadas con respecto al tiempo del tensor de deformacién. Algo
que era previsible, ya que, en la formulacién, los términos de disipacién se han
asociado a las deformaciones. Teniendo en cuenta que el movimiento de sélido

rigido no produce deformacién, no debe producir disipacion.

3.3.6. Uso del modelo de amortiguamiento

Para demostrar el uso del modelo de amortiguamiento propuesto, se resolveran
dos problemas en los que el hecho de no disipar energia en movimientos de sélido
rigido queda comprobado. En la figura 3.8 se muestra un esquema del problema
que se resuelve en primer lugar. Este consiste en una viga inicialmente en reposo
y en posicién vertical que se somete a la accién de una fuerza concentrada en su

punto medio y que se mantiene constante durante un segundo, tiempo tras el cual
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se elimina. Este problema también lo resolvieron Takahashi et al. [69], aunque
con otras propiedades mecanicas de la viga, para mostrar el uso de su modelo de

amortiguamiento proporcional.

F (N)

2000

1 t(s)

Figura 3.8: Esquema de la viga sujeta a traslacion.

La longitud de la viga se supuso 8 m, mientras que el area de su seccién recta
y el momento de inercia de la seccién se consideraron 0.0307 m? y 7.854-107° m?,
respectivamente. La densidad del material se consideré 7860 kg/m3 y el médulo
de Young, 2.10 GPa. Siguiendo las recomendaciones dadas por Sopanen y Mikko-
la [37], el m6dulo de Poisson se consider6 nulo para evitar el bloqueo por efecto
Poisson de los elementos usados. La viga, inicialmente recta, se discretizé usan-
do 8 elementos bidimensionales [33]. La posicién de la viga en el instante inicial
coincidia con el eje de ordenadas representado en la figura 3.8. Los coeficientes
de amortiguamiento se estimaron a partir de las frecuencias naturales de flexion
y torsién de una viga con los extremos libres siguiendo el procedimiento descrito

anteriormente en la seccion 3.3.2. Asi, se tomaron unos valores de v, y 74 de 0.016

y 0.00038, respectivamente, basados en una relaciéon de amortiguamiento igual a
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Figura 3.9: Desplazamiento relativo de un extremo respecto al centro.

0.05.

La figura 3.9 muestra el desplazamiento en X relativo de uno de los extremos
respecto al centro de la viga como medida de la deformacién que sufre ésta. Como
se observa en dicha figura, la deformacion alcanza un valor maximo durante el
tiempo en el cual la carga se aplica. Después de retirar la carga, el desplazamiento
por deformacién disminuye debido a la disipacion causada por el amortiguamiento
interno. Usando el método del decremento logaritmico sobre los resultados de la
figura 3.9 para estimar el valor del factor de amortiguamiento, se obtiene un valor

de ¢ igual a 0.0503, que es bastante cercano al 0.05 supuesto.

La velocidad del punto medio de la viga se muestra en la figura 3.10 junto con
la velocidad que tendria el centro de gravedad de la misma viga si fuera rigida. La
figura muestra cémo la velocidad del punto medio de la viga flexible tiende a la

del centro de gravedad de la viga rigida. Esto es debido a que el momento lineal
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se conserva en ausencia de fuerzas externas y las de amortiguamiento son fuerzas
internas. Por tanto, esta grafica demuestra que el modelo de amortiguamiento no

disipa energia del movimiento como sdélido rigido.

v_Viga flexible
-v_Vigarigida .

=
~
T

Velocidad lineal (m/s)

&
o
1

o
[

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Tiempo (s)

Figura 3.10: Velocidad del punto medio de la viga.

Finalmente, la figura 3.11 muestra la evolucién con el tiempo de las energias
elastica y cinética de la viga flexible. Mientras la carga actia sobre la viga, la suma
de las energias eldstica y cinética aumenta. Sin embargo, una vez que se retira la
fuerza concentrada, la suma de ambas energias empieza a decrecer debido a la
disipacién interna. En la figura se puede ver que cuando la energia de deformacién
eldstica ha sido completamente disipada, la suma de las energia cinética y elastica
se mantiene constante. Esto quiere decir que cuando sélo queda un movimiento
de sélido rigido en la viga, no hay mas disipacién interna y, como consecuencia, la

energia cinética tiende a una horizontal.
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Figura 3.11: Balance de energia en la viga.
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Figura 3.12: Influencia del factor de amortiguamiento.
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La influencia de factor de amortiguamiento £ se muestra en la figura 3.12. A
medida que el factor de amortiguamiento aumenta, el sistema resulta mas amorti-

guado y la frecuencia de vibracién de la viga, que depende de este factor, decrece.

Figura 3.13: Viga rotando alrededor de un eje perpendicular.

En el ejemplo anterior se demostré que el modelo de amortiguamiento interno
presentado no disipa energia cuando el sélido flexible en cuestion se traslada sin
deformarse. A continuacién se muestra otro ejemplo en el que se comprueba que
tampoco se disipa energia cuando rota sin deformarse. El ejemplo consiste en una
viga que gira alrededor de un eje perpendicular a ella, como se muestra en la figura
3.13. Las propiedades geométricas y mecdnicas de la viga son idénticas a las del
ejemplo anterior. El extremo por el que pasa el eje de giro estd unido al sistema
de referencia fijo por un par de revolucion. Los pardmetros s y 74 se calculan a
partir de las frecuencias de torsién y flexién de la viga siguiendo el procedimiento

propuesto en la seccién 3.3.2 para un factor de amortiguamiento, £, igual a 0.05.

En el extremo articulado de la viga se aplica un momento de 5000 Nm que
se mantiene constante durante dos segundos desde el instante inicial. La figura
3.14 muestra el desplazamiento transversal del extremo libre de la viga (J en la
figura 3.14) respecto a un eje tangente por el extremo articulado de la viga. Como
puede observarse en dicha figura, la amplitud de las oscilaciones empieza a decrecer

cuando el momento externo desaparece.
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Deflexion del extremo libre ¢ (m)
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Figura 3.14: Deflexion del extremo libre de la viga.

Para comprobar que la rotacién de la viga como sélido rigido no puede amor-
tiguarse con el modelo propuesto, se resolverd un modelo formado por una viga
rigida con las mismas propiedades geométricas y la misma densidad de masa. En
este ejemplo se usan las coordenadas y velocidades nodales para calcular la velo-
cidad de rotacién del extremo libre de la viga. Asi, el dngulo 6 de la figura 3.13 se

puede escribir en funcién de las coordenadas nodales como sigue:

0 =tan~'2 (3.91)
1

donde r1 y 7o son las coordenadas globales de posicién del nodo. De la ecuacién
(3.91) se obtiene que la derivada con respecto al tiempo de la coordenada angular

0 puede expresarse como a continuacién:

7;27“1 — 7'"17“2

3.92
7’% + r% ( )

La figura 3.15 muestra la variacién de la derivada con respecto al tiempo de la

coordenada angular, 6, del extremo libre de la viga flexible junto con la velocidad
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angular de rotacion de la viga rigida. Como se observa en la figura, la velocidad an-
gular de la viga aumenta linealmente mientras el momento se aplica sobre la viga.
Cuando el momento desaparece, la velocidad angular de la viga rigida permanece
constante. La derivada con respecto al tiempo del dngulo # exhibe un compor-
tamiento similar pero acompanado de fluctuaciones debidas a la flexibilidad de
la viga. Estas fluctuaciones son amortiguadas y 6 tiende al valor de la velocidad

angular de la viga rigida debido a que ahora la viga flexible gira sin deformarse.

0,35 r T T r .
0,30
0,25
0,20
0.15F .
0,10 | Barra flexible |
0.05 |- S Barra rigida |
0,00 i
-0,05 4

Velocidad de giro del extremo (rad/s)

_0’10 1 1 1 1 1
0,0 2,5 5,0 7,5 10,0 12,5 15,0
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Figura 3.15: Velocidad de giro del extremo libre de la viga.

Finalmente, la figura 3.16 muestra la evolucién temporal de las energias cinética
y de deformacion elastica de la viga flexible. Como en el ejemplo anterior, la energia
elastica se disipa hasta que la deformacién desaparece. Después de algun tiempo, la
energia cinética tiende a un valor constante que corresponde al valor de la energia
cinética de la viga rigida sujeta a una velocidad de rotacién constante. En otras
palabras, la viga gira sin deformarse alrededor del eje perpendicular sin disipar

energia de ningun tipo.
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Figura 3.16: Evolucién de las energias cinética y elastica.



Capitulo 4

Sistemas rigido-flexibles

En muchos sistemas multicuerpo, la rigidez de algunos componentes es tan al-
ta que estos pueden ser modelados como sélidos rigidos. En tal caso, el niimero
de variables necesarias es menor que para modelar sélidos flexibles, por lo que
esta consideraciéon resulta muy conveniente. Cémo se anticipé en el capitulo 2,
en esta tesis los sélidos rigidos seran modelados mediante el uso de coordenadas
naturales, mientras que los flexibles se modelan mediante coordenadas nodales ab-
solutas. Ambas formulaciones fueron brevemente presentadas en dicho capitulo.
Se explico entonces que las variables usadas por ambas formulaciones son esencial-
mente la misma cosa, es decir, ambas formulaciones usan vectores de posicién y

vectores asociados a puntos.

El presente capitulo contiene una formulacién para sistemas rigido-flexibles
construida en base a las similitudes conceptuales entre las formulaciones en coor-
denadas naturales y nodales absolutas. En la seccién 4.1 se describen las variables
usadas tanto en la formulacién en coordenadas naturales como en la formulacién
en coordenadas nodales absolutas. Dicha secciéon permite concluir que las varia-
bles de ambas formulaciones tienen una interpretacion geométrica muy parecida.

Gracias a este parecido, en la seccién 4.2 se explica, a través de un mecanismo

107
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rigido-flexible sencillo, un procedimiento por el cual pueden reducirse el nimero
de coordenadas y de restricciones de este sistema. A continuacién, este procedi-
miento se presenta de forma mas general en la seccién 4.3, explicando con maés
detalle la nomenclatura que usa el procedimiento en el caso de un mecanismo
genérico. La seccion 4.4 se dedica al estudio detallado de los pares cinematicos
mas comunes en sistemas rigido-flexibles. En esta seccién, se presentan las ecua-
ciones de restriccién y la matriz jacobiana que se obtienen cuando la formulacién
propuesta se usa para modelar diversos pares cineméticos. Por 1ltimo, la secciéon
4.6 presenta algunos pares que permiten el deslizamiento relativo a lo largo de

trayectorias flexibles o curvas cuya formulacién es complicada.

4.1. Interpretacion geométrica de las coordena-

das naturales y nodales absolutas

En el capitulo 2 se presentaron los conceptos basicos de las formulaciones en
coordenadas naturales y nodales absolutas. Entonces se vio que la formulacion
en coordenadas naturales utiliza un conjunto de coordenadas compuesto por los
vectores de posicion de ciertos puntos, denominados puntos bésicos, y algunos
vectores asociados a dichos puntos basicos. Si el niimero de puntos bésicos es
suficiente (dos en sélidos con movimiento plano y cuatro en sélidos con movimiento
espacial), pueden no utilizarse vectores asociados a los puntos bésicos. En general,
un punto béasico podré tener a lo sumo tres vectores asociados. Dado el caracter
rigido del solido, estos vectores pueden considerarse “anclados” en el sélido, lo cual
se traduce en las ecuaciones de restriccién (2.11), (2.27) y (2.28) que mantienen el
médulo y orientacién relativa constante.

En la figura 4.1 se representa el vector de posicién r¥ del punto bésico A,

k

perteneciente a un posible sélido rigido, k, y los vectores u*, vF y w* asociados a

dicho punto. Asi, como se explicé en el capitulo 2, la posicién de un punto arbitrario

del sélido rigido puede expresarse como combinacién lineal de los vectores r¥, u®,
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v v wF. Es importante recordar que tanto el vector de posicién r]jl7 como los

k

vectores u”, vF y w¥ estén definidos en el sistema global inercial XY Z.

En la figura 4.1 se representa también un nodo de un posible sélido flexible. El

conjunto de coordenadas del nodo m del elemento j del sélido flexible ¢ se compone

del vector de posicién del nodo, r*’™, y de las pendientes asociadas al nodo, r';™,

r™ y r'J™. Estos vectores, denominados pendientes, representan las derivadas
parciales del vector de posicién con respecto a las coordenadas locales del elemento,
x, Yy z, como se explicé en la seccién 2.4. De esta forma, las pendientes no son
mas que vectores definidos en el sistema global inercial con la caracteristica de que
sus componentes definen la variaciéon de la posicién del nodo con respecto a las

coordenadas locales del elemento finito. De acuerdo con las definiciones anteriores,

k k

puede comprobarse la gran similitud que guardan los vectores u®, v¥ y w* con los

1jm  Liim iJm
vectores r'J™, r'J™ y r'J™ de la figura 4.1.

A i ‘ rtf/'m nodo ijm

i
k k Wy
W y

ijm

. r ) ri/m

punto basico A

\ 4

X,

Figura 4.1: Coordenadas naturales de un punto basico y coordenadas nodales ab-

solutas de un nodo.

Aparte de la diferencia conceptual entre los vectores asociados al punto basico

y las pendientes del nodo, existe una diferencia formal: el médulo y la orientacion

k

relativa de los vectores u”, v¥ y w¥ no pueden cambiar, mientras que los de los
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vectores rfgm, rfgm y rfgm, si. No sélo pueden cambiar sino que deben hacerlo para
describir la deformacién del sélido. Esta diferencia formal entre ambos conjuntos de
vectores se traduce en que hay ecuaciones de restricciones asociadas a los vectores
u®, vF y w* y no las habré, en general, asociadas a rfg{m, rzm y rfgm, salvo que se
quiera impedir la deformacién del sélido flexible. No obstante, el tratamiento de
unas coordenadas y de otras es el mismo, independientemente de las restricciones

que se incluyan en el sistema de ecuaciones diferenciales algebraicas que define el

movimiento del sistema.

4.2. Coordenadas que pueden compartir varios séli-

dos

La idea de compartir las coordenadas naturales entre sdlidos rigidos supone
una reduccién muy significativa del nimero total de coordenadas y de ecuaciones
de restriccién. Este planteamiento ha sido usado con éxito por Garcia de Jalon y
colaboradores [13]. Por otro lado, siempre existe la posibilidad de eliminar las res-
tricciones de tipo lineal, puesto que éstas permiten expresar un numero de coorde-
nadas igual al nimero de restricciones lineales en funcién del resto de coordenadas
del sistema. Una vez despejadas estas coordenadas, su expresion puede sustituirse
en el sistema de ecuaciones diferenciales algebraicas, quedando éste expresado en
funcién del resto de coordenadas y sin restricciones lineales.

Estrictamente hablando, tanto compartir las coordenadas como eliminar res-
tricciones lineales son una misma cosa, puesto que al compartir coordenadas se
estan eliminando implicitamente las restricciones lineales que definen que un pun-
to pertenece a dos sélidos, o, mejor dicho, que dos puntos de dos sélidos distintos
ocupan siempre la misma posicién. Sin embargo, compartir las coordenadas puede
hacerse de manera directa en la fase de definicién del modelo. Para ello sélo hay
que establecer adecuadamente la conectividad de los sélidos teniendo en cuenta

que varios sélidos pueden usar un mismo punto para describir su posicion. Como
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se verda a continuacion, esto lleva a un proceso de ensamblaje de las matrices y
vectores del sistema idéntico al usado en el método de elementos finitos.

En la figura 4.2 se representa un sistema multicuerpo con movimiento plano
compuesto por tres solidos, los sélidos rigidos 1 y 2, conectados por una barra flexi-
ble, el sélido flexible 1, mediante pares de revolucién. De acuerdo con lo explicado
en el capitulo 2 respecto a las formulaciones en coordenadas naturales y nodales
absolutas, en caso de que el movimiento sea plano, cada sélido rigido puede des-
cribirse mediante los vectores de posicién de, al menos, dos puntos basicos, r¥ y
r’g. La barra flexible, en caso de usar, por ejemplo, el elemento de Omar [33], re-
quiere un vector de posicién por cada nodo, r™, y dos pendientes por cada nodo,
r’J™ y r'™. Suponiendo que en la figura 4.2 la barra flexible se modela con un
s6lo elemento, se requerirfan 10 magnitudes vectoriales para definir el movimiento
de los tres sélidos, es decir, 20 coordenadas si el movimiento es plano. Ademas,
habria que incluir dos ecuaciones vectoriales de restricciones asociadas a los pares

de revolucion.

punto bdsico B’ nodo 111

solido flexible 1

nodo 112

solido
rigido 1

s 2
punto basico A

Figura 4.2: Sistema rigido-flexible.

Sin embargo, el nimero de coordenadas que realmente se necesitan es cierta-
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mente menor. Para demostrar este hecho, previo a la construccion de las matrices
y vectores del sistema, se definen los nodos y puntos bésicos del sistema como se
muestra en la figura 4.2. En dicha figura, el punto bésico B! del sélido rigido 1 se
hace coincidir con el nodo 1 del elemento 1 del sélido flexible 1, llamando al punto
que ocupan ambos, punto 2. Lo mismo se hace con el punto 3, que representa a la
vez al nodo 2 del elemento 1 del sélido flexible 1 y al punto bésico B? del sélido
rigido 2. Con ello se consigue que el nimero de magnitudes vectoriales utilizadas
sea de 8, lo que hace un total de 16 coordenadas si el movimiento es plano. En este
caso, las restricciones asociadas a los pares de revoluciéon no se necesitan puesto
que las ligaduras impuestas por ambos pares se definen implicitamente.

De acuerdo con la nomenclatura definida en la figura 4.2, el vector de coorde-
nadas que define el movimiento del sélido es ahora el siguiente:

T
T T T T T T T T
q= [ rl r2 u2 v2 r3 ud v3 rt } (4.1)

Notese que se ha utilizado intencionadamente un nombre genérico para designar
las pendientes asociadas a los nodos del elemento flexible. Ello se hace para resaltar
que dichos vectores, las pendientes, son vectores similares a los utilizados para
definir los sélidos rigidos. Para obtener los vectores de coordenadas de cada sélido
se utilizaran matrices booleanas de conectividad, de la misma forma que en el
método de elementos finitos. Asi, el sélido rigido 1, tiene el siguiente vector de

coordenadas naturales:

d' =Blq (4.2)

donde d! es el vector de coordenadas naturales del sélido rigido 1, que, de acuerdo

con lo explicado en la seccién 2.3.1, tiene la siguiente forma:

d' = [ rkT r}gT }T (4.3)

La matriz de conectividad se escribe
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L I, 0 000 0 00O
B, = (4.4)
0 I, 0 00O O 0O
siendo I la matriz identidad de tamano 2 y 0, un bloque de ceros de tamano 2.

De igual forma, el vector de coordenadas naturales del sdlido rigido 2, se obtiene

de la siguiente forma:

d®> = BZq (4.5)
donde d? tiene la siguiente forma:
T
a?=[ 3" w7 (4.6)

Por otro lado, la matriz de conectividad asociada al sélido rigido 2 tiene la siguiente

expresion:

iy 0000O0TUO0O0 L W
" 0000TI 0O O '

Por 1ltimo, el vector de coordenadas nodales del elemento finito 1 del sélido
flexible 1, que conecta los dos sélidos rigidos, se obtiene a través de su matriz de

conectividad como sigue:

ell = B}lq (4.8)

donde:

T
11 T T T T T T
el = [ e T panT e el e (4.9)
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0L 00 00 0O
0 0L 0 0 0 0O
4 |00 0L 0o o0 00
Bl = (4.10)
00 0 0L 0 00
00 00 01 00
00 00 0 0TILO

Las ecuaciones (4.2), (4.5) y (4.8) permiten obtener la energia cinética del

sistema de forma similar a como se hace en el método de elementos finitos:

T :%leMidl + %dQTMEdQ + %éuTMilé“ - %qTBiTMiB,{q )
n %QTBiTMfoq n %qTB}lTMélB}lq

donde M?! es la matriz de masa del elemento finito definida en la seccién 2.4.2,
M! y M2 son matrices de masa similares a la del sélido rigido definida en la
seccion 2.3.1. De esta forma, se observa que la matriz de masa del sistema puede
ensamblarse de forma similar a como se hace en el método de elementos finitos:

2
M= B M!BF 4+ B M!'BY (4.12)

k=1
El vector de fuerzas generalizadas se ensambla siguiendo el mismo procedi-

miento:

2
Q=Y BqQf+BI Q) (4.13)
j=1

siendo Qf el vector de fuerzas generalizadas aplicadas sobre el sélido rigido k,
Q;l el vector de fuerzas generalizadas aplicadas sobre el elemento finito 1 del
solido flexible 1 que incluira el vector de fuerzas elasticas y Q, el vector de fuerzas
generalizadas del sistema.

Tras el desarrollo anterior el sistema de la figura 4.2 queda descrito por el

vector de coordenadas de la ecuacién (4.1) sin necesidad de anadir al sistema
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de ecuaciones diferenciales las restricciones asociadas a los pares de revolucién.
Sin embargo, el sistema anterior debe resolverse con las restricciones de distancia
constante propias de los sélidos rigidos. Dichas restricciones son las siguientes para

el sistema de la figura 4.2:

(v —rh)" (ch —xh) = (Lhp)’
(% —x%)" (e —xh) = (Lhp)’

Las restricciones de la ecuacién (4.14), pueden escribirse de forma matricial

(4.14)

con la ayuda de la ecuacién (2.12) y las ecuaciones que expresan la conectividad,

(4.2), (4.5) y (4.8), como se muestra a continuacién:

I, -1
a'B" | 77 | Bla=(I4)
I, I
- : (4.15)
I, -1
q'B2" * 7 | Bla= (L)
1, I

Por todo lo dicho anteriormente, las coordenadas se compartiran en la etapa
de definiciéon del modelo, es decir, antes de construir el sistema de ecuaciones
diferenciales. Las ecuaciones lineales, si las hubiera, se eliminaran posteriormente,

esto es, después de ensamblar las matrices y vectores del sistema.

4.3. Definicion de la nomenclatura empleada

En la seccion anterior se ha utilizado un ejemplo bidimensional sencillo para
explicar el proceso por el cual se comparten las coordenadas de ciertos puntos y
vectores. En esta seccién se pretende definir con claridad y generalidad la nomen-
clatura que se va a usar para definir el vector de coordenadas del sistema. Una
vez definido este vector, pueden ensamblarse las matrices y vectores del sistema

compartiendo algunas coordenadas a través del uso de matrices de conectividad.
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El proceso de numeracién de los puntos de interés y los vectores asociados a
cada punto es muy importante. Este puede hacerse a la vez que se van introdu-
ciendo los sélidos en el modelo del sistema. En general, en un sistema multicuerpo
tendremos un conjunto de puntos de interés que pueden tener hasta dos vecto-
res asociados, en aplicaciones con movimiento plano, o hasta tres, en aplicaciones
tridimensionales. Estos puntos de interés se corresponden con los puntos bésicos
de la formulacién en coordenadas naturales o con los nodos en la formulaciéon en
coordenadas nodales absolutas. Consideremos en adelante, para mayor generali-
dad, que tratamos con un sistema multicuerpo con movimiento tridimensional. Asi,
un punto de interés, por ejemplo el punto p, puede tener alguno de los siguientes

conjuntos de vectores asociados:

rP

r?, u?

)

(4.16)

r? u?, vP

r?, uP, vP wP
donde r? es el vector de posicion del punto de interés p y u?, vP y wP son vectores
asociados a dicho punto p. Cuando el punto de interés corresponde a un nodo de
un elemento flexible siempre tiene asociado el ultimo de los cuatro conjuntos de
vectores que se muestran en la ecuacién (4.16). Sin embargo, si el punto de interés
se corresponde con un punto béasico de un sélido rigido, cualquiera de las cuatro
posibilidades puede presentarse. De esta forma, un posible vector de coordenadas

del sistema tendrd la forma siguiente:

T
1T AT 2T 2T  _oT ~NT N, T

T T
q= r u ... T u A% . P u VNP WNP

(4.17)
donde IV, es el ntimero de puntos de interés. Como se explicé en la seccién anterior,
para cada so6lido ha de construirse una matriz booleana de conectividad, de forma

que para cada sdlido se tiene lo siguiente:
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d" = Bfq (4.18)

T

en el caso de sélido rigido k, o

e’ =Bjq (4.19)

para el elemento finito j del sélido flexible i. Asi, de forma similar a como se
explicé en la seccién anterior, la energia cinética del sistema puede calcularse de

la siguiente formas:

N, Ny N;
1.kT -k 1 .. 1
T:§ ~-d MFd § § —e"TMY e = ZgTMe 4.20
k:12 T +i:1j:1 2e ee 2q q ( )

donde N, es el nimero de sélidos rigidos, Ny es el nimero de sélidos flexibles,
N; es el numero de elementos del sélido flexible 7 y M es la matriz de masa del
sistema. Notese que Méj y Ml,f son las matrices de masa de un elemento finito y de
un sélido rigido que se definieron en el capitulo 2. La matriz de masa del sistema

se obtiene de la siguiente forma:

N, Ny N;
M=Y B MBE+Y Y BY MYBY (4.21)
k=1 i=1 j=1

Por otro lado, el vector de fuerzas generalizado del sistema ha de obtenerse de

la misma forma que la matriz de masa:

N, Ny N;
T i i
0-3"Bal+3 3 By ) az)
k=1 i=1 j=1

El vector de coordenadas del sistema puede, sin embargo, reducirse mas si, en
caso de haberlas, se desean eliminar las restricciones lineales del sistema. Pero esto
serd, como se ha dicho antes, posterior al ensamblaje de las matrices y vectores

del sistema y serd tratado en la siguiente seccién.
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4.4. Eliminacién de las restricciones lineales

Las restricciones lineales de cualquier sistema multicuerpo pueden eliminarse de
forma sencilla siguiendo cualquiera de los procedimientos utilizados para eliminar
ecuaciones de restriccién, como el método de Wehage [19]. Asi, el conjunto de
ecuaciones de restricciones puede separarse en dos subconjuntos: el de ecuaciones

lineales, C', y el de ecuaciones no lineales, cn,

Cl(q,t
C(at) = @h | _, (4.23)
C™ (a,1)
Para un desplazamiento virtual en las coordenadas del sistema, las restricciones

lineales dan lugar a la siguiente ecuacién:

Ci,,,0q; + Cl, 6q;; =0 (4.24)

donde q;,; es un vector que contiene un conjunto de coordenadas que son lineal-
mente dependientes de las demds y q;;, un vector que contienen el resto de coor-
denadas. Nétese que las coordenadas q;; no son independientes puesto que estdn
relacionadas unas con otras a través de las ecuaciones no lineales de restriccion,
cn! (q,t). Ademas, los coeficientes de las matrices Cfm y Cilld Unicamente pueden
ser funcion del tiempo ya que las restricciones C! son lineales en las coordenadas
del sistema. De esta forma, el vector de coordenadas del sistema puede escribirse

como a continuacién se muestra:

q .
q=| " (4.25)
diq
Si todas las ecuaciones lineales de restriccién son independientes, Cflld debe

ser una matriz cuadrada y no singular, por lo que puede escribirse la siguiente

relacién:

-1
Sy = — (clqld) Cl, bay, (4.26)
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Con ayuda de la ecuacién (4.26), las coordenadas del sistema pueden escribirse

en funcién de q;; como sigue:

I
5q = Bléq;, = 1 6qy; (4.27)
1 l
- ()

qiq q;
donde B! es una matriz de transformacién de coeficientes constantes o dependientes
del tiempo. De forma similar a lo realizado para los desplazamientos virtuales,
derivando las restricciones lineales con respecto al tiempo se obtienen las siguientes

ecuaciones para las velocidades y aceleraciones:

0
q=B'q, + LN (4.28)
- (qud) c!
0
q= Bldli + l 1 . l . . (429)
o (qud) (Qth”qli + 2thldqld + Ctt)

donde Ci es la derivada parcial con respecto al tiempo del vector de restricciones
lineales. Nétese que la ecuacién (4.28) debe usarse en la (4.29), para que as{ queden
las aceleraciones q expresadas en funcién de q;; y q;;.

Es muy frecuente que las ecuaciones lineales de restriccion se deban a pares
cinemaéticos cuya definicién no incluye dependencia con el tiempo. Este es el ca-
so, por ejemplo, de un par esférico, como se verd mas adelante. En tal caso, las

ecuaciones (4.28) y (4.29) se reducen a las siguientes:

q=B'g, (4.30)

i = B'q; (4.31)

Con la ayuda de la transformacion de coordenadas definida en esta seccidn,
pueden eliminarse definitivamente las ecuaciones lineales del sistema de ecuaciones.

Para ello, las ecuaciones (4.30) y (4.31) se sustituyen en la (2.4) como sigue:
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1T L. 1T ~T 1T .
B MB'g,; +B C,A=B" f(q,q,?)
(4.32)
Cnl (qli7 t) =0
En la ecuacién (4.32), el vector de fuerzas generalizadas se ha dejado en funcién
del vector de coordenadas para hacer énfasis en un hecho hasta el momento no
mencionado: se requiere expresar el propio vector de coordenadas en funcién de

q;;- Puesto que las ecuaciones son lineales, es ficil entender que la relacién que se

requiere es idéntica a la ecuacién (4.24) para el vector de coordenadas:

q=B'q, (4.33)

Desarrollando el segundo término de la ecuacién (4.32) se observa cémo real-
mente las ecuaciones lineales de restriccién desaparecen al introducir la transforma-
cion de coordenadas presentada en esta seccion. Para ver esto, la matriz jacobiana

de las ecuaciones de restriccién puede escribirse como sigue:

c. c!
Cq=| o0 (4.34)
qu'i qud

. . T .1
A continuacién se desarrolla el producto B! CqT, donde las filas que multipli-
can a los multiplicadores asociados a las restricciones lineales se hacen cero. Por

tanto, el sistema de ecuaciones queda expresado en funcién de las coordenadas q;;.

T
0

ci - o (cl )7101

Qa A4 qi;

T T
B''Cy" = (CqB') = (4.35)

Aunque este procedimiento es siempre valido, en casos en los que el sistema
multicuerpo contiene numerosas ecuaciones de restriccién puede ser complicado
seleccionar un conjunto de coordenadas linealmente independientes. Ademads, en
tal caso, realizar la inversa de Cg,, puede requerir un nimero muy elevado de
operaciones. Por este motivo, puede ser practico definir una metodologia que per-

mita de forma sistematica la eliminacién de las restricciones lineales. Esto es lo
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que se hace en la siguiente seccion, definiendo un criterio para eliminar las res-
tricciones lineales de forma secuencial, que garantiza que siempre son linealmente
independientes. Ademas, la transformacién de coordenadas no requiere el calculo
de C

Qa-

4.4.1. Reduccion secuencial de los vectores de coordenadas

y de restricciones

El vector de coordenadas del sistema estd compuesto por una serie de vectores
cuyo tamafno depende del movimiento del sistema multicuerpo. El vector de coor-
denadas se compone de vectores de tamano dos si el movimiento es plano, o de
tamano tres si el movimiento es espacial. En cualquiera de los casos, el vector de

coordenadas puede escribirse de la siguiente forma:

T
q:[qff a; .. qgcv (4.36)

donde NCV representa el nimero de coordenadas vectoriales y q, representa un
vector de tamano dos o tamano tres, segin que el movimiento sea plano o espacial.
Se ha preferido, por simplicidad, utilizar q, para designar indistintamente a r, o
a cualquiera de los vectores u,, v, 0 w,,, para explicar el procedimiento mediante
el cual se eliminan las coordenadas.

En general el sistema de ecuaciones diferenciales algebraicas contendra un total
de NRL restricciones lineales, entendiendo que se trata de ecuaciones vectoriales
cuya dimensién es la misma que la de los q,. En esta seccién se explica cémo se
eliminan las restricciones lineales de forma secuencial en un nimero de pasos igual
al nimero de ecuaciones vectoriales lineales de restriccion, NRL. Cada uno de
estos pasos consiste en una modificacién de las matrices y vectores del sistema y
una posterior renumeracién de las componentes del vector de coordenadas. En el

caso bidimensional estas restricciones pueden escribirse de la siguiente forma:

qs3 = T837slqsl =+ TS3732q52 (437)
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donde g5 son las coordenadas de un vector que puede escribirse como combinacién
lineal de las coordenadas de otros dos vectores q,; v q,9. Esta ecuaciéon permite

escribir el siguiente cambio de variable:

q; I o 0 q;
0 I
qsl qsl
qs2 = qs2
I
A3 0 -+ Tge -+ Tge - 0 -~ 0 0
I
| Anev i 0 "._ L Anvev |
(4.38)

donde los subindices s1, s2 y s3 representan las posiciones de los vectores implica-
dos en la ecuacidn lineal de restriccién de la ecuacién (4.37). Nétese que el vector
s3 se va a eliminar en funcién de sl y s2. La ecuacién (4.38) puede escribirse de

forma m&s compacta como sigue:

q" "' = Tgaqg (4.39)

donde el superindice k se refiere, esta vez, a la restriccién que se pretende eliminar,
de forma que cuando se estd eliminando la restriccién & = 1, q° es el vector
de coordenadas inicial, justo después de compartir las coordenadas y, por tanto,
esta compuesto de NCV vectores. Durante la eliminacién de la restricciéon vectorial

k=1 como qf contienen un niimero de NC'V — (k — 1) vectores. Por su

k, tanto q
parte, la matriz Tg es una matriz cuadrada con una columna de bloques nulos, la
columna s3, y bloques identidad en todas las posiciones de la diagonal excepto una,

la s3. La fila s3 de bloques contiene los bloques T3 51 v Ts3,52 en las columnas
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s1 y s2, respectivamente. Por otro lado, g es un vector de coordenadas idéntico
a q*~!, excepto en la componente q.; que ha sido substituida por un vector de

ceros del mismo tamaifo.

La matriz de transformacién de la ecuacién (4.39) puede introducirse en las
ecuaciones del movimiento del sistema para escribirlas en términos del vector qf
en lugar de g*~!. Ello implica premultiplicar por TIS para obtener la siguiente

ecuacion diferencial:

T - . T 1T\ k— T p_
Ty MFITEGE+TE CE A =T Q!
(4.40)
ol (qlg,t) =0

donde no se ha incluido en las ecuaciones de restriccién, la restriccion que se
estd eliminando. Por este motivo, C* contiene las NRL — k que quedan por elimi-
nar. Como se demuestra la ecuacién (4.35), el producto Tlg TCZ_lT permite elimi-
nar los multiplicadores de Lagrange, A, asociados a la restriccién que se estd elimi-
nando. Ademaés, debido a la columna de bloques nulos de la matriz T’g , la nueva
matriz jacobiana de las restricciones, que resulta del producto TSTCg_lT tiene

una fila de bloques nulos, la fila s3.

Habida cuenta de la expresién de esta matriz, las multiplicaciones por Tlg
implican muchos productos por bloques nulos, que no se realizan en la préctica.

Asi, el producto:

M} = TE MA-ITk (4.41)

implica sélo algunas operaciones entre bloques que se detallaran a continuacion.
Nétese que la matriz Mﬁ contiene una fila y una columna de bloques nulos, concre-
tamente, la fila s3 y la columna s3. A continuacién se calculan los demas bloques

de la matriz M’g pertenecientes a las filas s1 y s2 y columnas sl y s2:
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Mgi,sl = Mk_li,s1+Mk_1i,s3Ts3,s1

(i=1...(NCV —(k—-1)), i # sl, s2, s3)
Mlgi,s2 = M"Y oMY BT 0

(i=1...(NCV —(k—-1)), i # sl, s2, s3)
Mgsl,j = Mk_lsl,j+T33,sle_ls3,j

(j=1...(NCV —(k—-1)), j # sl, s2, s3)
Mgs27j = Mk_lszj-&-TZ&Ssz_lS&j

(j=1...(NCV —(k—1)), j # sl, s2, s3)

a los que hay que anadir los cuatro bloques siguientes:

M§51,51 :Mk_lsl,sl + Mk_lsl,sSTSB,sl
+ Tg,sle7153,31 + ngvsleils&sBTsS,sl

M§s17s2 =M""1 0 + MFT 3T 00
+ TsT3,,s1Mk_183,s2 + TZ3,S1Mk_1ss,33T53752

Mlgsz,ﬂ :Mk_lsZ,sl + Mk_ls2,33T53,sl
+ Tg,SQMk7153,31 + ngstMkils&sBTsS,sl
M§s27s2 =M""1 o0 + MFT ) 3T 00

T k-1 T k-1
+ T3 oM™ 300 + Ty oM™ g3 3T3 2

y el resto de componentes de la siguiente forma:

M(]g” = Mk_li,j st 4,7 # sl, s2, 83

Mg, ;=0 si i=53 o j=s3

(4.42)

(4.43)

(4.44)

Una vez efectuados los productos por la matriz Tg7 el sistema de ecuaciones

diferenciales que se mostré en la ecuacién (4.40) puede ahora escribirse de la si-

guiente forma:
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Mg+ Tg Ch N = Qf )
ck (qlg,t) =0

T 1
donde ng representa el producto Tlg Qk_l.

El sistema de ecuaciones anterior tiene las siguientes caracteristicas:

1. Debido a que la matriz T’é, tiene una columna de bloques nulos, la ecuacién
vectorial s3 es nula. Esto es, tanto la matriz ME, como la nueva matriz
. . T 1T
jacobiana, que resulta del producto T’g CZ 17 como el nuevo vector de

fuerzas generalizado QIS, tienen bloques nulos en la fila s3.

T T
2. El producto T’g szl tiene una columna de bloques nulos que multiplica

a los multiplicadores asociados a la restriccion que se esta eliminando.

A continuacién, la eliminacién de la ecuacién de restriccion se completa con un
reordenamiento de los vectores y matrices. La ecuacién diferencial s3 ha quedado
reducida a cero por lo que puede quitarse del sistema de ecuaciones. Esto se consi-
gue eliminando la fila s3 en la matriz de masa, la nueva matriz jacobiana y el nuevo
vector de fuerzas generalizadas. Ademés, el vector de coordenadas qf contiene un

vector de ceros que debe eliminarse. Este proceso se resume como sigue:

1. La matriz de masa M tiene la fila s3 y la columna s3 de bloques nulos.
A partir de esta matriz se construye la matriz M eliminando la fila y la
columna de bloques nulos y renumerando de forma consecutiva los bloques

de la matriz.

2. El vector de aceleraciones ('1'1’8 tiene un vector de ceros en la posicion s3. El
nuevo vector de aceleraciones se construye eliminando dicho vector nulo y,
de nuevo, numerando de forma consecutiva los vectores de que se compone

el nuevo G~.
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T T
3. El producto T’g Cgfl da lugar a la nueva matriz jacobiana de las restric-
ciones, Cg, que se obtiene eliminando la fila de bloques s3 y la columna de

bloques nulos debida a la eliminacién de las restriccion.

4. El nuevo vector de multiplicadores de Lagrange, )\k, se obtiene eliminando

-1 T . . es VAR TI
en A* 71 los multiplicadores asociados a la restriccién que se estd eliminando.

5. El vector de fuerzas generalizadas Qk se obtiene eliminando en QIS el vector

nulo que esta en la posicién s3.

Después de los cambios anteriores, el sistema ya puede escribirse de la siguiente

forma:

kak kT yk k
M*q"+C4 A" =Q
(4.46)
Cc* (d",t)=0

El sistema de la ecuacién (4.46) ya estd preparado para eliminar la siguiente

ecuacion vectorial lineal de restriccion.
El desarrollo anterior vale igualmente para el caso tridimensional con la salve-
dad de que los vectores de los que se compone el vector de coordenadas tienen un
tamafio mayor. Ademas, las restricciones lineales, como se verd en las secciones

sucesivas, tienen la siguiente forma:

qss = Ts5,slq31 + T35752q52 + T35,s3qs3 + T85,S4qs4 (447)

donde g5 son las coordenadas de un vector que puede escribirse como combinacién
lineal de las coordenadas de otros cuatro vectores q.;, Qg9, Qg3 Y Qga-

La ecuacién anterior es similar a la (4.37) y se usard para construir la corres-
pondiente matriz Tj. La nueva matriz es similar a la que aparece en la ecuacién
(4.38), pero con los cuatro bloques anteriores en la fila s5, en lugar de los dos de

aquella ecuacién. El resto de caracteristicas de la matriz de transformacién son
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idénticas a las de la ecuacién (4.38). Nétese que, en este caso, el vector q,5 se
elimina en funcién de q,;, 449, g3 ¥ Asa-

En las proximas secciones se describe como se obtienen las ecuaciones de res-
triccién de los pares cinematicos mas comunes. Entonces se verd que muchos de

estos pares dan lugar a ecuaciones lineales que pueden ser eliminadas.

4.5. Ecuaciones asociadas a los pares cinematicos
mas comunes

En la presente seccién se describen los pares cinematicos més frecuentemente
usados en sistemas multicuerpo. En todos los casos se considerara que uno de los
sélidos es rigido y el otro, flexible. La formulacién de pares cinematicos entre solidos
de la misma naturaleza puede encontrarse en la bibliograffa [13, 80]. Cuando las
ecuaciones de restriccion sean lineales, estds se expresaran en la forma que aparece
en las ecuaciones (4.37) y (4.47) para aplicaciones con movimiento plano y espacial,
respectivamente.

Para cada uno de los pares cineméticos que se citan a continuacién se obtendran
las ecuaciones vectoriales de restriccion asociadas al par y la expresion de la matriz
jacobiana de dicha restriccion. De forma que, para un determinado par cinematico

que conecta dos sélidos, se obtendra una ecuacién vectorial del tipo:

c"(q,t)=0 (4.48)
donde r indica el numero de la restriccién. El vector ¢” tendra una dimensién,
n,, igual al nimero de grados de libertad restringidos. Por otro lado, la matriz
jacobiana de la restriccién anterior se representara de la siguiente forma:

oc”

donde Ha es una matriz de dimensiones n, X n., siendo n. el nimero total de

coordenadas del sistema. De esta forma, el vector de restricciones del sistema de
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la ecuacién (4.23) se construye a partir de los vectores de la ecuacién (4.48) como

sigue:

T
C=|c" " ... NBVT | =0 (4.50)

donde NRV es el nimero de restricciones vectoriales. De igual forma, la matriz

jacobiana de las restricciones puede construirse a partir de las Hg como sigue:

H,
Hy
Cq=| (4.51)

NRV
Hq

Lo que resta de este capitulo se dedica al calculo de la expresién de ¢” y de
Ha para cada par cinematico. En cada caso se considerara que el movimiento es
tridimensional por su mayor riqueza. Sin embargo, en aquellos pares en los que
tenga sentido una particularizaciéon al caso bidimensional, ésta se incluird como

una subseccién.

4.5.1. Definiciéon de un triedro ortogonal

La formulacion de algunas de las restricciones que siguen a continuacién requie-
re el uso de un sistema de referencia local. De esta forma, la orientacién relativa
entre dos sélidos rigidos puede expresarse en funcién de la orientacién de sus trie-
dros locales, lo cual puede ser necesario, por ejemplo, en pares que permiten la
rotacién alrededor de ciertos ejes. Asi, para definir algunas de las restricciones
asociadas a pares cineméticos de deslizamiento se necesita hacer uso de ciertos
vectores. Tales son, por ejemplo, los vectores que definen el eje de un par de revo-
lucién o la direccién de deslizamiento de un par prismatico o cilindrico. A menudo
resulta mas facil expresar dichos vectores en un sistema de referencia local asociado
al sélido o al propio par cinemético. En el caso de un sélido rigido, el sistema local

formado por los vectores u® y v¥ para sélidos con movimiento plano (figura 2.1)
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k vk y wF para sélidos con movimiento espacial (figura 2.2),

y por los vectores u
puede usarse perfectamente para definir la orientacién de un vector cualquiera.
Sin embargo, en el caso de una barra flexible, la definicién de un triedro ortogonal
requiere un célculo mas elaborado.

En el caso de elementos viga flexibles modelados con coordenadas absolutas,
se puede recurrir a distintos sistemas de referencia. Una posibilidad que ha sido
usada con éxito es la de definir un sistema de referencia con un vector tangente
a la linea central de la viga [80]. Este triedro sera referido en este trabajo como
triedro tangente. Usando este sistema de referencia dos de los vectores resultan
perpendiculares a la linea media, por lo que, si hay deformacién por cortante, no
estaran contenidos en la seccién transversal de la viga. El uso de este triedro trae
como consecuencia inmediata el hecho de que, en los extremos de un elemento viga
con deformacién por cortante, el triedro no es perpendicular a la seccién. Esto da
lugar a una interpretacion poco clara de las condiciones de conexién entre sélidos.
Por este motivo, en este estudio se ha preferido utilizar un triedro tal que dos de
sus vectores estdn contenidos en la seccién recta de la viga [80]. De esta forma, el
triedro asi definido se diferenciara del triedro tangente cuando haya deformaciones
debidas al cortante, como se muestra en la figura 4.3. En esta figura se observa que
el vector perpendicular a la seccién transversal, t, difiere, en un estado arbitrario
de deformacion, del vector tangente a la linea media del elemento, t. El triedro

anterior sera referido en adelante como triedro de la seccion transversal.

Figura 4.3: Triedro de la seccién transversal.

Dos de los vectores que definen el triedro se obtienen tras aplicar el procedi-
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miento de ortogonalizacién de Gram-Schmidt a las derivadas parciales con respecto
a los parametros transversales y y z, que estan contenidos en la seccién recta del
elemento [34]. Uno de los vectores unitarios puede escogerse a lo largo de la direc-
cién definida por la derivada parcial con respecto al parametro transversal y como

se muestra a continuacion:

(4.52)

donde

n, = ry (453)

Para obtener el segundo vector contenido en la secciéon transversal, se aplica
el proceso de Gram-Schmidt, como se ha dicho antes, a los vectores n, y r .. Asi,
de igual forma que como se hizo con el vector unitario ng, el vector unitario b se

obtiene como sigue:

b,
b, = — (4.54)
[[bs |l
siendo esta vez
b,=r, — (r:‘gns) n, (4.55)

Con los vectores anteriores puede definirse un vector perpendicular a la seccién

transversal mediante el producto vectorial de ng y bg:

ts = ns Ab, = i;by = —byn, (4.56)

En la ecuacién (4.56), ns y b, representan dos matrices antisimétricas formadas

con las componentes de ng y by de la siguiente forma:
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0 —MNs3 Nso 0 —bss bso
n, = Ns3 0 —TNsy BS = bs3 0 —bsy (4.57)
—MNs2 Ns1 0 —bso bs1 0

La expresion anterior ofrece ciertas ventajas a la hora de evaluar derivadas
de un producto de vectores, como se vera més adelante. Con los tres vectores
anteriores puede formarse la matriz de transformacién que expresa la orientacién

del triedro de la seccién recta en el sistema global como se muestra a continuacién.

A = [ ts ng b (4.58)

Para obtener la matriz jacobiana de las restricciones, a menudo se necesitan las
derivadas con respecto al vector de coordenadas, de los vectores que componen el
triedro ortogonal de la seccién transversal. Asi, puede comprobarse que la derivada

del vector ng con respecto al vector de coordenadas es la siguiente:

on, 1 n.nl \ On,
i A | . : 4.59
dq  [|n]| < ﬁSTﬁS> 0q (459)

donde q es el vector de coordenadas del sistema que aparece en la ecuacién (4.17).

La derivada anterior requiere la evaluacién de 0n,/0q. Esta derivada, sin embargo,
es sencilla de evaluar usando la ecuacién (4.53), la funcién de forma del elemento

y la matriz de conectividad presentada en la ecuacién (4.19):
on, 9 (SZB?q)
9q  0q

donde se asume que el triedro pertenece al elemento j del sélido flexible i. De

=S7BY (4.60)

forma similar, la derivada con respecto a q del vector by de la ecuacién (4.54)

tiene la siguiente expresion:

~ AT ~
ob, _ 1 (I_ l?ST , ) b, (461)
da byl b, b,/ 9d
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En este caso, la derivada Oby /0q es algo més complicada debido a la expresién de

b, (ecuacién (4.55)):

365 B ong
oq dq

donde falta por evaluar la derivada Jr ,/dq, lo cual puede hacerse de forma idéntica

(I - nSnT) 581”(; — (rz;nsI + nSrT) (4.62)

s 2

a como se hizo con la derivada Or,/0q en la ecuacién (4.60). Por dltimo, la

derivada del vector ts puede calcularse de la siguiente forma:

8t8—ﬁ%—t~) ong
oq  "oq °oq

donde se ha hecho uso de la expresién del producto vectorial de la ecuacién (4.56).

(4.63)

En elementos bidimensionales parametrizados como superficies, el triedro de la
seccion recta tiene un eje perpendicular al plano de movimiento, el definido por
b,. Los otros dos vectores pueden obtenerse de forma sencilla como se indica a

continuacion. El vector unitario ng puede escribirse:

ng
n,= —— (4.64)
[0 ]
donde
Ny =r, (4.65)

Las expresiones anteriores son idénticas a las (4.52) y (4.53) con la tnica diferencia
de la dimensién de los vectores. Por su parte, el vector perpendicular a la seccion

recta puede obtenerse de la siguiente forma:

t, = —In, (4.66)

Siendo I es la matriz definida en la ecuacién (2.9) del capitulo 2.
Las derivadas con respecto al vector de coordenadas, requeridas para el calculo

de la matriz jacobiana, se calculan de forma similar a como se hizo en la ecuacién

(4.59).
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Por otro lado, para elementos bidimensionales tipo Euler-Bernoulli parametri-
zados como una linea, dado que la seccidn recta se mantiene perpendicular a la
linea media del elemento, el triedro tangente y el triedro de la seccién son idénticos.

En este caso, el vector tangente puede obtenerse a través de la siguiente ecuacion:

t, = — (4.67)

donde t, = r ; y el vector perpendicular ng = its.

En el caso de un sélido rigido, también deben obtenerse las derivadas de los
vectores que definen el sistema local de referencia. Las expresiones de estas deri-
vadas dependen de las magnitudes usadas para describir el sélido. Si, por ejemplo,
se usan cuatro puntos basicos, las derivadas requeridas pueden obtenerse directa-

mente de las ecuaciones (2.22) como sigue:

+

ou® k (81‘% 81‘%) ok ((’91"3 81";) ok (Or% B 81’{2)
2 3

oq N oq dq 9q  Oq dq dq
vk ork,  ork ork,  ork ork  ork
OVt g (kL OTAY | gy (Bl DAY | g (Oh DAY (g
oq oq oq oq 0q 0q doq
owk (o ork w [(OrE  ork (o, orh
Br-yonit § N l-wenlilir-wlll B nio 00 Wil e R0 Sl
dq dq  Oq dq  dq dq  Oq

donde a?, ﬁj’? y 'y]’? (j = 1,2, 3) se definieron en la seccién 2.3.2 del capitulo 2. Nétese
que las derivadas 9r¥, /0q, 0r%, /0q, Ok, /0q y Or%, /0q son matrices booleanas cuya

definicién es sencilla.

4.5.2. Unidn rigida entre sélidos

Cuando los sélidos son rigidos, la unién rigida entre ellos impide el despla-
zamiento y el giro relativo entre los puntos de ambos sélidos. Ello se consigue
restringiendo seis grados de libertad entre ambos sélidos. Sin embargo, cuando
uno de los sélidos es flexible, esta situacién no se produce puesto que los puntos
del sélido flexible se mueven unos respecto a otros. En tal caso, las condiciones de

conexion entre ambos solidos han de analizarse con detalle.
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nodo ijm

solido flexible

i

solido rigido k

Figura 4.4: Unién rigida.

Una posible conexién rigida puede consistir en impedir que la seccién transver-
sal extrema del elemento viga pueda desplazarse o girar respecto al sélido rigido al
que el elemento estd conectado. El desplazamiento puede impedirse si se impone

que las coordenadas de dos puntos de ambos sélidos son iguales:

rim k=0 (4.69)
donde 1™ es el vector de posicién del nodo ijm y r% es el vector de posicién del
punto P del sélido rigido k. Sin embargo, la restriccién de la ecuacién (4.69) puede
no ser necesaria si el punto P es uno de los puntos basicos del sélido k pues, en
ese caso, las coordenadas del punto pueden compartirse usando el procedimiento
descrito en la seccién 4.3.

Si el sélido k tiene suficientes puntos basicos, la restriccién de la ecuacién
(4.69) da lugar a una ecuacién vectorial lineal. Para ello, pueden expresarse las
coordenadas del punto P en funcién de las coordenadas de los puntos basicos
del sélido k& por medio de la ecuaciones (2.20) y (2.22). Asi, si el sélido rigido
estd descrito por cuatro puntos bésicos, recordando la ecuacién (2.25), la ecuacién
(4.69) puede escribirse de la misma forma que la ecuacién (4.47):

M = e Mk eheh 4 eshrk )bk (4.70)
donde 1%, ek, 3k y c4® son los coeficientes que aparecen en la ecuacién (2.26)
particularizados para el punto P del sélido rigido k. De acuerdo con el desarrollo de
la seccién 4.4.1, la ecuacién (4.70) es idéntica a la ecuacién (4.47) con las siguientes

definiciones:
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Qs5 = rm k
. Ts561 =c1pl
qs1 = T4

Tos,52 = C2pl
=t (471)
Tys.03 = c3l

_ .k
Q53 =I'c k
& T55,54 = CZJLPI
ds4 =Tp

Con la ecuacién (4.70) se pretende eliminar las coordenadas correspondientes
al vector de posicion del nodo ijm, aunque se podia haber decidido eliminar cual-
quiera de los vectores del sélido rigido. Resulta, sin embargo, mas comodo eliminar
las coordenadas del vector de posicion del nodo, puesto que de esta manera no hay

que reformular las restricciones asociadas al sélido rigido.

Ademés de restringir el desplazamiento relativo es necesario restringir la orien-
tacién relativa del triedro de la seccion transversal y del sistema de referencia
local del sdlido rigido. Para ello, es suficiente con mantener constantes los angulos
formados por tres pares de vectores de los dos triedros. Estos angulos se definen
en la figura 4.5. El angulo formado por dos vectores puede calcularse mediante
el producto escalar de vectores. Asi pues, las restricciones que garantizan que la
orientacién de ambos sistemas de referencia es fija se escriben, de acuerdo con la

figura 4.5, como sigue:

tqumTuk —cosy =0
n?’”Tv}€ —cosy, =0 (4.72)

.o
b7™ " wh — cosy, =0

donde todos los vectores son unitarios, por lo que no aparecen los médulos de los

vectores en las ecuaciones anteriores.
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Vo

Figura 4.5: Angulos formados por los triedros de la seccién y del sélido rigido.

La matriz jacobiana de las restricciones en el caso de que se compartan las coor-
denadas del punto comun estd compuesta por las derivadas de las tres ecuaciones

(4.72) como sigue:

ot AT
Hy = | nim’ o i o™ (4.73)
b mT 66—";)6 - %
donde las derivadas de los vectores que definen los triedros de la seccién transversal,

tim %™ y bY"™ vy del sélido rigido, u*, v¥ y w*, se calcularon en la seccién
4.5.1. En el caso de que el punto comun no haya sido considerado un punto basico
y se deba incluir la restriccién vectorial lineal asociada, la matriz jacobiana de las

restricciones incluird la derivada de la restriccién (4.70):

; k K k k
OrtIm r r r r
%q - ’:[“5:5,31[‘)*I:‘1 - Ts5732£ - Ts5,33£ - ’:[“5:5,343*51
gigmT out kT ™
s 0q oq
H, - ] a (4.74)
imT ovk | (kT ong
ng oq oq
iim k T obiim
igm* Ow k s
b ¥ +w o

A continuacién se explica como bajo algunas circunstancias especiales, es posi-
ble obtener un gran beneficio del uso de las formulaciones en coordenadas naturales

y nodales absolutas. Un ejemplo muy significativo es el caso de una unién rigida
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en la que los vectores del nodo del elemento viga tienen restringido su médulo y su

orientacién relativa. En ese caso, el vector de posicién, r'?™ y los tres vectores del

nodo, r*™, r"J™ y r*J™ pueden compartirse para describir el sélido rigido. Esta
T

circunstancia permite eliminar un gran niimero de coordenadas. Sin embargo, el

hecho de que los vectores r”m ” m

y r” ™ del nodo tengan su médulo y su orien-
tacién relativa restringida limita las posibilidades de deformacién del elemento
[80], por lo que su uso puede modificar significativamente su comportamiento. Las

restricciones propias del sélido rigido en un caso tal se traducen en las siguientes:

ym| 1jm gm __
’r’m = cte ry ry =cte
ijm ijmT ijm 4.75
’r = cte r r = cte ( . )
»Y , T \Z
|rijm — cte rijmTrijm — cte
T Y z

Si se prefiere permitir la deformacién por cortante de la seccién final del ele-
mento flexible la situacién anterior no es vélida. En tal caso, pueden compartirse
zgm

’ij 2]m

tnicamente r' y permitir que r’J™ pueda variar en médulo y direccién. En

yr
ese caso, la seccién final no podrd deformarse. Ahora, tres de las seis restricciones

propias del sélido rigido tridimensional son las siguientes:

= cte T
Jm= pigm
Y )z

r = cte (4.76)

= cte

Las otras tres restricciones del sélido rigido tridimensional deben aplicarse sobre

las coordenadas naturales de un punto o un vector de dicho sélido rigido.

Unién rigida en el caso plano

Si el movimiento del sistema es plano, es habitual utilizar las formulaciones bidi-
mensionales en coordenadas naturales y nodales absolutas. En ese caso el niimero
de grados de libertad de un sélido es menor, como ya se explicd, por lo que el
numero de ecuaciones de restriccién asociadas a los pares cinematicos es también

menor.
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elemento ij

nodo ijm

solido rigido k

Figura 4.6: Unién rigida en el caso plano.

En la figura 4.6 se muestra un esquema de una conexién rigida entre un sélido
flexible y un sélido rigido. De acuerdo con lo explicado en el caso espacial, el
desplazamiento puede impedirse compartiendo las coordenadas del punto comun
de ambos sélidos. Si, por el contrario, se desea formular la ecuacién lineal de
restriccion se tiene, de nuevo, la ecuacién (4.69). Esta ecuacién se puede escribir en
la forma dada por la ecuacién (4.37), con la ayuda de las expresiones de los vectores
unitarios del sistema local del sélido rigido (ecuaciones (2.8)) que se describieron

en la seccion 2.3.1:

k k k k

iim x Yp =l & Tp Yr F| .k

pidm — [( _P> _1] ¥ + {1+1} r; (4.77)
Lhe)  Th Lhy'  Ths

De acuerdo con la nomenclatura empleada en la ecuacién (4.37), se pueden iden-

tificar los siguientes términos:

—— k ko
AB AB
a1 =1l gk (4.78)
T2 = 1+ -1
Q52 = I']fa L,]ZB L’j{B

Por otro lado, la rotacién relativa entre la seccién extrema del elemento y

el solido rigido puede impedirse a través del producto escalar de los siguientes
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vectores:

nTu® = cosy (4.79)

donde ng es el vector unitario paralelo a rzm y v es el angulo que forma dicho
vector con uno de los vectores que definen el sistema local de referencia del sélido
rigido k (figura 4.6). Naturalmente, se puede compartir el vector rli,m entre ambos
solidos como se hizo en el caso tridimensional. De nuevo, merece la pena recordar
que al compartir dicho vector su médulo se mantiene constante o, lo que es igual, la
seccién no puede deformarse. Si no se comparten las coordenadas de dicho vector,

otra opcidén es escribir el vector como combinacién lineal de los vectores unitarios

del sistema de referencia local del sélido rigido k£ de la forma siguiente:

igm _ ko k| =k k
" = ut T v (4.80)
donde ﬂ’j’y y ﬁ’f,y son las componentes constantes del vector r’)™ en el sistema
local de referencia del sélido rigido k. Esta ecuacién también puede escribirse en la
forma de la ecuacién (4.37), de acuerdo con la expresién de los vectores unitarios

u* y v¥ de la ecuacién (2.8), de la siguiente manera:

i ok .
— pym ~
Qs3 = I‘,y T — _ T“,y I— Tv,y I
s3,s1
3, E k
Q. = I'k LAB LAB (4 8].)
s1 — T A —k —k .
_ Tuy Moy 3
_ .k T33,32 - Lk 1 + Lk I
Q52 =Tp AB AB

Al igual que si se comparten las coordenadas, la ecuacién lineal (4.80) restringe
implicitamente el médulo de rgm, por lo que la seccién tampoco puede deformarse
en este caso. Esta ecuacién también puede eliminarse siguiendo el procedimiento
descrito en la seccién 4.4.1. La matriz jacobiana de las restricciones en el caso

bidimensional es totalmente similar al caso espacial.
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4.5.3. Par esférico

El par esférico representa el caso més sencillo de conexién entre un sélido rigido
y un sélido flexible. Este par cinematico impide el desplazamiento relativo entre
dos sélidos, permitiendo la rotacién relativa de uno respecto al otro alrededor de
cualquier eje. La situacién mas ventajosa es aquella en la que el punto comun de
los sélidos conectados es un punto bésico del sélido rigido. En este caso, las restric-
ciones asociadas al par cinematico no se necesitan si se comparten las coordenadas
de acuerdo al procedimiento que se presentd en la seccion 4.3. En este caso, por lo

tanto, no hay restricciones asociadas al par cinemético.

solido rigido k

solido flexible

Figura 4.7: Par esférico.

Como se explicd en el caso de la unién rigida, si el punto comin de ambos
sélidos no es un punto bdsico, se debe introducir la ecuacion lineal vectorial de
la ecuacién (4.69). En este caso, la matriz jacobiana de las restricciones tiene la

siguiente forma:

— oriim r¥ rh rf rf
Hq = [ r@q — T‘95"9137¢A;l - r:[‘s5,s23713l - TsS,sSaiz - Ts5,s4£ (482)

Esta restriccion puede eliminarse segin el procedimiento explicado en la seccién

4.4.1.
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Par esférico en el caso plano

Cuando el movimiento es plano, tanto el par de revolucién como el par esférico
se reducen a un mismo tipo de par. Un esquema del par se muestra en la figura
4.8. Este par permite iinicamente la rotacion relativa entre los dos sélidos, por lo

que tiene dos ecuaciones de restriccién asociadas.

nodo ijm

elemento ij

solido rigido k

Figura 4.8: Par de revolucién en el caso plano.

La formulacién de este par consiste en impedir el desplazamiento relativo entre
ambos sélidos. Ello puede hacerse compartiendo las coordenadas del punto comun

o a través de la ecuacién lineal de restriccién (4.77) de la seccién anterior.

4.5.4. Par de revolucién

El par de revolucién que se representa en la figura 4.9 impide el desplazamiento
relativo entre los sélidos conectados, permitiendo la rotacién relativa de un sélido
respecto al otro alrededor de un eje con una direcciéon definida. Al igual que en
el par esférico y la unién rigida, ambos sélidos poseen un punto en comun. Esta
condicion puede satisfacerse si se comparten las coordenadas de dicho punto, es
decir, si el punto se considera punto bésico de uno de los sélidos de acuerdo con el

procedimiento explicado en la seccién 4.3. Sin embargo, si el punto comin no es
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uno de los puntos bésicos del sélido rigido, se debera utilizar, de nuevo, la ecuacién

vectorial lineal de la ecuacién (4.69).

solido flexible

i}

Figura 4.9: Par de revolucion.

Las restricciones asociadas a la rotacién relativa de ambos sélidos dan lugar a
ecuaciones no lineales, como en el caso de la unién rigida. El vector que define la
direccion del eje de rotacion relativa entre los solidos es constante en el sistema de
referencia local del sélido rigido. Por tanto, las restricciones asociadas a este par
pueden obtenerse a través del producto escalar del vector que define el eje de giro,
v, y dos vectores del sélido flexible perpendiculares al eje de giro, vi y vo (figura
4.10). Debido a la flexibilidad de uno de los sélidos, no es posible a priori encontrar
un vector que se mantenga fijo en el sélido flexible: es posible definir un vector
de médulo y direccion constantes en el triedro de la seccidn transversal, pero ello
no implica necesariamente que el vector tenga direccién constante respecto a la
seccion transversal del elemento, puesto que esta puede experimentar deformacion.
El vector que define la direccion del eje de giro puede expresarse con la ayuda del
sistema de referencia de la seccién recta, asi como otros vectores necesarios para

formular la ecuacion de restriccién.
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nodo ijm

elemento ij

Figura 4.10: Esquema del par de revolucion.

En la figura 4.10 se ha realizado un corte sobre el esquema de la figura 4.9
para presentar con mas claridad los vectores implicados en la formulacién de las
ecuaciones de restriccion. Sobre el nodo ijm del elemento flexible representado en
la figura 4.10 se han dibujado los vectores que componen el triedro de la seccién
transversal. Por otro lado, sobre el punto A del sélido rigido, se han dibujado los
vectores que definen el sistema de referencia local del sélido rigido. Este sistema
se define en funcién de las coordenadas naturales del sélido rigido como explican
Garcia de Jalén y Bayo [13]. Asi, este sistema local puede usarse para definir la

orientacién del eje de giro a través del vector v de la figura.

El vector v de la figura 4.10 que define la direccién del eje de giro tiene com-

ponentes constantes conocidas en el sistema local del sélido rigido:

v =AFgF (4.83)
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donde A* es la matriz de transformacién que define la orientacién del sistema local
del sélido rigido k y v es el vector que define la direccién del eje en el sistema
local. La matriz de transformacién anterior se calculé en la seccién 2.3.2 para el
caso de un sélido definido por cuatro puntos béasicos.

Por otro lado, los vectores perpendiculares al eje de giro pertenecientes al sélido

flexible tienen, en el triedro de la seccién transversal, la expresion

vy =AMV
L (4.84)

vy = AV
donde v{™ y v§/™ tienen componentes constantes. De esta forma, las restricciones
que garantizan el giro alrededor de un solo eje, definido por el vector v se escriben

a continuacion:

viv=0
(4.85)
T, —
vav=0
La matriz jacobiana de las restricciones asociadas a este par cinematico en el

caso de que las coordenadas del punto comtun se compartan por los dos sélidos,

contiene sélo las derivadas de las ecuaciones (4.85) que se muestran a continuacion:

T Ov. +VT8V1

Vi
H, = 9a 9a (4.86)
VTal + VT Iva
2 0q dq

donde las derivadas anteriores pueden expresarse en funcién de las derivadas de los

vectores que definen los triedros locales definidos en la seccién 4.5.1 como sigue:

ov _,0uf N L OVF gk owr

— =0 — 4+ U5 — + V35—

dq 1 oq 2 dq 3 0q

ov atm . onim . ObY™

Lok e g I oy =2 (4.87)
dq 0q dq dq

vy, otg™ =ijm onym —ijm 8bijm

Tq:%l aq Vga aq Vg3 aq
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En la ecuacién anterior, 0%, 92" y 95" (r = 1,2, 3) son las componentes constantes
de los vectores vF, v’ y vy respectivamente. Al igual que en casos anteriores,

si las coordenadas del punto comin no se comparten, el vector de restricciones

contiene la ecuacién (4.70) y la matriz jacobiana contiene las derivadas de aquella

ecuacion
orm Ta _ T _ g _ D
oq TsS,sl dq T85,32 dq T557s3 dq T357s4 dq
_ T Ov T Ovy
Hq = Vige TV Ba (4.88)
Tal T Ova
V2 39 +v Pq

Existen, sin embargo, situaciones en las que es posible compartir las coordena-
das de alguno de los vectores contenidos en la seccién transversal, r , o r .. Esta
situacién se da cuando el eje de giro tiene, en todo momento, la direccién que
define alguno de estos dos vectores. En ese caso, si se hace mantener su médulo
constante, este vector puede compartirse entre ambos sélidos. En esta situacion
el numero de coordenadas disminuye en tres, pero, al mismo tiempo, se limita la
deformacion de la seccidn en la direccién del vector compartido. Sin embargo, es
importante resaltar que esta deformacién suele ser muy pequena en muchos casos.
Por lo tanto, es posible implementar este par cinemético sin incluir restriccion
alguna, puesto que, en este caso, las restricciones de distancia y angulo constantes
propias del sélido rigido garantizan que sélo se da el movimiento relativo permitido

por el par.

4.5.5. Par cilindrico

El par cilindrico puede obtenerse a partir de un par de revolucién si se permite
el desplazamiento relativo a lo largo del eje de giro. Asi, el nimero de grados de
libertad no restringidos por este par es de dos, uno de rotacién y otro de traslacion.
En la figura 4.11 puede observarse un esquema simplificado de un par cilindrico

entre un solido flexible y un sélido rigido.
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solido flexible

\/Lpar

cilindrico

solido rigido

Figura 4.11: Par cilindrico.

Cuando este tipo de par se usa para conectar sélidos rigidos, cuatro ecuaciones
de restriccion son suficientes para garantizar que se produce el movimiento relativo
permitido. Como en casos anteriores, la flexibilidad de uno de los sélidos obliga
al uso de un sistema de referencia local para establecer las restricciones. De esta
forma, las restricciones se imponen entre el sélido rigido y el triedro de la seccién,
pues debido a la flexibilidad, un punto arbitrario del sélido flexible puede tener
un movimiento cualquiera respecto al rigido, no sélo la traslaciéon y la rotacion

permitidas.

Las ecuaciones que garantizan que el nodo ijm y el punto A de la figura 4.12 se
mueven sobre la linea definida por el par cinemdtico se obtienen con la ayuda del
producto escalar por dos vectores definidos en el triedro de la seccion transversal,

Vi1 y Vol

(4.89)
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i solido
/s rigido k
nodo ijm '
elemento ij .
J nodo ijm

Figura 4.12: Esquema del par cilindrico.

En la ecuacién anterior, los vectores vi y va, definidos en las ecuaciones (4.84),
tienen coordenadas constantes en el triedro de la secciéon transversal y son per-
pendiculares al vector que define el eje de rotacién, como se muestra en la figura
4.12. Estos vectores se definieron en la seccién anterior mediante las ecuaciones
(4.84). Por otro lado, la restricciéon que impide las rotaciones alrededor de dos ejes

perpendiculares al vector v se expresa mediante los productos escalares

vivy =0
(4.90)
vive =0

La matriz jacobiana de las restricciones anteriores se calcula como se muestra

a continuacion:
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.. T ijm ork
ijm _ Lk vy or _ Ory
(I‘ rA) tv ( 0q dq )

T
0q 1
;- T ijm ork
o | ) e (o - 52 (191
VT% +V1T%
VT%—‘:;‘—FVQT%Z

Al igual que ocurre en la formulacién del par de revolucion de la seccién anterior,
las derivadas parciales de los vectores vy, va y v se calculan mediante las ecuaciones

(4.87).

Hasta ahora se ha considerado una situacién general para formular las ecua-
ciones de restriccién del par cinemdtico en la que no aparece ninguna restriccion
lineal como la de la ecuacién (4.70). Sin embargo, en algunas ocasiones puede re-
ducirse el nimero de restricciones si se comparten ciertas coordenadas o bien si se
eliminan restricciones lineales. Ambos casos se presentan si el vector que define el
eje de giro coincide con alguno de los vectores contenidos en la seccién transversal,
r, or .. En esa situacién, el vector v que define el eje de giro puede incluirse en las
coordenadas naturales del solido rigido y ser compartido por ambos sélidos segin
el procedimiento descrito en la seccién 4.3. Es importante destacar que debido a
que el médulo del vector compartido es constante, de acuerdo con el caracter rigido
de uno de los sélidos, la deformacién de la seccién transversal en la direccién de
ese vector queda automaticamente impedida. De hecho, al compartir las tres com-
ponentes de un vector, se estan restringiendo dos grados de libertad de rotacién y
un grado de libertad de deformacién. En ese caso, el par cinemético s6lo requiere

el uso de las ecuaciones de restriccién (4.89).

Si el vector que coincide con el eje de giro no esta dentro del conjunto de
coordenadas naturales del sélido rigido pero si coincide con la direccién que define
el vector r 4, o r ;, se puede, en todo caso, obtener una ecuacién lineal que puede
luego eliminarse como se explicé en la seccién 4.4.1. Asi, si el eje de giro tiene la

direccién, por ejemplo, del vector r
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rm — ARgE = (4.92)

Y

La ecuacién anterior puede desarrollarse haciendo uso de la primera de las ecuacio-
nes (2.22) de la seccién 2.3.2 para escribirla de forma similar a la ecuacidén (4.47).
Asi, el conjunto de ecuaciones de restricciéon se compone de cinco ecuaciones: las
ecuaciones (4.89) y las tres resultantes de (4.92). Sin embargo, después de aplicar
el proceso de reduccién de las ecuaciones de restriccién descrito en la seccion 4.4.1
se tiene el mismo numero de ecuaciones e incégnitas que si se comparten desde
el principio. Ademds, la ecuacién (4.92) también implica que el médulo de r, se
mantiene constante, es decir, la seccién transversal tampoco puede deformarse en
esa direccion.

El par helicoidal puede considerarse un caso particular del par cilindrico en
el que el angulo girado esta relacionado con el desplazamiento a lo largo del eje.
Para ello, a las ecuaciones de restriccién del par hay que anadir una ecuacién que

relaciona el angulo y el desplazamiento a lo largo del eje.

Par cilindrico en el caso plano

El par cilindrico en el caso plano se reduce a un par de deslizamiento en el que
la seccién final del elemento flexible i desliza a lo largo una una trayectoria recta
en el solido rigido. Este par cinematico elimina dos de los tres grados de libertad
relativos entre ambos sélidos. En la figura 4.13 puede verse un esquema de la
conexion de un sélido rigido y un elemento finito flexible a través de este par. Las
ecuaciones que garantizan el deslizamiento de la seccion final del elemento flexible
a lo largo de la trayectoria rigida esquematizada en la figura 4.13 son equivalentes
a las ecuaciones (4.89) y (4.90).

La ecuacién (4.89) se reduce a la siguiente ecuacién, que garantiza que el nodo
ijm se mueve a lo largo de la linea que forma un angulo v con la direccién del

vector unitario u”* (figura 4.13):
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(x9m — rﬁ)Tuk — |lr™ — ¥ | cosy =0 (4.93)

Por otro lado, el giro de la seccién transversal del nodo ijm puede impedirse

mediante una ecuacién equivalente a una de las (4.90):

ermTuk — ||rzg/m|\ cosy=0 (4.94)

trayectoria de deslizamiento

elemento ij

Figura 4.13: Par de deslizamiento.

Como en situaciones anteriormente descritas, la formulacién del par puede
simplificarse si se comparten coordenadas o se eliminan restricciones de tipo lineal.
En este caso, el vector rgm puede compartirse por ambos sélidos. Esto, como
va se ha mencionado, impide la deformacién de la seccién transversal del sélido
debido a las restricciones de médulo constante del sélido rigido. Otra posibilidad es
utilizar la ecuacién vectorial lineal (4.80), que puede luego ser eliminada segiin el
procedimiento descrito en la seccién 4.4.1. Dicha restriccion lineal impide también

la deformacién de la seccion transversal.
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4.5.6. Par prismatico

El par prismatico se puede obtener a partir del par cilindrico si se restringe la
rotacién alrededor del eje del par. En ese caso, el iinico movimiento relativo que
permite el par es el desplazamiento a lo largo del eje que se muestra en la figura
4.14. Como en el caso anterior, la trayectoria de desplazamiento no se deforma,
pues pertenece al sélido rigido. En una seccién posterior se tratara el caso en el
que la trayectoria de desplazamiento puede deformarse, lo cual da lugar a una

formulacién mas compleja.

solido flexible

prismadtico

solido rigido

Figura 4.14: Par prismético.

El conjunto de restricciones de este par puede obtenerse, en general, anadiendo
a las restricciones del par cilindrico (ecuaciones (4.89) y (4.90)) una restriccién
que impida el giro alrededor del eje del par. Para ello se puede usar otro vector
perpendicular al eje de giro que pertenezca al sélido rigido como el vector v que se
muestra en la figura 4.15. Este vector tiene componentes constantes en el sistema

local del sélido rigido

vy = AMvE (4.95)
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7 solido
; / rigido k

/ -

]

nodo ijm

elemento ij

Figura 4.15: Esquema del par prismético.

En el caso de la figura 4.15, el vector v3 se ha escogido perpendicular al vector vy de

forma que el giro puede restringirse anadiendo la siguiente ecuacién de restriccién:

vivs =0 (4.96)

Noétese que el vector vy no tiene por qué ser perpendicular a vs, siendo, en tal
caso, el producto anterior distinto de cero. La derivada de la restricciéon anterior
debe anadirse a la matriz jacobiana de las restricciones representada en la ecuacién

(4.91):
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[ (e =) G v (25 - 52)

(o = xs)" 548 (25 - B2)
H, = VT oy VT oy (4.97)
VT%%; + Vgg—é
P +vi%:

\%

Como en casos anteriores es posible compartir algunas de las variables nodales
absolutas y naturales o utilizar algunas restricciones lineales que pueden eliminarse
posteriormente. Asi, si el vector que define la trayectoria de deslizamiento coincide
con alguno de los vectores que definen la seccién transversal, por ejemplo r ,
este vector puede compartirse. Ademés, el otro vector contenido en la seccién
transversal, r ,, y el vector tangente a la linea media, r ; pueden compartirse para
definir completamente el sistema local del sélido rigido. De esta forma, se eliminan
las tres restricciones formadas por las ecuaciones (4.90) y (4.96). El papel de estas
restricciones es asumido automaticamente por las restricciones de angulo constante
propias del solido rigido, teniéndose una situacién idéntica a la que se muestra
en las ecuaciones (4.75). Nétese que la deformacién del nodo queda totalmente
impedida por las restricciones (4.75). La formulacién del par se reduce en este
caso a las ecuaciones (4.89) y la matriz jacobiana de las restricciones se compone
tnicamente de los dos primeros términos de la ecuacién (4.91).

Por otro lado, si los vectores del nodo no se incluyen dentro de las coordenadas
naturales del sélido rigido, atin es posible expresar estos vectores en el sistema
de referencia local del sélido rigido, como se hizo en la seccién anterior con la
ecuacién (4.92), para obtener ecuaciones lineales que puedan luego eliminarse. Al
igual que entonces, la deformacion en el nodo queda impedida pues el médulo y la
orientacién relativa de los vectores se mantiene constante.

De la misma forma que se ha propuesto compartir los tres vectores del nodo, se
puede compartir un niimero menor de ellos con la intencién de que la deformacion

en el nodo no quede totalmente impedida. Asi, si se desea permitir la deformacién
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por cortante de la seccién final del elemento finito no debe compartirse el vector
r , e incluir la ecuacién (4.96) para impedir la rotacién a lo largo del vector que

define la trayectoria de deslizamiento.

4.5.7. Junta Universal

La junta universal puede obtenerse a partir de un par esférico anadiendo una
restriccién angular. Este tipo de par permite dos grados de libertad de giro alre-
dedor de dos ejes perpendiculares como puede verse en la figura 4.16. Por tanto,

a las restricciones del par esférico hay que anadir la siguiente ecuacién

vivy=0 (4.98)

donde v es un vector perteneciente al s6lido flexible cuyas componentes se suponen
constantes en el triedro de la seccién transversal y vo es un vector perteneciente

al sélido rigido. Ambos vectores pueden calcularse de la siguiente forma:

V] = Aijm‘—’zijm
(4.99)
Vo = Ak‘—,lg

< Jjunta
—

s6lido flexible universal

solido rigido

Figura 4.16: Junta universal.
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Junto con la ecuacién de restriccién (4.99) debe anadirse a la matriz jacobiana

de las restricciones un término compuesto por la siguiente ecuacion

0 0
V{ V2 ng Vi
dq dq

Es importante resaltar que las situaciones en las que es posible compartir coor-

(4.100)

denadas o eliminar restricciones lineales en este tipo de par son las mismas que
en el caso del par esférico, siendo las coordenadas del punto comin las tinicas que

pueden compartirse.

4.5.8. Tabla resumen de las ecuaciones de restricciéon ante-

riores

Las distintas situaciones que pueden encontrarse en la formulaciéon de cada
uno de los pares tratados se recogen en la tabla 4.1. En dicha tabla, la segunda
columna contiene el nimero de grados de libertad que permite cada uno de los
pares cinematicos que se muestran en la primera columna. La tercera columna
de la tabla 4.1 muestra el nimero de ecuaciones de restriccién asociadas a cada
par cinemético y si estas son lineales o no. A este respecto, debe aclararse que la
abreviatura PC indica que las restricciones lineales estan asociadas a la existencia
de un punto comiin. En esta misma columna se incluye la posibilidad de formular
algunas ecuaciones de restriccién mediante ecuaciones lineales, como se explicé en
cada caso. Como puede verse, el nimero de ecuaciones lineales es mayor que el de
ecuaciones no lineales. Ello es debido a que la formulacién mediante ecuaciones
lineales conlleva también la restriccién de la deformacién de la seccion transversal
de un nodo de un elemento finito. Este hecho, si ocurre, se hace notar en la tabla
4.1 mediante un asterisco. La cuarta columna de la tabla contiene el niimero de
ecuaciones de restriccién asociadas a los pares cinematicos en el caso de que los
sélidos conectados compartan algunas coordenadas. De nuevo, para compartir al-
guna coordenada puede ser necesario impedir la deformacion, lo cual se vuelve a

notar mediante un asterisco.
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. Nimero de
. Nuimero de o .
Par cinematico Grados de libertad restricciones en un restricciones si se
permitidos caso general comparten
coordenadas
Unién rigida
] a) 3 lineales PC + 3
’ . angulares no lineales.
Ninguno. 0*.
b) 3 lineales PC + 9*
lineales.
Esférico
% 3 rotaciones. 3 lineales PC. 0.
Par de revolucién a) 3 lineales PC + 2
angulares. 0* si la direccién
— del eje coincide
1 rotacién. b) 3 lineales PC + 3* conladeryor
lineales si la direccién 0 2 angulares, en
del eje coincide con r y general.
or ..
Par cilindrico
a) 4 no lineales.
/ . . . 2* si la direccién
— 1 de deslizamiento ~ b) 2 no lineales + 3* p A
+ 1 de rotacién. lineales si la direccién d:élfjf Coénr?lde
del eje coincide con r y 4 iz
or ..

Par prismatico

a) 5 no lineales.
3* si la direccién
del eje coincide
conry,or, ;.

b) 3 no lineales + 3*
lineales si la direccién
del eje coincide con r y
or, .

1 de deslizamiento.

m//

Junta universal

3 lineales PC + 1

2 rotaciones. angular no lineal.

Tabla 4.1: Tabla resumen de los pares cinemaéticos.



4.6 Deslizamiento sobre trayectorias curvas o flexibles 157

Comparando las dos ultimas columnas de la tabla anterior, puede verse que,
en cada caso, el nimero de ecuaciones de restricciéon se reduce considerablemente
cuando se comparten coordenadas. Ademads, si se eliminan las ecuaciones lineales
de restriccion se obtiene el mismo nimero de ecuaciones que si se comparten

coordenadas.

4.6. Ecuaciones asociadas a pares con deslizamien-
to sobre trayectorias curvas o flexibles

En la seccién anterior se describieron las ecuaciones de restriccién asociadas a
los pares cinematicos mas comunes. Dichos pares compartian la caracteristica de
que algunas de las restricciones podian eliminarse compartiendo algunas coorde-
nadas o a través de ecuaciones lineales de restricciéon. Por el contrario, los pares
cinematicos que se describen a continuacién dan lugar a ecuaciones de restriccion
no lineales que no pueden evitarse de las formas antes mencionadas. Estos pares
pueden considerarse generalizaciones de los pares prismatico y cilindrico de la sec-
cién anterior. Al contrario que en esos casos, la trayectoria de deslizamiento no
es generalmente recta sino que, bien puede deformarse, bien se describe mediante

una funcién no lineal.

En este tipo de pares, el punto de contacto se localiza mediante una coordenada
adicional. Esta coordenada no tiene propiedades de inercia asociadas, por lo que se
denomina coordenada no generalizada [80]. Nétese que al anadir una coordenada,
debe anadirse una restriccién adicional para no aumentar el niimero de grados de

libertad que permite el par.

Como se explico en la seccién 2.5, derivando las ecuaciones de restriccion con
respecto al tiempo, el sistema de ecuaciones diferenciales algebraicas de indice tres

puede transformarse en el de indice uno [44] que se muestra a continuacién:
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M o0 C] 4 Q
o0 o cTf s =10 (4.101)
Cqy Cs O A Qq

donde s es un vector que contiene las coordenadas no generalizadas utilizadas
debido a la presencia de pares de deslizamiento y Cg es la matriz jacobiana de las

ecuaciones de restricciones con respecto al vector de coordenadas no generalizadas.

4.6.1. Par con deslizamiento sobre trayectoria flexible

En la figura 4.17 se representa un esquema de un par de deslizamiento en el
que el extremo de una barra rigida desliza a lo largo de una barra flexible. En el
caso concreto de la figura, la barra rigida puede girar alrededor de dos ejes: uno,

tangente a la linea media de la barra flexible, y otro, perpendicular a este.

solido
rigido k

Figura 4.17: Par con deslizamiento y una rotacién restringida.

El deslizamiento de un punto del sélido rigido a lo largo de la barra flexible
puede formularse mediante el uso de la coordenada no generalizada, s, que se re-
presenta en la figura 4.17. Esta coordenada estd medida sobre la barra indeformada
y permite localizar el punto de contacto. El deslizamiento a lo largo de la barra
flexible restringe dos grados de libertad, sin embargo, debido al uso de un parame-

tro adicional, se utilizan tres ecuaciones de restriccion independientes. Estas tres



4.6 Deslizamiento sobre trayectorias curvas o flexibles 159

ecuaciones se obtienen al imponer que ambos sélidos tienen un punto en comtn,

el punto P.

rh—r? =0 4.102
P P

donde rg es el vector del punto P como perteneciente al elemento 5. Este vector

es funcién de la coordenada no generalizada

g QI
rp =Spe

S = 8% (4.103)

70,0

e = B}jq

siendo B}j la matriz de conectividad del elemento ¢j presentada en la seccién 4.3 y
fg la coordenada adimensional que localiza el punto P dentro del elemento finito
1j. Dicha coordenada puede escribirse en funcién de la coordenada no generalizada

§ como sigue:

ij 1 = in
€ = 7 <5 =y i > (4.104)
€ n=1

donde [¥ y I son las longitudes no deformadas de los elementos j y n del séli-
do flexible i. La matriz jacobiana de las ecuaciones de restriccién (4.102) puede

calcularse como se muestra a continuacion:

k
_ Orp

Ho= 50~ SiBY (4.105)

donde B? es la matriz de conectividad del elemento definida en la secciéon 4.3.
La derivada Or% /0q no tiene dificultad puesto que el punto P tiene coordenadas
constantes en el sistema de referencia local. Por otro lado, la matriz jacobiana con
respecto al pardmetro s se calcula, de acuerdo con la ecuacién (4.104), mediante

la regla de la cadena:
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1 98YBYq
08|,

P

H, = (4.106)

Merece la pena resaltar el hecho de que la formulacién en coordenadas noda-
les absolutas no utiliza modos de deformacién sujetos a condiciones de referencia
determinadas. Hwang y Haug [81] han estudiado la formulacién de pares de desliza-
miento cuando se usa la formulacion en referencias flotantes. En su trabajo puede
verse como el movimiento del punto de contacto hace que sea dificil encontrar
unas condiciones de referencia apropiadas para todo el movimiento. Dependiendo
de la posicién del punto de contacto, unas condiciones de referencia resultan maés
apropiadas que otras. Sin embargo, este problema no se encuentra en la formula-
cién en coordenadas nodales absolutas debido al uso de una descripcion global del
movimiento de los puntos del sélido flexible.

Hasta aqui se ha explicado la inclusién de un parametro adicional que permite
formular las ecuaciones del par de deslizamiento de forma sencilla. Se ha visto que
la inclusién de dicho pardmetro requiere el uso de tres ecuaciones de restriccién
en lugar de dos, que es el numero de grados de libertad restringidos a un punto
que se mueve a lo largo de una linea. La orientacién del sélido rigido respecto al
flexible puede estar restringida dependiendo del tipo de conexién, obteniéndose
distintas configuraciones. Independientemente de ello, las distintas posibilidades
que se muestran a continuacién contienen las ecuaciones (4.102) que garantizan el
deslizamiento.

Las restricciones angulares que limitan las rotaciones relativas entre ambos
sélidos deben formularse con la ayuda de un triedro en el sélido flexible con origen
en el punto comun y otro fijo en el sélido rigido. Para el triedro del sélido flexible
puede utilizarse el triedro de la seccién transversal descrito en la seccién 4.5.1, sin
embargo, debido a la deformacion por cortante del elemento finito, este triedro no
se mantiene tangente a la linea media del elemento. Por ese motivo, para formular
pares de deslizamiento resulta méas conveniente utilizar el triedro tangente cuya

definicién puede encontrarse con detalle en el trabajo de Sugiyama et al. [80]. Por
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ello, antes de usar las diferentes restricciones van a describirse dicho triedro y sus

derivadas.
Triedro tangente y derivadas de los vectores que lo componen

En el triedro tangente, uno de los vectores unitarios, t;, se toma segin la
tangente a la linea media del elemento flexible. Esto se consigue normalizando la

derivada parcial con respecto al pardmetro longitudinal

t .
L ti=r, (4.107)
[[te]

El origen del triedro tangente ha de considerarse en el punto comun P del elemento

t, =

en contacto ij (figura 4.17). En la ecuacién anterior r , carece del subindice P
y los superindices ij, lo cual se ha hecho para no complicar excesivamente la
nomenclatura. Debe asumirse, por tanto, en la ecuacién anterior y en lo que queda
de seccién que r ; y r, estdn evaluados en el punto P.

El vector binormal b, se elige de forma que sea perpendicular al vector tangente
y a uno de los dos vectores contenidos en la seccién recta, en concreto el vector

r . Asi, este vector tiene la siguiente expresién:

b, .
= — b;=r,Ar, (4.108)
b

Por 1ltimo, el vector normal puede obtenerse en funcién de los dos anteriores

t

con la condicién de que sea perpendicular a ambos. De nuevo, esto se consigue con

el producto vectorial.

Las derivadas parciales con respecto a las coordenadas generalizadas y no gene-
ralizadas de los vectores anteriores son necesarias durante el calculo de la matriz
jacobiana de las ecuaciones de restriccién. A continuacién, se detalla su cédlculo
puesto que no se ha encontrado en la bibliografia.

Las derivadas del vector tangente tienen la siguiente expresion:
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ot 1 £, ) ot, ot 1 £t \ ot
ot I- 0 22 —=—|I-= ] = (4.110)
d9a it £t/ %4 Os ||| t,t, ) 05

donde las derivadas dt;/0q y dt;/0s se muestran a continuacién:

Ity
dq

_ QiR Ot _ Or. 08 1 i
= ds  o¢d 9s @

BYq 4111
gg ! ( )

En la ecuacion anterior se ha hecho uso de la relaciéon entre 5? y s dada por la
ecuacién (4.104). Ademds, se ha considerado que r ,, estd evaluado en Efg, como se
recordd anteriormente.

De acuerdo con la ecuacién (4.108), las derivadas parciales de b, se calculan

como sigue:

~ AT
by 1 bb, \ (. Ot, . Ots
— = —|I- et — Ty — 4.112
dq bt|< ! )(r dq "V q (4.112)

~ AT R .
oby 1 (I - ]?;bf ) (iwary - rya”> (4.113)
Os bl \' b, by 0s Os

donde el simbolo a asociado al vector a se definié en la ecuacién (4.57). Al igual

que la derivada de r , de la ecuacién (4.111), la derivada de r, con respecto a la
coordenada no generalizada s se calcula con la ayuda de la ecuacién (4.104) como

sigue:

Oy _ Ory 08 1 gy

ds el 9s 1P Y

Biq (4.114)

&7
Por ultimo, de acuerdo con la ecuacién (4.109) las derivadas del vector n; se

calculan utilizando las derivadas anteriores, como se muestra a continuacién:

0 - O0t, - 0b
aiqt - (btf - ttt> (4.115)

5‘nt - ~ 8ft ~ (?E)t
e = (b -t ) (4.116)
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Las expresiones anteriores se utilizaran en lo que sigue para obtener los Jaco-
bianos de las ecuaciones de restriccion con respecto a las coordenadas generalizadas

y no generalizadas.

Deslizamiento y tres rotaciones relativas libres

Este par cinemadtico es equivalente a un par esférico que pudiera desplazarse
libremente a lo largo una trayectoria curva representada por la barra flexible. Las
ecuaciones de restriccion de este par deben garantizar uinicamente que el punto
comun se mueve a lo largo de la barra flexible. Por tanto, las ecuaciones de este

par son las (4.102) y las matrices jacobianas, las de las ecuaciones (4.105) y (4.106).
Deslizamiento y dos rotaciones relativas libres

Este es el caso representado en la figura 4.17 que resulta equivalente a un par
cinemdtico compuesto por la unién de dos pares de revolucion de ejes perpendicu-
lares que pueden deslizar libremente a lo largo de la barra flexible. En este tipo de
par debe anadirse una restriccién adicional a las restricciones (4.102). Esta es una
restriccién angular entre un vector fijo en el sélido rigido y alguno de los vectores
que forman el triedro tangente del sélido flexible. En el caso concreto de la figura
4.17, la restriccién a anadir se puede escribir a través del producto escalar del

vector, vy, y el vector tangente a la linea media del elemento, t;, como sigue:

vity =0 (4.117)

Con la nueva ecuacién de restriccion, la matriz jacobiana de las restricciones con
respecto a las coordenadas generalizadas debe contener una fila més que contiene

la derivada de la ecuacién (4.117)

ark, ijij
— SPBf

H, = ﬁ‘;t i, (4.118)
vi 6—(; +t; aiql

donde la derivada dv;/0q puede calcularse en funcién de las derivadas de los

vectores que definen el sistema local del sélido rigido como se muestra en la ecua-
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cién (4.87). Por otro lado, la matriz jacobiana con respecto a la coordenada no

generalizada s se puede escribir:

1 asiijﬁq

Izl [5) .
H,=| % |y (4.119)
viGe

Noétese que el término t?% no aparece en la ecuacién (4.119) puesto que las

coordenadas del punto P del sélido rigido k no dependen del pardmetro s.

Deslizamiento y una rotacién relativa libre

Atn es posible restringir alguna més de las rotaciones relativas entre el solido
flexible y el rigido. Este es el caso de un par cilindrico con trayectoria deformable.
En tal caso, los tinicos grados de libertad que permite el par cinemético son el des-
plazamiento a lo largo de la barra flexible y la rotacién del sélido rigido alrededor
de la linea media de la barra flexible. Las ecuaciones de este par pueden obtenerse

anadiendo a la ecuacién (4.102) las siguientes:

V’{tt =0
(4.120)
vab; =0

Al igual que en el par anterior, la matriz jacobiana de las restricciones queda

modificada, adoptando la forma:

ark .. ..
g — SpBY
H, = VIT%% +ttT8,T‘;1 (4.121)

T 9b; T ovy
2 5q T bt 34

v

Por su parte, la matriz jacobiana con respecto al pardmetro adicional tiene la

expresion



4.6 Deslizamiento sobre trayectorias curvas o flexibles 165

1 98YBYq

ij

1 o¢
2

H, = VT 0t (4.122)

1 0s

T 9b,

V2 Bs
Merece la pena resaltar que podrian haberse obtenido otros pares cinematicos
distintos restringiendo distintas rotaciones relativas. Asi por ejemplo, si se hubiera
permitido la rotacién alrededor del vector v; de la figura 4.17 el par obtenido seria
equivalente a un par de revolucién cuyo eje se define a lo largo de vi que puede
desplazarse alrededor de la barra flexible. En ese caso, en lugar de la segunda

ecuacién (4.120) se deberfa haber incluido la ecuacién vib; = 0, lo cual darfa

lugar a matrices jacobianas distintas.
Deslizamiento y ninguna rotacién relativa libre

Es posible también impedir todas las rotaciones relativas entre el sélido rigido y
el triedro tangente del sélido flexible. Si esto se hace, el par cinematico asi obtenido,
serfa equivalente a un par prismatico cuya trayectoria de deslizamiento es flexible.
Para ello, a las restricciones (4.102) deben anadirse tres ecuaciones escalares como

las siguientes:

V,{tt =0
vib; =0

La matriz jacobiana de las ecuaciones de restriccion se escribe entonces:

ark, ijid
— SPBf

0q
T Btt T 8v1
vt o 4T Ov,
H, = 9q 9q (4.124)
VT% + bT Ova
2 oq t dq
T dby T 9vy
Vi 5q T bi da

y la matriz jacobiana con respecto a la coordenada no generalizada
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1 asiJ'Bj{q
14 3 i
9
T Oty

H, = Vi s (4.125)

T Oby
V2 Bs

T Oby
V1 s

Pares de deslizamiento sobre trayectoria flexible con movimiento plano

En el caso de que el movimiento del sistema sea plano y se desee utilizar la
formulacién bidimensional, el niimero de ecuaciones necesarias para formular este
tipo de par cinemadtico es menor. La localizacién del punto de contacto puede
hacerse a través de la version bidimensional de la ecuacién (4.102). Esta ecuacién
vectorial se compone en este caso de dos ecuaciones, que sélo restringen un grado
de libertad debido a la adicién de la coordenada no generalizada s.

La definicién del triedro tangente es mucho mas sencilla en este caso que en el
caso espacial. El vector tangente puede expresarse

t;

=t (4.126)
1]l

ty

donde ft =r, y el vector perpendicular n, = itt. Asi, las derivadas del vector
tangente t; con respecto a las coordenadas generalizadas y no generalizadas tienen
expresiones idénticas a las del caso espacial, ecuacién (4.110). Sin embargo, en el
caso plano, la derivada del vector perpendicular n; puede calcularse facilmente con

ayuda de la matriz de rotacién I como sigue:
al’lt - ~8tt 61’1t - i8tt
dq  Oq ds ~ 0Os

En el caso plano, la rotacién relativa entre el sélido rigido y el triedro tangente

(4.127)

puede impedirse a través de una ecuacién escalar que describa el angulo formado
por un vector definido en el triedro tangente y un vector del sélido rigido. Se tra-
tarfa entonces de una ecuacién similar a la ecuacién (4.117), cuya matriz jacobiana

fue presentada en la seccion anterior.
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4.6.2. Par de deslizamiento a lo largo de una trayectoria
curva indeformable

Otra situacién en la que las ecuaciones de restriccién son inevitablemente no
lineales se da en el par de deslizamiento sobre trayectoria curva indeformable. La
formulacion de este tipo de pares resulta muy similar a los pares con deslizamiento
sobre trayectoria flexible debido a la conveniencia de utilizar un parametro adi-
cional que recorre la trayectoria de deslizamiento. En estos casos, la no linealidad
viene de la descripcién de la trayectoria. En la figura 4.18 puede verse un esquema

de una conexién de este tipo en un sistema rigido-flexible plano.

nodo ijm trayectoria de deslizamiento

elemento ij

solido rigido k

Figura 4.18: Par de deslizamiento sobre trayectoria curva.

La posicién del punto de contacto en el sistema de referencia del sélido rigido

es, por tanto, una funcién del pardmetro o que recorre la curva

= f(a) (4.128)

donde ¥4 es el vector de posicién en el sistema de referencia local del sélido. El

parametro « puede tratarse como una coordenada no generalizada mas. Con la
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ayuda de la ecuaciéon anterior, la restriccién que garantiza la existencia de un

punto en comun tiene la siguiente forma:

rm —rk — AFEE (a) =0 (4.129)

Para formular las restricciones angulares que impiden las rotaciones relativas
entre ambos sdlidos es necesario el uso de un triedro local en el sélido rigido con
origen en el punto de contacto. Para ello puede utilizarse, por ejemplo, el triedro de
Frenet [82], que se obtiene para cada punto de la curva en funcién del pardmetro a.
No obstante, el triedro de Frenet no esté bien definido en tramos rectos por lo que,
en esos casos, habria que definir los vectores unitarios del triedro local de forma
especial. Una vez definido el triedro local en el punto de contacto, las rotaciones
relativas pueden restringirse de forma similar a como se hizo en la formulacién de

los pares de deslizamiento sobre trayectorias flexibles, ecuaciones (4.123).



Capitulo 5

Aplicacion de la formulacion
rigido-flexible

En este capitulo se presentan algunos ejemplos numéricos para los que se apli-
can los conceptos descritos en capitulos anteriores. El capitulo se divide en dos
secciones. En la primera de ellas se presentan resultados obtenidos mediante si-
mulaciéon empleando la formulacién rigido-flexible presentada en el capitulo 4 a
mecanismos con movimiento plano. La segunda parte de este capitulo muestra los
resultados obtenidos de la simulacién dinamica de algunos mecanismos con movi-
miento espacial. Las barras flexibles de los mecanismos con movimiento plano han
sido modeladas con elementos de Omar [33], mientras que en los mecanismos con
movimiento espacial se han modelado las barras flexibles con elementos de Yakoub
[34]. Una de las contribuciones de esta tesis que més trascendencia ha tenido es
el algoritmo presentado en el capitulo 3 para la evaluacién de las fuerzas elasti-
cas en dichos elementos por cuanto ha posibilitado la simulacién de los ejemplos
aqui presentados dentro de unos tiempos de cédlculo razonables. Adicionalmente,
en uno de los ejemplos se ha introducido disipacion de energia debido a rozamiento
interno mediante el modelo de amortiguamiento interno desarrollado en el capitulo
3. Nétese que en este capitulo se utiliza la expresién abreviada: “mecanismo RF”

cuando se quiere decir “mecanismo rigido-flexible”.

169
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5.1. Mecanismos RF con movimiento plano

A continuacién se presentan dos mecanismos rigido-flexibles con movimiento
plano. El primero de ellos es un mecanismo que resulta de una inversion del meca-
nismo biela-manivela. El segundo es un mecanismo obtenido a partir del primero,

anadiendo una barra y una restriccion adicional a uno de los pares cinematicos.

5.1.1. Mecanismo de tres barras

Un esquema del mecanismo objeto de estudio puede observarse en la figura
5.1. Este mecanismo estd compuesto por una barra fija, la barra flexible O1B y
la manivela rigida O2A. En este mecanismo, la barra flexible O; B sirve de guia
de deslizamiento para la corredera sin masa que estd unida mediante un par de
revolucion a la manivela rigida O;A. Por tanto, el par cinemético localizado en
el punto A permite el giro relativo de las barras O1 B y O2A. Este par se modela
mediante las ecuaciones de restriccién descritas en el capitulo 4 para pares de

deslizamiento sobre trayectoria flexible.

Figura 5.1: Mecanismo RF con deslizamiento sobre barra flexible.

En un primer modelo de este mecanismo, el material de la barra flexible tiene
un modulo de Young de 200 GPa, asi como un modulo de Poisson nulo para evitar

el bloqueo de Poisson, de acuerdo con las recomendaciones dadas en la bibliografia
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[37]. La densidad del material es 7878 kg/m? y la longitud de la barra, 0.5 m. La
manivela rigida, por su parte, tiene una longitud de 0.08 m, una seccién transversal
de 2.827-107° m? y una densidad de 3939 kg/m3. Por otro lado, la distancia d que
separa los pares de revolucion O y Oz es de 0.24 m. En la posicién inicial, la
barra flexible se encuentra sobre la linea O; — O5 y, en ese momento, la barra no
estd deformada. La manivela rigida se hace girar a una velocidad constante de 30

rad/s.

0,02 ' T T T T
0,01 F ' 4
0,00

-0,01

Desplazamiento transversal (m)

0,02 1 1 1 1 1
0,00 0,07 0,14 0,21 0,28 0,35 0,42

Tiempo (s)

Figura 5.2: Desplazamiento transversal del extremo de la barra flexible.

En el primer modelo del sistema se pretende comparar los resultados obtenidos
con la formulacién presentada en el capitulo 4 con los que se obtienen si la barra
flexible se modela mediante una formulacién en referencias flotantes (FFR). La
formulaciéon FFR que se emplea utiliza los modos de vibracién de una viga con
condiciones de contorno de viga en voladizo para expandir el campo de desplaza-
mientos por deformacién de la barra flexible. Los tres primeros modos de flexién

se usan para los desplazamientos transversales y el primer modo axial para los



172 Aplicacién de la formulacién rigido-flexible

desplazamientos longitudinales con respecto a la referencia flotante.

Dado que la formulaciéon FFR empleada sélo puede usarse bajo la hipdtesis de
pequenas deformaciones, se le asigna a la seccion transversal de la barra flexible
un valor suficiente para que la rigidez de la barra permita sélo pequenas deforma-
ciones. Asi, el drea de la seccién recta de la barra flexible es 2.827-107° m? y el
momento de inercia de la seccién, 6.362-107! m*. Para discretizar la barra flexible

se usan un total de cuatro elementos finitos en este caso.

033 L L L L L L L )
—— 12 Elementos

—— 10 Elementos

=
[\

"""" 8 Elementos

=
—

=
S
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=

IS)
o

Desplazamiento transversal (m)

3
0,00 0,05 0,10 0,15 0,20 0,25 0,30 035 040 045

Tiempo (s)

Figura 5.3: Convergencia del modelo de seccién reducida.

La figura 5.2 muestra el desplazamiento transversal del extremo B de la barra
flexible medido en un sistema de referencia local cuyo eje de abscisas es, en cada
momento, tangente a la barra flexible en el origen de coordenadas, que se encuentra
en el punto O;. Dicho sistema coincide en el modelo FFR con el sistema de refe-
rencia flotante empleado. Se puede observar un buen acuerdo entre los resultados
que se obtienen mediante ambas formulaciones. También, puede comprobarse que

el desplazamiento maximo del extremo de la barra flexible no llega a superar el 4 %
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de la longitud de dicha barra, por lo que puede asegurarse que las deformaciones

son pequenas.

0,3 T

0,2

=
—
L)

Barra flexible
........ Barra rigida

Coordenada Y global (m)
o
S
)

-0,3 ll 1 1 1
0,375 0,400 0,425 0,450 0,475 0,500 0,525

Coordenada X global (m)

Figura 5.4: Trayectoria del extremo de la barra O;B.

En el segundo modelo, para permitir deformaciones mayores se reducira la
seccién transversal de la barra flexible del modelo hasta un valor de 2.827-107°
m?, que se corresponde con un momento de inercia de la seccién de 1.591-10712 m?.
De nuevo se simulan dos ciclos de la manivela, la cual gira a la misma velocidad que
en el modelo de pequenos desplazamientos anterior. El niimero de elementos finitos
usados para discretizar la barra flexible en el modelo de grandes desplazamientos
se varia entre 8, 10 y 12 para estudiar la convergencia del modelo. En la figura 5.3,
se muestran los desplazamientos por deformacién del extremo libre, obtenidos para
distinto ntimero de elementos. Se observa que las diferencias entre los resultados del
modelo de 10 y del de 12 elementos son suficientemente pequenas en comparacién

con la magnitud del desplazamiento. Por este motivo, se utilizara en adelante el

modelo de 10 elementos para obtener algunos resultados mas.
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Figura 5.5: Coordenada s y elemento en contacto.

En la figura 5.4 se muestra la trayectoria del extremo libre de la barra flexible,
punto B, durante dos ciclos de rotacién de la manivela rigida Os A. En la misma
figura se ha representado la trayectoria que seguiria el punto B en el caso de que
la barra OB fuera rigida. Dicha trayectoria es circular aunque en la figura esto
no pueda apreciarse debido a las diferentes escalas usadas en los ejes de abcisas y
ordenadas. Se puede observar en esta figura que, por un lado, la deformacién es
suficientemente grande como para causar que el movimiento de dicho punto se aleje
del arco de circunferencia que describiria dicho punto si el mecanismo fuera rigido.
Por otro lado, se observa que el modelo no lineal de fuerzas elasticas incorpora el
acoplamiento entre la deformacion axial y de flexién puesto que los desplazamientos
del extremo se producen siempre hacia el interior del arco de circunferencia antes

mencionado y no hacia fuera, como se observaria en un modelo lineal.

La figura 5.5 muestra la evolucién de la coordenada no generalizada s asociada

al par de deslizamiento (ver seccién 4.6). Los valores que esta coordenada adquiere
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se observan en el eje de ordenadas derecho, mientras que en el eje izquierdo se
observa el nimero del elemento que alberga al punto A en cada instante. De esta
manera se verifica que el algoritmo que tiene en cuenta el cambio de elemento para

modificar las ecuaciones de restricciones funciona correctamente.

La evolucion de las energias cinética y de deformacion se muestra en la figura 5.6
junto con la evolucién del trabajo realizado por el motor que mantiene constante
la velocidad de la manivela rigida. En esta figura se observa que el balance de
energia se satisface, puesto que la suma de las energias cinética y eldstica menos el
trabajo aportado es siempre igual al valor de la energia cinética inicial. Dicho valor
se corresponde con la energia cinética del sistema en el instante inicial, puesto que

se consideré como condicién inicial que la barra flexible no estaba deformada.
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Figura 5.6: Balance de energia.

Las ecuaciones diferenciales del movimiento que se obtienen mediante la ANCF
no incluyen linealizacion de las rotaciones o de las fuerzas elasticas. Por este mo-

tivo, los integradores de tipo conservativo no son necesarios cuando se usa esta
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formulacién. En el caso del mecanismo de la figura 5.1, se ha usado un método

explicito Runge-Kutta-Heun de segundo orden.

d

b
Y

Figura 5.7: Mecanismo RF de 4 barras.

5.1.2. Mecanismo de cuatro barras

Para comprobar el funcionamiento de las restricciones de deslizamiento que
impiden el giro relativo se simula la dindmica del mecanismo de cuatro barras
de la figura 5.7. En este mecanismo, la barra OB es flexible; las propiedades
geométricas y del material son las mismas que las primeras consideradas para
la barra Oy B del mecanismo resuelto anteriormente. En este mecanismo, las dos
barras rigidas situadas entre O y A estan unidas por un par de revolucién. Ambas
tienen una longitud de 0.08 metros, una densidad de 3939 kg/m? y una seccién
circular de 6 mm de didmetro. La manivela articulada al punto Oy se hace girar
a una velocidad constante de 1 rad/s, considerando que en el instante inicial la
barra flexible estd sobre la linea que une los puntos O; y Os. El par cinemético
que conecta la barra rigida AC con la barra flexible permite el deslizamiento del
extremo A de la barra rigida a lo largo de la linea central de O;B. Ademais, el
angulo de 7/3 radianes que forma la barra AC con la linea central de la barra
flexible en el punto A se mantiene constante durante la simulacién. Al igual que
en el mecanismo anterior, la distancia d que separa los puntos O y O3 es de 0.24

m. En el instante inicial la barra flexible no experimenta deformacién alguna y,
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por tanto, estd recta.
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Figura 5.8: Momento en el par de deslizamiento.

En esta simulacién se ha calculado la evolucién del par de reaccién en el punto
A que mantiene el dngulo relativo constante. Los resultados obtenidos se represen-
tan en la figura 5.8 junto con el valor de la reaccién que se obtendria en dicho par
cinematico si la barra Oy B fuera rigida, a igualdad del resto de propiedades. Se
observan ciertas oscilaciones con respecto al valor correspondiente al mecanismo
rigido. Como puede deducirse al observar la figura, el par de deslizamiento utili-
zado provoca que se exciten modos de deformacién asociados a frecuencias altas.
Estas oscilaciones no se aprecian, sin embargo, en los resultados obtenidos para el
mecanismo anterior en el que el par de deslizamiento permitia la rotacion relativa
de las barras. Por tanto, puede deducirse que la restriccién del angulo relativo ac-
tiva modos de deformacion asociados a frecuencias altas. Merece la pena remarcar
que la presencia de estas altas frecuencias dificulta la integracion numérica de las

ecuaciones.
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5.2. Mecanismos RF con movimiento espacial

En esta seccién se presentan dos ejemplos de aplicacién de la formulacién rigido-
flexible a la simulacién dindmica de mecanismos espaciales. En primer lugar se
modela un mecanismo rigido-flexible espacial de cuatro barras, también conocido
en la bibliografia como mecanismo RSCR. Ademds, este mecanismo se utiliza para
estudiar la influencia del amortiguamiento interno en la dindmica del sistema. Para
ello, se utilizard el modelo de amortiguamiento interno presentado en el capitulo

3.

5.2.1. Mecanismo espacial de cuatro barras

Para demostrar la utilidad del procedimiento que se propone en el capitulo 4,
se utiliza el mecanismo espacial de cuatro barras de la figura 5.9. El mecanismo
estd compuesto por tres barras rigidas de seccion circular, AB, DE, y EF, y una
barra flexible, BC. La barra flexible, con 1036 Kg/m3 de densidad y un mdédulo
de Young de 10 MPa, tiene seccion cuadrada de 0.05 m de lado y una longitud de
0.5 m. Las propiedades de las barras rigidas se muestran en la tabla 1. La barra
conductora, AB, estd unida a la barra fija a través de un par de revolucién, cuyo
eje esta alineado con el vector v4 (inicialmente paralelo a DE). La velocidad de

giro de AB varia segun:

donde Ty w toman unos valores de 1.5 s y 2 rad/s, respectivamente.
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Figura 5.9: Mecanismo cuatro barras espacial.

La barra AB se articula con la barra BC a través de un par esférico, que no
anade restriccion alguna al sistema de ecuaciones del movimiento, puesto que se
comparten las coordenadas del nodo y del punto de la barra rigida coincidentes
en B. El par cilindrico que une las barras BC' y DE anade solo dos ecuaciones al
sistema, que imponen que los puntos D, C'y E estan alineados. Por otro lado, la
restriccién que impide los otros giros relativos entre ambas barras (alrededor del
eje BC'y alrededor de un eje paralelo a EF') puede eliminarse si se escribe el vector
Or/0y del nodo que coincide con C' como combinacién lineal de las coordenadas

de la barra DE.

Barra Masa (Kg) Longitud (m) Radio (m)

AB 0.2 0.3 0.01
DE 0.5 0.8 0.01
EF 0.2 0.3 0.01

Tabla 5.1: Propiedades de las barras rigidas.
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Figura 5.10: Desplazamiento por deformacién segin y local.

En la figura 5.10 se muestra el desplazamiento transversal por flexién del punto
C expresado en el sistema local de referencia unido al punto B (figura 5.9). Dicho
sistema de referencia tiene el eje X tangente a la linea media en el punto B y el
eje Z, perpendicular a los vectores dr/dx y Or/dy del nodo que coincide con B.
Inicialmente, los ejes y v z locales estan contenidos en la seccién recta de la barra
flexible que pasa por B. A su vez, la figura 5.11 muestra la evolucién con el tiempo
de la distancia entre los puntos F y C. Ambas graficas muestran los resultados
obtenidos con distinto nimero de elementos. Las barras DE y EF pueden tratarse
como una unica barra, si bien, el considerar dos barras no supone que la unién
rigida en F anada alguna restriccién ya que pueden compartirse las coordenadas de
los puntos D, E y F, asi como el vector vg, que define el eje del par de revolucién

que une EF a la barra fija y forma 45 grados con v4.
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Figura 5.11: Distancia E-C.

La energia que se disipa mediante el denominado amortiguamiento interno
suele, a menudo, no considerarse en aplicaciones multicuerpo puesto que se espera
que el movimiento global no se vea significativamente afectado. Tanto es asi, que el
primer intento de incluir el amortiguamiento interno en la formulacién en coorde-
nadas absolutas aparece recientemente en [78]. En las simulaciones que se muestran
a continuacion se utiliza un amortiguamiento estructural del 5 % respecto al amor-
tiguamiento critico. Con este valor, se espera que las fuerzas de amortiguamiento

interno no afecten significativamente.

A continuacién se utiliza el mecanismo espacial de cuatro barras presentado en
esta seccién para estudiar la influencia de un valor de amortiguamiento interno del
5 %. El mecanismo se simula con y sin amortiguamiento interno y los resultados
obtenidos mediante ambos métodos se comparan a continuacién. Las propiedades
de las barras rigidas son, de nuevo, las que aparecen en la tabla 5.1. Sin embargo,

para este ejemplo, la barra flexible BC' tiene una seccién cuadrada de 10~* m?,
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una densidad de 7850 Kg/m? y una longitud de 0.5 m.

En la simulaciones que se presentan a continuacion se usan dos valores dife-
rentes para el médulo de Young. De nuevo, como recomiendan Sopanen y Mikkola
[37], al médulo de Poisson se le da un valor nulo para evitar el denominado bloqueo
por efecto Poisson. Por su parte, los factores de disipacién s y 4, presentados
en el capitulo 3, han sido calculados como un porcentaje del 5% con respecto al
valor critico como se explicé en dicho capitulo. Asi, los valores criticos se obtienen

aplicando relaciones del tipo siguiente:

. 2
crit
= — 5.2
gl o (5.2)

donde w,, es la frecuencia natural més cercana a la frecuencia de la excitacién.
Como se explicé en el capitulo 3, la frecuencia natural de torsién puede usarse
para calcular el valor de 74 y la frecuencia natural de flexién, para calcular ~,.
En ambas simulaciones el mecanismo se somete a la misma ley de movimiento
presentada al principio de la seccién. Las figuras 5.12 y 5.13 muestran los desplaza-
mientos por deformacion del punto C medidos en el sistema de referencia tangente

situado en el punto B de la barra flexible y descrito anteriormente (figura 5.9).
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Figura 5.12: (a) Desplazamiento segin y local (E=10 GPa) (b) Desplazamiento
segin z local (E=10 GPa).
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Los resultados que se muestran en la figura 5.12 se han obtenido con un modulo
de Young de 10 GPa y una discretizacion de seis elementos finitos. Como puede
observarse en la figura, la magnitud de la deformacién a lo largo del eje y local
es significativamente mayor que a lo largo del eje z local. Esto es debido a las
diferentes condiciones de contorno que encuentra la viga al deformarse en dichos
planos. En el plano XZ la viga BC' se comporta aproximadamente como una viga
biapoyada, mientras que en el plano XY, el comportamiento estd més proximo
al de una viga apoyada en un extremo y con empotramiento deslizante en el
otro. Dado que la seccién es cuadrada y el material es isétropo, se espera que el
comportamiento en el plano XZ encuentre una rigidez mayor que la que encuentra
en el plano XY para pequenas deformaciones. De hecho la viga con condiciones
apoyada y empotramiento deslizante se comporta como una viga biapoyada que
fuera el doble de larga. En la figura 5.12 se observan ciertas diferencias en las
respuestas cuando se introduce un amortiguamiento interno correspondiente a un

5% con respecto al valor critico y cuando no se introduce.
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Figura 5.14: (a) Distancia E-C' (E = 10 GPa) y (b) Distancia E-C (E =5 GPa)

Las diferencias se vuelven maés importantes cuando la rigidez del material se
reduce como puede observarse en la figura 5.13 para un modelo con un mdédulo
de Young de 5 GPa. Sin embargo, las deformaciones de ambos modelos son tan
pequenas que el movimiento global de ambos sistemas es similar. En la figura 5.14,
se muestra la evolucién de la distancia entre los puntos C'y F con el tiempo pa-
ra ambos valores del médulo de Young. Esta distancia depende del deslizamiento
permitido por el par cilindrico situado en el extremo C' de la barra flexible, el cual
tiene una magnitud mucho mayor que la deformacién en la misma direccién. Por
esta razon, la influencia del amortiguamiento interno es practicamente desprecia-
ble en estas gréficas. Sin embargo, la integracion numeérica de las ecuaciones del
movimiento resulta mucho mas facil en caso de anadir amortiguamiento interno.
Como conclusién, un amortiguamiento correspondiente al 5 % del valor critico pro-
duce diferencias apreciables de la deformacién del sistema, aunque estas no sean

suficientemente grandes como para alterar significativamente el movimiento global.

5.2.2. Simulacion dinamica de una pala de rotor de helicépte-
ro conectado a eje rigido

La investigacion en el campo de la dindmica de helicépteros ha contribuido a la

comprensién del problema de la rigidez geométrica, puesto que ésta influye, en gran
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medida, en el movimiento de las palas de los rotores. De hecho, la fuente principal
de la rigidez a flexion es el efecto centrifugo derivado de las altas velocidades
angulares que se utilizan a menudo en estas aplicaciones. La pala de helicoptero
se modela en muchas investigaciones como una viga, usando las simplificaciones
con respecto a las deformaciones eldsticas que se hacen a menudo. Por ejemplo, la

deformacién longitudinal de una viga de Euler-Bernoulli se define como sigue [83]:

ou 1 [0w)?
Exx = o + 3 (ax) (5.3)

donde u y w son, respectivamente, los desplazamientos axiales y transversales de

un punto de la viga.

91
74

Figura 5.15: Esquema de la conexién de la pala al eje.

La deformacién longitudinal de la ecuacién (5.3) corresponde a la aproximacién
de segundo orden para una viga de Euler-Bernoulli [84], y, consecuentemente, no
todos los términos usados en la definicién exacta de la deformacién se consideran
en la ecuacién (5.3). Ademds, cuando la expresién de la ecuacién (5.3) se utiliza en
la ecuacion del movimiento, se requiere una alta precision en la evaluacién de los

desplazamientos para representar exactamente la rigidez axial. La razon es que la
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pala, en la mayoria de los usos, es tan inextensible que los dos términos en el lado
derecho de la ecuacién (5.3) tienen casi la misma magnitud pero signo contrario
[83]. Este hecho conduce a un mal-condicionamiento en la evaluacién exacta de la
deformacion axial. Si la deformacién axial no se evalia exactamente, los términos
dominantes que contribuyen a la rigidez de la pala no se calculan correctamente.
Este problema se puede evitar usando una formulacién mixta de elementos finitos
en la cual la fuerza axial se utiliza como variable independiente en las ecuaciones
del sistema [83]. Usando esta formulacién mixta para las palas del rotor de un
helicéptero se han obtenido buenos resultados [83].

La formulacién en coordenadas nodales absolutas (ANCF) se puede utilizar en
el andlisis del problema de palas de rotor sin necesidad de hacer suposiciones con
respecto la geometria o a la deformacién eldstica [66]. Por ejemplo, la ANCF con-
sidera automéaticamente deformaciones de cortante, inercia a rotacién de la seccion
y acoplamiento dindmico entre diversos modos de desplazamiento. Otra ventaja
de usar ANCF es la evaluacion exacta de la tensién axial. Como fue expuesto
en el capitulo 3, la ANCF permite usar el tensor no lineal de deformacién de
Green-Lagrange para formular las fuerzas eldsticas del elemento. Esta medida de
deformacion, para una viga de dos dimensiones, conduce a la definicién siguiente

de la deformacién axial:

- 1 8r1 2 87"2 2

donde r1 y 72 son los coordenadas cartesianas de un punto arbitrario de la viga y «
es la coordenada longitudinal del elemento viga. Puesto que r1 y 73 son coordenadas
globales, ninguna de estas dos coordenadas se puede considerar debida a la flexién
o a la deformacion axial solamente. En su lugar, cada coordenada contribuye a
las deformaciones axiales y de flexién asi como al movimiento como sélido rigido
del cuerpo. Ademads, el problema del mal-condicionamiento como resultado del uso
de la ecuacién (5.3) no se encuentra en la evaluacién de la deformacién usando la

ecuacién (5.4), ya que esta deformacién se representa como la suma de nimeros
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positivos menos un numero entero. Por tanto, el problema de la perdida de cifras
significativas como consecuencia de la substraccién no se encuentra aqui. En lo que
sigue, se examina el comportamiento dindmico de una pala articulada mediante
una junta universal a un eje rigido que gira con una velocidad angular dependiente
del tiempo. La figura 5.15 muestra la conexién de la pala con el eje del rotor. La

rotacién del rotor se define seguin:

Q/[t2  T? 27t
Qot+<+2(cosﬁl>) t<T
T

- (5.5)
Qot+Q<t—2> t>T

donde Qg es la velocidad angular inicial, Qg + Q es la velocidad angular final, y T
es el tiempo de aceleracion desde Qg a g + . La pala gira alrededor de un eje
vertical, a la vez que no se utilizan fuerzas aerodindamicas en el modelo. La pala se
somete a la carga gravitacional y a las fuerzas dinamicas debidas a la rotacién del
eje. Inicialmente, éste rota a una velocidad angular, 2y, constante de 47.7 r.p.m.
Al principio de la simulacidn, las fuerzas gravitacionales hacen doblarse a la pala
y rotar fuera del plano horizontal, mientras que la velocidad angular comienza a
aumentar hasta 258 r.p.m.; esta aceleracién se produce durante 30 segundos. El
material de la pala tiene una densidad de masa de 2767.0 Kg/m3, un médulo de
Young de 6522 GPa y un mdédulo de rigidez transversal de 3261 GPa. El extremo
articulado de la viga estd situado a 20 centimetros del eje de giro (figura 5.15) y
la longitud total de la pala es de 8 m. Los momentos de inercia de la seccién son
1.18943-107% m* y 2.68028-10~8 m* para el movimiento de flap y lead-lag (figura

5.15), respectivamente, y la rigidez a torsién, GJ, tiene un valor de 126191 Nm?2.
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Figura 5.16: Movimiento de lead-lag de la pala.

Los desplazamientos se miden en un sistema de coordenadas solidario al eje
de giro. Este sistema de referencia tiene el eje Z a lo largo del eje de revolucion
y el eje X inicialmente a lo largo de la linea central de la pala (figura 5.15).
Las figuras 5.16 y 5.17 muestran el desplazamiento de lead-lag (a lo largo de Y)
y los desplazamientos longitudinales (a lo largo de X) del extremo libre de la
pala. Nétese que el maximo valor del desplazamiento de lead-lag es alto puesto
que la junta universal permite la rotacion rigida del cuerpo en el plano XY. Los
desplazamientos iniciales de avance mostrados en la figura se atribuyen a las fuerzas
de inercia de Coriolis que son generadas por el acoplamiento de la velocidad angular
de giro del sistema de referencia y el movimiento de flap inicial de la pala debido
al efecto de la gravedad. Los desplazamientos por deformaciéon que experimenta

la pala flexible para los valores de las rigideces y de la velocidad de giro del rotor
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que se han usado son varios ordenes de magnitud inferiores a los desplazamientos
como sélido rigido. Por este motivo, el movimiento que se muestra en las figuras
5.16 y 5.17 es practicamente igual al que se obtendria considerando la pala como
un sélido rigido.

Como puede observarse en la figura 5.17, la componente longitudinal del des-
plazamiento del extremo de la pala también alcanza un valor alto (alrededor de
1 metro), lo cual se atribuye a la rotacién rigida del cuerpo alrededor del eje
contenido en el plano XY de la junta universal como resultado de las fuerzas

gravitacionales.
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Figura 5.17: Movimiento longitudinal del extremo de la pala.

La figura 5.18 muestra el desplazamiento longitudinal medido en el sistema
de coordenadas movil durante un ciclo de rotacién que comienza en el segundo

32. Nétese que este instante pertenece al periodo de rotacién a velocidad angular
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constante. Los movimientos de flap y lead-lag también se muestran en la figura
5.18 durante un ciclo de la rotaciéon de la pala. El movimiento de flap tiene apro-
ximadamente el mismo periodo de rotaciéon que el eje del rotor, puesto que este

movimiento es principalmente movimiento como sélido rigido de la pala.
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Figura 5.18: Lead-lag, flap y desplazamiento longitudinal del extremo de la pala
durante un ciclo de rotacién (0.2325 s).



Capitulo 6

Estudio del efecto de
rigidizacion geométrica

Las soluciones obtenidas mediante modelos de elementos finitos basados en la
teoria lineal de la elasticidad en el estudio de problemas en los que el acopla-
miento entre los desplazamientos axiales y de flexién es importante tienen ciertas
limitaciones. Este es el caso de una viga que se hace girar alrededor de un eje per-
pendicular que pasa por uno de sus extremos. En el problema de la viga giratoria,
las fuerzas centrifugas pueden alcanzar un valor suficientemente alto como para
que tal acoplamiento sea importante. Es bien conocido el hecho de que un modelo
de una subestructura basado en la teoria lineal de la elasticidad produce soluciones
erréneas en este problema [43, 67]. El uso de varias estructuras se presenta en la li-
teratura como una forma de evitar que esto ocurra [67]. Sin embargo, no esté claro
si un modelo de varias subestructuras puede también producir soluciones erréneas
para valores de la velocidad angular distintos del valor critico del modelo de una
subestructura. De esta forma, el principal motivo del estudio contenido en este
capitulo es el hecho de que al estudiar la dindmica de una viga que gira alrede-
dor de un eje perpendicular que pasa por uno de sus extremos pueden obtenerse
soluciones inestables para modelos que usan mds de una subestructura [68]. La

inestabilidad de la solucién esté directamente relacionada con la singularidad de

191
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la matriz de rigidez equivalente y tal singularidad ocurre cuando la velocidad an-
gular alcanza la primera frecuencia natural de la viga con condiciones de contorno

de viga en voladizo [62].

La formulacién en coordenadas nodales absolutas, al contrario que otras formu-
laciones convencionales de elementos finitos frecuentemente usadas, tiene en cuenta
el acoplamiento entre el comportamiento a flexién y a traccién-compresion debido
al uso de un sistema de referencia local en cada elemento para formular las fuerzas
eldsticas. De esta forma, cada elemento se comporta como una subestructura dis-
tinta. A diferencia de otras formulaciones que usan la técnica de subestructuracion,
la formulacién en coordenadas nodales absolutas permite eliminar las restricciones
de conexién entre elementos, por lo que resulta especialmente apropiada para este
analisis. Resulta fundamental para el andlisis que se presenta en este capitulo el
hecho de que, en la formulaciéon en coordenadas nodales absolutas, tanto la matriz
de masa como la funcién que define las fuerzas elasticas son invariantes respecto

a una transformacién ortogonal de coordenadas (apéndice A).

En este capitulo se estudia también el uso de la formulacién de elementos fi-
nitos basada en el método de las referencias flotantes para el problema de la viga
que gira alrededor de un eje perpendicular. Es bien sabido que debido al uso de
la teoria lineal de la elasticidad y de un mismo sistema de referencia local para
calcular las deformaciones de todos los elementos, no es posible incorporar el aco-
plamiento entre esfuerzos axiales y de flexién que el problema de la viga requiere.
Por este motivo, cuando la viga rotativa se modela mediante la formulacién de
elementos finitos basada en el método de las referencias flotantes, se obtiene una
velocidad critica por encima de la cual, las soluciones se muestran inestables. Fs-
ta velocidad es independiente del niimero de elementos usados para discretizar la
viga. En este capitulo se estudia la posibilidad de introducir en dicha formulacién
el acoplamiento entre esfuerzos axiales y de flexion mediante la consideracion de

la rotacion relativa de los elementos.
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6.1. El efecto de rigidizacion geométrica

Desde los anos cincuenta se ha prestado especial atencién al problema de la viga
que gira alrededor de un eje perpendicular que pasa por uno de sus extremos. Uno
de los primeros trabajos al respecto es el de Schilhansl [85], quien desarrolld las
ecuaciones diferenciales de la vibracién de una viga que gira en régimen estacio-
nario. Durante mas de veinticinco anos, la mayor parte de la investigacién en este
campo se concentré en el estudio de vigas unidimensionales sujetas a una rotacion
constante en el plano. En estos modelos ni el efecto de las fuerzas de Coriolis ni el
acoplamiento entre flexién y tracciéon-compresién fue considerado. Algunas investi-
gaciones posteriores presentaron anélisis mas detallados en los que se consideraban
la rigidizacién debida a las fuerzas centrifugas y el efecto de las fuerzas de Corio-
lis. Algunas de estas investigaciones presentaban una teorfa més completa para
considerar el movimiento de una viga unida a una base que tiene un movimiento
prescrito [43]. La elongacién se introducia de forma que el movimiento de flexién
de un punto de la viga da lugar a un desplazamiento longitudinal. De esta manera
se produce la fuerza rigidizadora necesaria para eliminar la inestabilidad observada
usando las formulaciones disponibles hasta el momento. Se demostré también que
la clasica expansién modal que no tiene en cuenta dicho efecto rigidizador conduce
a una solucién inestable.

El estudio de vigas giratorias es un tema de interés por su importancia en mu-
chas aplicaciones ingenieriles como las palas de rotores de helicépteros. La teoria
de helicopteros pronto documenté la necesidad de considerar el acoplamiento entre
flexidn y traccién-compresion [86]. Recientemente, Ruzicka y Hodges [83] han usa-
do un método mixto de elementos finitos en el que la fuerza axial es introducida
como variable independiente en las ecuaciones dinamicas de palas de helicépteros
obteniendo buenos resultados. Simo y Vu-Quoc [84] presentaron un clarificador
trabajo en el que mostraron que el uso de la teoria lineal de la elasticidad conduce
a la aparicién de un término que disminuye la rigidez, haciendo que la matriz de

rigidez equivalente sea singular para una cierta velocidad angular independiente-
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mente del modulo de Young del material. Ademés, Simo y Vu-Quoc [84] mostraron
que, al menos, deben considerarse términos cuadraticos en la relacién deformacién-
desplazamiento para evitar la singularidad. Boutaghou y Erdman [87, 88] presenta-
ron una revision comparativa entre las teorias no lineales de vigas existentes hasta
el momento, concluyendo que el método de Simo y Vu-Quoc [84] proporciona los

mejores resultados.

La técnica de subestructuracién también ha sido usada para modelar el efecto
de rigidizacién geométrica [67]. Dentro de cada subestructura se usaron modos de
vibracién y modos de correccién estaticos junto con las suposiciones de la teoria
lineal de la elasticidad. Sin embargo, no se ha estudiado la relacién entre el nimero
de subestructuras y la velocidad critica a la que dicha inestabilidad puede ocurrir.
También se han considerado los efectos de rigidizacion en sistemas multicuerpo
considerando la configuracién de referencia como un estado pretensado y, por tanto,
incluyendo el efecto centrifugo en la energia potencial elastica, en lugar de en
la cinética [89, 90]. Otros autores han discutido la importancia de la relacién
no lineal deformacién-desplazamiento en la formulacién de referencias flotantes

91, 92, 93, 94].

En el campo de la robdtica, el interés por el control en tiempo real ha motivado
el estudio de alternativas simples que eliminen la inestabilidad [95], demostrando
que algunos de estos métodos fallan debido a que no tienen en cuenta la rigidizacién
geométrica debido a una prematura linealizacién de las ecuaciones del movimiento

43, 95).

En un trabajo reciente, Berzeri y Shabana [68] mostraron que para vigas girato-
rias existe un valor critico de la velocidad angular para el que la solucién mediante
un modelo de dos elementos finitos basado en la teoria elastica lineal puede dar
soluciones inestables. En cambio, el uso de la teoria no lineal de medios continuos
conduce a una solucién estable independientemente del valor de la velocidad angu-
lar [68]. El objetivo de este capitulo es explicar el aumento de la velocidad critica

que se observa cuando se aumenta el nimero de elementos o subestructuras.
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El siguiente apartado de esta seccién presenta un analisis de una viga giratoria
modelada con un tnico elemento finito y la teorfa eldstica lineal. A continuacién, se
discuten los resultados presentados por Berzeri y Shabana [68], que revelan que el
incremento en el nimero de elementos finitos no siempre conduce a una solucién
estable para vigas giratorias. Los apartados posteriores ponen de manifiesto las
diferencias entre las formulaciones de elementos finitos basadas en coordenadas

nodales absolutas y en referencias flotantes.

6.2. Modelo de un elemento basado en elasticidad
lineal

Recientemente, Berzeri y Shabana [68] han estudiado la dindmica de una viga
que gira alrededor de un eje perpendicular que pasa por uno de sus extremos, utili-
zando la formulacién en coordenadas nodales absolutas. Estos autores obtienen en
su estudio soluciones inestables no sélo cuando se usa un sélo elemento finito sino
también cuando se se usan dos. Sin embargo, estos autores no profundizaron en ese
hallazgo en su trabajo, puesto que el estudio se preocupaba més de la estabilidad
de la solucién de un modelo de un elemento. Como se explicé en el capitulo 2,
en la ANCF cada elemento tipo Euler-Bernoulli utiliza su propio sistema local de
referencia para el calculo de las deformaciones y posterior obtencién de las fuerzas
eldsticas. En este sentido cada uno de estos elementos puede considerarse como
una subestructura independiente. Sin embargo, a diferencia de lo que ocurre cuan-
do se usa la técnica de subestructuracion con el método de referencias flotantes, en
la ANCF no aparecen restricciones no lineales asociadas a la unién de las subes-
tructuras. En la ANCF, estas restricciones se evitan al compartir las coordenadas
nodales de dos elementos contiguos. Por lo tanto, el hecho de que un modelo de
ANCEF de dos elementos, o dos subestructuras, pueda producir soluciones erréneas
es interesante y es en este trabajo de Berzeri y Shabana [68] cuando por primera
vez que se documenta.

En esta seccién se analiza el problema de una viga que gira a velocidad cons-



196 Estudio del efecto de rigidizacién geométrica

tante para explicar los resultados obtenidos por Berzeri y Shabana [68]. Para ello
se usard un elemento viga bidimensional tipo Euler-Bernoulli formulado usando
la teoria de la elasticidad lineal. En primer lugar, las ecuaciones del movimiento
del elemento finito se expresan en un sistema de referencia que gira solidario al
extremo de la viga (figura 6.1). Como se muestra en el apéndice A, la expresién de
la matriz de rigidez del elemento es la misma en coordenadas del sistema inercial
o del sistema de referencia giratorio. Sin embargo, las ecuaciones en el sistema
giratorio incluyen dos términos adicionales, uno debido a las fuerzas de Coriolis,
que consta de una matriz antisimétrica, y otro debido a fuerzas centrifugas, que
consta de una matriz simétrica. Debido a que el analisis presentado en esta seccion
considera un solo elemento, los superindices que refieren al sélido y al elemento se

omiten por simplicidad.

Figura 6.1: Modelo de un elemento.

6.2.1. Ecuaciones del movimiento

Supdngase la viga de la figura 6.1 modelada mediante un tnico elemento finito.
Considerando que no se aplican fuerzas externas, las ecuaciones del movimiento
del elemento finito usando la formulaciéon en coordenadas nodales absolutas se

escriben como sigue:
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Mé=Q, - F, (6.1)

donde M es la matriz de masa del elemento, Q,. es el vector de fuerzas generalizadas
debidas a las restricciones de movimiento impuestas sobre el extremo de la viga
v F. es el vector de fuerzas eldsticas generalizadas. Con el fin de escribir las
ecuaciones del movimiento en el sistema de referencia giratorio, se introduce la

siguiente transformacion de coordenadas:

1 p1
=A, (6.2)
T2 P2
donde 71 y r2 , como se muestra en la figura 6.1, son las coordenadas en el sistema

inercial, p; y p2 son coordenadas en el sistema no inercial y

cosf —sinf
A= (6.3)
sinf  cosf
siendo 6 el angulo rotado por el sistema no inercial respecto al inercial.
La ecuacién (6.2) permite escribir la relacién entre los dos conjuntos de coor-
denadas del elemento. El primer conjunto es el vector e* del nodo k definido en el

sistema inercial, mientras que el segundo conjunto es el vector q¥, definido en el

sistema de referencia giratorio. La transformacién se escribe de la siguiente forma:

k k _k Lk T Ar 0 ([ E ok ok Lk T> (6.4)
e es es e = 5 9 g3 q } 6.4
1 € €3 €4 0 A 1 42 493 4y
donde
opk opk
@ = oY, a5 = b, q§=871, qff:a—; (6.5)

son las coordenadas del nodo k (kK = 1,2) en el sistema de referencia no inercial.
Esta claro que la relacion entre los dos conjuntos de coordenadas del elemento se

puede escribir como sigue:
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e=Aq (6.6)

T T
dondee=| ¢ e .. eg } yq= [ Q1 9 ... g } . Las componentes de
los vectores e y q de la ecuacién (6.6) se enumeran siguiendo la siguiente regla:
€it(k—1) = ek y Qit(k—1) = gt coni =1,2,3,4y k = 1,2. Asi, la matriz de la

transformacion se escribe como sigue:

>

T

0 0
A, O
(6.7)

A
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T
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0
0

>

0

T
Derivando la ecuacién (6.6) dos veces con respecto al tiempo, sustituyendo en las
ecuaciones del movimiento del elemento y, después, pre-multiplicando por AT se

obtiene:

Mg+Cq—uw’Mq=Q, —F, (6.8)

donde w es la velocidad angular de la viga, C = 2ATMA es una matriz anti-

simétrica que introduce el efecto de las fuerzas de inercia de Coriolis, w?>M es una

matriz simétrica que introduce el efecto de las fuerzas de inercia centrifugas, y
T

QT = [ P, P, 0 M 0 0 0 O es el nuevo vector de fuerzas de restric-

cién generalizado. Como se muestra en el apéndice A, la expresion de las fuerzas

eldsticas es la misma cuando las ecuaciones se escriben en términos de las coorde-

nadas absolutas, e, o en términos de las coordenadas en el sistema no inercial, q.

Esto es:

ATF, (e) = ATF,(Aq) = F. (q) (6.9)

Examinando la ecuacién (6.8) se observa que la matriz de masa del elemento
obtenido usando la formulacién en coordenadas nodales absolutas es invariante con

respecto a una transformacién ortogonal. Las fuerzas de restriccién son el resultado
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de las siguientes restricciones cinemaéticas, escritas en el sistema de coordenadas

no inercial:

0
@ =0l,0=0, 2= p2l,_o=0, s = % =0 (6.10)

=0
Usando estas ecuaciones de restriccion, el vector de coordenadas q se puede

escribir en términos de las coordenadas independientes q; como sigue:

q = Bq; (6.11)

donde

(6.12)

ve)

~

|
o o o o o
o o o o o
-~ o o o o

1
0
0
0
0

o o o o o
o O O = O
o O = O O

0
0
0
1
0

Sustituyendo la ecuacién (6.11) en la ecuacién (6.8) y premultiplicando por BY

las ecuaciones del movimiento se escriben de la siguiente forma:

Mg, +Cq, —w’Mq, = -B’F, (Bq,) (6.13)

donde M = BTMB, C = BTCB y BTQT. = 0. La desaparicion de las fuerzas de
restriccién en la ecuacion era de esperar puesto que ésta queda expresada en térmi-
nos de las coordenadas independientes. Sin embargo, el vector de fuerzas eldsticas
es una funcién altamente no lineal de las coordenadas nodales [19] y no es facil
extraer conclusiones directamente de esta ecuacién. Aprovechando que los despla-
zamientos por deformacion dentro del elemento son pequenos en este problema,
una vez expresados en el sistema no inercial, la expresién de las fuerzas elasticas
puede linealizarse. Detalles acerca de esta linealizacién pueden encontrarse en el

apéndice A. Las fuerzas eldsticas linealizadas se obtienen a través de una expansién
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en serie de Taylor alrededor de una posicién de referencia definida en el sistema
inercial, como sigue:
IF (q)

q qo(q—qO)ZK(q—qO)

F.(q) ~F.(qy) +

(6.14)

donde K es la matriz de rigidez definida en el apéndice A, y q, es el vector
de coordenadas nodales en la configuracion de referencia, que tiene la siguiente
expresion:

T
a%=[00102L010] (6.15)

donde L es la longitud del elemento en la configuraciéon indeformada. Es impor-
tante senalar que la suposiciéon de pequenas deformaciones dentro del elemento
permanece valida tras la linealizacién ya que q, contiene la configuracién de re-
ferencia del elemento. Obviamente, F, (q,) = 0, es decir, las fuerzas eldsticas son
cero en la configuracion indeformada. Las ecuaciones del movimiento para la viga

giratoria se escriben en el sistema de referencia no inercial como sigue:

Mg; +Cq; + (K - w’M) q; = Kq, (6.16)
T
dondeqy;=|1 L 0 1 O } y la matriz de rigidez constante tiene la siguien-
te expresion:
[ 2mAL EA EAL i
15 T 10 0 T30 0
EA  6EA EA
-~ s O -3 0
K =B’KB = 0 0 1251 0o -85 (6.17)
EAL EA 2EAL
T30 T 10 0 15 0
6EI AET
|0 0 = 0 T

donde F es el modulo de Young, I es el momento de inercia de la seccidon y A es

el area de la seccion. La matriz de rigidez equivalente K. se define como

K. = (K- w’M) (6.18)
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y el producto K.q se refiere en adelante como fuerza eldstica equivalente.

6.2.2. Analisis modal

Esta claro que para ciertos valores de la velocidad angular, la matriz de rigi-
dez equivalente se hace singular. Esta singularidad afecta a las fuerzas elasticas
necesarias para mantener la rigidez a flexién de la viga. Para aclarar el desarrollo

posterior, se resuelve el siguiente problema de autovalores:

(M‘lK - AI) u=0 (6.19)

Nétese que los autovalores y autovectores de la ecuacién (6.19) definen los modos
de vibracién de la viga con condiciones de contorno empotrada-libre. Los autovec-
tores, u, y autovalores, A\, de la matriz M 'K de la ecuacién (6.19) se escriben a

continuacién:

u = [ 0 0 0.725952L 0 1 Ay = 12480281
1T
uzz[o 0 0.13119L 0 1 Ay = 215281
1T
uz = [ 0417012 0.105914L 0 1 A3 = ZACTTAEA (6.20)

T
_ 23.3913EA
Ay =

u4=[—8.0283 1.03372L 0 1 913

e = 109.141FE A
5= mL

o o o

115:[—42.6387 —26.6396L 0 1

donde m es la masa del elemento. Es importante notar que los autovectores corres-
ponden a dos modos de flexién y tres axiales y, lo que es mas importante, que los
modos axiales y de flexién estdn completamente desacoplados. Esto es, cada com-
ponente distinta de cero de un modo de flexién se corresponde con una componente
igual a cero en un modo axial y cada componente distinta de cero de un modo
axial se corresponde con una igual a cero en el modo de flexién. Sélo los autovec-
tores u; y us tienen la tercera componente distinta de cero, la cual corresponde
a las fuerzas transversales del elemento. Debido a que los autovectores son lineal-

mente independientes, todo vector de coordenadas q; puede ser escrito como una



202 Estudio del efecto de rigidizacién geométrica

combinacién lineal de autovectores:

q; = a1u; + aug + azus + asuy + asus (6.21)

Si q; se multiplica por la matriz de rigidez equivalente, el término de fuerzas puede

escribirse de la siguiente manera:

5
(K —w’M) q; = Z F, (6.22)
n=1
donde
_ wQ
F, =, (1 - A) £, (6.23)

En la ecuacién anterior f,, es el producto de la matriz de rigidez K por el
autovector u,. Examinando la estructura de la matriz de rigidez en la ecuaciéon
(6.17) se puede ver que los vectores f; y f3 son los tnicos que contribuyen con
fuerzas transversales mientras que f3, f; y f5 sélo contribuyen con fuerzas axiales.
Esto es una consecuencia del uso de la teoria lineal de la elasticidad para definir

las fuerzas eldsticas del elemento.

Parametro, Simbolo Valor
Longitud, L 8.0 m
Densidad, p 2767 Kg/m3

Area de la seccién, A 7.299-10~5 m?2

Momento de inercia, I ~ 8.214-107? m*
Masa, m 1.615 Kg

Moédulo de Young, E 6.895-10'° Pa

Tabla 6.1: Propiedades de la viga.
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Figura 6.2: Desplazamiento transversal (w=4 rad/s).

Cuando el valor del cuadrado de la velocidad angular de rotacién de la viga
alcanza A1, no hay contribuciéon del primer modo a las fuerzas elasticas, esto es,
F, = 0. Es importante resaltar que el primer modo contribuye significativamente
a las fuerzas transversales. Mds aun, si la velocidad angular aumenta, el término
de fuerza correspondiente al primer modo, F, cambia de signo produciendo una
reduccién de la rigidez de la viga. Por este motivo, se considera que el término w?M
de la matriz de rigidez equivalente disminuye la resistencia del elemento. Sin em-
bargo, esta reduccion de la rigidez no se observa cuando se incluye el acoplamiento
entre los modos axiales y de flexién [84].

Berzeri y Shabana [68] mostraron que para un modelo de coordenadas nodales
absolutas con las propiedades de la tabla 6.1 se obtiene una solucién inestable
si la velocidad angular se aumenta hasta 10 rad/s. Sin embargo, para los valores

de la tabla 6.1 y teniendo en cuenta los resultados de esta seccién, la velocidad
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angular critica que se obtiene es de 2.92 rad/s. Esta velocidad critica es también
inferior, aunque més préxima, a 4 rad/s, que es la velocidad a la que se hace girar
la viga por Wu et al. [67] para obtener una sélucién inestable. Los resultados que
se representan en la figura 6.2 muestran que el modelo de coordenadas nodales
absolutas descrito en esta seccién produce una solucién inestable cuando la veloci-
dad angular se incrementa hasta 4 rad/s. Sin embargo, aumentando el nimero de
elementos a dos, la solucién obtenida es estable. Dicha simulacion se ha llevado a
cabo imponiendo que el extremo de la viga gira a una velocidad que depende del
tiempo segtin una ley similar a la de la ecuacién (5.1) en la que T y w toman unos
valores de 15 s y 4 rad/s, respectivamente. Para ello se han utilizado las ecuaciones

(6.1), que estan expresadas en el sistema inercial [47].

6.3. Modelado mediante la formulacion de refe-
rencias flotantes frente a la formulacion en
coordenadas nodales absolutas

Como es sabido, cuando se usa la teoria de la elasticidad lineal en la formu-
lacién de referencias flotantes, se obtiene una solucién inestable en el problema
de la viga giratoria si el efecto de la rigidizacién geométrica no se considera. La
velocidad critica, en este caso, es siempre la primera frecuencia natural de flexion
de la viga con condiciones de contorno empotrada-libre, independientemente del
nimero de modos que se usen. Por otro lado, cuando se usa la formulaciéon en
coordenadas nodales absolutas con la teoria elastica lineal sin incluir términos que
tengan en cuenta la rigidizacién geométrica, siempre existe una velocidad critica
en el problema de la viga giratoria, pero su valor depende del nimero de ele-
mentos empleados para modelar la viga. En las secciones siguientes se discuten
las diferencias bésicas entre un modelo de elementos finitos que usa la formula-
cién en referencias flotantes y otro que usa coordenadas nodales absolutas para el
problema de la viga giratoria. En ambas formulaciones, por simplicidad, la viga

giratoria se supone modelada por dos elementos finitos y las funciones de forma en
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ambos casos estdn formadas por polinomios de tercer grado para establecer una

comparacion justa.

Figura 6.3: Modelo de dos elementos de la viga.

6.4. Formulacién en coordenadas nodales absolu-
tas

Para cada elemento finito se introduce un sistema de referencia local para for-
mular las fuerzas eldsticas, y como consecuencia, se obtiene un modelo equivalente
a un modelo obtenido usando subestructuracién. Dicho sistema de referencia se-
para el movimiento total del elemento en un movimiento de la referencia mas un
movimiento debido a la deformacion. De esta manera se pueden escoger distintas
condiciones de referencias como, por ejemplo, condiciones de viga empotrada-libre
o de viga simplemente apoyada [25]. En esta seccién se usa la referencia con condi-
ciones de empotrada-libre. Las ecuaciones del movimiento de la viga se expresan en
el sistema de referencia no inercial X Y5 (figura 6.3). Como en la seccién anterior,
la linealizacién de las fuerzas eldsticas se ha usado para obtener ecuaciones méas
manejables. En las primeras subsecciones se construyen las ecuaciones del movi-
miento de cada elemento y en una subseccién posterior se aplican las condiciones

de conectividad para obtener las ecuaciones del movimiento de la viga.
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6.4.1. Primer elemento

El primer elemento de la figura 6.3 se trata de la misma forma que el modelo de
un elemento de la seccién 6.2. Debido a que el sistema de referencia de este elemento
coincide con el sistema de referencia no inercial, la linealizacién de las fuerzas
elasticas puede hacerse en las ecuaciones expresadas en el sistema de referencia no
inercial. Estas ecuaciones se obtuvieron en la seccién 6.2 y se rescriben ahora para

el primer elemento como sigue:

Mg, + Cq, — w’Mq, = -B”F, (Bq,) (6.24)

donde q; es el vector de coordenadas nodales del primer elemento. Este vector se

escribe como sigue:

T
A= | quu q12 13 G4 qi5 (6.25)
El vector q; contiene sélo cinco coordenadas independientes ya que las condi-
ciones de contorno de empotramiento han sido eliminadas a través de la matriz de
conectividad B. Las fuerzas elasticas pueden linealizarse, obteniendo una matriz
de rigidez constante, ya que las deformaciones dentro del elemento se suponen pe-
quenas. Asi, las ecuaciones del movimiento del primer elemento se escriben de la

siguiente forma:

donde las matrices M, C, y K tienen la misma estructura que las de la ecuacién
(6.16) del modelo de un elemento. El vector g, contiene las coordenadas nodales

de la configuracién de referencia del primer elemento, esto es:

T
=1 L2 01 0] (6.27)

donde L es la longitud total de la viga considerada.
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Figura 6.4: Sistemas de referencia usados.

6.4.2. Segundo elemento

Para linealizar consistentemente las fuerzas eldsticas del segundo elemento de
la figura 6.3, se introduce otro sistema de referencia giratorio. Las ecuaciones
del movimiento del segundo elemento en el sistema giratorio X5 Y5 se obtienen
usando la matriz de transformacién de la ecuacién (6.7) de la seccién 6.2 y tienen

la siguiente expresién:

Mg, + Cq, — w’Maq, = —F, (q,) (6.28)

donde el vector de coordenadas nodales del segundo elemento en el sistema de

referencia giratorio se escribe como sigue:

T
q = [ G21 22 @23 Qo Q25 Q26 Qor o (6.29)

FEl sistema de referencia local del segundo elemento mostrado en la figura 6.4,
sistema z3y3, es tangente a la linea media de la viga en el nodo comin a ambos
elementos. Por este motivo, la posicién del origen y la orientacién del sistema de
referencia local estan unicamente definidas por las coordenadas del nodo 2 como

sigue:
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123 sina = ——24 (6.30)

P1 = (21, P2 = (22, COSQA = ———,
Va3 + 63 V@3 + ay

donde p; y p2 son las componentes del vector de posicién del punto inicial del
segundo elemento en el sistema de referencia X5 Y. El sistema de referencia X3Y'3
es también un sistema de referencia giratorio pero es paralelo al sistema local del
segundo elemento, sistema z3ys. En esta seccion, el sistema X3Y'3 se usa por
conveniencia como sistema de referencia intermedio para la linealizacién de las
fuerzas eldsticas. Las ecuaciones del movimiento del segundo elemento pueden ser
escritas en términos de un nuevo conjunto de coordenadas definido en el sistema
de referencia intermedio X3 Y 3. Para ello, se introduce la siguiente transformacion

de coordenadas:

cosa —sina T
- ' (6.31)
02 sinoe  cos« o
donde
cosa —sino
A, = (6.32)
sinae  cos«

En la ecuacién (6.31), w1 y m son las coordenadas definidas en el sistema
de referencia intermedio X3Y35. Asi, las coordenadas nodales en el sistema de

referencia intermedio X3 Y 3, denotadas por p, se definen para el segundo elemento

como
T
P2 = [ P21 P22 P23 P24 P25 P26 P2r P28 } (6-33)
donde
o) o)
P21 = 7T1|x:0 Pb22 = 7T2|z:0 P23 = %}xzo P24 = %hx:o (6.34)
omy Omy .

P2 = il Pos = Mol P = G|l ps= G|,



6.4 Formulacién en coordenadas nodales absolutas 209

v le es la longitud del elemento. Usando la ecuacién (6.31), la relacién entre las

coordenadas nodales q, y el vector de coordenadas nodales p, se puede escribir:

a4, = Raps (6.35)
donde
A, O 0 0
0O A, O 0
R, = (6.36)
0 0 A, 0
0 0 0 A

«

Notese que esta matriz de transformacién esta expresada en funcién del angulo
«, que es funcién de las coordenadas nodales g3 ¥ g24, como se muestra en la
ecuacion (6.30). Debido a que la funcién que define las fuerzas eldsticas permanence
invariante ante una transformacién ortogonal, la ecuacién (6.35) se puede usar para
escribir las ecuaciones del movimiento en el sistema de referencia intermedio como

sigue:

RSM (Raf)2 + 2Rap2 + RQPZ) + RZ:C (Rapz + Rap2)
(6.37)
_WQRZ:MRQPQ =-F, (p2)

En este nuevo sistema de referencia tiene sentido la linealizacién de las fuer-
zas eldsticas mediante la ecuacién (6.14). Dicha linealizaciéon produce la siguiente

expresion:

Fe (p2) ~ K (P2 — Po2) (6.38)

donde la matriz de rigidez K se ha introducido anteriormente y pg, es el vector

de coordenadas nodales que se define a continuacién:

Po2 = Rg%2 (6.39)
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En esta ecuacion, el vector qg, se define como

T
do2 = | @21 Qo2 cosa sina qo1 +lccosa oo +lesina cosa  sina

(6.40)

Es importante resaltar que el uso del sistema de referencia intermedio X3Y'3
permite la linealizacion de la expresion de las fuerzas elasticas por ser este siste-
ma paralelo al sistema local del elemento. Tal linealizaciéon puede hacerse sélo si
las deformaciones se suponen pequenas en el sistema X3Y3. En el apéndice A se
demuestra que se obtiene la misma matriz constante de rigidez cuando se linealiza
usando una configuraciéon de referencia que es paralela al sistema de referencia
local del elemento. Notese que el sistema X5 Y5 no se ha usado ya que este siste-
ma no comparte el movimiento como sélido rigido del sistema de referencia local
del elemento. Usando la transformacién de la ecuacién (6.35), las ecuaciones de
movimiento del segundo elemento en el sistema de referencia X Yo después de la

linealizacién se vuelven ahora a escribir como sigue:

Mg, + Cd, + (Ko — w”M) q; = Kaqg, (6.41)
donde
K. =R[KR, (6.42)
y
T
Kaqp, = EA [ —cosa —sina 0 0 cosa sina 0 O } (6.43)

6.4.3. Conectividad de los elementos

Una vez que las ecuaciones de cada elemento han sido expresadas en términos
de las coordenadas nodales en el sistema de referencia no inercial XoY 5 y las

fuerzas eldsticas han sido consistentemente linealizadas, se aplican las condiciones
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de conectividad. Asi, las ecuaciones del movimiento de los dos elementos pueden

escribirse como sigue:

Mg, + Cq, + (K - W2M) q; = Kaqy, + Q4

Mg, + Cq, + (Ka - WZM) qa; = Kaqpe + Q0

(6.44)

donde

_ T
Q.=[0 P~ P Q. Q]

. (6.45)

Qo=[-P. -P, Q. —Q, 0 0 0 0|

siendo Py, Py, Q. y Qy fuerzas de restriccion. Dichas fuerzas de restriccién se

deben a las siguientes restricciones entre las coordenadas de cada elemento:

q12 = q21, G13 = Q22, 14 = G23, 15 = Q24 (6.46)

Las fuerzas generalizadas de restriccién @, y @, asociadas a las pendientes
pueden ser obtenidas a partir del trabajo virtual realizado por un momento, M,
(figura 6.3), con una variacién de dngulo dar que puede expresarse en términos de

las coordenadas nodales como sigue [19]:

63(564 — 64(563

o= —>—F7———"- 6.47
@ e3+e? (6.47)
Asi,
_Mze4 Mze3
CEgra YT aea (645

Las coordenadas de ambos elementos, q; y q,, pueden agruparse en un tnico
vector de coordenadas para la viga, q. De esta forma, las condiciones de conec-
tividad entre los elementos (ecuaciones (6.46)) pueden expresarse de la siguiente

forma:
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q;, =Biq, q,=Byq (6.49)

siendo B; y Bo matrices booleanas de conectividad. De acuerdo con la ecuacion
(. TA T

(6.48), es facil ver que B] Q,; + B3 Q,5, = 0. De esta forma, las fuerzas de res-

tricciéon pueden eliminarse y el sistema de ecuaciones diferenciales de movimiento

pueden escribirse como sigue:

Msd + Csq + (Ks —w’Mg) q=Fg (6.50)

donde

Mg = Bl MB, + B MB,
Cs =BTCB, + BICB,

) (6.51)
Ks = BTKB, + BIK,B,

FS - B{Kqu + BgKocq()Q

Merece la pena resaltar que las ecuaciones del movimiento del modelo de dos
elementos han podido transformarse en ecuaciones diferenciales ordinarias, después
de eliminar todas las restricciones. En el caso de que las subestructuras usaran
coordenadas modales, la eliminacién de las ecuaciones de restricciéon debidas a
la conexion de las dos subestructuras no habria sido tan sencilla. He aqui una
ventaja del modelo basado en la formulacién en coordenadas nodales absolutas.
Siguiendo el desarrollo presentado en la seccién 6.2, se definird una matriz de
rigidez equivalente para el sistema de la ecuacién (6.51). La nueva matriz de rigidez

equivalente se escribe como sigue:

K. =Kg — w’Mg (6.52)
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6.4.4. And&lisis modal

Un andlisis equivalente al que se presenté en la seccidon 6.2 para el modelo de
un elemento puede ahora desarrollarse. La matriz de rigidez Kg del sistema es
funcién del dngulo « entre los ejes X2 y X3 y, como consecuencia, los valores de
velocidad critica que se obtienen de la ecuacién (6.52) dependen igualmente del
valor de este dngulo. A continuacién se presenta la ecuacién para el anglisis de los

autovalores del sistema:

(Mg'Ks —A)u=0 (6.53)

El valor de la raiz cuadrada del autovalor més pequeno de la matriz MEIKS
corresponde a la velocidad critica para este modelo de dos elementos. Considerando
los datos de la tabla 6.1, la velocidad critica de la viga bajo estudio puede ser

representada como funcién del dngulo o, como se muestra en la figura 6.5.

3,00
2,75
2,50 —
2,25 i
2,00
1,75
1,50 e
1,25
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Velocidad adimensional critica (@/c)

>

0
0,00 0,01 0,02 0,03 0,04 0,05 0,06 0,07 0,08 0,09 0,10
Angulo o (rad)

Figura 6.5: Velocidad critica adimensional.

En esta figura se representa la velocidad critica adimensional w/wq, donde w; es
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la frecuencia natural de la viga con condiciones de contorno de empotrada-libre. Se
puede observar en la figura que cuando el angulo « es cero, lo cual ocurre cuando
la viga estd recta (no hay deformacién de flexién y, lo que es mds importante,
no hay efectos geométricos no lineales debidos a la rotacion relativa entre ambos
elementos) el valor de la frecuencia natural obtenido de la ecuacién (6.53) coincide
aproximadamente con el que se obtiene para el modelo de un elemento. Esto es de
esperar ya que, en esta configuracién, la frecuencia natural deberia aproximar la
frecuencia fundamental de la viga con condiciones de contorno de empotrada-libre,
puesto que la ecuacién (6.53) resulta equivalente a la ecuacién (6.19). A medida
que el angulo a aumenta, lo cual implica que los sistemas de referencia locales
de sendos elementos tienen diferente orientacién y la viga flecta, el valor de la

velocidad critica aumenta.
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Figura 6.6: Velocidad critica adimensional de varios modelos.

Estos resultados demuestran que cuando la viga experimenta flexion la frecuen-
cia natural aumenta y eso explica el aumento del valor de la velocidad critica cuan-

do aumenta el nimero de elementos debido al efecto de la no linealidad geométrica
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descrita mediante el angulo «. La curva de la figura 6.5, tiende a un valor cons-
tante a medida que el dngulo a aumenta y, como consecuencia, existe también
una velocidad critica, para el modelo de dos elementos, independientemente de la
cantidad de deformacion.

La figura 6.6 muestra la velocidad critica adimensional como funcién del angulo
« para modelos de dos, tres y cuatro elementos. El dngulo « se define como el
angulo entre la tangente en el punto medio de la viga y el eje X5. Como puede
observarse en la figura 6.6, los tres modelos considerados muestran el mismo valor

para la velocidad critica cuando la viga no experimenta flexién (o = 0).
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Figura 6.7: Desplazamiento transversal (w=8 rad/s).

Los resultados de la figura 6.6 muestran que aumentando el niimero de elemen-
tos del modelo, se obtiene un aumento en la frecuencia natural y, por tanto, en la
velocidad critica. No obstante, sigue existiendo una velocidad critica. De hecho,
puede observarse en la figura 6.2 que el modelo de dos elementos se comporta de

forma estable para una velocidad angular de 4 rad/s (w/w; = 1.37). Sin embargo,
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si la velocidad angular se aumenta hasta un valor de 8 rad/s (w/w; = 2.74), la
solucién obtenida con este modelo no es estable, como puede verse en la figura 6.7.
De acuerdo con la figura 6.5, el modelo de dos elementos tiene una velocidad critica
inferior a w/w; = 2.74, por lo que el comportamiento inestable era esperado. La
figura 6.7 también muestra que aumentando el numero de elementos a cuatro, se
obtiene una solucién estable, lo cual concuerda con los resultados presentados en
la figura 6.6.

Los resultados presentados en esta seccién demuestran que el uso de un modelo
de varios elementos basado en coordenadas nodales absolutas con teoria elastica
lineal resulta en un acoplamiento entre desplazamientos que conduce a un aumento
de la velocidad critica. Este acoplamiento es capturado por la formulacién en
coordenadas nodales absolutas ya que la orientacion de cada elemento entra en
la formulacién de las ecuaciones dindmicas. No ocurre lo mismo cuando se usan
modos lineales en la formulacion de referencias flotantes, a menos que se usen varias
subestructuras. Notese que el aumento de la velocidad angular critica depende
del nimero de elementos finitos que se hayan usado. A medida que el nimero
de elementos aumenta se obtiene una representacion més exacta de los efectos

geométricos no lineales.

6.5. Modelado con la formulacion en referencias
flotantes

En el método de elementos finitos basado en la formulacién en referencia flo-
tantes, el movimiento absoluto de los puntos del sdlido se suele describir como
la superposicién del movimiento del sistema de referencia y el movimiento de los
puntos con respecto a la referencia. Usando este método para modelar la viga gi-
ratoria, las ecuaciones del movimiento de la viga giratoria pueden escribirse de la

siguiente manera [19]:

mfqu + Kfqu =62 (mfqu + io) + 29§qf — mfgé (6.54)
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donde myy y —26S son iguales a Mg y Cg de la ecuacién (6.51), respectiva-
mente. Sin embargo, la matriz de rigidez de la ecuacién (6.54) es constante en
todo momento y, por tanto, distinta de Kg de la ecuacién (6.51). Debido a que
el movimiento del sistema de referencia es conocido en este modelo, sélo han de
ser integrados los desplazamientos nodales de la ecuacién (6.54). Es importante
senialar que qy se define como un vector de desplazamientos nodales con respec-
to a la configuracién de referencia o indeformada y, por esta razén, aparecen los
términos mfgé y 021 en la ecuacién (6.54) y no en la ecuacién (6.51). La matriz
de rigidez es constante como resultado del uso de la teoria eldstica lineal y de un
Unico sistema de referencia para medir la deformacion de los puntos de la viga.

Las fuerzas eldsticas se derivan de la energia eldstica, que puede escribirse:

1 L 82’&2 2 aul 2
Ue = 5/0 EI ( 31'2 ) + EA <ax> dl‘ (655)

donde F es el modulo de Young del material, I es el momento inercia de la seccién,

A es el drea de la seccién, L es la longitud de la viga, u; es el desplazamiento axial,
ug es el desplazamiento transversal y x es la coordenada longitudinal de la viga en
la configuracién indeformada. Asumiendo que la viga es recta en la configuracién
indeformada, la integral anterior puede calcularse como la suma de la integral

sobre cada elemento:

e L N o\ 2
U, :; %/O E'D (g;‘%) + EIA (gﬁ) da? (6.56)
donde n. es el numero total de elementos y el superindice j se refiere al niimero de
elementos. En la ecuacién (6.56), se ha supuesto que el sistema de referencia local
usado para describir las deformaciones de cada elemento es paralelo al sistema
flotante y el cambio de orientacién relativa de estos sistemas de referencia locales
debidos a la deformacién no se tiene en cuenta de forma alguna. Por esta razdn,

los desplazamientos eldsticos de cada punto de un elemento finito se miden en el

sistema de referencia flotante y las deformaciones elasticas dentro de cada elemento
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se obtienen derivando los desplazamientos u] y uj como sigue:
el =5, g =—y
a ) b ) 2
oxJ Oz

donde €’ es la deformacién eldstica debida a los esfuerzos axiales, €/ es la deforma-
a »<b

(6.57)

cién eldstica debida a flexién e 3/ es la coordenada de un punto de la seccién recta
respecto de la linea central de la viga. Como consecuencia, todos los elementos de
la viga tienen la misma matriz de rigidez. Asi, suponiendo que se usan sélo dos

elementos, la matriz de rigidez de la viga se calcula como sigue:

K,; = B (BI"KB! + BY"KB?) B, (6.58)
donde B% y B% son matrices booleanas de conectividad y Bs es una matriz que
introduce las condiciones de referencia [19]. La matriz Ky, de rigidez es igual a
K cuando el dngulo « es igual a cero pero difiere a medida que el dngulo a varia.
Si se realiza un andlisis de autovalores en la ecuacién (6.54) similar a los anteriores,
la velocidad critica que se obtiene resulta ser constante e igual a la frecuencia na-
tural de flexién de la viga con condiciones de borde empotrada-libre. El modelo de
elementos finitos basado en la formulacién de referencias flotantes no captura, por
tanto, el acoplamiento entre los desplazamientos axiales y de flexién cuando se usa
la teoria lineal de la elasticidad y no se toman medidas especiales para introducir
este acoplamiento. En otras palabras, el método de elementos finitos basado en la
formulacién de referencias flotantes siempre exhibe inestabilidad cuando la velo-
cidad angular de giro alcanza la frecuencia natural de la viga con condiciones de
contorno de empotrada-libre independientemente del niimero de elementos usados

en el modelo.

6.6. Formulacion en referencias flotantes modifi-
cada

Observando las matrices de rigidez obtenidas mediante las dos formulaciones

presentadas anteriormente, ecuaciones (6.51) y (6.54), se desprende que el método
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de elementos finitos basado en la formulacién en referencias flotantes puede ser mo-
dificada para tener en cuenta los efectos de rigidizaciéon geométrica. Obviamente, la
principal diferencia entre ambas formulaciones se debe al uso de distintos sistemas
de referencia local en cada elemento para medir las deformaciones. Para solucionar
el problema asociado a la formulacién presentada en la seccién 6.5, el sistema de
referencia flotante no se usara en este desarrollo para medir las deformaciones. En
su lugar, se usa un sistema local tangente a la linea central del elemento por uno
de sus nodos, nodo A de la figura 6.8. La orientacién de este sistema con respecto
al sistema de referencia flotante se calcula a partir de las coordenadas nodales de

A como sigue:

Q;4

1—|—qj, )
/3 , sina’ =
i \2 i \2 i \2 i\2
(1+afs) + (an) (1+aps) + ()

donde q}?) y qfc4 son los incrementos en las pendientes del primer nodo del ele-

cosa’ =

(6.59)

mento j. Las deformaciones elasticas del elemento finito j se calculan usando los
desplazamientos elasticos del elemento finito, denotadas por \7;, con respecto al
sistema de referencia local del elemento. Asi, la ecuacién (6.57) se reescribe como

sigue:

=J 2527
el — &)f} el = 7yj8 U
@ 8.’1?] ’ b 8@]2

(6.60)

donde 17;1 y 5}2 son las componentes del vector de desplazamientos eldsticos \7; en

el sistema local del elemento. La energia de deformacién del elemento j se calcula:

. 2 : 2
R Y S I A 2 - [ oV ,
@:5/ yp(af + B AT §§ da? (6.61)
0 7 T
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Figura 6.8: Movimiento de un elemento finito.

Para determinar los desplazamientos eldsticos de los puntos de un elemento con
respecto al sistema de referencia del elemento, considérese un elemento arbitrario
como el mostrado en la figura 6.8. La linea central en la configuracién indeformada
se supone inicialmente coincidente con el eje = del sistema de referencia flotante
mientras el sistema de referencia local del elemento se supone tangente a la linea
central de la viga por el punto A’. Como puede observarse en la figura 6.8, el
desplazamiento de un punto del elemento, por ejemplo, el punto B, puede des-
componerse en la suma del desplazamiento del punto debido al movimiento como
solido rigido de la referencia local, u?, y el desplazamiento debido a deformacién
elastica del elemento, V}B . El desplazamiento de un punto arbitrario debido al mo-
vimiento de sélido rigido del sistema local del elemento, u,., puede escribirse como
sigue:

w=utr(A-T) | " (6.62)

0
donde A es una matriz ortogonal que expresa la orientacion del sistema de refe-
rencia del elemento con respecto al sistema de referencia flotante (figura 6.8) y

puede escribirse como:

A=l i | (6.63)

donde i; e iy para el elemento j tienen la siguiente expresién:
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) T T
ijl = [ cosa’ sina/ } ) 1% = [ —sina? cosa’ (6.64)

El desplazamiento eldstico de un punto arbitrario se calcula como la diferencia
entre los desplazamientos uy y u,. Esta diferencia se proyecta en el sistema de

referencia local del elemento usando la matriz ortogonal A y puede escribirse:

vi=A"(uy —u,) (6.65)

donde sustituyendo la expresién de u, de la ecuacién (6.62), se obtiene

vy = AT (uy —uf) - (1- A7) Z (6.66)

Supéngase la matriz identidad I compuesta de la siguiente forma:

=i j| (6.67)

T T
donde i = [ 1 0 ] vij= [ 0 1 ] . Asi, las derivadas usadas en la ecuacién

(6.60) pueden escribirse con la ayuda de la ecuacién (6.66) como sigue:

0v . . T\ . T

a;;l - 1{S,qur _ <1T _ 11T> i= 11TS7zqf +ili—1 (6.68)
0%V .
63;]; - lgsvzxqf (6.69)

donde el superindice que se refiere al elemento j ha sido eliminado por simplicidad.
Puesto que el elemento finito en la configuracién indeformada es recto, pueden

escribirse la siguientes ecuaciones:

i=S.q, (6.70)
S 2oo =0 (6.71)

donde qq es el vector de coordenadas nodales en la configuraciéon indeformada.
Usando las ecuaciones (6.70) y (6.71), las ecuaciones (6.68) y (6.69) pueden escri-

birse como sigue:
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817]01
or

=1i1S.q;+11 Sy — 1 =1] S, (af+a9) —1=1{S.q—1 (6.72)

321_}f2
0x?

=158 000y +13S 2200 = 13 20 (af + ) = 12 S22 (6.73)
donde q es el vector de coordenadas nodales que define la posicién de los puntos del
elemento en el sistema de referencia flotante. Puede concluirse que las ecuaciones
(6.72) y (6.73) conducen a la misma expresion de la energia eldstica que la for-
mulacién en coordenadas nodales absolutas [19]. Diferenciando la energfa eldstica
con respecto al vector de desplazamientos nodales gy, se obtiene:

oui" oui" 8q  oUi"

dq dq dq;  0q

(6.74)

puesto que

0
@_%+ﬁ:0+1 (6.75)

El desarrollo presentado en esta seccién demuestra que el uso de la modificacién
propuesta para la formulacién en referencias flotantes modificada lleva a los mismos
resultados que la formulacién en coordenadas nodales absolutas y que el uso de
tal formulacion lleva a una velocidad angular critica que depende del numero
de elementos finitos cuando se usa teoria lineal de la elasticidad y no se toman
medidas especiales para introducir acoplamiento entre esfuerzos axiales y de flexién
como se recomienda en la literatura [92]. Este desarrollo confirma, a la vez, que
cada elemento de la formulacién en coordenadas nodales absolutas realmente se

comporta como una subestructura distinta.

6.7. Conclusion sobre el analisis lineal

En este andlisis, se ha usado el método de elementos finitos basado en la for-
mulacién en coordenadas nodales absolutas para estudiar el efecto de rigidizacién

geométrica cuando se consideran las hipotesis de la teoria de la elasticidad lineal.
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Se aporta informacién para entender el comportamiento de los modelos que hacen
uso de la técnica de subestructuracion. El modelo de coordenadas nodales abso-
lutas es totalmente equivalente a un modelo con subestructuras, si bien, resulta
mas apropiado puesto que permite eliminar las restricciones no lineales que tipica-
mente aparecen en otros modelos que usan subestructuracién. Se ha demostrado
que cuando se usa el método de los elementos finitos sin considerar los modos de
vibracién como funciones de forma, la velocidad angular critica de la viga gira-
toria depende del numero de elementos finitos usados en el modelo. El valor de
la velocidad critica aumenta con el nimero de elementos. Sin embargo, cuando
no se consideran medidas especiales para incluir el acoplamiento entre los despla-
zamientos axiales y de flexién, siempre existe una velocidad critica para la cual
se obtiene una solucién incorrecta independientemente del niimero de elementos
finitos usados. Tal desplazamiento en la velocidad critica no se observa cuando se
usa el método de elementos finitos basado en la formulacién en referencias flotan-
tes. En tal caso, siempre se obtiene una solucién incorrecta cuando la velocidad
de rotacion se aproxima a la frecuencia fundamental de flexion de la viga con
condiciones de contorno de empotrada-libre, independientemente del nimero de
elementos usado. Este problema asociado con la formulacién en referencias flo-
tantes es debido al hecho de que las matrices de rigidez de los elementos finitos
definidas en la formulacién de referencias flotantes son constantes y, por tanto, las
pequenas rotaciones de los sistemas de referencia de los elementos con respecto al
sistema de referencia flotante no son consideradas en la formulacién de las fuer-
zas eldsticas. Se ha demostrado que si se consideran las rotaciones se obtiene un
formulacion en referencias flotantes que tiene una matriz de rigidez del elemento
no lineal y la formulacién resultante es totalmente equivalente a la formulacién
en coordenadas nodales absolutas. El uso de tal formulacién lleva a una velocidad

critica que depende del nimero de elementos usados en el modelo.
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6.8. Analisis mediante elementos finitos no linea-
les

Hasta este momento, se han discutido las limitaciones de la teoria lineal de
la elasticidad para desarrollar una solucién de elementos finitos para el problema
de la viga giratoria. Se ha demostrado que cuando el nimero de elementos finitos
aumenta, la velocidad critica a la cual se obtiene la solucién inestable e incorrecta
también aumenta. Esta velocidad critica sigue existiendo independientemente del
numero de elementos finitos cuando se utiliza la teoria lineal de la elasticidad y
no se toma ninguna de las medida recomendadas en la literatura [43, 84, 91, 92]
para tratar el acoplamiento entre los desplazamientos axiales y de flexién. Se han
comparado las formulaciones en coordenadas nodales absolutas y en referencias flo-
tantes en relacion al problema de la viga giratoria. Se ha demostrado que cuando
se utiliza la formulacién en coordenadas nodales absolutas, el aumento del niimero
de elementos finitos conduce a un aumento de la velocidad critica. La dependencia
del valor de la velocidad critica del nimero de elementos finitos se ha atribuido
al hecho de que en la formulacién en coordenadas nodales absolutas, se conside-
ran las rotaciones relativas de los elementos finitos. Este hecho se ha demostrado
comparando los resultados con los obtenidos usando la formulacién en referencias
flotantes, en la cual no se considera el efecto de las rotaciones relativas entre los
elementos. Se ha demostrado que, cuando se usa el método de elementos finitos
basado en la formulacién de referencias flotantes, la solucién incorrecta inestable
se obtiene siempre a una velocidad critica igual a la frecuencia natural de flexién
de la viga en voladizo sin importar el nimero de elementos finitos usados. Se ha
modificado el método de elementos finitos basado en la formulacién en referencias
flotantes para considerar el efecto de las rotaciones relativas entre los elementos
finitos. Ademas, se ha demostrado que la nueva formulacién conduce a la misma
expresion para las fuerzas elasticas que la formulacién en coordenadas nodales
absolutas.

En la primera parte de este estudio, se han utilizado solamente ejemplos planos
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de la viga giratoria compuestos por elementos viga de Euler-Bernoulli. Este modelo
se puede generalizar de una manera sencilla usando la formulacién en coordena-
das nodales absolutas para tener en cuenta la inercia a rotacién de la seccién y
la deformacién por cortante [33]. El modelo presentado por Omar y Shabana [33]
relaja también las suposiciones de la teoria de vigas de Timoshenko y permite la
deformacion de la seccion transversal. Mientras que el modelado de la viga gira-
toria tridimensional con otras formulaciones existentes en la literatura conduce a
un aumento en la complejidad del problema, la formulacién en coordenadas noda-
les absolutas ofrece una alternativa para desarrollar una metodologia sencilla y
eficiente para estudiar la dindmica de este sistema. Los elementos finitos tridimen-
sionales de la viga propuestos por Yakoub y Shabana [34, 35] relajan muchas de
las suposiciones usadas en otros modelos existentes de la viga giratoria y permiten
la deformacién de la seccion transversal. El uso de estos elementos tridimensiona-
les de la viga con una teoria de la elasticidad que emplea relaciones no lineales
deformaciones-desplazamientos conduce a un modelo méas general que considera
automaticamente el efecto de acoplamiento entre las deformaciones debidas a es-
fuerzos axiales y de flexién. En este modelo, la matriz de masa del sistema sigue
siendo constante y las fuerzas eldsticas se pueden desarrollar usando un procedi-
miento general de la mecanica de medios continuos. Este modelo se utiliza en este
trabajo con métodos numéricos implicitos de integracién para obtener la solucién
de los problemas tridimensionales de la viga giratoria. Se va a comprobar que el
uso de la formulacién coordenadas nodales absolutas junto con la teoria no lineal
de la elasticidad conduce siempre a una solucién estable independientemente del

numero de los elementos finitos usados en el modelo.
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X

Figura 6.9: Viga sometida a rotacién.

El problema de una viga que rota sobre un eje que pasa por uno de sus extremos
y es perpendicular al eje longitudinal de la viga (figura 6.9) se ha utilizado como
problema de prueba en muchas de las investigaciones sobre el efecto de rigidizacion
geométrica. En el estudio numérico presentado en esta seccion, el problema de la
viga giratoria se utiliza para comparar los resultados obtenidos con la formulacién
en coordenadas nodales absolutas con los resultados disponibles en la bibliografia.
La viga gira en el plano XY alrededor del eje Z, como se muestra en la figura 6.9.
Esta figura también muestra la configuracién inicial de la viga que corresponde a
una velocidad inicial nula. Los parametros geométricos y las constantes del material
usadas en esta investigacion son iguales que las usadas por otros autores [43, 67, 68].
Estas constantes se resumieron en la tabla 6.1 de la seccién 6.2.2.

En el problema a resolver, la velocidad angular, §2, comienza a aumentar sua-
vemente con aceleracién angular continua hasta que alcanza un valor constante.

La orientacién angular de la viga se da por las ecuaciones siguientes:

Q ﬁ + T72 @ _ ]_ t < T
T\2 T4\
0 (t) = (6.76)

T
Qt— = t>T
(-3) :

donde €2 es el valor final de la velocidad angular y T es el tiempo en el cual la
velocidad angular alcanza su valor constante. El anélisis se va a realizar empleando
dos modelos de caracteristicas distintas. El primer modelo usa elementos finitos

con parametrizacién bidimensional [33], mientras que el segundo modelo usa ele-
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mentos finitos con parametrizacién espacial [34]. En ambos caso, los elementos
finitos incorporan una definicién no lineal de las fuerzas elasticas y son capaces de

experimentar deformacién por cortante.

6.8.1. Modelo plano
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Figura 6.10: Desplazamiento transversal del extremo libre (Q = 2 rad/s).

En primer lugar se utiliza un modelo plano para la viga. En este modelo, se
utiliza un elemento finito tipo viga deformable por cortante [33]. En esta simulacién
se utilizan dos valores de la velocidad angular, Q=2 and =4 rad/s para un valor
de T igual a 15 segundos. Para ambas velocidades, el nimero de elementos se
varia de cuatro a dieciséis. Puede observarse en los resultados presentados en los
figuras 6.10 y 6.11 que el modelo de ocho elementos muestra un buen acuerdo con
el modelo de dieciséis elementos, lo cual indica que se alcanza la convergencia y

que los resultados del modelo de ocho elementos son aceptables. Estos resultados
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estdn también en buen acuerdo con los obtenidos por Kane et al. [43] y Wu y Haug

[67).
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Figura 6.11: Desplazamiento transversal del extremo libre (Q = 4 rad/s).

El modelo se ha integrado con dos métodos implicitos de integracion distintos.
Por un lado, se ha usado la regla trapezoidal con paso constante, que es un método
de segundo orden [96]. Por otro, se ha empleado la formula Radaull con control
adaptativo del paso, que alcanza una exactitud de cuarto orden [45]. Ambos méto-
dos requieren el calculo de la matriz jacobiana de las ecuaciones para lo cual se han
usado las expresiones desarrolladas en el capitulo 3. En la tabla 6.2 se resumen los
tiempos de CPU que requiere la simulacién en funcién de la tolerancia alcanzada
y del método empleado. En la primera columna se muestra la tolerancia absoluta
utilizada medida como la norma de la diferencia entre dos iteraciones sucesivas.
Las tres columnas que le siguen muestran los tiempos de CPU que requiere cada

método. En las simulaciones, se han utilizado dos valores distintos para el paso,
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h, utilizado por la regla trapezoidal. Estos dos valores de h se corresponden con
los valores entre los que varia el paso de tiempo utilizado por el algoritmo de
Radaull. Como puede observarse en la tabla 6.2, la regla trapezoidal puede usar-

se para resolver el problema con un gran ahorro computacional y sin pérdida de

exactitud.
Tol . Regla Regla
0 eralunma trapezoidal trapezoidal Radaull
absoluta (h=510"%s)  (h=110"3s)
1072 759 s 3783 s 3769 s
1073 748 s 3814 s 3703 s
104 981 s 3738 s 4039 s

Tabla 6.2: Tiempos de CPU empleados para cada integrador.

6.8.2. Modelo espacial

Las simulaciones tridimensionales representan un desafio en los problemas en
los cuales el acoplamiento entre desplazamientos debidos a esfuerzos axiales y de
flexién es importante. Este acoplamiento es una fuente de la rigidez numérica pues
los desplazamientos axiales estdn asociados a frecuencias mucho mas altas que los
desplazamientos debidos a flexién. Este hecho junto con el aumento significativo
en el nimero de grados de libertad introducidos como resultado de usar elementos
finitos tridimensionales hace la soluciéon del problema mucho mas dificil. Para
resolver este problema tridimensional, la viga se modela usando el elemento finito
tipo viga desarrollado por Yakoub y Shabana [34, 35]. Una vez més, la simulacién
se repite para dos velocidades angulares, Q=2 y Q=4 rad/s, y con el valor de
T igual a 15 segundos. El ntimero de elementos se aumenta progresivamente de
cuatro a dieciséis en ambos casos. Puede verse en los resultados presentados en las
figuras 6.12 y 6.13 que hay un buen acuerdo con los resultados de las simulaciones
de dos dimensiones presentadas anteriormente [43, 67]. Como en el caso plano, el

uso de ocho elementos conduce a los resultados aceptables.
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Capitulo 7

Simulacién de una
transmision por correa entre
dos poleas

El estudio de este tipo de transmisiones mediante procedimientos numéricos es
relativamente reciente, ya que hasta los primeros trabajos de Leamy y Wasfy [97],
la mayor parte de los estudios se basaban en consideraciones analiticas. El método
de los elementos finitos brinda una potente herramienta para el andlisis de este tipo
de transmisiones. No obstante, esta aplicacién es muy exigente en cuanto al tipo
de elementos finitos y la modelizacién de las fuerzas de contacto. En cuanto a los
elementos finitos, es necesario que estos incorporen la posibilidad de experimentar
grandes rotaciones o movimientos como soélido rigido. Ademas, dependiendo de los
parametros del sistema puede ser necesario incorporar la deformacion por cortante
[98], asi como no linealidades de tipo geométrico. Es més, las correas no tienen
un comportamiento isétropo ya que suelen tener una armadura rigida que mejora
la transmisién de potencia dentro de una matriz de un material de mucha menor
rigidez pero de alta adherencia. De esta forma, el médulo de rigidez que la correa
muestra a flexién es significativamente menor que el que muestra a tracciéon. Por
tanto, es también necesario disponer de un elemento que se comporte como un

trozo de correa. En cuanto al modelo de contacto, es deseable que éste permita

231
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una descripcién lo maés realista posible de las fuerzas en la interaccion polea-correa,
a la vez que permita una eficiente evaluacién numérica.

La formulacién en coordenadas absolutas cumple todos los requerimientos men-
cionados en el parrafo anterior, por lo que se sitia en buena posiciéon en cuanto
a los métodos a considerar para un andlisis numérico de este tipo de aplicacio-
nes. Con la incorporacion, por primera vez, de elementos finitos de alto orden a
este tipo de problemas se pretende obtener un modelo con un nimero de grados
de libertad més reducido que el puede encontrarse en la bibliografia relacionada

99, 100].

7.1. Anadlisis mediante el MEF de transmisiones
por correa

El estudio numérico de transmisiones mediante correas tiene un alto interés
practico debido a la amplia gama de aplicaciones domésticas o industriales en las
que se encuentran. La correa se somete alternativamente a tensiones de distinta
magnitud, lo que hace que fendmenos como la fatiga del material de la correa
estén presentes en este sistema. El estudio de tensiones de contacto es también
importante para predecir el desgaste de la correa, ya que con el deterioro de la
correa aparecen ruidos en la transmision y problemas de funcionamiento.

Leamy y Wasfy [101] han realizado una completa revisién de los estudios rea-
lizados en relacion a las transmisiones por correa flexible. Estos autores clasifican
el estudio de estas transmisiones en dos ramas, una trata fundamentalmente el
estudio de la mecédnica de la transmision correa-polea y la otra, los estudios sobre
la respuesta dinamica de las transmisiones. De acuerdo con la revision realizada
por Leamy y Wasfy [101], en el primer grupo no se ha considerado generalmente la
excitacion dindmica y por tanto, los efectos dindmicos derivados de comportamien-
tos transitorios. En el segundo grupo de estudios, el contacto se ha simplificado
excesivamente.

Leamy y Wasfy [97, 99, 100, 101] han realizado una enorme contribucién al
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estudio mediante elementos finitos de este tipo de aplicaciones. En sus estudios,
Leamy et al. [102] utilizan un modelo de contacto eldstico en el que se aplican un
conjunto de fuerzas sobre los nodos, penalizando la penetracién de dichos nodos
sobre la superficie de la polea. Ademads, la friccién se modela mediante una ley
trilineal que depende de la velocidad de deslizamiento. En sus analisis, han usado
elementos lineales con posibilidad de experimentar sélo esfuerzos axiales [99] v,
posteriormente, elementos que incorporan rigidez a flexién a través de un elemento
en el cual la rigidez a rotacién de las secciones inicial y final se incluye mediante
un muelle a torsién [100]. Estos autores han obtenido buenos resultados con un
nimero de elementos por cada mitad de polea del orden de 38 tipo viga o 100 sin

rigidez a flexién.

Es importante resaltar que el tipo de coordenadas que estos autores han usado
en sus modelos es inercial, es decir, estan referidas a un sistema global. La ANCF
utiliza, también, un conjunto de coordenadas inerciales, lo cual permite una sencilla
interpretacion de las magnitudes involucradas en la definicién del contacto. El uso
de una medida global de las deformaciones que no usa un sistema local es otra
caracteristica de esta formulacién que la hace adecuada para esta aplicacion. En la
formulacion en referencias flotantes, por ejemplo, el uso de una referencia local en el
sélido para la medida de las deformaciones hace que los problemas con contactos
localizados sean dificiles de tratar debido a la variacién de las condiciones de

referencia més adecuadas con el movimiento [81].

En esta seccién se pretende realizar un modelo plano con elementos finitos
de orden superior [33, 40] en los que las fuerzas de friccién puedan distribuirse
a lo largo del elemento y, de esta forma, obtener un modelo del contacto mas
aproximado. Como se menciondé al principio de esta seccién, se necesita un elemento
con una dimensién mucho mayor que las otras dos, es decir, un elemento tipo barra,
en el que la rigidez a flexién pueda disminuirse para reproducir el comportamiento
de la correa. Para ello, se utiliza el elemento finito tipo correa que se presenta en

la siguiente seccién. En este elemento la definicién de las fuerzas elasticas se basa
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en una modificacién de otro elemento finito bidimensional recientemente aparecido
[40]. El nuevo elemento incorpora dos pardmetros que permiten variar la rigidez
axial y de flexion del elemento, de forma que el médulo de Young que se usa para

calcular los esfuerzos debidos a deformaciones axiales o de flexién es distinto.

7.2. Formulacién del elemento tipo correa

El elemento finito que se desarrolla en esta seccién se basa en el elemento bidi-
mensional de Dufva [40] descrito en el capitulo 2. En aquel elemento, la constante
que relaciona la tensién normal longitudinal con la deformacién normal longitudi-
nal debida a flexién o deformacién axial es la misma, es decir, el médulo de Young.
Sin embargo, para simular mejor el comportamiento de un trozo de correa seria
interesante disminuir el efecto de la flexion sobre las tensiones normales longitu-
dinales. Para ello, es necesario separar las deformaciones normales longitudinales
debidas a la flexién de las debidas a solicitaciones axiales. Por tanto, el nuevo
elemento utiliza las mismas funciones de forma y coordenadas nodales que el de
Dufva, sin embargo, las fuerzas elasticas se formulan de forma distinta.

Como se explicé en el capitulo 2, la posicién de un punto arbitrario P del

elemento finito de Dufva [40] puede expresarse de la siguiente manera:

rp =r.+ yrg (7.1)

donde r.. es el vector de posicién del punto medio de aquella seccion transversal que
contiene al punto P, rg es un vector unitario contenido en la seccion transversal e y
es la coordenada transversal del elemento tal que yr; es el vector que va del punto
medio de la seccién transversal al punto P (véase figura 7.1). La expresién del
vector r. puede obtenerse a partir de la matriz de funciones de forma del elemento

finito si se hace cero la coordenada transversal adimensional 7:

r. = Se|,_, (7.2)
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linea media

Figura 7.1: Posicién del punto P del elemento finito.

seccion transversal

Por otro lado, el vector unitario r, puede obtenerse girando el vector unitario ny

mostrado en la figura 7.1 el angulo v debido a la deformacién por cortante. Nétese

que el vector n,, es perpendicular a la linea media del elemento. Para realizar el

giro mencionado puede multiplicarse el vector n, por una matriz de rotacién A.,.

Dado que el giro de la seccién debido al cortante es suficientemente pequeno, es

posible hacer la siguiente aproximacién [16]:

A, = (I—i—isin’y)

Por tanto, la expresion del vector unitario ry es:

rg = (I—s—isin’y) ny

donde I es una matriz antisimétrica que se escribe como sigue

(7.3)

(7.4)

(7.5)

Por otro lado, el vector ny puede obtenerse a partir del vector tangente t, de la

siguiente forma:
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l’lw = itw (76)

donde t, se calcula a partir de la derivada del vector r. con respecto a la coorde-

nada longitudinal de la siguiente forma:

Or
ty = gfc (7.7)
Oz
Como en la formulacién del elemento de Dufva [40], el seno del dngulo v se

puede interpolar linealmente entre los valores nodales de la siguiente forma:

siny = (sin~)"“" (1 — %) + (siny)“" % (7.8)
Las fuerzas elasticas pueden obtenerse derivando la energia de deformacion

eldstica, cuya expresién es idéntica a la del elemento de Dufva [40]

U, = /V (<2, + Be2, + AGkoe?,) dV (7.9)

donde las deformaciones normal longitudinal y tangencial pueden obtenerse del

tensor de Green-Lagrange y tienen las siguientes expresiones:

1

fae = 5 (rhr, —1) (7.10)
1 T

Coy = 5Taly (7.11)

Por otro lado, la deformacién normal transversal tiene la misma expresion que
en la formulacion del elemento de Dufva. Puede comprobarse que los cuadrados

de las deformaciones anteriores que aparecen en la ecuacién (7.9) se escriben:

1
e, =1 (rzmrc@. — 1)2 +y (rzwrcﬂ. — 1) (rzwrs@. — 1) +
1
2 (r:{,gﬂrs,x)z +3 (rlree —1) (271, 0) | + (7.12)

1
% (err5;$> (rzﬂjrsw) 4 iy4 (rzzrswf
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1 1 1
s%::z@gﬁa2+§yggﬂg(d;m)+1f(g;uf (7.13)

Como se ha dicho anteriormente, se pretende separar la parte de la deformacion
normal longitudinal debida a esfuerzos axiales de la que es puramente debida a la
flexién. Este término debido a esfuerzos axiales debe ser constante a lo largo de la
seccién transversal, por lo que no depende de la coordenada y. De esta forma, en la
expresion de la ecuacién (7.12) puede identificarse el primer término del miembro
derecho como la elongacién experimentada por el elemento. De hecho, este término
coincide con el cuadrado de la elongacién de la linea media del elemento [32], que

tiene la siguiente expresion:

(rlres—1) (7.14)

DN =

En las ecuaciones (7.12) y (7.13) aparecen términos multiplicados por potencias
de la coordenada transversal y. En concreto, aparecen términos que multiplican

a vy, y2, > e y*. Como puede deducirse de la expresién de la energia eldstica

2
EATR

de la ecuacién (7.9), al integrar las deformaciones al cuadrado, €2, y €2, en la
coordenada transversal y, los términos que contienen potencias impares se anulan
si la seccidon es simétrica, como es el caso de los elementos usados.

Finalmente, para poder variar el efecto de la deformacion por flexién o por
esfuerzos en la direccién axial, se van a introducir dos parametros. Con estos
pardmetros se pretende variar el valor del médulo de Young que se usa para las
tensiones normales longitudinales debidas a los dos tipos de deformacién mencio-
nados. Asi, los dos términos de la energia de deformacién de la ecuacién (7.9) que

corresponden a €, y a €5y Se escriben como sigue:

1 1
o / EZ—Zide :7E/ |:% (rerc T T 1)2 + a2y2 [(rers 1)2 +
2 Jy. 27 Jy, La Voo e
‘ ¢ (7.15)
T

(Leree =) 0L = Gt T | a0

N[ =
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1

f/ AGke2,dV = 2Gks/ [% (rszS)Q + %yz (rfwrs)ﬂ av (7.16)
2 Jv. ‘ Ve ’ 4 ’

Notese que la energia de deformacién tangencial se ha modificado usando el
mismo pardmetro que la energia debida a la flexién, puesto que cuando el elemento
se solicita axialmente no deben aparecer esfuerzos tangenciales. Por 1iltimo, la fun-
cién de las fuerzas eldsticas se puede obtener derivando la energia de deformacién

con respecto al vector de coordenadas nodales del elemento como sigue

ouT

Q. = ~ 2 (7.17)

7.3. Modelo de fuerzas de contacto en la interac-
cién correa-polea

En los sistemas en los que se transmite potencia a través de una correa flexi-
ble, ésta tiene restringido su movimiento sobre la superficie de unas poleas. Nor-
malmente, la rigidez de las poleas es muy superior a la de la correa flexible, por lo
que estas se pueden considerar rigidas. El contacto entre la correa y la superficie
de la polea debe incluir friccién, que es, en definitiva, la causa de la transmision
del movimiento. En este estudio, el contacto con friccién se modela aplicando un
método que se basa en los trabajos de Leamy y Wasfy [100, 101]. Se trata de un
método eldstico que usa una ley de friccion trilineal, que es numéricamente muy
estable a la hora de integrar las ecuaciones del movimiento.

En los modelos propuestos por Leamy y Wasfy [100, 101], las fuerzas se aplican
sobre los nodos de los elementos finitos. De esta forma, sobre cada nodo, se genera
una fuerza de contacto normal y otra tangencial, debida a la friccién, cada vez
que el nodo penetra en la superficie de la polea. Las fuerzas de reaccién dependen
significativamente de la penetracién del nodo. Asi, el contacto existe cuando el
nodo estd dentro de la polea. Con esta descripcién del contacto, sus modelos de

elementos finitos de bajo orden mostraron buenos resultados con una discretizacion
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de 38 elementos por mitad de polea, cuando se tiene en cuenta la rigidez a flexién,

y con 100, si no se introduce rigidez a flexion.

Superficie de la polea

Punto de integracion

Nodo

Figura 7.2: Interaccién de la correa y la polea.

Al contrario que en los estudios de Leamy y Wasfy, el elemento bidimensional
que se va a usar en este estudio (seccién 7.2) es capaz de reproducir superficies
curvas con un nimero no muy alto de elementos. De hecho, Dufva et al. [40] han
demostrado que, usando sélo cuatro elementos como el elemento finito del cual se
ha obtenido el elemento tipo correa de la seccién anterior, es posible curvar una
viga en voladizo en un circulo aplicando un cierto momento en el extremo. Ya que
el elemento se puede curvar sobre la superficie de la polea, tiene sentido distribuir
las fuerzas de contacto a lo largo del elemento. Asi se obtendria una descripcién
mé&s aproximada y realista de las fuerzas de contacto. Ademds, el uso de fuerzas
distribuidas permite que el ntimero de elementos se pueda reducir sin perjuicio
de una mala aproximacién de las fuerzas que intervienen en el contacto. Si por el
contrario, las fuerzas se aplican en los nodos, el nimero de elementos no podria
reducirse mas alla de un valor para el cual el comportamiento de la correa se veria
afectado por el cardcter discreto del modelo de fuerzas de contacto. De cualquier
forma, el modelo de contacto que se desarrolla a continuacién puede considerarse

como una extensién del modelo usado por Leamy y Wasfy [101, 100].
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7.3.1. Fuerzas normales en la zona de contacto

En la descripciéon del contacto, se permite al elemento penetrar en la polea una
cierta distancia d, como se muestra en la figura 7.2, y, como resultado de esa pene-
tracién, aparece una fuerza perpendicular a la superficie de la polea cuyo mddulo
es proporcional a la penetracién. Ademas, se anade un término proporcional a la
velocidad de penetracién por motivos numéricos, puesto que con éste se consigue
suavizar el contacto. La penetracién es funcién de la coordenada longitudinal del
elemento, z, y, como consecuencia, las fuerzas de contacto normales y tangenciales
también son funcién de esta coordenada. Asi, la expresion de la fuerza normal por

unidad de longitud, f,,, se escribe como sigue:

(Fpd + cpd)m, a0
f, = (7.18)
0, d<0
donde n es un vector unitario normal a la superficie de la polea, d es la distancia
desde un punto de la linea media de la correa hasta la superficie de la polea, medida
en la direccién radial, y k, y ¢, son los valores por unidad de longitud de los
penalizadores para la penetracién y la velocidad de penetracién, respectivamente.
Dado que la superficie sobre la que contacta la correa es circular, la evaluacién
de las variables involucradas en el contacto es muy sencilla. Asi, la normal siempre
se encuentra en la direccién de uno de los radios y la penetraciéon puede medirse

sobre dicha normal de la siguiente manera:

d=R—/(r —x0)" (r — o) (7.19)

donde R es el radio de la polea a considerar, r es el vector de posicién global de un
punto arbitrario de la correa y rg es el vector de posicion del centro de la polea. En
esta seccién se han suprimido los subindices que refieren al niimero de elemento.

El vector normal, por su parte, se calcula de la siguiente forma:
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n— Yo (7.20)

\/(r — ro)T (r—ro)

7.3.2. Fuerzas tangenciales debidas a la friccion

En un modelo de friccién de Coulomb, la fuerza tangencial es proporcional a la
fuerza normal segtin el coeficiente de rozamiento siempre que haya deslizamiento.
Sin embargo, la discontinuidad en el valor del coeficiente de rozamiento que su-
pone el paso de un valor positivo de la velocidad relativa entre las superficies de
contacto a uno negativo dificulta enormemente la integracion de las ecuaciones.
Por este motivo, Leamy y Wasfy [101] proponen una ley de friccién trilineal como
la que se muestra en la grafica de la figura 7.3. En dicha gréfica, la velocidad de
deslizamiento, v;, se representa en el eje horizontal, mientras que el médulo de la
fuerza tangencial debida a la friccién, |f;|, se representa en el eje vertical. Como
puede observarse, el médulo de la fuerza tangencial varia linealmente entre —uvyg

Vv vt0, con una pendiente de valor vg.

A If]

v

-]

Figura 7.3: Ley de friccién trilineal.

Con esta ley de variacién de |f;| se consigue suavizar la discontinuidad de la
fuerza de fricciéon y facilitar la integraciéon numérica. De esta forma, la fuerza
tangencial de friccién se escribe en funcion del coeficiente de rozamiento de la

siguiente forma:



242 Simulacién de una transmisién por correa entre dos poleas

£ = —pu (ur) |£a t (7.21)

donde f; es la fuerza tangencial de friccién por unidad de longitud, u(v) es el
coeficiente de friccidn, que depende de la velocidad segin se muestra en la figura
7.3 y |-| representa el médulo de un vector. Ademds, t es un vector unitario per-
pendicular a n, como se muestra en la figura 7.2, cuya expresion se obtiene de la

siguiente manera:

t =1In (7.22)

I= (7.23)

De esta forma, v; es la proyeccion sobre t de la velocidad relativa entre las
superficies de contacto. En el caso de que la polea gire alrededor de un eje perpen-
dicular que pasa por su centro de masas, la proyeccién de la velocidad relativa de

un punto arbitrario de la correa puede obtenerse con la siguiente expresion:

v = tT (F — wRt) (7.24)

donde w es la velocidad angular de giro de la polea.

El pardmetro vs de la figura 7.3 representa la pendiente de la recta central
de la grafica. Como puede verse, cuanto mayor sea el valor de dicha pendiente
maés se parece el modelo usado al modelo de Coulomb. Por tanto, este serd un
valor decisivo durante la simulacién. Nétese, también, que para que se transmita
el movimiento debe haber cierto deslizamiento relativo de las superficies de con-
tacto. Esto impide que en las zonas de agarre exista una fuerza de rozamiento que

transmita el movimiento, lo cual no es cierto en realidad.
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7.3.3. Par transmitido por la correa a la polea conducida

Para la polea motora, la velocidad angular w viene dada por una funcién explici-
ta del tiempo. Sin embargo, la velocidad de giro de la polea conducida dependera de
cémo se transmita el movimiento entre la correa y la polea. Por tanto, el angulo
girado por la polea conducida puede incluirse en las ecuaciones como una variable
mas, incluyendo la ecuacién de equilibrio de momentos en la polea conducida. Esta

ecuacién puede escribirse como sigue:

Ne L;
16 = Zl/o (R—d)n x (—f,)), dx + T, (7.25)

donde I es el momento de inercia de la polea alrededor de su centro, 6 es el angulo
girado por la polea conducida, el indice i representa el elemento, IV, es el niimero de
elementos usados para discretizar la correa, L; es la longitud del elemento finito
1y T, es un posible par resistente aplicado sobre la polea conducida por otros
accesorios que estuvieran conectados a esta.

Para obtener las fuerzas de contacto generalizadas se procede calculando el
trabajo virtual realizado por dichas fuerzas. Este trabajo se puede calcular como

se muestra a continuacion:

L‘L . . . . L’L . . . . .
S = / sriT (£ 4 £) do = 6e / 87 (£ 4 £) do = 3¢ Q1 (7.26)
0 0

donde S} es la matriz de funciones de forma del elemento i evaluada sobre la linea
media del elemento, es decir, S (2,0), y Qi es el vector de fuerzas de contacto
generalizadas. Las fuerzas de contacto se evaliian sobre la linea media del elemen-
to y no sobre la cara inferior de éste con la intenciéon de evitar la deformacion
del elemento en la direccién perpendicular a su linea media. Este modo de de-
formacion esta asociado a frecuencias mucho mas altas que las de flexion, por lo
que su consideracion puede dificultar la integracién numérica de las ecuaciones del
movimiento. Para evaluar la integral de la ecuacién (7.26) se usa una cuadratu-

ra de Gauss con un numero suficiente de puntos de integracién de acuerdo con
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la complejidad de las expresiones a integrar. De hecho, las fuerzas de contacto
no son funciones suaves debido a la propia definicién de la fuerza normal como
funcién (ecuacién (7.18)). Ademds, el nimero de puntos de integracién usados
permitird representar las tensiones de contacto con mayor o menor definicién. Una
buena representacién de las tensiones de contacto permitird localizar las posibles
zonas de agarre o de deslizamiento.

Merece la pena resaltar que el uso de las coordenadas absolutas permite evaluar
facilmente si un elemento puede entrar en contacto o no puesto que las variables
nodales contienen la posicién global del nodo. Ademsds, con el procedimiento pro-
puesto, el contacto se evalia sobre cada punto de integracién por lo que no requiere

una busqueda previa de la zona de contacto.

7.4. Ecuaciones del movimiento del sistema

La correa flexible que transmite el movimiento en el sistema bajo estudio es un
elemento circular, que como tal no tiene principio ni fin. Se parte de un elemento
con geometria rectilinea cuya longitud coincide con el perimetro de la correa. Dicha
geometria se discretiza mediante el elemento tipo correa presentado anteriormente.
De esta forma, para obtener una geometria circular el primer nodo del elemento
finito inicial debe conectarse con el segundo nodo del ultimo elemento finito. De
esta forma, la geometria deja de ser rectilinea para convertirse en una geometria
circular. La conexién de los nodos inicial y final puede hacerse de la misma forma
en la que se conectan todos los elementos entre si, es decir, compartiendo las
coordenadas del nodo en comun. Dado que la configuracién de referencia de los
elementos finitos es recta, en la configuracion circular se tienen ciertas tensiones
iniciales que estdn en equilibrio estatico. Sin embargo, en el sistema formado por
las poleas y la correa, esta ultima adquiere una forma no circular al montarse sobre
las poleas.

Como se ha explicado anteriormente, el contacto entre polea y correa se ga-

rantiza mediante la inclusiéon de un conjunto de fuerzas y no mediante ecuaciones
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de restriccion. Por este motivo, las ecuaciones del movimiento del sistema bajo
estudio s6lo contienen las restricciones debidas a la conexién de los nodos inicial
y final. Dicho sistema da lugar al siguiente conjunto de ecuaciones diferenciales

algebraicas:

Mé+CIx=Q,. +Q.
(7.27)
C(e)=0

donde C(e) = 0 es el conjunto de restricciones lineales que representan la unién
de los nodos inicial y final, M es la matriz de masa de la correa, Q. es el vector
de fuerzas elasticas generalizadas y Q. es el vector de fuerzas de contacto genera-
lizadas. Nétese que el uso de un modelo eldstico de contacto permite introducir el

contacto sin necesidad de anadir ecuaciones de restricciones.

Este sistema puede reducirse a un conjunto de ecuaciones diferenciales ordina-
rias si las coordenadas de los nodos inicial y final se comparten o, dicho de otro
modo, se eliminan las restricciones lineales junto con las coordenadas de uno de

esos nodos. El sistema final de ecuaciones tiene la siguiente forma:

Meé=Q, + Q. (7.28)

donde M, e, Qe y Qc son la matriz de masa de la correa, el vector de coordenadas
v los vectores de fuerzas generalizadas después de eliminar las restricciones lineales
debidas a la conexién de los nodos inicial y final. Las ecuaciones del movimiento
constituyen un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias, por lo que es posible
utilizar un método de integracién no sofisticado. Para obtener los resultados de la
simulacién numérica que se muestran en la siguiente seccién se ha usado la regla

del trapecio.
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7.5. Resultados numéricos en velocidades y ten-
siones de contacto

En este apartado, se muestran los resultados obtenidos con el modelo de la
transmisién que se esquematiza en la figura 7.4. Las ecuaciones del movimiento
de dicho sistema han sido integradas mediante un integrador implicito de segundo
orden conocido como la regla del trapecio. Como se ha mencionado anteriormente,
la correa se discretiza mediante el elemento tipo correa flexible presentado en la

seccién 7.2.

wmotora Y ‘
/N X VAN

conducida

Figura 7.4: Esquema del sistema de transmisién.

El sistema que se muestra en la figura 7.4 estd compuesto por dos poleas de
radios Ry y Ra, cuyos centros se situan en O; y O, respectivamente. Ambas
poleas se consideran rigidas y con un solo grado de libertad de giro alrededor de
su centro. Para que la friccién sea capaz de transmitir la rotacién de la polea
motora, es necesario que exista una fuerza normal suficiente entre la polea y la
correa. Para ello la correa se monta sobre las poleas con una tensién inicial debida
a que su longitud natural es inferior a dos veces la distancia entre ejes mas la
longitud de las dos semicircunferencias de las correas. En las simulaciones que se
muestran a continuacién la deformacién inicial de la correa es de un 0.25%. El

resto de parametros del modelo aparece en la tabla 7.1.
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Parametro Simbolo Valor
Radio de la polea conductora Ry 0.08125 m
Radio de la polea conducida Ry 0.08125 m
Coordenadas del dentro de la polea conductora O (-0.191441 m, 0.0 m)
Coordenadas del dentro de la polea conducida O, (0.191441 m, 0.0 m)
Densidad de masa de la correa p 1036 Kg/m?
Area de la seccién recta indeformada A 0.01-0.01 m?
Moédulo de Young de la correa E 1.0-10% Pa
Médulo de Poisson de la correa v 0.3
Penalizador de la penetracién ky, 1.0-10” N/m?
Penalizador de la velocidad de penetracién Cp 1.0-10* Ns/m?
Coeficiente de rozamiento correa-polea I 1.2
Momento de inercia de la polea conducida I 0.1 Kgm?
Pendiente de la ley trilineal de friccién Vs 1.0-10° Kg/ms
Modificador de la rigidez axial oy 1.0
Modificador de la rigidez a flexion a2 0.01

Tabla 7.1: Parametros del modelo de la transmision.

La primera columna de la tabla 7.1 muestra el nombre del pardmetro al que se
le asigna un valor en la tercera columna, mientras que la segunda columna de la
grafica muestra el simbolo usado para representarlo. Con tales valores, la polea

motora se somete al siguiente perfil de velocidad:

0, t <0.05
w1 =4 12(¢t—0.05)/0.55, 0.05<t<0.6 (7.29)
12, 0.6 <t

En la polea conducida no se aplica, en principio, ningtin par resistente. Puesto
que el sistema parte de una posicién inicial con tensiones debidas a la deformacién
de la correa y al uso de un método de contacto elastico, antes de llevar a cabo la
simulacién se resuelve el problema estdtico (sin fuerzas de inercia) para obtener
la solucién de equilibrio que se usard como configuracién inicial. Para resolver
el problema estatico se utiliza el método de Newton-Raphson para sistemas de

ecuaciones no lineales [96].
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Figura 7.5: Velocidad angular de la polea conducida para distinto niimero de ele-
mentos.

La figura 7.5 muestra las velocidades angulares de las poleas conductora y con-
ducida durante la simulacién de varios modelos con distinto nimero de elementos.
Como puede observarse en la figura, los resultados obtenidos con el modelo de 20
elementos son muy parecidos a los obtenidos con los modelos de 25 y 30 elementos.
Sin embargo, el modelo de 15 elementos da resultados ain diferentes, por lo que
el nimero minimo de elementos es del orden de 20. Nétese que el modelo de 20
elementos utiliza cuatro elementos por mitad de polea mientras que los modelos
de Leamy y Wasfy [100, 101] utilizan 38 elementos con resistencia a flexién y 100
sin rigidez a flexién por cada mitad de polea. De esta forma, el modelo de 20 ele-
mentos usa 30 coordenadas nodales por mitad de polea, mientras que los modelos

de Leamy y Wasfy usan 154 y 202 coordenadas, respectivamente.
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Figura 7.6: Influencia de la rigidez de la correa.

La amplitud de las oscilaciones de la velocidad angular de la polea conducida
alrededor de la velocidad de la polea motora se reduce si se incrementa la rigidez
del material de la correa. En la figura 7.6 se muestran los resultados de dos modelos
de 20 elementos que solo se diferencian en el valor del médulo de Young. A conti-
nuacion, en la figura 7.7 se muestra la influencia del parametro vs. En esta figura
se presentan los resultados obtenidos con dos modelos de 20 elementos, médulo de
Young de 1.0 GPa y con iguales valores del resto de parametros excepto vs. En la
simulacién se han usado dos valores de este pardmetro, 1.0-10* y 1.0-10° Kg/m s.
Se observa que, al aumentar el valor de este parametro, la integracion numérica
de las ecuaciones se vuelve més complicada. Sin embargo, valores pequenos de vy
dan lugar a un excesivo deslizamiento de la correa sobre las poleas como se puede

ver en los perfiles de velocidad que se muestran en la figura 7.7.

El modelo realizado no se restringe a sistemas en los que las poleas son idénti-

cas. Como prueba de ello, se muestra a continuacién (figura 7.8) la relacién de
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velocidades obtenida al simular un sistema con dos poleas de distinto radio. En tal
sistema, la polea motora tiene un radio de 0.08125 m y la conducida, 0.1218 m.
De nuevo, la elongacién inicial de la correa se fija en un 0.25 %. El resto de valores

de los pardmetros son los mismos que se encuentran en la tabla 7.1.
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Figura 7.7: Influencia del pardmetro vs.

Merece la pena hacer hincapié en la importancia que tiene el reducir el niime-
ro de elementos necesarios para modelar el contacto entre la correa y las poleas.
Piénsese, por ejemplo, que en muchas aplicaciones la distancia entre centros es
mucho mayor que la longitud de arco de polea sobre la que apoya la correa. Tam-
bién es muy frecuente el uso de poleas con radios muy distintos para producir un
cambio de velocidad o par de un eje a otro. En tales casos, es importante cualquier
reduccién en el niimero de elementos por mitad de polea puesto que la polea més

pequena condiciona el nimero total de elementos necesarios.
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Figura 7.8: Relacién de transmision para distinto radio.

Para estudiar la distribucién de fuerzas normales y de fricciéon en el contac-

to entre la correa y las poleas, se ha aplicado un par resistente sobre la polea

conducida de acuerdo con la siguiente expresién:

t <0.05

0,
4 t—0.
25<1c0s7r( 0.05)

. t<0.
i ),005< <0.6

45, 0.6 <t

(7.30)

En este ejemplo, se usan los mismos pardametros geométricos que se muestran

en la tabla 7.1, sin embargo, la elongacién inicial se ha aumentado a un 2.5 %.

Por otro lado, el valor del pardmetro que controla la rigidez a flexiéon de la polea

se fija en 0.001 y el médulo de Young, en 1.0-10° N/m?. La velocidad de giro

final de la polea conductora se eleva a 120 rad/s y se aplica linealmente de forma

similar a como se expresa en la ecuacién (7.29). El niimero de elementos se ha

aumentado a 30 para obtener la distribucién de fuerzas de contacto y el valor de
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v, se fija inicialmente en 1.0-10* Kg/m s. El motivo de aumentar el nimero de
elementos es porque se ha observado que las fuerzas de contacto muestran una
mayor sensibilidad a la discretizacién usada. De esta forma, la figura 7.9 muestra
las fuerzas normales (izquierda) y tangenciales (derecha) de contacto sobre ambas
poleas. La figura 7.10 muestra las mismas magnitudes en el caso de que vs se
aumente a 1.0-10° Kg/ms. En ambas figuras, las fuerzas se representan a lo largo
de una coordenada que recorre la longitud de la correa indeformada, desde el nodo
1 hasta el 31. Los resultados se han obtenido al final de la simulacién, es decir, al

cabo de un segundo.

Como puede verse en las figuras 7.9 y 7.10, el pardmetro vg ejerce una gran
influencia sobre la distribucién de fuerzas de contacto. Cuando v toma un valor
de 1-10* Kg/m s, la tensién normal muestra una tendencia lineal, que también
puede observarse en los resultados de Leamy y Wasfy [100, 101]. Las fuerzas de
contacto tienen un aspecto menos lineal si v, se aumenta hasta 1-10° Kg/ms, lo que
también se observa en los resultados de la bibliografia mencionada. En las figuras
se observan picos en la fuerza de friccién a la entrada y a la salida de poleas, lo
que también se observa en las referencias [100, 101]. Este efecto se pronuncia para

altos valores de v,.
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Figura 7.9: (a) Fuerza normal de contacto de cada polea (vs=1-10* Kg/ms) (b)
Fuerza de friccién de cada polea (vs=1-10* Kg/m ).
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La influencia del niumero de puntos de integracién utilizados en el cdlculo de las
fuerzas del contacto se ha estudiado variando este nimero de 5 a 11. De esta forma,
se ha podido observar que no se aprecian diferencias en las fuerzas de contacto para

distinto niimero de puntos de integracién.
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Figura 7.10: (a) Fuerza normal de contacto de cada polea (vs=1-10°> Kg/ms) (b)
Fuerza de friccién de cada polea (vs=1-10° Kg/m s).






Capitulo 8

Resumen y conclusiones

Este dltimo capitulo comienza con un sumario de los contenidos que se han
ido tratando a lo largo de la tesis en sus distintas partes. Tras el mencionado
resumen, que pretende dibujar un esquema de esta tesis en la mente del lector, se
presentan las conclusiones extraidas a lo largo del estudio realizado y se senalan las
contribuciones originales de esta tesis. Finalmente, se concluye con una seccién en
la que se recogen las lineas de trabajo que se pretenden acometer tras la realizacion
de esta tesis y se apuntan algunas otras alternativas que pueden continuar este

trabajo.

8.1. Resumen

Las primeras lineas de esta tesis se emplearon para situar el estudio que se
ha realizado en el contexto de la Dindmica de Sistemas Multicuerpo (DSM). Se
revisé con brevedad la historia mas reciente de la DSM y se hizo hincapié en el
auge que en los ultimos anos estd teniendo. Auge que ha sido posible, en gran
medida, por la mejora en las prestaciones de los ordenadores actuales. Entre los
posibles criterios que pueden utilizarse para clasificar las formulaciones disponibles
en DSM, se escogi6 el tipo de coordenadas empleadas. De esta forma, se revisaron
las formulaciones més usadas en sistemas multicuerpo rigidos, en primer lugar, y,

posteriormente, en sistemas flexibles.

255
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El siguiente capitulo se dedicé fundamentalmente a presentar la formulacién en
coordenadas nodales absolutas, disenada para simular sistemas multicuerpo flexi-
bles, y la formulacién en coordenadas naturales, utilizada en sistemas compuestos
por sélidos rigidos. En ambos casos se presentaron las formulaciones en los casos
plano y espacial. Ambas formulaciones pertenecen al grupo de las formulaciones
que utilizan coordenadas referidas a un sistema inercial. Se pusieron de manifiesto
las caracteristicas comunes de ambas formulaciones, como el uso inicamente de va-
riables vectoriales como coordenadas o la constancia de la matriz de masa y, como
consecuencia de ello, la ausencia de términos cuadréticos en velocidades asociadas
a fuerzas de inercia centrifugas y de Coriolis. Este capitulo incluyé algunas de las
nociones bésicas sobre DSM que se han considerado importantes para comprender

los desarrollos que se acometieron posteriormente.

Puestas de manifiesto algunas de las limitaciones de los elementos finitos ba-
sados en coordenadas absolutas en el capitulo 2, como la reducida tasa de con-
vergencia, el tercer capitulo comienza con un estudio detallado del algoritmo de
evaluacion de las fuerzas eldsticas en elementos deformables por cortante. Este
estudio permitié elaborar una forma maés eficiente de evaluar las fuerzas elasticas.
Se mostré que las fuerzas elasticas del elemento finito pueden escribirse como el
producto de una matriz de rigidez que depende de las coordenadas nodales y el
vector de coordenadas nodales. Tras algunas operaciones algebraicas, la matriz de
rigidez se descompuso en la suma de dos matrices, una constante y otra cuyos
coeficientes pueden calcularse como formas cuadraticas del vector de coordenadas
nodales. El nuevo algoritmo se basé en el uso de las matrices, denominadas ma-
trices invariantes, asociadas a dichas formas cuadraticas. La evaluacién de estés
matrices y sus propiedades se detallaron en dicho capitulo. Con la ayuda de estas
matrices, las fuerzas elasticas no requieren ser integradas sobre el volumen del
elemento para cada evaluacion de las fuerzas. El beneficio obtenido del uso de
estas matrices se pudo observar en los resultados obtenidos en la simulacién de

un problema dindmico. Dada la relativamente reciente aparicion de la formulacion
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en coordenadas nodales absolutas, no habia en la bibliograffa relacionada ningin
modelo de amortiguamiento interno. Por este motivo, el capitulo 3 contiene tam-
bién un modelo de amortiguamiento interno para la ANCF, cuyo algoritmo de
evaluacién hace también uso de la técnica de las matrices invariantes. El modelo
de amortiguamiento desarrollado se basa en una relacién viscoeldstica lineal entre
tensiones y deformaciones. Debido a que el comportamiento de los materiales ante
deformaciones volumétricas y tagenciales suele ser diferente, se han utilizado dos
relaciones viscoelasticas distintas para las componentes octaédricas y desviadoras
de los tensores de tensién y deformacion. En este capitulo se verificé analitica y
numéricamente que el modelo de amortiguamiento desarrollado no produce disi-

pacién de energia durante el movimiento como sélido rigido del sistema.

En el capitulo 4 se abordé la formulacién de las restricciones cineméticas asocia-
das a los pares mas usados. Este capitulo partié de la descripcion de las variables
usadas por las formulaciones en coordenadas nodales absolutas y en coordena-
das naturales como una misma entidad geométrica. Esta coincidencia en ambas
formulaciones hizo posible que pudieran compartirse las variables entre sélidos
rigidos y flexibles, permitiendo reducir el nimero de coordenadas y de ecuaciones
de restriccién. Se presenté también un algoritmo secuencial para la eliminacién de
ecuaciones de restriccién lineales que aparecen con frecuencia en la formulacién de
los pares cinematicos. En otros casos, las ecuaciones de restriccion eran inevitable-
mente no lineales, como es el caso de los pares de deslizamiento sobre trayectorias

flexibles o curvas.

A continuacién se han incluido los resultados numeéricos obtenidos al aplicar la
formulacién rigido-flexible a algunos sistemas multicuerpo planos y espaciales. La
formulacién en coordenadas nodales absolutas posteriormente se usé en la simula-
cién de una viga sometida a rotacion alrededor de un eje perpendicular que pasa
por uno de sus extremos. Los resultados que se obtienen mediante el uso de la
ANCEF en el estudio de la viga rotativa se analizaron y se pudieron extraer algunas

conclusiones de la dinamica de este sistema. Por tltimo, se simuld la dindmica
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de una transmisién por correa entre dos poleas rigidas. En esta aplicacién se re-

quirié modificar la formulacién del elemento finito de Dufva [40] para obtener un

elemento tipo correa.

8.2.

Conclusiones

A continuacién se muestran las principales conclusiones extraidas del estudio

realizado en esta tesis. Dichas conclusiones se agrupan segun el tema del que se

derivan.

Del desarrollo de un nuevo algoritmo para la evaluacion de las fuerzas elasticas

en elementos viga de Omar [33] y Yakoub [35, 34] con deformacién por cortante

se obtienen la siguientes conclusiones:

= Se ha demostrado que no es necesario realizar la integral de las fuerzas elasti-

ca sobre el volumen del elemento para cada evaluacién de dicho vector de
fuerzas, lo que reduce apreciablemente el tiempo de calculo. La factoriza-
cién de las coordenadas nodales fuera de dicha integral permite integrar las
matrices invariantes una tnica vez para todo la simulacién en la etapa de

preproceso.

Dado que la matriz de rigidez es simétrica, sélo es necesario calcular las
matrices invariantes asociadas a los elementos situados en la diagonal y en

el tridangulo superior o inferior de la matriz.

La estructura de bloques de la matriz de funciones de forma permite consi-
derar que la matriz de rigidez estd compuesta por bloques cuadrados, donde
cada bloque tiene una tinica matriz invariante asociada. Ademads, cada una de
estas matrices invariantes esta compuesta por bloques del mismo tamano que
tienen un unico valor escalar asociado. Gracias a esta conclusién, el célculo
de estas matrices y la cantidad de informacién que hay que almacenar puede

reducirse bastante.
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= La matriz jacobiana de las fuerzas eldsticas puede evaluarse en funcién de
las mismas matrices invariantes. Esto produce un gran beneficio ya que se
evita la integracién de dicha matriz sobre el volumen del elemento, lo cual
resulta muy costoso. Con este algoritmo de evaluacién se obtiene la matriz

jacobiana exacta de forma eficiente.

= La energia de deformacién elastica del elemento también puede calcularse en

funcion de las matrices invariantes.

= El mismo conjunto de matrices invariantes puede usarse para evaluar las

fuerzas elasticas de dos elementos cuyas propiedades mecéanicas sean iguales.

= El conjunto de matrices invariantes asociadas a un determinado elemento
puede usarse para evaluar las fuerzas eldsticas de otro elemento cuya confi-

guracion de referencia sea paralela.

= Los elementos cuyas configuraciones de referencia estén relacionadas por una
rotacion también comparten el conjunto de matrices invariantes. Este punto
junto con los dos anteriores suponen una reducciéon considerable del niimero

de matrices necesarias y de la memoria demandada en la fase de preproceso.

= Si un modelo contiene una discretizacién con numerosos elementos cuyas
configuraciones de referencia son curvas y distintas, la cantidad de datos
asociada a matrices invariantes a almacenar en la etapa de preproceso puede
ser excesiva. En tal caso, puede ser conveniente integrar las fuerzas elésticas

sobre el volumen del elemento en cada evaluacion.

El estudio del modelo de amortiguamiento interno realizado en el capitulo 3

conduce a las siguientes conclusiones:

= El algoritmo desarrollado a partir del modelo de amortiguamiento permite la
evaluacién sistematica de las fuerzas de amortiguamiento. La evaluacién las

fuerzas de amortiguamiento hace uso de un conjunto de matrices invariantes
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similar al descrito para las fuerzas elasticas, por lo que el modelo de fuerzas
de amortiguamiento se beneficia de las mismas ventajas que el de las fuerzas

elasticas.

= El modelo de amortiguamiento desarrollado no disipa energia durante el

movimiento de sélido rigido.

= El modelo permite que la disipacién ante solicitaciones que produzcan defor-
maciones volumétricas sea distinta a las que produzcan una modificacién del
tensor desviador de deformaciones. Esto se controla a través de la inclusién

de dos parametros que pueden ser fijados por el usuario.

= Con la intencién de obtener un modelo sistematico basado en la técnica de
las matrices invariantes, el desviador de deformaciones se calculé asumiendo
pequenas deformaciones, pero grandes desplazamientos. Esto, si bien supu-
so una mejora a la hora de evaluar las fuerzas numéricamente, limita la
aplicacion de dicho modelo a situaciones en las que las deformaciones sean
pequenas. No obstante, el caso de pequenas deformaciones y grandes despla-

zamientos es bastante comin en dindmica de sistemas multicuerpo.

= Los parametros del modelo pueden ser caracterizados mediante ensayos de
laboratorio. Otra posibilidad consiste en estimar su valor mediante el analisis
modal de configuraciones que compartan las condiciones de contorno con la

configuracion original.

De acuerdo con el estudio realizado sobre la formulacién de pares cinematicos

entre sélidos rigidos y flexibles puede concluirse lo siguiente:

= El conjunto de coordenadas utilizadas en la formulacién rigido-flexible pre-

sentada esta definido por completo en el sistema global de referencia.

= No se usan angulos ni parametros angulares como variables, sino que todas

las variables son vectores en el sistema global.
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= La matriz de masa global del sistema rigido-flexible es constante como con-
secuencia del uso de variables inerciales. Por este motivo, las ecuaciones del
movimiento no contienen términos cuadraticos en velocidades asociados a

fuerzas de inercia centrifugas o de Coriolis.

= Se consigue una gran reduccién en los numeros totales de coordenadas y de
restricciones si se comparten las coordenadas de puntos y vectores mediante

el uso de matrices de conectividad entre sélidos.

= Las ecuaciones lineales de restriccién pueden eliminarse de forma secuencial
transformando las ecuaciones del movimiento cada vez que se elimina una
ecuacion. La forma en la que se seleccionan las coordenadas que se eliminan
evita tener que comprobar que las ecuaciones eliminadas son linealmente
independientes, lo cual puede ser tedioso en sistemas con muchos grados de

libertad.

= Los pares de deslizamiento sobre trayectorias flexibles o curvas rigidas dan
lugar a ecuaciones no lineales y no pueden, en general, eliminarse algebraica-
mente. La razén por la que resultan no lineales es la descripcion cinematica

del elemento o de la curva rigida en cuestion.

Después del estudio del efecto de rigidizacién centrifuga en el problema de la
viga rotativa mediante la formulacién en coordenadas nodales absolutas se extraen

las conclusiones que se enumeran a continuacién:

= Cuando se utiliza un sélo elemento tipo FEuler-Bernoulli basado en la for-
mulacién en coordenadas nodales absolutas y en teoria lineal de elasticidad
para simular el problema de la viga rotativa se obtienen soluciones inestables
cuando la velocidad de rotacién alcanza la frecuencia natural de flexién de
la viga en voladizo. Cuando se aumenta el niimero de elementos, se observa
una dependencia del valor critico de la velocidad con el niimero de elementos.
Cuanto mas alto es el nimero de elementos, mayor es el valor de la veloci-

dad critica. Sin embargo, se observa que el valor critico no desaparece, sino
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que siempre existe independientemente del nimero de elementos. En esta
conclusién puede entenderse que se habla de subestructuras puesto que cada

elemento tiene un sistema de referencia local.

La formulacién en referencias flotantes basada en coordenadas nodales [19]
utiliza el mismo sistema de referencia para medir las deformaciones de todos
los elementos, por lo que la matriz de rigidez de la viga es constante. La
velocidad critica en ese caso no depende del niimero de elementos, sino que es
constante e igual a la frecuencia natural de la viga en voladizo. Sin embargo,
se usa un sistema de referencia local para cada elemento se obtiene una
funcién de fuerzas elésticas no lineal que es la misma que si se introduce una
transformacién de rotacién en la funcién de fuerzas elasticas del elemento

tipo Euler-Bernoulli.

Una alternativa al uso de un elevado niimero de elementos (o subestructuras)
es el uso de una relacion no lineal entre desplazamientos y deformaciones que
tenga en cuenta el acoplamiento entre las deformaciones axiales y de flexién.
Los elementos de Omar [33] y Yakoub [34] dan resultados estables en el
problema de la viga rotativa, alcanzando la convergencia con un numero

razonable de elementos.

Cuando se usa la teoria lineal de la elasticidad siempre se observa una pérdida
de rigidez al aumentar la velocidad que culmina con la inestabilidad. De esta
forma, al aumentar el nimero de elementos se va aumentando la rigidez
hasta la convergencia. En cambio, en la formulacién eldstica no lineal no se
observa pérdida de rigidez, por lo que al aumentar el niimero de elementos

se observa una disminucién de la rigidez del modelo hasta la convergencia.

El modelo de la viga rotativa con elementos 2D de Omar [33] se usa para
comparar el comportamiento de dos integradores implicitos: la regla trape-
zoidal que es de segundo orden y el método Runge-Kutta basado en la for-

mula Radau ITA que tiene quinto orden de exactitud. Se observa que la regla
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trapezoidal da buenos resultados con un considerablemente menor esfuerzo

computacional.

La simulacion de la transmisién por correa flexible entre poleas rigidas mediante
la formulacién en coordenadas absolutas representa una aplicacién de bastante in-
terés en la que por primera vez se introduce la formulacién en coordenadas nodales

absolutas. Este andlisis condujo a las conclusiones que se muestran a continuacion:

= La formulacién en coordenadas nodales absolutas ha facilitado la descripcion
del contacto entre polea y correa debido al uso de vectores de posicién en el

sistema inercial como variables.

= Se ha desarrollado un elemento finito tipo correa a partir del elemento de
Dufva [40] que permite controlar la rigidez a flexién y la rigidez axial median-
te el uso de dos pardmetros. De esta forma, el elemento puede presentar una
alta rigidez ante esfuerzos axiales a la vez que oponer una pequena resistencia

a la deformacion por flexion.

= Debido al uso de un modelo de contacto elastico entre la correa y las poleas,
que admite la penetracién de la correa en la superficie de la polea para
calcular las fuerzas de contacto, el método no requiere el uso de ecuaciones

de restriccién.

= Gracias al uso de elementos que pueden reproducir una geometria curva, se
han distribuido las fuerzas de contacto a lo largo del elemento, en lugar de
concentrarlas en los nodos como se ha hecho en la literatura relacionada con

esta aplicacién [99, 100, 101].

= Kl uso de elementos de orden superior y la distribucién de las fuerzas de
contacto a lo largo de los elementos ha permitido obtener una respuesta rea-
lista con un nimero de elementos considerablemente menor que los modelos

encontrados en la bibliograffa [100, 101].
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8.3. Contribuciones originales de esta tesis

A continuacion se recogen las ideas originales que se han desarrollado en esta

tesis doctoral:

1. La combinacién de las formulaciones en coordenadas nodales absolutas y
en coordenadas naturales para sistemas rigido-flexibles. Dicha combinacién
permite reducir el nimero de ecuaciones de restriccion y el total de coor-
denadas al compartir variables entre solidos. Ademds, permite eliminar las
restricciones lineales asociadas a algunos pares cinemaéticos y produce una

matriz de masa constante.

2. Las matrices invariantes asociadas a la evaluacién de las fuerzas elasticas se
han desarrollado por primera vez en esta tesis. Ademads, es también original
el estudio de las propiedades de estas matrices y la posibilidad de usar las
mismas matrices en la evaluacién de las fuerzas elasticas asociadas a distintos

elementos.

3. La introduccién del amortiguamiento interno en la formulacién en coorde-
nadas nodales absolutas a través de una funcién de disipaciéon de Rayleigh y

el algoritmo de evaluacién basado en las matrices de tipo invariante.

4. El uso de la formulacién en coordenadas nodales absolutas en la simulacién
de la viga rotativa para estudiar la existencia de otras velocidades criticas
del modelo con varias subestructuras. En el modelo realizado, cada elemento
es equiparable a una subestructura, ya que cada uno tiene un sistema de
coordenadas local, con la ventaja de poder eliminar todas las restricciones

del modelo.

5. La modelizacién del sistema rigido-flexible compuesto por una correa fle-
xible y dos poleas rigidas mediante la formulacién en coordenadas nodales

absolutas ha sido realizada por primera vez en esta tesis.
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6. La modificacién del elemento tipo viga de Dufva [40] para obtener el elemento
tipo correa con la posibilidad de controlar las rigideces axial y de flexion

mediante dos parametros independientes.

7. La modificacién del modelo de contacto de Leamy y Wasfy [101, 100] para

poder distribuir las fuerzas de contacto a lo largo del elemento tipo correa.

8.4. Publicaciones derivadas de esta tesis

Los desarrollos contenidos en la presente tesis han dado lugar a las siguientes

publicaciones indexadas:

1. D. Garcia-Vallejo, J.L. Escalona, J. Mayo y J. Dominguez, “Describing rigid-
flexible multibody systems using absolute coordinates”, Nonlinear Dyna-

mics, 34, 75-94, 2003.

2. D. Garcia-Vallejo, J. Mayo, J.L. Escalona y J. Dominguez, “Efficient evalua-
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3. Juana M. Mayo, Daniel Garcia-Vallejo y Jaime Dominguez, “Study of the
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8.5. Lineas de investigacién futuras

Dentro de las posible lineas futuras de investigacion estd la implementacién de
la formulacién rigido-flexible en un programa de proposito general para el anélisis
de mecanismos, pues hasta ahora, los problemas que se han resuelto han requerido
programas particulares.

Otra linea a investigar es la mejora de la convergencia de los elementos fini-
tos existentes. De hecho, se estd estudiando la posibilidad utilizar la integracion
reducida para eliminar el bloqueo por cortante de los elementos de Omar [33].

El modelo de amortiguamiento puede completarse mediante el calculo exacto
de las componentes desviadoras y volumétricas. Con ello se obtendria un modelo
mas complejo y se perderia la agilidad del algoritmo presentado en esta tesis, pero
se darfa la posibilidad de aplicarlo en situaciones con grandes deformaciones.

Ademass, se podria completar el estudio de la viga rotativa con un anélisis
de estabilidad y bifurcaciones de las ecuaciones diferenciales ordinarias obtenidas
mediante la ANCF para la viga rotativa con distintos valores de la velocidad de

rotacion.



Apéndice A

Transformacion ortogonal y
linealizacion de las fuerzas
elasticas

A.1. Rotaciéon de la funcion de fuerzas elasticas

En este apéndice se demuestra que, en la formulacién en coordenadas nodales
absolutas, la funcién de fuerzas eldsticas de un elemento finito tipo Euler-Bernoulli
tiene la misma expresion en el sistema global que en un sistema de referencia
rotado como el de la figura 6.1 del capitulo 6. Para ello, se obtiene la expresién de
la funcién de fuerzas eldsticas por un procedimiento diferente al que se encuentra
en la bibliograffa [19, 47]. El vector de fuerzas eldsticas se obtiene derivando con
respecto al vector de coordenadas nodales absolutas la energia de deformacién del

elemento

1 [ 0%y 2 ouy 2
U= = El | —= FA| — dx Al
c 2 /0 [ < oz ) © Ox (A1)
En la expresion anterior u; y u; representan, respectivamente, los desplazamientos
transversal y longitudinal por deformacién de un punto arbitrario del elemento

finito. Estos desplazamientos estan medidos en un sistema de referencia local del

elemento (ver figura 2.3 del capitulo 2). En este apéndice se usa el sistema tangente
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para calcular los desplazamientos por deformacion del elemento finito. Asi, los
vectores unitarios que definen la direccion de los ejes del sistema local tienen las

siguientes expresiones:

. Or/ox
L or/oz||

oo IS (0)e] — \/eTSE S0 ce

ip =1Ii; =

donde

I= (A.4)

Notese que el vector unitario i; es tangente a la linea media del elemento en el
nodo inicial (x = 0) puesto que tiene la misma direccién que r . Para simplificar
ligeramente la nomenclatura, en la ecuacién (A.2) se ha utilizado la siguiente

definicién:

Una vez que se han obtenido los vectores unitarios que definen la direccién de
los ejes del sistema local de referencia, los desplazamientos de un punto arbitrario

del elemento pueden obtenerse por proyeccién como se muestra a continuacién:

w =ui; —x =e” (S — SO)T i, —x
(A.6)

u = uiy =T (S — So) iy

donde

So =S (0) (A7)

De acuerdo con la ecuacién (A.1), las siguientes derivadas se necesitan para

evaluar la energia deformacion del elemento finito
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T e’sTs, e
aa“l:eT@)S) ii—1=e"sTi —1= —2 27 (A.8)
z z \/eTSOT,zSO,Ie
u 028\ ", . eTs? ISy e
= (53) ey = St (4.9)

z/ eTSOT7xSO7xe

Una vez, evaluada la expresion de la energia de deformacion elastica del ele-

mento, la funcién de fuerzas elasticas se obtiene de la siguiente forma:

F, - - (%%)T (A.10)

Al derivar la expresién de la energia de deformacion eldstica de la ecuacion
(A.1) con respecto al vector de coordenadas se obtienen términos con la siguiente

forma:

7" [2(C+C")ee’C o
eTBe eTBe

)2 (B + BT) e (A1)

[8 ( ’Ce 1)2]T Nk (C 4;;3]2 ce’C (2;;2)2 <B+BT)
2(Cr ) (BB eerC -

+
VeTBe (e7Be)*/?

donde la matriz C de la ecuacién (A.11) representa el producto de matrices
Sﬂlisoﬂ;, mientras que la matriz C de la ecuacién (A.12) representa el producto
SZ;SOJ. Por otro lado, tanto en las ecuacién (A.11) como en la (A.12), la matriz
B representa el producto SazSO,z.

Como se expuso en el capitulo 6, la formulacién en coordenadas nodales ab-
solutas permite relacionar dos vectores de coordenadas nodales definidos en dos

sistemas que tienen el mismo origen pero distinta orientacion de la siguiente forma:
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e=Aq (A.13)

donde la matriz de transformacién A tiene la siguiente estructura diagonal por

bloques:
A, O 0 0
0 A, O 0
A= (A.14)
0 0O A, O
0 0 0 A,
siendo
cosf) —sinf
A, = (A.15)

sin 0 cos 0

Puede comprobarse que los bloques de las matrices B y C de las ecuaciones
(A.11) y (A.12) son, o bien diagonales o bien antisimétricos, debido a la estructura

de la matriz de funciones de forma

S=| 511 sl s3I 341} (A.16)

De acuerdo con la estructura de las matrices B y C, es posible verificar que,

para los dos posibles valores de C, se cumplen las siguientes relaciones:

ATBe = Bq
e'Be = q'Bq

(A.17)
ef'Ce =q7'Cq

AT(C+CT)e=(C+cT)q

De esta forma, es facil comprobar que las relaciones mostradas en la ecuacién

(A.17) conducen a la siguiente ecuacién para la funcién de fuerzas eldsticas:
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A"F.(e)=A"F.(Aq) = F. (q) (A.18)

La ecuacion anterior garantiza que al realizar el cambio de coordenadas de la
ecuacién (A.13), la expresién de la funcién F. no cambia. De esta forma, en el
sistema de referencia global, el vector de fuerzas eldsticas viene dado por F, (e)

mientras que en el sistema no inercial, viene dado por F. (q).

A.2. Rotacién de la matriz de masa

De igual forma que para las fuerzas elasticas, las matriz de masa resulta inva-
riante respecto a una transformacién ortogonal a través de la ecuacién (A.13). En

definitiva, se cumple la siguiente relacién:

ATMA =M (A.19)

donde M es la matriz de masa. Para verificar la ecuaciéon anterior, recuérdese la
expresién de la matriz de masa expuesta en el capitulo 2. Haciendo uso de la

expresion de M, la ecuacién anterior puede escribirse como:

AT ( / pSTSdV) A= / pSTSdvV (A.20)
Ve Ve

donde la ecuacién anterior es consecuencia de la siguiente relacién:

ATSTSA = (SA)” (SA) =S"s (A.21)
Noétese que:
SA=[ 51A, 524, sA, sA, | (A.22)

A.3. Linealizacion de las fuerzas elasticas

Cuando los desplazamientos por deformacion son suficientemente pequenos, es

posible linealizar la funcién de fuerzas eldsticas en torno a una configuracién de
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referencia. Ello permite expresar las fuerzas elasticas a través de una matriz de
rigidez constante. Asi, para una configuracién de referencia definida por un vector

d, la matriz de rigidez constante se obtiene de la siguiente forma:

_ OF.(q)
K== (A.23)

o
Es posible comprobar que cuando el vector g, representa a un conjunto de
configuraciones de referencia paralelas, la matriz que se obtiene es la misma. Esto
permite utilizar el sistema de referencia intermedio que se present6 en el capitulo 6.
Asi, el conjunto de configuraciones de referencia paralelas al eje de abscisas queda
representado por el vector:
T
Q=|R R, 1 0 Re+L R, 1 0 (A.24)
donde R, y R, son las coordenadas del nodo inicial del elemento finito en su
configuracion de referencia. De esta forma, es posible comprobar que la matriz de

rigidez K es independiente de los valores de R, y R,. Tras la linealizacién, dicha

matriz tiene la siguiente forma:

SEA 0 4 0 84 0 4 0

0 12LJ%‘I 0 GLE2[ 0 _ 12LI§I 0 6]1321
U T

K 0 nil 0 4Bl 0 — 8kl 0 281
-sg4 0 B4 o  CGEA I L

0 i 12LI§I 0 76521 0 12L}§1 0 76521
BLoo -EBE 0 oEL 0 Em o

0 . a 0 28l o =% 0 S
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