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Introduccidn.

A comienzo de este siglo los trabajos de Lebesgue y otros matematicos crean
una teoria moderna y completa de integracién que permite integrar de forma ple-
namente satisfactoria una amplia clase de funciones reales respecto de una medida
positiva numerablemente aditiva. Entre las diversas direcciones de desarrollo de
esta teoria destacan los trabajos de Bochner en 1933 que crea una teorfa, similar
a la de Lebesgue, que permite integrar funciones con valores vectoriales respecto

de una medida positiva.

El estudio de la situacién formalmente simétrica, es decir, la integracion
de funciones escalares respecto de una medida vectorial, debe esperar al afio
1955 en que Bartle, Dunford y Schwartz publican su conocido articulo “Weak
compactness and vector measures”. En él estudian los operadores débilmente
compactos con valores en un espacio de Banach X y definidos en el espacio de

funciones continuas sobre un espacio topoldgico compacto K
T:C(K)— X.

La técnica que utilizan para realizar este estudio es representar la accién del
operador como la integracién respecto de una medida, asociada al operador,
con valores en el espacio de Banach X. Crean asi una teoria de integraciéon de
funciones escalares respecto de una medida vectorial definida en una o-algebra

y con valores en un espacio de Banach.

A comienzos de la década de los setenta Lewis publica los articulos “In-

tegration with respect to vector measures” y “On integrability and summability



in vector spaces”, donde desarrolla una teoria que permite integrar funciones
escalares respecto de medidas con valores en un espacio vectorial topolégico de
Hausdorff localmente convexo. Cuando nos restringimos a espacios de Banach

esta teoria es equivalente a la de Bartle, Dunford y Schwartz.

En 1975 aparece el libro “Vector measures and control systems” de Kluvanek
y Knowles donde se estudia el espacio de funciones reales integrables respecto de
una medida vectorial con valores en un espacio vectorial topoldgico de Hausdorff

localmente convexo.

Nuestro estudio se hard para medidas v definidas en una o-algebra y con
valores en un espacio de Banach X. Consideraremos funciones con valores reales,
lo que permite dotar al espacio L!(v) de funciones integrables respecto de v de
la estructura de reticulo y por tanto utilizar las herramientas de la teoria de

reticulos de Banach.

Nuestro trabajo comenzé intentando responder a la pregunta verbal del Prof.
J. Diestel acerca de si para el espacio L'(v) se cumplia el andlogo al teorema
de Talagrand sobre la completitud secuencial débil del espacio L'(y, X), de fun-
ciones con valores en X e integrables en el sentido de Bochner respecto de la
medida positiva w, cuando el espacio de Banach X es débilmente secuencial-

mente completo. La respuesta es afirmativa (Corolario 2.3).

Nos planteamos a continuacién el problema general de estudiar la relacién
existente entre, por una parte, las propiedades de la medida vectorial v y del
espacio de Banach X, y, por otra, las propiedades del espacio L!(v) de funciones
integrables respecto de v. En este marco surgen ciertas preguntas naturales:
;Determina el espacio X las propiedades de L*(v)? Si esto es cierto (En qué
medida ocurre? ;Puede ser L}(v) reflexivo? ;Cudndo es L!'(v) un AL-espacio?
La respuesta, total o parcial segiin los casos, a estas y otras preguntas constituye

el contenido de esta memoria.
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En los Preliminares establecemos la notacién que se usa a lo largo de la
memoria y se exponen los principales conceptos y resultados sobre medidas vec-
toriales y reticulos de Banach que utilizaremos. Se hace especial hincapié en el
concepto de conjunto L—débilmente compacto en un reticulo de Banach, por su

importancia en nuestro trabajo.

El primer capitulo de esta memoria consta de dos secciones. En la primera
se exponen los principales resultados conocidos sobre la teoria de integraciéon de
funciones reales respecto de una medida vectorial v definida en una o-algebra y
con valores en un espacio de Banach X y sobre el espacio formado por dichas

funciones, L'(v). Este es un reticulo de Banach orden continuo y con unidad

débil.

En la segunda seccién comienza nuestro propio estudio del espacio L'(v).
La primera pregunta que se plantea es ; Qué espacios se obtienen como L' de una
medida vectorial? Identificamos de forma precisa esta clase: son los reticulos de

Banach orden continuos con unidad débil (Teorema 1.15).

Estudiamos la posible existencia de un espacio de Banach “universal”, en el
sentido de que todo espacio L' de una medida vectorial se pueda obtener a partir
de una medida con valores en dicho espacio “universal”. Se prueba que esto es

ibl ios L1 bl t At diant
posible para espacios v) que sean separables y no tengan atomos, mediante

medidas con valores en el espacio ¢y (Teorema 1.20).

Se carece de una identificacién 1til del dual del espacio L'(v). Por ello,
estudiamos la posibilidad de caracterizar la convergencia débil en el espacio L*(v)
a través de la convergencia débil de la integrales sobre conjuntos arbitrarios
(Teorema 1.23).

En el segundo capitulo se estudian diversas propiedades del espacio L'(v),

haciendo hincapié en el hecho de que las propiedades del espacio de Banach en
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que la medida toma valores determinan, en cierta medida, las propiedades del
espacio L!(v). En este sentido se obtienen, entre otros, los siguientes resultados:
si el espacio X no contiene ningin subespacio isomorfo a ¢ tampoco lo contiene
LY(v); si X tiene cotipo ¢ > 2 entonces L!(v) también tiene cotipo ¢; si X es

un espacio con la propiedad de Schur entonces L(v) tiene la propiedad positiva

de Schur.

Probamos una versién reticular del teorema de Dunford-Pettis, que permite
probar que si X tiene la propiedad de Schur y la medida v tiene variacién o—finita
entonces L'(v) tiene la propiedad de Dunford—Pettis (Teorema 2.10). También
se deduce que si la medida v tiene variacién oc—finita y no tiene atomos entonces

L'(v) no es reflexivo (Teorema 2.11).

Al poder obtenerse cualquier reticulo de Banach orden continuo y con unidad
débil como L' de una determinada medida vectorial, se sigue, en particular, que
se puede obtener un espacio de Hilbert. El Teorema 2.13 da una condicién
suficiente para que una medida con valores en un espacio de cotipo 2 genere un

espacio L!(v) orden isomorfo a un espacio de Hilbert.

La dltima parte del capitulo estudia una propiedad especifica de los reticulos
de Banach: la propiedad de descomposicién subsecuencial, cuyos origenes estan
en las técnicas utilizadas por Kadec y Pelczynski en el estudio de los subespacios
de los espacios L?[0,1]. Damos condiciones suficientes para que L'(v) tenga esta

propiedad (Teorema 2.14).

El tercer capitulo indaga la respuesta a la pregunta ;Cudndo es L'(v) un
AL-espacio? Probamos que esto ocurre exclusivamente cuando L!(v) es isomorfo
al espacio L'(|v|) donde |v| es la variacién de la medida v, la cual debe ser
acotada. En la bisqueda de condiciones suficientes para que L'(v) sea un AL-
espacio se prueba que la dominacién de la variacién por la semivariacién no es

suficiente (Ejemplo 3.3) y que tales condiciones no se pueden imponer sobre el



espacio de Banach X (Ejemplo 3.5).

Se estudian medidas con valores en espacios con propiedades particulares
obteniéndose condiciones suficientes si los valores se toman en un AL—espacio y

una caracterizacién para medidas con valores en un espacio C(K).

El estudio del caso general se hace identificando el dual de L!(v) con un
ideal, reticular y algebraico, en Loo(|v|) y utilizando la transformada de Gelfand
y los caracteres sobre Lo, (|v]). Se hallan asi condiciones en términos de los
conjuntos de ceros de L'(v)* y de un ideal en L}(v)* asociado al conjunto
de medidas {z*v : 2* € X*}. El Teorema 3.16 da una condicién necesaria y
suficiente, en términos de la medida, para que el espacio L!(v) esté dado por

una cantidad finita de espacios de la forma L!(|z*v|).

El cuarto capitulo estudia los operadores con valores en L'(v). Para ello se
utiliza la técnica de asociar a cada operador una medida, con valores en un espacio
de operadores en este caso, y estudiar las propiedades del operador a través de
las propiedades de la medida. Esta medida, en general, es acotada, finitamente

aditiva y numerablemente aditiva en la topologia fuerte de operadores.

El estudio se centra en hallar las propiedades de los operadores que corres-
ponden a “mejores” propiedades de la medida asociada. Se caracterizan aquellos
operadores cuya medida asociada es numerablemente aditiva en la topologia uni-
forme de operadores: son los operadores L-débilmente compactos, que transfor-
man conjuntos acotados en conjuntos L-débilmente compactos en L'(v) (Teo-
rema 4.5). Para medidas v con variacién o—finita, los operadores cuya medida
asociada tiene variacion acotada son aquéllos que factorizan mediante un opera-
dor integral a través del espacio L'(|v|) (Teorema 4.6). En las mismas condi-
ciones, si se require que la medida asociada al operador tenga una derivada
Bochner integrable respecto de su variacidn, el operador debe factorizar a través

de L'(]v]) mediante un operador nuclear (Teorema 4.8). Que la condicién ante-
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rior sea de hecho una caracterizacién, estd intimamente ligado a que la medida
v tenga una densidad fuertemente medible y Pettis integrable respecto de su

variacion (Teorema 4.9).

La ultima parte del capitulo esta dedicada a aplicar los resultados anteriores
al problema de relacionar la existencia de un subespacio isomorfo a £, en el
espacio L(Y, X)), de operadores lineales y continuos entre dos espacios Y y X, con
la coincidencia de dicho espacio con algin ideal de operadores. En nuestro caso el
espacio Y es un espacio de Banach arbitrario. Cuando X es un reticulo de Banach
orden continuo y con unidad débil, probamos que si £L(Y, X) no contiene a £,
entonces todo operador es L-débilmente compacto (Teorema 4.11). Cuando X es
un reticulo de Banach orden continuo y atémico, probamos que son equivalentes
que todo operador de Y en X sea compacto y que L£(Y, X ) no contenga a £
(Teorema 4.12).



Preliminares y notacion.

En este capitulo establecemos la notacién que se usard en la memoria y
recopilamos los resultados bésicos que utilizaremos sobre medidas vectoriales y
reticulos de Banach. Los correspondientes a la teoria de medidas vectoriales se
han extraido del capitulo I del libro de Diestel y Uhl [D-U]. Para la teoria de
reticulos de Banach se han seguido los capitulos 1.a 'y 1.b del volumen II del libro
de Lindenstrauss y Tzafriri [L-T].

Un espacio medible es un par (2, Y) donde 2 es un conjunto abstracto y X
es una o-dlgebra de partes de 2. Los elementos de ¥ se denominan conjuntos
medibles. Una particién de un conjunto medible A es una familia finita (A4;)7 de

conjuntos medibles disjuntos cuya union es A.

Una medida finitamente aditiva es una funcién v definida sobre una o-
algebra y con valores en un espacio de Banach X, que cumple que v(f) =0y si
A y B son conjuntos medibles disjuntos v(A4 U B) = v(A) + v(B).

Una medida es acotada si el conjunto de valores que toma esta acotado; es
fuertemente aditiva si para toda familia (A, ) de conjuntos medibles disjuntos la
serie Y v(A,) es convergente en X; y es numerablemente aditiva si la serie ante-
rior converge a v(|J, An). Toda medida numerablemente aditiva es fuertemente
aditiva y éstas a su vez son acotadas. En caso de no especificarse, entenderemos

por medida una medida numerablente aditiva.



Una medida es escalar si toma valores en el cuerpo de los escalares. Para
nosotros, a lo largo de esta memoria, éste serd el cuerpo de los numeros reales
R. Una medida es positive si es escalar y sus valores son no negativos. En el
resto de los casos diremos que la medida es vectorial. Consideraremos, como es

habitual, medidas con valores en [0, 4+o00], que denominaremos también positivas.

Un espacio de medida es una terna (2,3, \) donde (£2,%) es un espacio
medible y A es una medida positiva numerablemente aditiva definida sobre .
El espacio de medida es finito si A(2) < 400 y es ofinito si = U, A,, donde
A(A4,) < +oo. Una propiedad se cumple puntualmente en casi todo respecto de

A si se cumple en todos los puntos de  salvo en los de un conjunto medible Z

con A(Z) =0.

La variacidn de una medida v es la menor medida positiva que domina a la

medida v. Se denota por |v|. Se prueba que es

|v|(A) = sup {Z (A : (A:)] es una particién de A} .

Puede tomar valores infinitos.

Sea X un espacio de Banach. Denotaremos por Bx la bola unidad de X,
es decir, Bx = {z € X : ||z]] £ 1}. X* es el dual topolégico de X y Bx- su
bola unidad. En X consideraremos la topologia dada por la norma y la topologia
débil, denotada por o(X, X*), que es la topologia menos fina respecto de la cual
son continuos los elementos del espacio dual. En X* consideraremos la topologia
de la norma, la topologia débil y la topologia débil—*, denotada por o(X*, X),
que es la topologia menos fina respecto de la cual son continuos los elementos del

espacio X.

Sea v: Y — X una medida vectorial con valores en un espacio de Banach.

La semivariacion es la funcion de conjuntos definida sobre ¥ por

Ivl(4) = sup {|z"v|(A) : 2" € Bx-},



donde |z*v| es la variacién de la medida escalar
Ace+—z'v(A) €eR.

La semivariacién no es, en general, una medida. Es monétona, es decir,si B C A
entonces ||v||(B) < |[v]|(A). Consideremos la siguiente funcién de conjuntos

definida sobre ¥
[Ilv11i(4) = sup {|l(B)|| : B C 4,B € T}.
Entonces para todo conjunto medible A se cumple

HIw(11(A) < llvlit4) < 2- [[i#]]I(4).

Sea v:Y — X una medida vectorial. Se dira que una medida positiva A
es una medida de control para v si se cumple que

i = i MA) = 0.
Jm =0y lm o A(A4)

Existen medidas de control para medidas numerablemente aditivas. Un impor-
tante resultado de Rybakov (ver [D-U, IX.2]) prueba que si v es una medida
vectorial numerablemente aditiva, existe z en la bola unidad de X* tal que la
medida |z§v| es una medida de control para v, luego se cumple
* 3 —_—
A<l vl el =0

Se dice que |z§v| es una medida de control de Rybakov para v. La semivariacion
de v y las medidas de control de v tienen los mismos conjuntos nulos. Una
propiedad se cumple puntualmente en casi todo respecto de v si se cumple en
todos los puntos de € salvo en un conjunto de semivariacion nula. Es por tanto
equivalente a que se cumpla puntualmente en casi todo respecto de una medida

de control de v.

Un reticulo de Banach es un espacio de Banach E dotado de una relacion

de orden < que cumple



1) siz,y,z€ Ey z <y entonces z + z < y + z,
2) siz,y€ Eya€R cona>0 entonces az < ay,

3) paratodo z,y € E existen el supremo y el infimo respecto del orden, de z e

Y,

4) si |z| < |y| entonces ||z|| < ||y||, donde |z| = sup{z, —z}, es el mddulo de z.

El dual de un reticulo de Banach es un reticulo de Banach para el orden

natural: z* < y* siy sélo si ¥z < y*z para todo z € E con z > 0.

Un conjunto A en E estd acotado respecto del orden (orden acotado) si
existe z > 0 tal que |z| < z para todo z € A. Se denota por [z,y] el conjunto de
todos los z tales que z < z < y. Un reticulo de Banach es completo respecto del
orden (orden completo) si todo conjunto acotado tiene supremo. Los reticulos de

Banach duales siempre son orden completos.

Un ideal en un reticulo de Banach E es un subespacio vectorial F' para el
cual y € F siempre que |y| < |z| para algin ¢ € F. Una banda es un ideal F' que
cumple que si A C F' y sup A existe en F, entonces sup A € F.

Un elemento z > 0 de un reticulo de Banach es un dtomo si cumple que
0 < z < z implica z = az donde a es un ntimero real entre 0 y 1. Un reticulo de
Banach es atémico si existe una familia {z,} de 4tomos que es completa, en el

sentido de que si inf{z,z,} = 0 para todo «a, entonces z = 0.

Un operador lineal T entre dos reticulos de Banach es un orden isomorfismo

si es biyectivo y conserva la estructura del orden

T(sup{z,y}) = sup{Tz, Ty} y T(inf{z,y}) = inf{Tz, Ty}.

Un orden isomorfismo es siempre un isomorfismo topolégico. Dos reticulos de Ba-

nach son orden isométricos si existe entre ellos una isometria lineal sobreyectiva



que conserva el orden.

Una propiedad fundamental es la orden continuidad. Un conjunto A esta
dirigido decrecientemente si para todos z,y € A existe z € A tal que z <z y
z < y. Un reticulo de Banach tiene norma continua respecto del orden (orden
continuo) si para todo conjunto dirigido decrecientemente cuyo infimo sea el cero,
se cumple que inf {||z|| : ¢ € A} = 0. Una importante caracterizacién de esta

propiedad es [L-T II, Proposition 1.a.8]:

Un reticulo de Banach es orden continuo si y solo si toda sucesion

creciente acotada respecto del orden es convergente.

Un elemento e es una unidad débil de E si se cumple que inf{z,e} = 0

implica que z = 0. Es una wnidad o unidad fuerte si ||z|| < 1 siy sélosi |z] <e.

Un espacio de Banach de funciones o espacio de Kothe de funciones respecto
de un espacio de medida o-finito (2,3, ) es [L-T II, Definition 1.b.17]: un
espacio de Banach F de clases de funciones reales, iguales en casi todo respecto

de A, que son localmente integrables y que cumple

1) Si|f(w)l < lg(w)l, f es medibley g € E, entonces f € E y ||f]| < ||g]l-

2) Para cada A € ¥ de medida finita la funcién caracteristica y 4 esta en E.

El dual de Kothe de un espacio de Banach de funciones E es
{9:5— R :g esmedibley fg € L'(\) paratoda f€ E}.

Cuando E es orden continuo, E* coincide con el dual de Kothe [L-T II, p. 29].
Se puede considerar también el bidual de Kothe de E.

Los reticulos de Banach orden continuos y con unidad débil se pueden re-

presentar como espacios de Banach de funciones [L~T II, Theorem 1.b.14].



Teorema. Sea E un reticulo de Banach orden continuo y con unidad débil.
Entonces existe un espacio de probabilidad (9,3, ), un ideal E de L*(Q,Z, \)

y una norma de reticulo || - ||z en E tales que

1) E es orden isométrico a (E, || - || 5).
2) E es denso en L'(,T,\) y Loo(2,2,\) es denso en E.

3) £l < lIfliz < 2l flleo siempre que f € Loo(£2, X, A).

4) La traspuesta de la isometria dada en 1) aplica E* sobre el reticulo de

Banach E* de todas las funciones medibles g para las cuales
ol =sup{ [ foarsislp<1f <.

El valor que toma el funcional correspondiente a g en f € E es / fg dA.
Q

Un concepto muy importante en varias partes de esta memoria es el de
conjunto L-débilmente compacto, debido a Meyer—Nieberg [M 1, Definition II.1].
Un conjunto acotado K es L-débilmente compacto si para toda sucesion disjunta
(yn) que cumple |y, | < |z,| con z,, € K, se tiene que (y, ) tiende a cero en norma.
En los reticulos de Banach orden continuos este concepto es equivalente a ser casi—
orden acotado, es decir, para todo € > 0 existe x > 0 tal que K C [—z,z] +¢B
donde B es la bola unidad [M 1, Satz I1.2]. Esta es la denominacién que da
Zaanen [Z, p. 501]. En los espacios de Banach de funciones orden continuos este
concepto coincide con el de conjunto acotado equi-integrable: conjunto acotado

que cumple

lim su . feK!t =0.
i swp{f xall f € K)

Todo conjunto L-débilmente compacto es relativamente débilmente com-
pacto [M 1, Satz IL.6]. Los reticulos de Banach en que los conjuntos L-débilmente
compactos coinciden con los relativamente débilmente compactos son aquéllos en
que todo subreticulo cerrado de dimensién infinita contiene un subreticulo iso-

morfo a ¢! [M 2, Satz 14]. Sanchez Henriquez en su Tesis Doctoral prueba que



esta propiedad es equivalente a la propiedad positiva de Schur: toda sucesion

positiva y débilmente convergente es convergente [Sa, Teorema 1.16].

En los reticulos de Banach orden continuos todo conjunto relativamente
compacto es L-débilmente compacto [M 1, Korollar I1.4]. Los reticulos de Banach
en que los conjuntos L-débilmente compactos coinciden con los relativamente

compactos son los reticulos de Banach orden continuos y atémicos [M 1, Beispiele

I1.7] y [A-S, Satz 1.1].

Un operador definido sobre un espacio de Banach y con valores en un reticulo
de Banach es un operador L-débilmente compacto si la imagen de la bola unidad
es un conjunto L-débilmente compacto [M 2, Definition 1 iii)]. Zaanen los de-

nomina operadores semi—compactos [Z, p. 529].

Sean X; espacios de Banach 1 < i < n. Para 1 < p < 400 se denota por
(EB'; Xi)p el espacio de n—tuplas (21,...,2,) con z; € X, dotado de la norma

n 1
(@1, szl = (0 [l ?) "

La teoria de medidas vectoriales con sus aplicaciones puede verse en [D-U]J.
Sobre reticulos de Banach véanse [L-T II] y los libros de Aliprantis y Burkinshaw
[A-B], Meyer-Nieberg [M 3] y Schaefer [S].



CAPITULO 1: El espacio L(v).

SECCION 1. En esta seccién presentamos los resultados conocidos sobre
la teoria de integracién de funciones reales respecto de una medida vectorial y
sobre el espacio de funciones reales integrables respecto de una medida vectorial,

que son relevantes para el desarrollo posterior de la memoria.

Sea (€2, X)) un espacio medible y sea X un espacio de Banach. Consideremos

una medida vectorial numerablemente aditiva

iy — X

La siguiente definicién se debe a Bartle, Dunford y Schwartz [B-D-S, Defi-
nition 2.5]. Estos autores consideraron funciones con valores reales o complejos.
Nosotros nos restringimos a valores reales, con el objeto de aprovechar la estruc-

tura de orden del cuerpo de los ntimeros reales.

Sea f una funcion simple con valores reales. Existen a; € R y A; conjuntos

medibles 1 < i < n, tales que

n
F=) aixa:.
1

Se define la integral de f respecto de v sobre un conjunto medible A de la siguiente

forma
n

/Af dv =" av(AN A).

1



Es un elemento del espacio de Banach X que es independiente de la repre-

sentacién que se dé a f como combinacién lineal de funciones caracteristicas.

Esta definicién permite definir el concepto de integrabilidad para funciones

medibles.

Definicién 1.1. Sea f:2 — R una funcién medible. Se dice que f es

integrable respecto de v si existe una sucesion (¢, ) de funciones simples tal que

a) (¢n) converge a f puntualmente en casi todo respecto de v.

b) La sucesion (/ On dy> converge en norma en X, para todo A € 3.
A

En este caso se define la integral de f respecto de v sobre A como el elemento de

X dado por
/fdz/:lim/cpndu.
A nJA

Esta definicién no depende de la sucesién (p,). Lewis en [L 1] estudié la
integracién de funciones complejas respecto de una medida con valores en un
espacio vectorial topoldgico de Hausdorff localmente convexo. Da la definicién
siguiente [L-1, Definition 2.1]. Como ya hemos sefialado, nosotros nos restringi-

mos a funciones con valores reales.

Definicién 1.2. Sea f:Q — R una funcidén medible. Se dice que f es

integrable respecto de v si

a) f es integrable respecto de la medida |z*v| para cada z* € X*.

b) Para cada A € ¥ existe un elemento de X, denotado por / f dv, tal que
A

<:c*,/fdu>:/fdx*y, para cada z* € X*.
A A
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Para medidas con valores en un espacio de Banach, Lewis prueba, basandose
en el teorema de convergencia de Vitali, que esta definicién es equivalente a la
dada por Bartle, Dunford y Schwartz, [L-1, Theorem 2.4]. Utilizaremos por

tanto ambas definiciones indistintamente a lo largo de esta memoria.

A continuacién relacionamos algunas de las propiedades fundamentales de
esta teoria de integracién, probadas por Bartle, Dunford y Schwartz [B-D-S,
Theorem 2.6] y por Lewis [L 1, Theorem 2.2].

Propiedades 1.3. Se tienen las siguientes propiedades:

1) Sea f una funcion medible esencialmente acotada respecto de v, entonces f

es integrable respecto de v y

I/Afdu

2) Si f es integrable respecto de v la funcién de conjuntos

< N lloo - IVIICA)-

AEEF——»@(A):/deEX
A

es una medida numerablemente aditiva, que es absolutamente continua res-

Afdu

La semivariacion de ® viene dada por la expresion:

pecto de v, es decir

lim
lvll(A)—0

=0.

J@i(4) = sup {/A Fldletv] o e BX*},

Es de sefialar que la medida ¢ de la proposicién anterior es absolutamente
continua respecto de cualquier medida de control de v. La integracién de fun-
ciones esencialmente acotadas respecto de v, que aparece en 1.3.1), es conocida
como la integral de Bartle [D-U, I1.4].
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Kluvanek y Knowles en su libro [K-K] consideran el espacio de funciones
reales integrables respecto de una medida vectorial. Su estudio se hace para
medidas con valores en un espacio vectorial topoldgico de Hausdorff localmente
convexo, pero las mejores propiedades del espacio se obtienen cuando la medida
toma valores en un espacio de Banach. Exponemos solamente los resultados que

obtienen en este caso.

Bartle, Dunford y Schwartz habian observado que el conjunto de funciones
integrables respecto de una medida vectorial es un espacio vectorial. Kluvanek

y Knowles prueban que

£l =sup{/|f| dj*] : 2" € BX*}

es una seminorma en dicho espacio. Identificando dos funciones f y ¢ cuando el

conjunto en el que difieren tiene semivariacién nula

f~g9 = |v[[({w: flw) # g(w)}) =0

se obtiene un espacio normado de clases de funciones integrables respecto de v
que se denota por L!(v) . Este espacio es un espacio de Banach para la norma

|- ||, anterior [K-K, IL2, Theorem IV.4.1 y Theorem IV.7.1].

El espacio L!'(v) es un reticulo si se le dota del orden dado por
f<g < flw)<gw) we¢ ZparaZ € X, ||v||(Z)=0.

Més atin, L(v) es un ideal de funciones medibles, es decir, si g estd en L'(v)
y f es una funcién medible tal que |f| < |¢g| puntualmente en casi todo respecto

de v, entonces f estd en L'(v) y de la expresién de la norma en L'(v) se sigue
que [|fll, <lgll.-

De gran importancia para el estudio que vamos a realizar es el siguiente

resultado [K-K, Corollary 11.4.2]:
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En LY(v) toda sucesidn creciente y acotada respecto del orden es con-

vergente en norma.

Se sigue que L'(v) es un reticulo de Banach orden continuo, ver Prelimi-
nares. Esta importante consequencia no fué extraida por Kluvanek y Knowles.
Resultard ser central en nuestro estudio del espacio L'(v). Incluimos a conti-

nuacion una prueba de este resultado.

Sea A una medida de control de Rybakov para v. Sea (f,) una sucesién en
LY(v) creciente y acotada respecto del orden por ¢ € L'(v). Podemos suponer
que (fn) es no negativa. Definamos la funcién f(w) = sup{fa(w) : n € N}.
Es una funcién medible y y acotada por ¢ € L'(v). Como este espacio es un
ideal de funciones medibles, se sigue que f € L!(v). Veamos que (f,) converge
a fen L'(v). La sucesién (fy) es creciente y acotada por f en L'()), luego
es convergente en L'()\). Al ser creciente se sigue que converge puntualmente
en casi todo respecto de A, luego, por el teorema de Egoroff, la convergencia es
casi uniforme. Sea £ > 0. Existe un conjunto medible A con AM(A) < ¢ y existe

no € N tales que, para todo n > ng, se tiene

If = Full, = sup {/Q o fldley] ot e BX,,}

ga.||y|¢(Q\A)+2-sup{/A|f|dix*u[;x*eBX..}.

El resultado se sigue al ser la medida con densidad f respecto de v absolutamente

continua respecto de A. Q.E.D.

Es facil ver que L'(v) considerado como reticulo de Banach tiene una unidad
débil: consideremos la funcién ygq, estd en L'(v). Sea f € L'(v) tal que

inf{|f],xa} = 0, se sigue que f = 0. Luego yq es una unidad débil de L*(v).

Sea z* € X*. De la Definicién 1.2 se sigue que L!(v) es un subespacio

vectorial de L1(|z*v|), y de la expresién de la norma en L'(v) se sigue que la
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inclusién
L (v) — L} (ja"v])

es continua y || f|lz1(epy < llz*| - 110 -

Sea A una medida de control de Rybakov para v. Es de la forma |z5v| para

r; € Bx+. Se tienen las siguientes inclusiones naturales
Loo(A) — L'(v) — L'(N)

siendo los operadores inyecciones continuas. Del Teorema 1.6 se sigue que tienen
imagen densa. Al tener v y A los mismos conjuntos nulos y ser L'(v) un ideal,

se sigue que L!(v) es un espacio de Banach de funciones respecto del espacio de

medida (2, £, A).

Los resultados de Kluvének y Knowles para medidas numerablemente adi-
tivas con valores en un espacio de Banach y las consideraciones anteriores se

pueden resumir en el teorema siguiente.

Teorema 1.4. Sea v:Y¥ — X una medida vectorial con valores en un espacio
de Banach. El espacio L'(v) es un reticulo de Banach orden continuo y con

unidad débil cuando se le dota de la norma
151 =swp { [151ale°v] 2" € B |
y del orden
f<g &= flw<gw) w¢ZparaZ €, ||v||(Z)=0.

LY(v) es un espacio de Banach de funciones respecto del espacio de medida

(©2,%, ) donde A\ es una medida de control de Rybakov para v.
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Norma equivalente 1.5. La norma de una funcién f € L'(v) coincide con
la semivariacién de la medida con densidad f respecto de v, Proposicién 1.3.2).

Se sigue de la expresién equivalente para la semivariacién, ver Preliminares, que

T =sup{ /Af dv

es una norma equivalente a || - ||, en L'(v). No es compatible en general con la

:AEE}

estructura de orden. Se cumple

WAl < 1l < 2- 1A

Es de resaltar el siguiente resultado de Lewis [L 2, Theorem 3.5].

Teorema 1.6. EI conjunto de funciones simples es denso en L(v).

Por ultimo senalar que esta teoria posee un “buen” teorema de la conver-

gencia dominada [B-D-S, Theorem 2.8] y [L 1, Theorem 2.2].

Teorema 1.7. Sea (f,) una sucesién en L'(v) que converge puntualmente en
casi todo respecto de v a una funcién f y sea g € L*(v) tal que |fn] < g para
todo n. Entonces f € L'(v) y (fa) converge a f en L'(v).

Integrabilidad escalar 1.8. Lewis en [L 1, Definition 2.5] define las fun-
ciones con integral generalizada como aquéllas que cumplen la condicién a) de la
Definicién 1.2. Nosotros las denominaremos funciones escalarmente integrables

respecto de v. Es facil ver que para estas funciones se cumple que para todo

AeX
/deEX**,
A

puesto que es limite puntual de integrales de funciones simples. Mas aun, para

estas funciones se sigue del Teorema de Banach—Steinhaus que

sup{/lﬂdlx"ul:x* EBX*} < +o0.
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Lewis prueba la siguiente caracterizacién de las funciones escalarmente in-

tegrables que son integrables.

Teorema 1.9. Sea f una funcidn escalarmente integrable respecto de la me-

dida v:¥ — X . Consideremos la funcién de conjuntos
AGE#———)CD(A):/deEX**.
A
Entonces son equivalentes:

a) La funcidn f es integrable respecto de v.
b) ® es una medida numerablemente aditiva.

c) ® es absolutamente continua respecto de v, es decir,

/Afdz/

lim =0.

ivii(A)—0

Lewis caracteriza los espacios de Banach X con la propiedad de que la
integrabilidad respecto de toda medida con valores en X es equivalente a la inte-
grabilidad escalar como aquellos espacios en que toda serie débilmente incondi-
cionalmente de Cauchy es incondicionalmente convergente [L-1, Theorem 5.1].
Considerando los resultados de Bessaga y Pelczynski [B-P] se tiene la siguiente

caracterizacion.

Teorema 1.10. Sea X un espacio de Banach. Son equix}alentes:

a) Para toda medida v con valores en X, si f es una funcién escalarmente

integrable respecto de v, entonces f es integrable respecto de v.

b) X no contiene ningin subespacio isomorfo a ¢y.
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Operador integracién 1.11. Una herramienta fundamental en el estudio del

espacio L*(v) es el operador integracidn definido por

fGLl(I/)F—)V(f):/fdl/EX,

que es lineal y continuo, cumpliendo |[v( /|| < ||fll. -

Consideremos la medida |v| variacién de la medida v. Lewis estudia la
relacién entre el espacio L'(|v]) y el espacio L'(v) [L 2, Theorem 4.1, Theorem
4.2 y Corollary 4.3].

Teorema 1.12. Sea X un espacio de Banach, sea v una medida vectorial con

valores en X y sea |v| su variacidn. Entonces:

1) Si f estd en L*(|v|) entonces f estd en L*(v) y se tiene || f|l, < || flle2qup -

2) Sea f € LY(v) y sea ® la medida con densidad f respecto de v, entonces

f e LY(|v|) siy sdlo si la medida ® tiene variacién acotada, y en este caso

|@|(A):/ Ifld|v| paratodo A€ X.
A

3) X es de dimensidn finita si y sélo si para toda medida v con valores en X

se cumple que toda funcion de L*(v) estd en L'(|v]).

Se sigue que cuando X tiene dimensién finita los espacios L'(v) y L(|v])

coinciden y sus normas son equivalentes.

Observaciones 1.13. 1. Se dice que un espacio de medida (2,3, ) es lo-
calizable si para todo conjunto medible A de medida no nula existe un conjunto
medible B C A tal que 0 < A(B) < 400. Sea v:¥ — X una medida nume-

rablemente aditiva. Gracias a la existencia de una medida de control para v se
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sigue, sin mas que aplicar un teorema de Exhaucién [D-U, Lemma II1.2.4], que
la variacién de v es localizable si y solo si es o—finita. La importancia de este
hecho para nuestro estudio estriba en que alli donde la variacién no sea locali-
zable, el espacio L'(|v|) se reduce al vector nulo. Es decir si |v| no es o—finita
existe un medible A con |v|(A) > 0, tal que para todo medible B C A se tiene
|v|(B) =06 |v|(B) = +o00. Por lo tanto si v4 es la restriccion de v a A, se tiene

que L(|jva]) = 0.

2. Consideremos una medida v: ¥ — X donde X es un subespacio cerrado
de un espacio de Banach Y. La semivariacion no varia al considerar que v toma
valores en Y. Se sigue de la Definicién 1.1 que tampoco varia la integrabilidad y
por tanto tampoco varia el espacio L'(v). Se concluye que, a efectos del estudio
del espacio L!(v), se puede considerar que la medida v toma valores en el espacio

[v(Z)], clausura de la envolvente lineal del rango de v.

3. Kluvanek y Knowles [K-K, II.7] consideran las suma directa de una fa-
milia arbitraria de medidas. Nosotros utilizamos la suma directa de dos medidas

(24, 24, v;) con valores en espacios de Banach X;, ¢ = 1,2, definida por
AeS— 1 ®dra(d)=n(ANQ)dr(AN,) e Xi & X,

donde 2 es la unién disjunta de los espacios 1 y €25 y ¥ es la o—-élgebra de
subconjuntos A de  tales que AN Q; € ¥;, ¢ = 1,2. Entonces se tiene que
LY vy ® vp) = L(11) & LY (vq), [K-K, Theorem 11.7.2].

4. Para o—algebras finitas, el espacio L'(v) obtenido es de dimensién finita
igual al cardinal de la o-algebra. Excluimos por tanto este caso en nuestro

estudio.

El capitulo IV.10 del libro de Dunford y Schwartz [D-S] esta dedicado a

esta teoria de integracién. Aparte de los autores ya mencionados, Debiéve [D] y
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Thomas [Th] han trabajado también en esta teoria. Egghe [E] y Okada [O] han
estudiado diversos aspectos del espacio L!(v). Otros autores han considerado
en sus trabajos el espacio L'(v): Drewnowski [Dr]; Ghoussoub y Saab [G-S];
Kalton, Turret y Uhl [K-T-U]. Esta teoria de integracién es un caso particular
de las integrales bilineales estudiadas por Bartle [B], Brooks y Dinculeanu [B-D)|
y Dobrakov [Do 1y 2].

SECCION 2. En esta segunda seccién comenzamos ya con nuestro propio

estudio del espacio L!(v).

Espacio dual 1.14. La orden continuidad del espacio L!(v), Teorema 1.4,

permite representar el espacio dual de L!(v), a través de la teoria de reticulos

de Banach.

LY(v) es un espacio de Banach de funciones respecto del espacio de medida
(Q,%,)) donde A es una medida de control de Rybakov para v. Al ser L'(v)

-orden continuo se sigue que el espacio L}(v)*

de Kothe de L(v), ver Preliminares:

se puede representar como el dual

L'(v)*={g:Q2 — R : g es medible, y gf € L*(\) paratoda f € L'(v) },

estando la accién de tales funciones sobre L!(v) dada por

fELl(y)»—>/gfd)\€R.

Como el espacio L'(v) contiene las funciones caracteristicas de los conjuntos
medibles, se sigue que las funciones de L'(v) * estdn en L'(\). M4ds ain, se sigue
de la representacién vista, que L*(v) * es un ideal de funciones medibles en L*(\),
esto es, si g € LY (v)* y h € L'()\) tal que |h| < |g|, entonces h € L*(v)*.
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Se tienen las siguientes inclusiones naturales
Loo()) — LY(v)* — L'()),

siendo los operadores inyecciones continuas, que cumplen: si ¢ € Loo(A) entonces

l9lloo < llgllzry~ v si g € L'(v)

*

entonces ||g||L1wy« < |[VII(2) - llgllzrn -

Son de especial relevancia en el espacio L'(v)* los funcionales dados por

fFELY(Y) ¥ ¢u(f) = /f dz*v € R,
donde z* € X*. Se tiene ||p.+|| < ||]z*||. Consideremos la medida escalar z*v. Es

absolutamente continua respecto de A. Existe por tanto, en virtud del Teorema

de Radon—Nikodym, una funcién h,» en L'(\) tal que
z*v(A) = /Ahx-« d\ paratodo A€ X.
Se sigue que para toda f € L!(v)
oo (F) = [ Fhas

luego el funcional ¢, se puede identificar con la funcién k.. de L'(\).

Consideraremos, mas adelante, en L'(v) * el ideal reticular generado por las

funciones {h,+ : * € X*}, que denotaremos por Z. Es decir

7= {he L'(v)* : existen z},...,z% € X* tal que |h| < Z’hrf‘}
1

Consideremos el bidual de Kothe de L(v):

{g: Q — R : g es medible, y gh € L'()\) paratoda h € L'(v) *}.
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Como las funciones h,« estdn en L!(v)* se sigue que el bidual de Kothe de L' (v)
estd incluido en el espacio de funciones escalarmente integrables respecto de v.
Por otra parte, si f es una funcién escalarmente integrable respecto de v existe
una sucesion de funciones simples que convergen puntualmente en casi todo a f;
como ademas se cumple que || f||, < +oo, ver 1.8, se sigue de [L-T II, p. 30] que

f esté en el bidual de Kothe de L!(v). Luego ambos espacios coinciden.

El primer problema que se plantea en el estudio del espacio L*(v) es deter-
minar qué espacios se obtienen como L! de una medida vectorial. Surge también
de forma natural la pregunta de si el espacio L!'(v) puede ser reflexivo 6 un
espacio de Hilbert. El teorema siguiente da una contestacion completa a estos
problemas, probando que la clase de espacios obtenidos como L! de una medida

vectorial coincide con la clase de reticulos de Banach orden continuos con unidad

débil.

Teorema 1.15. Sea E un reticulo de Banach orden continuo con unidad débil.
Existe una medida vectorial v, con valores en E, tal que el espacio L'(v) es orden

1somorfo e isométrico a E.

DEMOSTRACION. En estas condiciones, E es orden isomorfo e isométrico a un
espacio de Banach de funciones respecto de un espacio de probabilidad (2, X, \),

ver Preliminares.

Consideremos la medida
AeXr—v(A)=xa€E.

Esta bien definida por ser E un espacio de Banach de funciones respecto de
(£, %, M).Es finitamente aditiva. Sea (A,) una sucesién de conjuntos medibles
disjuntos. Denotemos B,, = UTA; para cadan,y B = U*4;, son conjuntos medi-

bles. La sucesién de conjuntos (By,) es creciente, luego la sucesién v(B,) = xB,, es
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creciente en E. Como B,, C B para todo n, se sigue que v(B) acota en E a v(B,,).

De la orden continuidad de E se sigue que la sucesién (I/(Bn)) es convergente en

E, a su supremo, que es v(B). Luego la medida v es numerablemente aditiva.

Como E es orden continuo el espacio dual coincide con el dual de Kéthe (ver

Preliminares):
E*={g:5S — R : g es medible, y gf € L'()\) para toda f € E},

actuando estos elementos del dual sobre L'(v) por integracién respecto de A.

Sea g € E*. La medida gv es
AEEMgu(A):/gd)\ER.
A
Es decir, es la medida de densidad g respecto de A. Una funcién f:Q — R

es escalarmente integrable respecto de v si es integrable respecto de todas las

medidas g d\ para toda g € E*.

Sea f € E, se sigue que f es escalarmente integrable respecto de v. Sea

A € Y. El funcional

geE*HAgfdA=<g,f-XA>eR,

define un elemento de E, pues f - x4 pertenece a E, para todo A € . Se sigue
que f e L' (v) y

/fdl/:f'XA para todo A € X.
A

Por otra parte, si f € L'(v) el funcional anterior define un elemento de E

para cada A € X, luego f € F.
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Veamos que de hecho se tiene una isometria entre E y L'(v):

1l = sup{ [11digv1:g € BE*}

=sup{ [1fllsl dr+g € B |

o {0 €50
= I fll&-

Se deduce de la prueba que el operador integracién es la identidad de E en
E. Q.E.D.

Se sigue del teorema anterior que los espacios LP[0,1] con 1 < p < 400, los
espacios de Orlicz que cumplan la condicién A y los espacios de Banach con

base incondicional, estdn entre los espacios de la forma L'(v).

Para representar reticulos de Banach orden continuos sin unidad débil se
puede utilizar la integracién respecto de medidas vectoriales definidas en é-
anillos, estudiada por Lewis [L 2] y posteriormente desarrollada por Masani y
Niemi [M—-N, 1y 2]. Sea v una medida vectorial numerablemente aditiva definida
sobre un é—anillo. El espacio L'(v) de funciones reales integrables respecto de
v en el sentido de Lewis, Definicién 1.2, es un espacio de Banach, que Masani
y Niemi denotan por P; , [M-N 2, Theorem 4.7.c)]. Es un reticulo de Banach
cuando se le dota del orden puntual en casi todo respecto de v. Utilizando la
existencia de una medida de control para v [Br, Theorem 1] se prueba que L(v)
es un reticulo de Banach orden continuo, de forma andloga al caso de medidas
definidas sobre o—dlgebras, ver discusién previa al Teorema 1.4. De hecho se

tiene la siguiente extensién del Teorema 1.15.

Sea E un reticulo de Banach orden continuo. Existe una medida numerable-

mente aditiva v definida sobre un é—anillo y con valores en E, tal que el espacio
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LY(v) es orden isomorfo e isométrico a E.

La prueba se basa en que si E es orden continuo entonces se puede expresar
como una suma incondicional de reticulos de Banach E,, orden continuos y con
unidad débil [L-T II, Proposition 1.a.9]. Para cada E,, en virtud del Teorema
1.15, existe un espacio ,, una o—dlgebra ¥, y una medida numerablemente
aditiva v4: X4 — E, tales que L'(v,) es orden isomorfo e isométrico a Eq.

Sea  la unién disjunta de los espacios €2, y consideremos el é—anillo

D:{A:UAi:ICA es finito AiEEi}.
1e]
La medida
A={JAieDr—v(A)=> u(A)€EE,
iel i€l
esta bien definida, es numerablemente aditiva sobre D y, gracias a la orden
continuidad de E, se comprueba que la identidad es una biyeccién que conserva

el orden y la norma entre los espacios L}(v) y E.

Veamos un ejemplo de la representacion anterior. Si I' es un conjunto no
numerable, el espacio £!(I') es un reticulo de Banach orden continuo y sin unidad
débil. Se obtiene como L!(v) para la siguiente medida v, definida sobre el §—
anillo D de partes finitas de T,

AeDr— y(4) =) e, €lMI),
YEA

donde e, es la caracteristica del punto +.

Estudiamos a continuacién la posibilidad de obtener los espacios L'(v) a
través de medidas valoradas en un espacio de Banach fijo. Veremos en el Teo-
rema 1.20 que si v es una medida separable y sin 4tomos el espacio L'(v) se
puede obtener a partir de una medida con valores en el espacio de Banach c¢y.

Estudiamos primero los d4tomos y la separabilidad del espacio L*(v).
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Proposicién 1.16. Sea f € L'(v). Entonces f es un dtomo de L'(v) siy

solo si f es un multiplo de x 4, siendo A € ¥ un atomo de v.

DEMOSTRACION. Sea f un atomo de L'(v). Supongamos que f no es cons-
tante alli donde no es nula. Existe entonces a € R, a > 0, tal que los conjuntos
A={w: flw)>a}ly B={w:0< f(w) < a} tienen ambos semivariacién no
nula. Entonces 0 < f-x4 < f, pero f - x4 no es multiplo de f, contradiciendo
que f sea un dtomo de L' (v). Luego f es un multiplo de la funcién caracteristica
del conjunto A = {w : f(w) > 0}. Si A no es un atomo de v, existe B C A tal que
tanto B como A\ B tienen semivariacién no nula. La funcién f-xp permite llegar
a contradiccién con el hecho de ser f un dtomo de L!'(v). Una argumentacion

similar prueba que si A es un atomo de v, entonces x4 es un atomo de L'(v).

Q.E.D.

Corolario 1.17. L'(v) es atémico si y sdlo si v es puramente atémica.

Dado el espacio medible (£2,Y) y dada una medida vectorial v:¥ — X
podemos asociarle el siguiente espacio pseudométrico (2,d,) donde para A, B €
Y sedefine d, (A4, B) = ||v||(AAB). Sea A una medida de control de v. El espacio
(Z,d,) es homeomorfo al espacio pseudométrico (X, dy), asociado al espacio de
medida (2, X, A). Se dice que una medida vectorial v definida sobre ¥ es separable

si lo es el espacio (3, d,,).

Proposicién 1.18.  L!(v) es separable si y sélo si el espacio pseudométrico

(3,d,) es separable.

DEMOSTRACION. Sea A una medida de control de Rybakov para v. La sepa-
rabilidad del espacio (3,d,) es equivalente a la de (2,dy). Es conocido que la
separabilidad de (T, d)) es equivalente a la separabilidad de L'(\). Supongamos
que L'(v) es separable. Como la inyeccién L'(v) — L(\) es continua y tiene

imagen densa, se sigue que L'()\) es separable y por tanto (Z,d, ) es separable.
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Para probar el reciproco sea (A,) una sucesién de medibles que es densa en
(£,d,). Es facil comprobar que las funciones simples con coeficientes racionales

y soportadas sobre los (4,,) son densas en L'(v). Q.E.D.

El operador integracién v:L'(v) — X es continuo. Si denotamos por
[v(2)] la clausura de la envoltura lineal del rango de v, se tiene que v: L'(v) —
[(X)] es continuo y tiene imagen densa, pues ésta contiene las integrales de
las funciones simples. Por otra parte se ha visto que es exclusivamente el es-
pacio [¥(Z)] el que determina el espacio L!(v), ver 1.13. Se tiene por tanto la

proposicién siguiente.

Proposicién 1.19. Sea v:¥ — X una medida vectorial tal que L'(v) es
separable. Existe un subespacio vectorial Y C X, separable, con v(¥) C Y y tal

que v:¥ — Y genera el mismo espacio L'(v).

Teorema 1.20. Sea v:¥ — X una medida separable y sin atomos. Entonces
existe una medida u:3 — co tal que el espacio L'(u) es orden isomorfo e

isométrico a L' (v).

DEMOSTRACION. Se ha visto que si la medida v es separable también lo
es L'(v); al ser las funciones simples densas en L!(v) existe una sucesién (f,)
de funciones simples que es densa en L'(v). Sea A una medida de control de
Rybakov para v. Recordemos que L'(v)* se puede identificar con un ideal de

funciones en L'()).

La prueba se hard en cuatro pasos.

PASO PRIMERO. Existe una sucesién de funciones simples (h,) que es densa

en la bola unidad de L!(v)* cuando se considera la topologfa débil—x.
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Sea g un elemento de la bola unidad de L!(v)*. Existe una sucesién (¢n)
de funciones simples que converge puntualmente a g cumpliendo |¢,| < |g|. Se

tiene por tanto que para toda f € L'(v)

(<,on,f>:/gonfd/\ converge a /gfdA:(g,f>.

Luego (¢n) converge a g en la topologia débil-+ de L!(v)*. Como || < |g|, se
sigue que ¢, estan en L'(v)* vy ||¢a|l < |lg]l £ 1. Luego las funciones simples

de norma menor o igual que uno forman un conjunto débil— denso en la bola

unidad de L'(v)*.

Como el espacio L'(v) es separable, la bola unidad de L'(v)* es metrizable
para la topologia débil-* . Se deduce que la bola unidad de L'(v)* es separable
para la topologia débil—. Luego existe una sucesién de funciones simples débil—x

densa.

PASO SEGUNDO. Existe una sucesién creciente () de sub—o—algebras finitas

de ¥ y existe una sucesién (g, ) de funciones simples cumpliendo

a) para cada n, las funciones f,, y g, son medibles respecto de X,
b) para cada 1, |ga] = |hal,

¢) (gn,2y) es una sucesién de diferencias de martingala, es decir, para todo n

la esperanza condicionada de g,, respecto de ¥,,_; es nula.

Sea g; = h;. Supongamos definidas las funciones g¢1,...,¢9,-1 y las o—

algebras ¥,,...,¥,,_2. Sea

2n—l = 0(f17“‘7fn—lagl>' --;gn——l)7

la menor o—-algebra respecto de la cual son medibles las funciones fi,..., fr—1 ¥y
g1,---,9n—1. Como estas funciones son simples, ¥, es finito y por tanto esta

generado por una cantidad finita de atomos.
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Sea A un conjunto de constancia de la funcién simple h,. Sea B un atomo de
Y._1. Para definir ¢, es suficiente hacerlo sobre cada conjunto no vacio A N B.
Supongamos que A N B no es vacio. Como la medida v no tiene atomos, A
tampoco tiene dtomos. Existen por tanto dos conjuntos medibles disjuntos Cy y

C2 cuya union es AN B y tales que A\(Cy) = A(C?).
Definimos ¢, en AN B de la forma siguiente:
hn(w) siwe Oy,

gn(w) =
—hp(w) siw € Cs.

La funcién ¢, es simple y cumple b). Para comprobar que se cumple ¢) es
suficiente ver que si A es un conjunto de constancia de h, y B un atomo de £, _1,

entonces la integral de ¢,, sobre AN B es nula.

Sea wy € AN B:

/ gn d) = /gnd)\—lr/ gn A
ANB
/ _/ o A

= tufen) - (X(E1) = A(C))
=0

PASO TERCERO. La funcién de conjuntos siguiente es una medida numerable-

Aez»—w(A‘):(/gndA) € co,
A

0

mente aditiva

donde go = 1. Se cumple que si f estd en L'(v) entonces f estd en L'(u).
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Sea f en L'(v). Dado € > 0 por densidad de la sucesién (f,,) existe ng € N
tal que ||f — fu,lls < e. Entonces

| [onfaN <1 [on(s = Fa) N +1 [ gufagdn
= |<gn7f_fno>|+|/gnfno d)‘|
§€+|/gnfno dA|.

Para n > ng lafuncién f,, es medible respecto de &,,_1, luego, al ser (gn, X, ) una
sucesion de diferencias de martingala, la segunda integral es nula. Esto prueba

que para toda funcién f en L(v)

</fgndA):O€c0. (1)

Considerando f = y 4 para cada medible A se sigue que la medida p estd bien

definida.

Sea a* = (a,) en {* = ¢}. Como las funciones (g, ) estdn en la bola unidad
de L'(v)* y la sucesién (a,) es sumable, se sigue que la serie Y a,gn, es abso-
lutamente sumable en L'(v)*, luego absolutamente sumable en L'(\). Se sigue
que

a*,u(A):iO:an/f;gnd/\:/f;<iangn> dx. 2)

0
Luego la medida a*;¢ es numerablemente aditiva. Por lo tanto la medida y es

débilmente numerablemente aditiva y por el teorema de Orlicz—Pettis es nume-

rablemente aditiva.

Sea f en L!'(v). De (2) se sigue que f es integrable respecto de la medida
a*p. Luego f es escalarmente integrable respecto de pu. De (1) se sigue que

J4 f dpuestéd en ¢y, para todo A € T. Luego f estd en L'(p).

PASO CUARTO. La inclusién de L'(v) en L'(u) es sobreyectiva y conserva la

norma.



29

Sea f en L'(u). Fijemos z* € X*. Para cadan € N sea f, = f - xa,,
donde A4,, = {w : |f(w)| < n}. Como f, estd acotada, pertenece a L'(v). Sea
hg+ la derivada de Radon—Nikodym de la medida z*v respecto de A, estd en la
bola unidad de L'(v)*. Sea (hy;) una subsucesién de (h,) que converge en la

topologia débil-* a |h,«|.

[isldtatvi= [ ifallhe-l

i

Entonces

(3)
<t [ sl

=tim [ 1fullgni]d

Sea e, el n—ésimo vector de la base candnica de ¢'. La medida |eju| es la
medida de densidad ¢ respecto de A. Se sigue que A es una medida de control

de Rybakov para p.

El operador
feLl(u) — /fgndA eR

es la composicién del operador integracién respecto de p con ey, luego es un

funcional lineal y continuo que tiene norma menor o igual que uno. Se sigue que

[ 1£alion

De las desigualdades (3) y (4) se tiene

dA = (| fal, lgn: ) < U fnlli < 14 (4)

/|fn[d|:c*1/| <||fllx paratodon € N.
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Se sigue que
[ f1ds) <1

Luego f es integrable respecto de la medida |z*v|. Por lo tanto f es escalarmente

integrable respecto de v y

sup { [ir1detst o e BX*} < 11l (5)

Para probar que f estd en L'(v) apliquemos el procedimiento anterior a las

funciones f, — fm, que estdn en L(v), obteniendo de (5)

”fn *fm”y S “fn - fm”,u-

De la orden continuidad de L' () se sigue que (f,,) es una sucesién convergente
en L'(p) y por tanto (f,) es una sucesién de Cauchy en L'(v), que converge
puntualmente en casi todo respecto de A a f. Luego f € L'(v) y de (5) se
obtiene [[fll, < |[f]l,

Por otra parte, para a* = (a,) en la bola unidad de ¢! se ha visto que la
medida a* p es la medida de densidad ) ang, respecto de A. Asimismo sabemos
que la funcién Y a, g, estd en L'(v)* y tiene norma menor o igual que uno. Se

sigue entonces que

J ittt = 15113 angalax
= (11> angal)

< £l -
Tomando supremo en la bola unidad de ¢! se obtiene ||f]|,. < || fll. - Q.E.D.

Para estudiar la posible validez de este teorema en el caso de medidas pura-
mente atémicas debemos estudiar previamente el espacio L!'(r) que se obtiene

para una de estas medidas.
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Las medidas puramente atémicas numerablemente aditivas se pueden con-
siderar definidas sobre la o—élgebra P(IN) de partes de los ntimeros naturales.
Esto se debe al hecho de que sélo puede haber una cantidad a lo mas numerable
de 4dtomos de medida no nula. Esto a su vez se sigue de que para cada natural
n s6lo puede haber una cantidad finita de dtomos, Ag, tales que ||v(Ak)|| = 1/n,
ya que en caso contrario la serie ) v(Ay) no seria convergente, contradiciendo

que v (UAx) = > v(Ag). Luego estas medidas son de la forma

AeP(N)r— v(A) = Z Tn,
neA

donde ) z, es una serie incondicionalmente convergente.

Proposicién 1.21. Sea v:P(N) — X una medida numerablemente aditiva.

Sea v(n) =z, € X. Entonces L'(v) es el espacio de sucesiones siguiente
{(an) . la serie Z anx, converge incondicionalmente en X} ,
siendo la norma
law)ly =sup {3 lans*z,]: 2" € Bx-}.
El espacio de funciones escalarmente integrables respecto de v es

{(an) : la serie Z a,T, es débilmente incondicionalmente de Cauchy en X} .

DEMOSTRACION. Sea z* € X*. Consideremos la medida z*v

AeP(N)r— z"v(A) = Z t*z, € R.
neA
Su variacidn es la medida

AeP(N)— [z"v|(A) = > |z*za| €R.
ncA
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Sea (an) una sucesién real. Es integrable respecto de la medida |z*v| si y

solo si
o0

Z lan||z¥2s] < +o0.
1

Se sigue que (a,) es escalarmente integrable respecto de v si y sélo si la serie

Y anzy es débilmente incondicionalmente de Cauchy en X.

Para que (a,, ) sea integrable respecto de v debe ocurrir que para todo A C N

el funcional
e X* — Ean:c*acn € R
neA

defina un elemento del espacio X, esto es, por el teorema de Orlicz—Pettis, que la
serie Y 4 @nT, converja incondicionalmente en X. La norma en Ll(l/) se deduce

directamente de la expresion de las medidas |z*v|. Q.E.D.

Se sigue de la proposicién anterior que para medidas definidas sobre P(IN)
la sucesién (x{,}) es una base incondicional de L'(v). El orden en L'(v) es el

dado por las coordenadas. Se tiene ademds que ||x (n}|l» = |[(n)]|-
La proposicidn siguiente recoge diversos resultados vistos anteriormente.

Proposicién 1.22. Sea E un reticulo de Banach orden continuo con unidad
débil. Las siguientes propiedades son equivalentes:

a) E es puramente atdmico.

b) E es orden isomorfo a L (v) siendo v puramente atémica.

¢) En E los conjuntos relativamente compactos y los conjuntos L—débilmente

compactos coinciden.

d) E es un espacio de Banach con una base incondicional.
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DEMOSTRACION. La equivalencia entre a) y b) se sigue del Teorema 1.15 y

del Corolario 1.17. Para la equivalencia entre a) y c) ver Preliminares.

Sea (yn) una base incondicional de E. Es un reticulo de Banach para el

orden dado por las coordenadas

zanyn < anyn < a, < b, para todon € N,

= c:ACN ;.
o] 5

Sea (an) tal que a, > 0 para todon y > any, estd en E. La medida

y la norma equivalente

e

Z AnYn

ncA

AeP(N)— v(A)= > auyn € E
neA

es numerablemente aditiva. Se sigue de la Proposicién 1.21 que L!(v) es el
sigulente espacio de sucesiones
{(bn) . la serie z bpany, converge incondicionalmente en E} .
El operador
(b,) € L' (v) —s Z bnanyn € E

es una biyeccidon que conserva el orden. Es una isometria cuando se considera en

L'(v) la norma equivalente ||| - |||, . Q.E.D.

De la Proposicién 1.22 se sigue que el espacio ¢y se puede obtener como

L'(v) para una medida v: P(N) — ¢ .

Para obtener el espacio ¢! basta considerar la medida v: P(N) — R C ¢

definida por v(n) = a, donde a,, > 0 paratodony (a,) € £! estd dada. Entonces

L'(v) = {(b) s Y lanbal < +00} 5 [Galls = Y lanbul.
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Luego el operador

(zn) € L' — (24 /an) € L' (v)

es una biyeccidn que conserva el orden y la norma.

Consideremos un espacio de Banach E con una base incondicional normali-
zada (y,), que no contiene ningin subespacio isomorfo a cy 6 £, es decir E es
reflexivo. En E se considera el orden dado por las coordenadas en la base (yx ).

Entonces E no es orden isomorfo a L'(v) para una medida v: P(N) — ¢, .

Supongamos lo contrario. Sea T: E — L!(v) un isomorfismo que conserva
el orden. Consideremos el operador integracién asociado v: L'(v) — ¢y . Para
cada nsea Ty, = f, € L*(v) y v(fn) = zn € co. Se cumple entonces que la serie
> any, converge incondicionalmente en E si y sélo si la serie Y a2, converge
incondicionalmente en ¢y. La suficiencia se sigue de la continuidad del operador
voT. Como y, es un dtomo de E, f, es un atomo de L'(v), luego es miltiplo
de x{n} ¥y por tanto z, es un multiplo de v(n). La necesidad se sigue entonces

de la identificacién del espacio L'(v) dada en la Proposicién 1.21.

Al ser f, un atomo de L'(v), se sigue que ||zn|| = || falls , luego existe una
constante C' > 0 tal que ||2z,|| > C para todo n. Como el espacio E no contiene
ningin subespacio isomorfo a ¢!, la base (y,) es contractiva (“shrinking”en la
literatura inglesa), luego es débilmente nula. Por continuidad se deduce que la
sucesién (z,) es débilmente nula en ¢y. El Principio de Seleccién de Bessaga y
Pelczynski [L-T I, Proposition 1.a.12] garantiza la existencia de una subsucesién
(zn, ) que es una sucesién bésica equivalente a una base de bloques de ¢, luego
equivalente a la base candnica de ¢y [L-T I, Proposition 2.a.1]. Se sigue que (zy,,)
es una sucesion basica incondicional. Consideremos la restriccion del operador
voT ala clausura de la envoltura lineal de la sucesién (y,, ) en E. En virtud de
lo visto, es un isomorfismo sobre la clausura de la envoltura lineal de (z,, ) en c.
Este ultimo espacio es isomorfo a ¢y. Luego E contiene un subespacio isomorfo

a cg, contra nuestra hipétesis.
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Volvamos a considerar el espacio dual de L!(v). En 1.14 se ha visto una
representacién del dual de L!(v). No es de gran utilidad para nuestro estudio del
espacio L!(v), entre otras razones por no depender explicitamente del espacio
de Banach X en que toma valores la medida. Egghe en [E, Theorem 2.5] da una
representaciéon de L'(v)* para el caso de medidas de variacién acotada como un
cociente del espacio Lo (|v|, X*); desafortunadamente ni la prueba ni el resultado

son correctos, [0, Example 2].

En la linea de buscar herramientas para el estudio del espacio L'(v)* y de
la topologia débil de L'(v), consideraremos la condicién siguiente. Sea (f,) una

red en L'(v) y sea f € L'(v). Sea la condicién

/ foa dv converge débilmente a / fdv en X paracada A€ 8. (*)
A A

La convergencia débil en L!(v) siempre implica la condicién () gracias a la
continuidad del operador integracién y del operador restriccién f € L'(v)
f-xa € LY(v) , para cada A € ©. Pero no es equivalente a la convergencia débil
de la red. Esto se ve sin mds que considerar el espacio L[0, 1] obtenido a partir
de la medida de Lebesgue en [0,1].

Consideraremos la condicién (*) para redes acotadas. Se tiene el resultado
siguiente, donde 7 es el ideal generado en L'(v)* por las funciones {h,« : z* €
X*}, ver 1.14.

Teorema 1.23. Sean las condiciones siguientes:

a) L'(v) no contiene ningiin subespacio complementado isomorfo al espacio £*.
b) El ideal T es denso en L'(v)*.

¢) La convergencia débil en L'(v) de redes acotadas estd caracterizada por

la convergencia débil en X de las integrales sobre conjuntos arbitrarios, es



36

decir, si (fo) es una red acotada en L*(v) entonces

fo>fen LMv) < / fadug/ fdv en X, para todo A € ¥.
A A
Entonces a) implica b) y b) implica c).

DEMOSTRACION. a) = b) Supongamos que L!(¢) no contiene ningin sub-
espacio isomorfo a ¢!. Se sigue de resultados de Bessaga y Pelczynski [B-P,
Theorem 4] que L'(v)* no contiene ningin subespacio isomorfo a £,,. Como
L'(v)* es un reticulo de Banach orden completo por ser un dual, se sigue que es
orden continuo [A-B, Theorem 14.9]. En los reticulos de Banach orden continuos
los ideales cerrados son bandas [M 3, Corollary 2.4.4]. Como L!(v) es orden
continuo se sigue que las bandas en L!'(v)* son cerradas para la topologia débil-
* [M 3, Corollary 2.4.7]. Por lo tanto la clausura del ideal Z, que es un ideal

también, es cerrada en la topologia débil-+ de L'(v)*.

Por otra parte el ideal 7 es total para la topologia débil-x. Para ver esto, sea
f € L'(v) tal que (h, f) = 0 para toda h € Z. Se sigue que para todo z* € X*
y paratodo A € &

/Afdfﬁ*’c/Afhz* dX = (hyxa,f)=0.

De donde se deduce que f = 0, lo que prueba la afirmacién. De ser total se sigue,

al ser un subespacio vectorial, que es denso en L(v) para la topologia débil-x.

Por tanto la clausura del ideal 7 es débil-* cerrada y débil-* densa, luego

coincide con L'(v).

b) = ¢) Hay que probar que la condicién (*) implica la convergencia débil.

Es suficiente probarlo para f = 0. Sea (fy) una red acotada en L'(v) tal que

/fa dz*v — 0 paratodo z* € X* y para todo A € .
A
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Fijemos z* € X*. Considerando la descomposicién de Hahn de la medida

z*v, se deduce que la red (f,) es débilmente nula en L!(Jz*v|).

Sea h un elemento del ideal 7. Existen entonces z7,...,z}, en X* tales que

eSS
1

Sea A una medida de control de Rybakov para v y sea y la medida con densidad

|h| respecto de A\. De la desigualdad anterior se tiene la siguiente inyeccién

[GB L(Jzjv)

Luego la red (fy) es débilmente nula en L'(u). Se sigue que para todo 4 € ¥

continua

— L (p).

1

/Afa[h|d)\——>0.

Descomponiendo h en su parte positiva y su parte negativa se deduce que

<h,fa>:/Afah AN —s0, 6)

De la densidad del ideal 7 en L!(v)* y la acotacidn de la red (fq), se sigue

que (6) se cumple para todo h € L1(v)*, luego (f) tiende débilmente a cero en
LY(v). Q.E.D.

Debe observarse en relacién con la condicién a) del teorema anterior, que
al ser L'(v) un reticulo de Banach orden continuo, se sigue de un resultado
de Tzafriri [T, Theorem 16] que siempre que contiene un subespacio isomorfo
a ¢! contiene de hecho un subespacio complementado isomorfo a £!. La impli-
cacién a) = ¢) ha sido probada independientemente por Okada para sucesiones
de funciones [O, Corollary 16]. Para sucesiones se sigue del teorema de Banach—

Steinhaus que la condicién (*) implica la acotacién en norma, de la sucesién.
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La condicién c) no implica en general la condicién a). Considérese el espacio
2! obtenido a partir de la medida con valores en ¢! dada en la prueba del Teorema

1.15, se cumple c) puesto que el operador integracién es el operador identidad.

Si la medida v tiene rango relativamente compacto, también tiene rango
relativamente compacto la medida con densidad f respecto de v, para toda f €
LY(v). Se sigue entonces de los resultados de Lewis [L 3, Corollary 3.3] que,
para medidas con rango relativamente compacto, la condicién (*) caracteriza
la convergencia débil de sucesiones en L'(v). Si ademds el espacio X* tiene la
propiedad de Radon—-Nikodym, entonces, de los trabajos de Graves y Ruess sobre

convergencia de medidas, se sigue que el resultado anterior se extiende a redes

acotadas [G-R, Corollary 7.3].

El ejemplo siguiente muestra una medida v para la cual la condicién (*) no

caracteriza la convergencia débil de sucesiones en L'(v).

Ejemplo 1.24. Sea M la o-élgebra de los conjuntos medibles Lebesgue en el
intervalo [0,4+00) y sea m la medida de Lebesgue en dicho intervalo. Sean r,
las funciones de Rademacher, definidas en [0, +00) por r,(t) = sign(sen(2"nt)).

Consideremos la medida

1

ok Vk(A) € 82 ,

AEM»—H/(A):i

donde las medidas vk estan definidas de la siguiente forma

k—1

——
vi(4) = O,...,O,/ re dm, Tear dm, ...
AN[k—1,k] AN[k—1,k]

Cada medida vy estad bien definida, es numerablemente aditiva y cumple

lox(Dllz < Ixanr-r,mllzee-1,0y = m(AN k=1, k)2
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Luego la medida v esté bien definida y es numerablemente aditiva. Consideremos

en L'(v) la sucesién (f,) donde f, = 2" - X[n—1,n]- Como la funcién f, estd

soportada en el intervalo [n — 1, n], se cumple:

I fally = llvall([n — 1,7]) < 1.

Para todo A € M se cumple:

/ fandv=v,(AN[n—1,n]).
A

Este vector, de norma menor o igual que uno,pertenece al subespacio generado

por los vectores e, eni1,... de la base candénica de ¢2, por lo tanto la sucesién
([, fndv) tiende débilmente a cero en ¢2.

Sean aj,...,an escalares. Para cada n, 1 < n < N, consideremos el con-

junto

A, ={t€n—1,n]:ry(t) =sign(a,)}.

Se cumple entonces que

/ dem:
An

Luego se tiene que v,(A,) = (1/2) - sign(a,) - en. Sea A = UV A,,. Entonces

N

> anfn

1

v

0, si k # N;

(1/2) - sign(ay,), sik=N.

S e [ g

1

N
Zanyn(An)

2

2

an(1/2) - sign(an) - ex

M= -

2
N

(1/2) ) laal.

1
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Como la sucesién (f,) estd acotada, se sigue de lo anterior que (f,) es una
sucesién equivalente en L'(v) a la base canénica de ¢!. Luego (f,) no tiende

débilmente a cero en Ll(u) )

La medida v tiene variacién no acotada (para ver esto téngase en cuenta que
v es absolutamente continua respecto de la medida de Lebesgue y que el espacio
€2 tiene la propiedad de Radon-Nikodym). Esto no es relevante, puesto que la
misma construccién se puede realizar con valores en ¢y y la medida resultante

tiene variacion acotada.
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CAPITULO 2: Propiedades del espacio L(v).

En el capitulo anterior se ha visto que todo espacio L!(v) separable y sin
atomos se puede obtener a partir de una medida con valores en ¢y. Se deduce que
las propiedades de L!(v) no determinan, en general, las propiedades del espacio
de Banach X. Por el contrario, las propiedades de v y de X si determinan las
propiedades del espacio L!(v): en qué medida esto ocurre es el objeto de estudio

de este capitulo.

El espacio L'(v) es de generacién débilmente compacta, es decir existe un
conjunto relativamente débilmente compacto cuya envoltura lineal es densa en
LY(v). Este resultado puede deducirse de la teoria general de reticulos de Banach
al ser L!'(v) orden continuo [B-V-L]. Incluimos una prueba directa del resultado
que se basa en las propiedades del rango de una medida vectorial y realza la

importancia que la teoria de medidas vectoriales tiene en el estudio del espacio

Li(v).
Teorema 2.1. L!(v) es de generacidn débilmente compacta.

DEMOSTRACION. Consideremos la siguiente funcién de conjuntos
A€ ®(A)=x4 € L'(v).

Es claramente una medida finitamente aditiva. Como [|®(A)| = ||xall, =
lv||(A) para cada A € X, y la semivariacién de v es absolutamente continua

respecto de una medida de control A , se deduce que & es numerablemente adi-

?

tiva. Por lo tanto su rango es un conjunto relativamente débilmente compacto en
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L'(v) [D-U, Corollary 1.2.7]. La envoltura lineal del rango de ® es el conjunto
de funciones simples, que son densas en L'(v), Teorema 1.6, con lo que queda
probado el teorema. Q.E.D.

Consideremos la completitud secuencial del espacio L'(v) para la topologia
débil. Para reticulos de Banach la propiedad de ser débilmente secuencialmente
completo es equivalente a no contener ningtin subespacio isomorfo a ¢o [L-T II,
Theorem 1.c.4]. El siguiente teorema muestra cémo la no contencién de subes-
pacios isomorfos a ¢y se transmite del espacio de Banach X al espacio L'(v).
Incluimos tres pruebas de este resultado, cada una de ellas utilizando distintas

técnicas.

Teorema 2.2. Sea X un espacio de Banach que no contiene ningin subespacio

isomorfo a ¢y. Entornces Ll(z/) no contiene ningun subespacio isomorfo a cy.

PRIMERA PRUEBA. Como L(v) es un reticulo de Banach, contiene un
subespacio isomorfo a ¢g si y s6lo si toda sucesion creciente y acotada en norma
es convergente [L-T II, Theorem 1.c.4]. Sea (f,) una sucesién en L!(v) creciente
y acotada en norma. Sea z* € X*, la sucesién (f,) es creciente y acotada en
norma en el espacio L' (|z*v|). Como |z*v| es una medida positiva, el Teorema de
Beppo-Levi garantiza que (f,) es convergente en L!(|z*v|) a una funcién f,+ €
L(jz*v|). Sea )\ una medida de control de Rybakov para v. El razonamiento
anterior muestra que (f,) converge en L'()\) a una funcién f € L'(\). Al ser
creciente la sucesion, existe un conjunto medible Z con A(Z) = 0 tal que (f,(w))
converge a f(w) para w ¢ Z. Como la medida v es absolutamente continua
respecto de A, para todo z* € X™* se tiene |z*v|(Z) = 0. Se sigue que f = f,+ en
LY(Jz*v]). Luego f € L'(]Ja*v|) para todo z* € X*. Por lo tanto la funcién f

es escalarmente integrable.

El espacio de Banach X no contiene ningtin subespacio isomorfo a ¢g. Se

sigue de la caracterizacién de Lewis, Teorema 1.10, que las funciones escalarmente
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integrables respecto de v son de hecho integrables. Se deduce que f € L'(v).

La sucesién (f,) es creciente y estd acotada en el orden en L!'(v) por la
funcién f. De la orden continuidad de L'(v) (Teorema 1.4) se sigue que (f,) es

convergente en norma, en L'(v). Q.E.D.

SEGUNDA PRUEBA. Probaremos el resultado contrarreciproco. Suponga-
mos que L'(v) contiene un subespacio isomorfo a ¢g. Sea (f,,) una sucesién de
funciones en L'(v) que es una sucesién bésica equivalente en L'(v) a la base

canoénica de ¢g. Cumple que
existe M > 0 tal que ||fn]l, > M paratodo n € N, (1)

y se cumple que ) f,, es una serie débilmente incondicionalmente de Cauchy en

L'(v).

Sea A una medida de control de Rybakov para v. La inyeccién
L'(v) — L'(})

es continua, luego la serie Y f, es débilmente incondicionalmente de Cauchy
en L'(\). Como el espacio L}(\) no contiene ningtin subespacio isomorfo a ¢y,
gracias a un resultado de Bessaga y Pelczynski [B-P, Theorem 5] se deduce que la
serie ) f, es incondicionalmente convergente en L'(\). Por lo tanto la sucesién
(frn) tiende a cero en norma de L*()). Se sigue que existe una subsucesién (fn, )

que tiende a cero puntualmente en casi todo respecto de A.

Supongamos que para todo conjunto medible A se cumple

/fnk dv — 0.
A

Entonces la sucesion ( f,,, ) tiende a cero puntualmente en casi todo respecto de A

y cumple que (fA fn, dv) tiende a cero en X para todo medible A. Se sigue, del
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Teorema de Egoroff y del Teorema de Vitali-Hahn-Saks [D-U, Corollary 1.4.10],

que (fn, ) tiende a cero en norma en L!(v), lo que contradice (1).

Luego existe un medible A tal que la sucesién ([, fn, dv) no tiende a cero
en X. Podemos suponer, pasando a una subsucesion si es necesario, que existe

una constante C' > 0 tal que

o

Como la serie Y f, es débilmente incondicionalmente de Cauchy en L'(v)

> (C paratodo k€ N. (2)

y la aplicacién

LY(v) — dv
fer) /Af € X

es continua, se sigue que la serie Y, [ 4 fny, dv es débilmente incondicionalmente de
Cauchy en X y que la sucesion (fA fn, dv) tiende débilmente a cero en X. Estas
condiciones unidas a (2) garantizan, por el Principio de Seleccién de Bessaga y
Pelczynski [B—P, Theorem 5] que existe una subsucesién de ([, fn, dv), en X,

que es una sucesién basica equivalente a la base candnica de cg. Q.E.D.

La prueba anterior muestra que si L'(v) contiene un subespacio isomorfo
a co, existe un subespacio en L'(v) isomorfo a ¢y sobre el cual el operador
integracidn es un isomorfismo. Si (g, ) es la subsucesién de ( f,,) tal que la sucesién
(f 4 9n dv) es equivalente a la base candnica de ¢y en X, el subespacio mencionado

serfa la clausura en L'(v) de la envoltura lineal de las funciones {g, - x4}

TERCERA PRUEBA. Supongamos que X no contiene ningun subespacio
isomorfo a ¢g. Se sigue de la caracterizacién de Lewis Teorema 1.10 que el
espacio de funciones integrables respecto de v coincide con el espacio de funciones
escalarmente integrables. Sabemos, 1.14, que este dltimo espacio es el bidual de

Kothe de L'(v). Luego se sigue que el espacio L!(v) coincide con su bidual de



45

Kothe. Esto es equivalente a que el espacio L!(v) cumpla la propiédad de Fatou

(ver [L-T II, p. 30]), que es la siguiente

Sea (f,,) una sucesién en L'(v) creciente y acotada en norma. Entonces

si f = sup f,, se cumple que f estd en L*(v) y (|| fn]l» ) converge a || ], .

Luego L'(v) es un reticulo de Banach orden continuo que cumple la propie-
dad de Fatou. Sea (f,) una sucesidon creciente y acotada en norma. De la
propiedad de Fatou se sigue que f = sup f,, estd en L*(v). Luego (f,) es una
sucesién creciente y acotada respecto del orden. Como L!(v) es orden continuo

se sigue que (f) es convergente. Luego L'(v) no contiene ningin subespacio

isomorfo a cq. Q.E.D.

El Prof. I. Dobrakov indicé al autor que el siguiente corolario al Teorema 2.2
se puede también deducir de resultados de J. K. Brooks y N. Dinculeanu sobre

integracién bilineal [B-D, Corollary 8.10 y Theorem 9.1].

Corolario 2.3. Sea X un espacio de Banach débilmente secuencialmente com-

pleto. Entonces L*(v) es débilmente secuencialmente completo.

La implicacién reciproca al Teorema 2.2 no es cierta como muestra el siguien-
te ejemplo. Del Teorema 1.20 se deduce que existe una medida v con valores en
co para la cual L'(v) = L'[0, 1], espacio que no contiene a ¢y. Sin embargo, dicho
teorema no garantiza que exista un subespacio isomorfo a ¢y en la clausura de
la envolvente lineal del rango de la medida. En el ejemplo siguiente se construye
una medida que cumple lo anterior y tal que la envolvente lineal del rango es

densa en cy.

Ejemplo 2.4. Sea M la o—algebra de los conjuntos medibles Lebesgue en el



46

intervalo [0,1] y sea m la medida de Lebesgue en dicho intervalo. Consideremos

la medida

AEMP—%V(A):(/rndm)Eco,
A

donde r, son las funciones de Rademacher definidas por r,(t) = sign(sen(2"nt))
para n = 0,1,.... El Lema de Riemann-Lebesgue prueba que v esta bien

definida. De la acotacién

(/ (" dm)” <m(A) paratodo AeM
A 00

se sigue que v es numerablemente aditiva, tiene variacién acotada y |v| < m.
Condiderando z* = ¢}, el k~ésimo vector de la base candnica de ¢} = £}, se tiene
que z*v(A) = [, ri dm, luego |z*v| = m. Se deduce por tanto que la variacién

de la medida v es la medida de Lebesgue m.

Sea z* = (a,) € ¢'. Al ser la sucesién (a,) sumable y las funciones r,

acotadas en L'[0,1] se tiene

(2", v(A)) :Zan/Arn dmz/A(zanrn) dm. 3)

Luego la medida z*v es la medida de densidad ) a,r, respecto de m. Sea
f:[0,1] — R una funcién medible. Supongamos que es escalarmente integrable
respecto de v. Para z* = ¢, se tiene |z*v| = m, luego f € L![0,1]. Por otra parte
de (3) se deduce la acotacién |z*v|(A) < ||z*||-m(A). Por lo tanto, si f € L[0,1]
se sigue que f € L'(]Jz*v|) paratodo z* € X*, luego f es escalarmente integrable.

Es decir, el espacio de funciones escalarmente integrables respecto de v es L'[0, 1].

Sea f € L*(v). Consideremos el operador integracién

feL'(v) I—)V(f)z/fdl/ECQ.

Sea e; € ¢'. Entonces

(o [ 1) - /‘fde,;yz [ frean



47

Se sigue que v(f) = [ fdv = ([fra dm)go. Dada f escalarmente integrable,
para obtener integrabilidad debe cumplirse que para todo conjunto medible A se
tenga fAfdl/ € ¢p, lo cual es cierto, por el Lema de Riemann-Lebesgue, para
toda f € L'[0,1]. Luego L'(v) y L'[0,1] coinciden como conjuntos.

La norma en L!(v) viene dada por la siguiente expresién

151 =suw { [ 11 aurn

Considerando (a,) = e se deduce que ||f|lzip,1; < ||fll,. La desigualdad

im )l <1

reciproca se sigue de | Y a,7m,| < 1 para ||(a,)]; < 1. Luego el espacio L'(v) es

orden isométrico a L]0, 1].

La envoltura lineal del rango de la medida v es densa en ¢;. Para verlo
considérense los conjuntos A, = {t € [0,1] : r,(t) = 1}. Se tiene v(A,) =1/2 e,

donde e, es el n—ésimo vector de la base candnica de cy.

Estudiamos a continuacién como se traslada el cotipo del espacio de Banach
X a L'Y(v). Se dice que un espacio de Banach X tiene cotipo ¢, para 2 < ¢ <
+00, si existe una constante C' > tal que para todo n € N y para cualesquiera

elementos z1,...,z, de X se cumple

n 1/q 1 n
(Z”f’fz”q) <C- /(; E’“i(t) -

donde (r,,) es la sucesién de funciones de Rademacher en el intervalo [0,1]. En los

d,

reticulos de Banach la propiedad de tener cotipo ¢ > 2 es equivalente a cumplir
una g-estimacion inferior [L-T II, p. 88]: existe una constante C' > 0 tal que

para todo n € N y para cualesquiera elementos disjuntos dos a dos zy,...,z, en

n 1/q
(Zumw) <C-

X se tiene
n

PES

1
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Para ¢ = 2 la situacién es distinta. En este caso cumplir una 2-estimacién
inferior no implica tener cotipo 2 [L-T II, Example 1.£.19]. Tener cotipo 2 es
equivalente a ser 2—cdéncavo [L~T II, Theorem 1.£.16]|. Se dice que un reticulo de
Banach es g—cdncavo si existe una constante C' > 0 tal que para todon € N y

para cualesquiera elementos z1,...,z, de X se cumple

n 1/q n 1/q
(aninq) <cC. (Z!mq)

1

Teorema 2.5. Sea X un espacio de Banach con cotipo ¢, para ¢ > 2 y sea v

una medida con valores en X. Entonces L'(v) tiene cotipo g.

DEMOSTRACION. Supongamos que ¢ > 2. Veamos que L'(rv) cumple una
g-estimacién inferior. Sean fi,..., f, funciones disjuntas de L!(v). Sean (A;)}

conjuntos medibles disjuntos tales que cada A; estd contenido en el soporte de

/uAi(zj:fi)dV:i/A;fidu

Denotemos z; = fA- fi dv € X. Sea (6;)} una eleccién arbitraria de signos

fi- Entonces

0; = 1. Como las funciones f; son disjuntas, se sigue que

> iz > 6 fi > fi
1 1 1

Promediando respecto de todas las posibles elecciones de signos se sigue que

<

v v

1 n n
i oD biai| < Zfi (4)
bie(1,—1} Il 1 1l
Consideremos las funciones de Rademacher rq,...,r,. El promedio que aparece

en el primer miembro de (4) se puede expresar como

g;e{1,—1} 1l 1

n

Zri(t) T

1

dt. (5)
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Como el espacio de Banach X tiene cotipo ¢ se sigue que existe una constante C

(inxinq)w <c. [

De (4), (5) y (6) se sigue que
g\ 14
> S C '

(Sl

Consideremos la desigualdad anterior, tomando supremo sobre todas las posibles

tal que

dt. (6)

Zri(t) - X;

n

dof:

1

v

elecciones de los conjuntos (4;)}, y considerando la norma equivalente ||| - |||,

en L'(v), se deduce que

n 1/q
(Z nfl-nz) <2C.
1

Luego L'(v) satisface una ¢—estimacién inferior y por tanto tiene cotipo g.

n

> ofi

1

v

Sea ¢ = 2. Probaremos que L'(v) tiene cotipo 2 viendo que es 2-céncavo.
Sean fi,...,fn en L'(v). Sea f = (37 |fi|2)1/2, estd en L'(v). Consideremos
el ideal generado por f en L'(v)

I(f)={g € L'(v) : 300 < |g] < M}
con la norma
lglloo = inf{X >0+ 1gl < - £/1£11}

La complecién de (I(f),] - ||eo) €s un AM-espacio con unidad, luego en virtud
de un resultado de Kakutani [L-T II, Theorem 1.b.6] es orden isométrico a un
espacio C(K). Como para toda funcién g de I(f) se tiene ||g]|lcc < |l9llv, la
inyeccion

j:C(K) — L' (v)
tiene norma uno y ||f|lec = || f|l, - Consideremos la composicién de esta inyeccion

con el operador integracién v: L'(v) — X, es decir

voj:C(K)— X.
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Como X tiene cotipo 2, por el teorema de Grothendieck [P, Theorem 5.14], el
operador v o j es 2-sumante. Luego existe una constante C' > 0 tal que para

todo n € N y para cualesquiera funciones gy, ..., g, de C(K) se tiene

1/2

n 1/2 n
(Z ||V°j(9i)l!2> < C-sup (le,gnﬁ) rp € C(H), |lull £1

El supremo de la desigualdad anterior es igual a ||(3_} 19:*) /| o

Consideremos conjuntos medibles (A4;)} y sean g; = f; - x ;. De la expresién

anterior se sigue que

(i [ s

o\ 1/2 . 1/2
) <C- ([ D If XA,~|2>
1

0

n 1/2
<C- Z|fi|2>
1

n 1/2
=C- Z!M?)

Tomando supremo sobre todas las posibles elecciones de los conjuntos (A4;)} y

14

considerando la norma equivalente ||| - |||, en L'(v) se deduce que

n 1/2 n
(Z”fi“;%) <2C- <Z lfi|2>

Luego L'(v) es 2-céncavo y por tanto tiene cotipo 2. Q.E.D.

1/2

Un espacio de Banach se dice que tiene tipo p, para 1 < p < 2, si existe una

constante C' > tal que para todo n € N y para cualesquiera elementos z1,...,%,

/

de X se cumple

n 1/q
dt<C- (Z”xinq) .
1

O
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El caso p = 1 corresponde a la desigualdad triangular de la norma. Se dice en
este caso que X tiene tipo trivial o no tiene tipo. Los espacios de Hilbert tienen

tipo 2.

El tipo no se traslada, en general, del espacio de Banach X al espacio L'(v)
como muestra el espacio L![0, 1], que no tiene tipo, obtenido a partir de la medida

de Lebesgue (con valores en R).

Para espacios de Banach con propiedades especiales si se obtienen datos
sobre el tipo de L'(v). Probamos en primer lugar un resultado auxiliar, que tiene
interés independiente. La proposicién siguiente muestra como las propiedades del

operador integracién tienen un reflejo en el espacio L'(v).

Proposicién 2.6. Consideremos el operador integracién v: L'(v) — X . Si
v es compacto entonces el espacio L'(v) contiene un subespacio complementado

isomorfo a #!.

DEMOSTRACION. Sea A una medida de control de Rybakov para v. Conside-
remos el traspuesto del operador integracién v*: X* — L1(v)*, es compacto.
Sea f en L'(v). Entonces

() f) = @ P = [ Fdetv = [ fhoe .

donde h,+ es la derivada de Radon-Nikodym de la medida z*v respecto de A,
que es por tanto un elemento del espacio L!(v)*. Luego la norma en L'(v) se

puede expresar de la siguiente forma

V£l =sup{/|fnmcu he u*(BX»}.
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Sea f en L'(v) y sea A un conjunto medible. Se tiene

If-xally = sup{/A IR dA - h € I/*(BX*)}
= sup{(If Ik xal) : h € v*(Bx-)} (7)

< Ufl - sup{ )ik xallzi- b € v*(Bxo) .

Supongamos que L'(v) no contiene un subespacio complementado isomorfo a
¢'. Entonces en virtud de un resultado de Bessaga y Pelczynski [B—P, Theorem
4] se sigue que L'(v)* no contiene ningiin subespacio isomorfo a £o,. Como
L(v)* es un reticulo de Banach orden completo por ser un dual, se sigue que
es orden continuo [A-B, Theorem 14.9]. En reticulos de Banach orden continuos
los conjuntos relativamente compactos son L-débilmente compactos y en L*(v)*,
que es un espacio de Banach de funciones, estos iltimos son equi-integrables, ver

Preliminares. Como v*(Bx-) es compacto, se sigue que

i sap{ 1k xallzi- b€ v (Bxe)} =0 (8)

Se sigue de (7) y (8) que en L'(v) los conjuntos acotados en norma son equi-
integrables, luego son L-débilmente compactos. Los reticulos de Banach de di-
mension infinita en los que los conjuntos débilmente relativamente compactos
coinciden con los conjuntos L—débilmente compactos estan caracterizados por
Meyer—Nieberg, ver Preliminares, por cumplir que todo subreticulo de dimensién
infinita contiene un subespacio isomorfo a ¢!. Por otra parte la bola unidad
de L'(v) al ser acotada es L-débilmente compacta y por tanto relativamente
débilmente compacta. Luego L!(v) es reflexivo, pero esto es contradictorio con

el hecho de contener subespacios isomorfos a ¢?. Q.E.D.

Teorema 2.7. Sea v:Y — (P paral < p < 2. Entonces el espacio L'(v) no

tiene tipo 2.



93

DEMOSTRACION. Supongamos que L'(v) tiene tipo 2. ¢? tiene cotipo 2, si
1 < p < 2, se sigue del Teorema 2.5 que L'(v) tiene cotipo 2. Del teorema
de Kwapién [P, Theorem 3.3] se deduce que L'(v) es un espacio de Hilbert.
Consideremos el operador integracién v: L'(v) — £P. El operador v es com-
pacto pues la restricciéon a cualquier subespacio separable lo es, por el teorema
de Pitt—Rosenthal, que afirma que todo operador de ¢? en ¢? para ¢ > p es com-
pacto. De la proposicién anterior se deduce que L!(v) contiene un subespacio

complementado isomorfo a ¢! y entonces no tendria tipo. Q.E.D.

Dunford y Pettis probaron que los operadores débilmente compactos defi-
nidos en L'[0, 1] transforman conjuntos relativamente débilmente compactos en
conjuntos relativamente compactos. Esta propiedad fué aislada y definida como
la propiedad de Dunford-Pettis para espacios de Banach por Grothendieck. Entre
los espacios que la cumplen estan los AL-espacios y los AM-espacios. Estudia-
mos condiciones suficientes sobre la medida v y el espacio de Banach X para que
el espacio L'(v) tenga la propiedad de Dunford-Pettis. Teniendo en cuenta que
en L'[0,1] los conjuntos débilmente relativamente compactos coinciden con los
conjuntos L—-débilmente compactos, el teorema siguiente se puede considerar, en

cierto sentido, una extension del Teorema de Dunford—Pettis.

Proposicién 2.8. Sea v:¥ — X una medida con variacién o—finita, Y
un espacio de Banach y T:LY(v) — Y un operador débilmente compacto.
Entonces T transforma conjuntos L-débilmente compactos en conjuntos relati-

vamente compactos.

DEMOSTRACION. Sea )\ una medida de control de Rybakov para v. Consi-

deremos la medida

A€ F(A)=x4€ L (v).

Es numerablemente aditiva y absolutamente continua respecto de A. Veamos que

el rango medio de F' es localmente acotado, es decir, para todo medible A con
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A(A) > 0 existe un medible B C A con A(B) > 0 tal que el conjunto de medias

{f((g)) DEEDCB}

estd acotado en L'(v). Como |v| es o—finita y absolutamente continua respecto
de ), existe una funcién h > 0 localmente integrable respecto de A tal que
[vI(A) = [, hd) para todo medible A (ambos miembros de la igualdad infinitos
si lo es uno de ellos). Al ser |v| o—finita existe una particién (A, ) de § tal que

|V|(Ar) < 400 para todo n.

Sea A medible con A(A) > 0. Existe n € N tal que A(AN A4,) > 0. Existe
también k£ € N tal que el conjunto B = {w € AN A, : h(w) < k} cumple
|v|(B) > 0. Entonces se cumple

(D) = / hd\ <k-AD) paratodo medible D C B.
D

Se sigue de lo anterior que

_Ivl(D) _ |vI(D)
= 3D < apy =F

il

Consideremos la medida definida por
AcYr— GA)=T(xa) €Y.

Es numerablemente aditiva y absolutamente continua respecto de A. La medida

G permite representar el operador T si ¢ = > [ aix4; es una funcién simple se

cumple
T(¢) =Y aT(xa)= D aG(4) = /99 dG.

De la continuidad del operador T', y del hecho de ser la medida G absolutamente

continua respecto de A se sigue, considerando la Definicion 1.1, que

si fe€L'(v) entonces feLY(G) y T(f)= /fdG. 9)
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Como G = T o F y el operador T es débilmente compacto, se sigue que
el rango medio de G es localmente relativamente débilmente compacto. En es-
tas condiciones en virtud del teorema de Radon-Nikodym vectorial (ver [D-U,
Theorem II1.2.18]) existe una funcién ¢:Q — Y A-medible y Pettis integrable
respecto de A tal que

G(A) = Pettis—/Agd/\.

En estas condiciones, sin mas que considerar la Definicién 1.2, se sigue que si f

estd en L'(G), entonces la funcién fg es integrable Pettis respecto de A y

/fdG: Pettis—/fgd)\. (10)

De (9) y (10) se deduce que el operador T se puede representar de la forma

7() = [ faix

Sea K un conjunto L-débilmente compacto en L*(v). Dado ¢ > 0 existe
6 > 0 tal que

si AM(A) < 6 entonces ||f-xall, <e paratoda f € K. (11)

La densidad g es A-medible, luego existe una sucesién de funciones simples g,
que convergen a g puntualmente en casi todo respecto de A. Por el teorema de
Egoroff la convergencia es casi uniforme, luego para § > 0 existe un medible A
con M(A) < § tal que en Q\ A la convergencia es uniforme. Sea n € N tal que
lg(w) — gn(w)|| < € para todo w € Q\ A.

Entonces para f en K se tiene

Tf=T(f xa)+T(f xa\a)

:T(f'XA)"’/Q\Afgnd)\‘{‘ Q\Af(g_gn)d)‘
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De (11) se sigue que ||T(f - xa)|| < €||T||- Por otra parte

_ _ dX . v
n /Q RACE /Q Ml =gy < / flax < e |If]

K es acotado por ser L-débilmente compacto, se ha visto entonces que para
todo € > 0 existe una funcién simple ¢:Q — Y tal que los conjuntos T(K)
y {J fed\: f € K} distan menos de ¢. Este dltimo conjunto es relativamente

compacto puesto que s1 ¢ = Z? YiXA; con y; €Y, entonces

/fsod/\:iyi/Aifd)\

y los coeficientes fAi f dX\ estan acotados por sup{||f|l, : f € K}. Luego T(K)

es relativamente compacto en Y. Q.E.D.

Un espacio de Banach se dice que tiene la proptedad de Schur sila conver-
gencia débil de una sucesién implica su convergencia en norma. Para reticulos
de Banach consideramos también la propiedad positiva de Schur, definida en los

Preliminares.

Proposicion 2.9. Sea X un espacio de Banach con la propiedad de Schur.

Entonces L*(v) es un espacio con la propiedad positiva de Schur.

DEMOSTRACION. Tenemos que probar que en L!(v) coinciden los conjuntos
equi-integrables y los relativamente débilmente compactos. Supongamos que
existe un conjunto M C L(v) que es relativamente débilmente compacto pero
no es L—débilmente compacto. Entonces existen funciones f, en M y conjuntos

medibles disjuntos A,, tales que para cierto ¢ > 0

|fn-xa,lly = ¢ paratodo ne N. (12)
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Como {fn : n € N} es un conjunto relativamente débilmente compacto, por el
teorema de Eberlein-Smulian, existe una subsucesién (fy, ) que converge débil-

mente en L!(v) a cierta funcién f € L1(v). Se sigue que para todo A € £

/ fn, dv converge débilmente en X a / fdv.
A A

Al ser X un espacio de Schur, la convergencia anterior es en norma. Sean p
y px las medidas con densidades f y f,, respecto de v respectivamente. Son
numerablemente aditivas y cumplen que pr(A) converge a u(A) en norma, para
todo A € ¥. Por el teorema de Vitali-Hahn—-Saks (ver [D-U, Corollary 1.5.6])
se deduce que {pr} es una familia uniformemente numerablemente aditiva. Esto
implica que

lim sup ll1kll(An) =0,

lo cual contradice (12). Q.E.D.

Teorema 2.10. Sea X un espacio de Banach con la propiedad de Schur y
sea v una medida con variacién o—finita. Entonces L'(v) tiene la propiedad de

Dunford-Pettis. En particular, L*(v) no es reflexivo.

DEMOSTRACION. Por la proposicién anterior, en L(v) coinciden los conjun-
tos L-débilmente compactos y los relativamente débilmente compactos. Por la
Proposicién 2.8 todo operador débilmente compacto definido sobre L'(v) trans-

forma conjuntos L—débilmente compactos en conjuntos relativamente compactos.

Q.E.D.

De la Proposicién 2.8 se sigue un resultado que recalca de nuevo la determi-

nacién que ejerce la medida sobre el espacio L'(v).

Teorema 2.11. Sea v una medida vectorial sin atémos y con variacion o—

finita. Entonces L'(v) no es reflexivo.
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DEMOSTRACION. Supongamos por reduccién al absurdo que L(v) es re-
flexivo. Consideremos el operador identidad I: L!'(v) — L!(v) , es débilmente
compacto. Sea K = {f € L'(v) : |f] < 1}. Es equi-integrable puesto que estd
acotado en el orden por la funcién yo. De la Proposicién 2.8 se sigue que K
es relativamente compacto en L!(v). Sea A una medida de control de Rybakov
para v. La inyeccién de L'(v) en L'()\) es continua, luego K es relativamente

compacto en L1(}).

Como v no tiene dtomos, A no tiene dtomos. Se puede por tanto construir
en L'()\) una sucesién de funciones (r,) de tipo Rademacher, que cumpla en
particular |rn| = 1y ||[ra — rmllz1(n) = AM(Q). Pero r, € K y esto contradice la
compacidad de K en L()). Q.E.D.

Se ha visto que la medida v no tiene dtomos si y sélo si el espacio L}(v)
no tiene atomos Proposicién 1.16. Se sigue del Corolario anterior por tanto
que los espacios LP[0,1] para 1 < p < +oo sélo se pueden obtener, orden
isomoérficamente, a partir de medidas cuya variacidn en cada medible es nula

o infinita.

La condicién de no existencia de dtomos es necesaria. Basta considerar la
medida A € P(N) — v(A) = 3" anen € €2 donde (ay,) es una sucesién positiva
de £2. Se tiene L'(v) = ¢%, Proposicién 1.22. La condicién de o—finitud de
la medida también es necesaria. Basta considerar la medida A € M[0,1] —
v(A) = xa € L*[0,1]. Cumple que L'(v) = L%[0,1] y |v|(A) es 6 0 6 +oo.

LP—espacios 2.12. Entre los reticulos de Banach més importantes se hallan
los LP—espacios abstractos, 1 < p < +oco. Se dice que un reticulo de Banach
es un LP-espacio abstracto si la potencia p—ésima de la norma es aditiva para

elementos disjuntos, es decir, si para todo par de elementos disjuntos z e y se
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cumple

Iz +yllP = lizll” + llyl*-

Son reticulos de Banach orden continuos. En virtud de un resultado de
Kakutani y Bohnenblust [L-T II, Theorem 1.b.2] estos espacios son orden iso-
morfos e isométricos a un LP—espacio “concreto”, es decir: si E es un LP—espacio
abstracto existe un espacio de medida (5,0, u) tal que E es orden isomorfo e
isométrico al espacio LP(S, o, ). Cuando E tiene una unidad débil, entonces la

medida p se puede escoger finita.

Estudiemos esta situacién para el espacio L!(v). Veamos la relacién del
espacio de medida (S, o, 1) dado por el teorema de Kakutani y Bohnenblust, con

la medida vectorial v.

Supongamos que L!(v) es orden isomorfo a un LP—espacio abstracto E.
Es decir, existe un isomorfismo T:L!(v) — E que respeta el orden. Sean
fi,..., fn funciones disjuntas en L'(v). Entonces, teniendo en cuenta que las

funciones T f; son disjuntas en E, que es un LP—espacio, se sigue que
n n
> f Y Tfi
1 1
n
=77 (Z llei||p>
1
<7l - I - (E IIfill?i) :
1

De forma anéloga se obtiene una minoracién similar. Luego existen dos constan-

p
<77

p
v

tes C; y C, tales que para cualesquiera funciones disjuntas dos a dos fi,..., fn

de L'(v) se cumple

n p

> g

1

Cy- Y |Ifillp < <Cy Y IIfillE (13)
1 1

v
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Sea (A;)T una particién de . Apliquemos (13) a las funciones f; = x4,. Se

tiene

Cr- Y lIPli(Ay < v (U Ai) <Gy vlI(4a)?. (14)

Consideremos la siguiente funcién de conjuntos
n
Aec¥Y— 7(A) =sup {Z lv||(A:)P : (Ai)T es una particiéon de A} eR.
1
Esta bien definida por (14), es decir, es finita. Es superaditiva y cumple

Cr-7(A4) < |[V[[(AY = 7(4).

Consideremos a continuacién la funcién de conjuntos

Ae X p(A) =inf {Z 7(A:) : (A;)7 es una particién de A} eR.
1

Estd bien definida y es finita por (14) y la relacién entre ||v||P y 7. Es aditiva y
cumple
Cy-p(A) <|IV||(A)P < C2-u(A) paratodo A€X. (15)

La semivariacién es absolutamente continua respecto de una medida de con-
trol. Se sigue que también lo es la medida p que por tanto es una medida

numerablemente aditiva.

Consideremos el espacio LP(,Z, ). Sea f = > 7 aixa; una funcién simple

con (A;)} disjuntos. Entonces de (13) se tiene
Ci- ) lalPlvli(AdP S IfIE < Co- Y lailP|Iwi(4)?.
1 1
De (15) se tiene

(C1)* - Y lailPu(4i) < [I£I1E < (C2)® - ) laslP p(As).
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Luego sobre las funciones simples las normas de L'(v) y de LP(,Z,p) son
equivalentes. Al ser las funciones simples densas en ambos espacios, se deduce

que son orden isomorfos.

Consideremos la siguiente funcién de conjuntos
Aec T —||v|(A)Y € R.

Es fécil comprobar que la medida p antes construida es, en el espacio de las
medidas reales numerablemente aditivas definidas sobre %, por una parte cota
inferior de las medidas que mayoran a ||v||(-)? y, por otra parte cota superior de
las medidas que minoran a |[v[(-)?, Cuando L'(v) es un LP—espacio abstracto
se sigue del estudio anterior que L(v) = LP(Q,%,||v||?), siendo en este caso
Il7||P una medida numerablemente aditiva. En el caso p = 1 la semivariacién es
aditiva y por tanto coincide con la variacién de la medida. Este caso, el de los

AlL-espacios, se estudiara con detalle en el capitulo siguiente.

El caso p = 400 corresponde a los AM—espacios, que son aquellos reticulos

de Banach en los cuales para todo par de elementos disjuntos z e y se cumple

Iz +yll = sup{{|=[[, lyll}-

Un AM-espacio que sea orden continuo es orden isomorfo e isométrico a co(T')
para algin conjunto de indices I' [L-T II, Lemma 1.b.10]. La existencia de una
unidad débil implica que I' es numerable. Se sigue que si L*(v) es un AM-espacio

la Unica posibilidad es cq.

Resulta de interés hallar condiciones para que el espacio L'(v) sea orden
isomorfo a un espacio de Hilbert. El ejemplo de la medida de Lebesgue en [0,1],
con valores en R, que da lugar a L]0, 1], muestra que estas condiciones deben ser
mas restrictivas que el que el espacio de Banach en que la medida toma valores

sea un espacio de Hilbert.
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Una sucesién (z,,) en un espacio de Banach se dice que es 2-lacunar si existe

una constante C' > 0 tal que para toda sucesién (a,) en £2 se cumple que

- 1/2
<C- (Z ai) .
1

)
E Undn
1

Teorema 2.13. Sea X un espacio de Banach con cotipo 2. Sea v: L — X

una medida cumpliendo que para toda particién (A,)$°, la sucesién

(wian)

es 2-lacunar. Entonces L*(v) es orden isomorfo a un espacio de Hilbert.

DEMOSTRACION. Por hipétesis dada una particién (A,)$° existe una cons-
tante, que depende de la particién, K = K(A4,) tal que para toda sucesién (ay)
en £? se cumple

= _V(An)
2 o]

oo 1/2
<K- (Z ai) : (16)

Sea A una medida de control de v. Veamos que para todo A € ¥ con
A(A) > 0 existe un medible B C A con A(B) > 0 tal que

K(B) = sup {K(B,) : (Bn) es una particién de B} < +oo.

Por reduccién al absurdo supongamos que no. Existe entonces un medible A con
A > 0 tal que para todo B C A con A(B) > 0 se cumple K(B) = 4o00. Sea (A,)
una particién de A tal que A\(4,) > 0. Para cada n € N, como K(4,) = +oo,
existe una particién (A?) de A, tal que K(A?) > n. Es decir existe (af) € £2

tal que
= AD) )
v !
al = >n- o |? .
2 ] (;1 )

=1
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Luego existe un indice ¢(n) tal que

i(n) i(n) 1/2

n V(A?) " - anZ
2 paamg| > | e

=1

Consideremos la particion

AL Ay, Al | AL AT A3, AL, U 4T
i(1) i(2)

Es una particién de A y es facil ver que, por construccidn, la sucesién asociada

no es 2-lacunar.

Estamos en condiciones de aplicar un teorema de Exhaucién {D-U, Lemma
I11.2.4] a la propiedad (P) siguiente “v tiene (P) en A4 si K(A4) < +00”. Se sigue
que existe una particién (B,) de Q tal que K(B,) < 4+o0. Un razonamiento
andlogo al hecho anteriormente prueba que de hecho se tiene K = sup,, K(B,) <
+00.

Se sigue por tanto de la discusién anterior y de (16) que para toda particién

(Ar) y para toda sucesién (a,) € €2, considerando a, = a,||v(4,)||, se tiene

. 1/2
<K (Z aiIIV(An)HQ) (17)

1

oo 1/2
<K - (Z ag||y||(An)2> :
1

o0

> anv(4n)

1

Z (4w
2 e (A

1

Sea g una funcién simple. Se puede expresar ¢ = Y [ aixa; donde los
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conjuntos A; son disjuntos. Sea B € X, entonces por (17) se tiene

I [ gavl=
B

n 1/2
<K. <E af [[v ]| (As ﬂB)2>

1

n 1/2
<K. (Zafnvnmm) -

1

En:aiV(A,' N B)
1

Considerando la norma equivalente ||| - ||| en L'(v) se deduce que

n 1/2
< 2K (Za?nvumn?) . (18)

n

S aa

1

1

De la hipétesis de tener X cotipo 2 se deduce, por el Teorema 2.5, que L' (v)
tiene cotipo 2 luego es 2—céncavo. Existe entonces una constante C' > 0 tal que

para cualesquiera escalares ay,. .., a, y conjuntos medibles Ay, ..., A, se cumple

n 1/2 " 1/2
(ZG?HVH(Ai)Q) <C- <Z|CM’XA,~|2>

1

Como los conjuntos A; son disjuntos en este caso, se tiene

" 1/2
(Z |aiXAi|2> =
1 v

n 1/2
(Za?nunmz-)?) <c.

1

n

> aixa

1

v

Luego

n

ZaiXAi

1

(19)

v

Se sigue por tanto que si ¢ = Y | a;xa, es una funcién simple siendo los
conjuntos A; disjuntos, entonces
n 1/2
1/C- <ZG?HVII(A02> <
1

. . 1/2
Y aixa|| <2K- <ZG?I|IVI|(A1')2) - (20)
1 Y 1
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De la desigualdad anterior evaluada para a; = ... = a, = 1 se obtiene, para

conjuntos medibles disjuntos (4;)},

C- Y lIvl(A)* < vl 40)° < K- 3 lIvli(4i)?*.

Esta desigualdad, similar a (13) con p = 2, permite aplicar el mismo razona-
miento de la prueba de la Proposicién 2.12, para obtener la medida p asociada
al cuadrado de la semivariacién. De (20) se sigue que L'(v) es orden isomorfo

al espacio L?(Q, 2, 1), que es un espacio de Hilbert. Q.E.D.

Dedicamos la parte final de este capitulo a estudiar una propiedad mas
especifica propia de los reticulos de Banach. Su origen estd en el estudio por
Kadec y Pelczynski en [K-P] de los subespacios de L?[0, 1]. La siguiente definicién
se debe a Weis [W].

Definicién. [W, Definition 2.1] Sea X un reticulo de Banach orden continuo
y con unidad débil. Se dice que X tiene la propiedad de descomposicion subse-
cuencial (subsequence splitting property) si dada una sucesién acotada (fn) en X

existe una subsucesidn (f,, ) y existen sucesiones (gx) y (hx) tales que
a) fn, = gr + hy para todo k.
b) gx y hy son disjuntos, para cada k.

c) La sucesion (gx) es equi-integrable.

d) (hi) son disjuntos dos a dos.

Los espacios LP[0,1] cumplen esta propiedad. El espacio ¢ es un ejemplo
de reticulo que no la cumple. Figiel, Ghoussoub y Johnson han construido un

reticulo de Banach p-convexo y reflexivo que tampoco cumple la propiedad, ver
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[W]. Weis en [W] realiza la siguiente construccién para caracterizar los reticulos

de Banach que cumplen la propiedad de descomposicién subsecuencial.

Sea U un ultrafiltro libre en N. Consideremos el ultraproducto de X por U:
Xy = loo(X)/M donde M = {(fn) € loo(X) : Tim | ful] = o} .

Denotaremos por [f,] la clase de equivalencia de la sucesién (£, ). El espacio Xy,

es un reticulo de Banach para la norma y el orden siguientes

Il = L || £ ],
inf{[fn], [gn]} = [inf{fn,gn}]-

Para mas detalles referentes a ultraproductos véase Heinrich [H].

Denotemos por 1 la unidad débil de X. Sea [1] la clase de equivalencia de
la sucesién constante igual a 1. Sea X la banda generada por [1] en Xy, es decir

X = [1]*+. Weis da la siguiente caracterizacion.

Teorema. [W, Theorem 2.5] Sea X un reticulo de Banach orden continuo con

unidad débil. Las siguientes condiciones son equivalentes:

1) X tiene la propiedad de descomposicién subsecuencial.
2) X tiene norma orden continua.

3) X no contiene ningin subespacio isomorfo a co.
En este contexto se tiene el siguiente resultado.

Teorema 2.14. Sea X un reticulo de Banach con norma orden continua y
unidad débil tal que X y X* tienen la propiedad de descomposicion subsecuencial.
Sea v:¥ — X una medida vectorial cuyo rango sea equi-integrable en X.

Entonces L(v) tiene la propiedad de descomposicién subsecuencial.
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DEMOSTRACION. Para probarlo construiremos una medida 7 tal que el espa-
cio L'(v) esté contenido orden isomérficamente en el espacio L'(#7). Este tltimo
es orden continuo, Teorema 1.4. Se sigue que L'(v) es orden continuo y por la

caracterizacion de Weis quedard probado el Teorema.

Construyamos la medida 7. Sea A una medida de control de Rybakov para

v. Para esta medida se tiene
Loo(,8,0) — L' (v) — L' (Q,Z,N),

siendo todas las inclusiones continuas.

Dacunha-Castelle y Krivine en [D-K 1] y [D-K 2] prueban que el ultrapro-
ducto del espacio L' (2, T, \) se puede identificar de la siguiente forma

LY, S,y = LY, 2, 0) @ A

donde (Q, 3, :\) es un espacio de medida y los elementos de A’ son disjuntos de

[xq]. Por lo tanto se sigue que
LYQ, 2, 0) = LY, 5 0.

El mismo procedimiento se puede realizar con Lo(§2, £, A). Esto permite iden-
tificar L'() como un espacio de funciones utilizando el ultraproducto de las

inclusiones del diagrama anterior

L(Q,%, :\) — INLI(V) — Ll(Q, 2,5\),

siendo estas inclusiones continuas. Véase Weis [W].

La o-4lgebra 3 es isomorfa al anillo de Boole {[x4, ] : An € 2} en el espacio
LY(Q, %, \)y. Luego cada medible A € % se puede identificar con una sucesién
(A,) para A,, € ¥, identificando dos sucesiones (4,,) y (B,) silimy A(A,AB,,) =
0.
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La medida \ esti definida asi:

A=(4,)eD r— AA) = lim A(4r) € R.

Una funcién f de L'(€, 5, )) es un elemento [f,] de L*(Q, T, M)y, estando

la integracién respecto de \ definida como sigue, para A = (4,) €

/fdi:lim/ fn dA.
A U Jja,

Para mas detalles véase Heinrich [H].

Definimos la medida 7 de la siguiente forma

A=(4,) el — i(A) =[v(An)] € Xu.

Como la medida v esta acotada, o estd bien definida. Es finitamente aditiva.
Sea ¢ > 0. Como v es absolutamente continua respecto de A, existe § > 0 tal
que si A(A) < & entonces ||v||(4) < e. Sea A = (4,) € T tal que A(4) < &,
esto es limy A(A,) < 8. Existe entonces V € U tal que para todo n € V se tiene
MA,) < 6. Luego para todo n € V se tiene |jv(4,)|| < |v|[(An) < €. Luego
17(A)|lu < €. Porlo tanto # es absolutamente continua respecto de A y se deduce

que 7 es numerablemente aditiva.

Por hipdtesis el rango de la medida v equi-integrable en X. Utilizando el

resultado siguiente de Weis se deduce que la medida 7 toma valores en X.

Proposicién. [W, Proposition 1.5] Sea (f,) equi-integrable en X. Entonces

(fn] es un elemento orden continuo de X.

Veamos que L'(v) esté contenido en L? (7). Bastard probar que los elemen-

tos de ]31(1/) son escalarmente integrables respecto de 7, puesto que por hipotesis
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X tiene la propiedad de descomposicién subsecuencial y por tanto del teorema de
Weis se sigue que X no contiene ningin subespacio isomorfo a ¢y. La caracteri-
zacion de Lewis, Teorema 1.10, garantiza entonces que la integrabilidad respecto

de v es equivalente a la integrabilidad escalar.

Weis prueba que si X y X* cumplen la propiedad de descomposicion subse-
cuencial entonces X* = X* y las normas de estos espacios coinciden [W, Corol-
lary 2.7]. Por lo tanto los elementos de X* se pueden expresar como #* = [z}]

para z;, € X* y (z}) una sucesién acotada.

La medida #*# es absolutamente continua respecto de ) puesto que lo es 7.
Luego tiene una derivada de Radon-Nikodym respecto de A, iz« en Ll(:\). Para
A= (4,) € T se cumple

(&%, 9(4)) = ([2}], [(4n)])
~ lim{z, V(4,))
=liLrln/An dxyv
= lizl;n/;‘ hex dA

:/ﬁﬁ,
A

donde h = [hzx], siendo k.« la derivada de Radon-Nikodym de la medida z7,v
respecto de A.

Sea F = [f,] € L*(v). Su norma en este espacio es ||F|ly = limy ||fnll, - Se

j/LF|dﬁ*D ::j[LFHE|dX

<t - oz

= [1F - 112 |2e

tiene entonces
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Por lo tanto F es integrable respecto de #*U. Se deduce que F es integrable
respecto de 7 y

1FN 2oy < I1FNu-

Dado € > 0, utilizando la norma equivalente ||| - |||, en L'(v), se puede

hallar para cada n un conjunto medible A,, tal que
1] gz 1720 =l
Sea A = (A4,) en £. Entonces
1Pl > I [ Pl
A

=t [ o
>1/2- (1= <)lim||full

=1/2- (1 —&)||Fllu

Luego ambas normas son equivalentes y por tanto L'(v) es orden isomorfo a un

subespacio de L}(7). Esto completa la prueba. Q.E.D.
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CAPITULO 3: ; Cudndo es L'(v) un AL-espacio ?

El Teorema 1.15 afirma que todo reticulo de Banach con norma continua
respecto del orden y con unidad débil se obtiene como L! de una determinada
medida vectorial. Por tanto hay entre los espacios de funciones obtenidos como
L' de una medida vectorial espacios reflexivos, incluso espacios de Hilbert. Estos
espacios son por sus propiedades muy distintos de los espacios clasicos L!(S, o, 1)
donde p es una medida positiva y finita. Surge por tanto una pregunta natural:
.Bajo qué condiciones, sobre la medida vectorial o sobre el espacio de Banach
en que la medida toma sus valores, el espacio L'(v) es de la forma L'(S, o, u)?
Y en caso de que esto ocurra, ;Cual es la relacion entre el espacio de medida

(S,0,p) v la medida vectorial v?

Mayor flexibilidad se obtiene si nos limitamos a requerir que L!(v) sea orden
isomorfo a un espacio de la forma L'(S,o, ). Més atn, podemos limitarnos a
exigir que exista una constante positiva C tal para todo par de funciones f y ¢

de L'(v) con soporte disjunto, se tenga:

C-(lly +liglle) < 1UF+glle <Ml + gy

puesto que, en este caso, Ll(?) seria orden isomorfo a un AlL-espacio, es decir
un reticulo de Banach en que la norma es aditiva para elementos disjuntos. En
virtud de un teorema de Kakutani [L-T II, Theorem 1.b.2] todo AL-espacio es
orden isomorfo a un espacio L'(S, 0, 1) para cierto espacio de medida (S, 0, u),

siendo g una medida positiva que es finita si el espacio tiene una unidad débil.

Esta pregunta se puede reformular por tanto de la siguiente forma:
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i Cudndo puede ser L'(v) equivalentemente renormado de forma que
con la nueva norma y con el mismo orden sea un reticulo de Banach en

el cual la norma sea aditiva para funciones disjuntas?

Lewis probo6 que la identidad formal es una inclusion continua del espacio
L'(Jv]) en L'(v) y que los elementos f de L!(|v|) se caracterizan entre los
de L'(v) por ser de variacién acotada la medida de densidad f respecto de v,
Teorema 1.12. El espacio L'(|v|) juega en este problema que estudiamos un
papel mas importante del que a primera vista puede suponerse, como muestra

la siguiente proposicion. La definicion de £;—espacios se debe a Lindenstrauss y
Pelczynski [L-P, Definition 3.1].

Proposicion 3.1. Las siguientes condiciones son equivalentes:

a) LY(v) es un L;-espacio.

b) L'(v) es isomorfo a un AL-espacio.

c) L'(v) es orden isomorfo a un AL-espacio.

d) En L'(v) toda sucesién positiva sumable es absolutamente sumable.

e) El operador integracién transforma sucesiones positivas sumables en suce-

siones absolutamente sumables.

f) El traspuesto del operador integracion transforma conjuntos acotados en

norma en conjunto acotados en el orden.

g) La inclusién natural de L*(|v|) en L'(v) es un isomorfismo (que respeta el

orden).

En estas condiciones se cumple que la medida v tiene variacién acotada.

DEMOSTRACION. Como L'(v) es un reticulo de Banach orden continuo, la

equivalencia de a), b) y ¢) se deduce de los teoremas de Abramovich y Woj-
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taszczyk sobre unicidad del orden [A-W, p. 781]. La equivalencia de ¢) y d) es

un resultado clésico de la teoria de reticulos [S, Theorem IV.2.7].

Los operadores que cumplen la condicién e) son llamados reticularmente su-
mantes (“cone absolutely summing”en la literatura inglesa), ver [S IV.3]. Veamos
que las condiciones d) y e) son equivalentes. La condicidén ) se sigue de d) por la
continuidad del operador integracién. Sea (f,) una sucesién en L'(v) positiva y
sumable. Utilizando la norma equivalente ||| - |||, en L'(v) hallemos, para cada

n, un conjunto medible A,, tal que

1 fulls S‘*'”L Fu d) = & [ Faxan)ll

La sucesion (fn x4, ) es positiva y sumable. De la condicién e) se sigue entonces
que la sucesién (v(frnx 4, ) es absolutamente sumable. De la desigualdad anterior

se deduce que (f,,) es absolutamente sumable en L'(v), luego se cumple d).

La condicién f) se sigue de ¢) puesto que si se cumple ¢) L'(v)* es un AM-
espacio con unidad y por tanto su bola unidad estd orden acotada. Es trivial la

implicacién de a) por g). Luego sélo queda probar por tanto la implicacién de

g) por f).

Sea A una medida de control de Rybakov, para v. Consideremos L!(v)* en

L'()\). La norma en L!(v) se puede escribir como:

1Al = Sﬂll’{/lfﬂhwldA A X*},

donde h,~ esla derivada de Radon—Nikodym de la medida escalar x*v respecto de
A. Sea v*: X* —s L'(v)* el traspuesto del operador integracién. En términos

del operador v* se tiene:

/ Fdz*y = (*,v(f)) = (=), ).

Luego se tiene que v*(z*) = h,» para todo z* € X*. Consideremos el conjunto

v*(Bx~). Por f) es orden acotado en L'(v)*. Al ser éste un reticulo dual, es
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orden completo, luego existe h en L'(v)* que es el supremo de v*(Bx-). Por lo

tanto se tiene:

1l < / FlhdX = [l (1)

donde p es la medida de densidad h respecto de A. Por otra parte

[fllzrw = /IflhdA < FL ) S N SFllw - HAllze oy« (2)

Se deduce que L'(v) es (orden) isomorfo a L(u).

Sea A un conjunto medible, consideremos la funcién y4. Se tiene de la

desigualdad (1):
AN < [IV(A) = lIxall, < p(A).

Esta desigualdad implica que ¢ es una medida positiva que domina a la medida

vectorial v, por tanto se tiene que también domina a su variacién
lv|(A) < pu(A) para todo conjunto medible A. (3)

Por lo tanto la variacién de v es acotada.

Sea ¢ una funcién simple. Se sigue de la desigualdad (2) y de (3) que

lgllzrqony < llgllerw < Ngll - NAllzrey -

Como las funciones simples son densas en L!(|v|), se deduce que la desigualdad
anterior se tiene para toda f en L!(]v]) y por tanto la inclusién natural de L' (|v|)

en L'(v) es continua, cerrada y tiene imagen densa. Luego ambos espacios son

isomorfos. Q.E.D.
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Consecuencias 3.2. De la proposicién anterior se deducen dos consecuen-
cias importantes. En primer lugar se identifica el espacio de medida aludido
al comienzo del capitulo, que seria (Q2,%,|v|). Esto nos permite reducir, sin

pérdida de generalidad, nuestro problema al estudio de cudndo L'(v) coincide

con LY(|v]).

En segundo lugar se obtiene como condicién necesaria para que L'(v) sea

un AlL-espacio la siguiente:
existe C' > 0 tal que |v|(4) < C-||v||[(A) paratodo A€ X, (L1)

es decir la dominacién de la variacion por la semivariacion. Esto se deduce del

isomorfismo entre L'(|v]) y L (v), pues para A € T se tiene ||xall, = |[V]|(4).

De la proposicién anterior se sigue que tener variaciéon acotada es una con-
dicién necesaria. Por tanto asumiremos a partir de este momento y a lo largo

del presente capitulo que la medida v tiene variacion acotada.

La condicién (L 1) es restrictiva como muestra el siguiente ejemplo.

Ejemplo 3.3. Sea X un espacio de Banach de dimensién infinita. Entonces
existe una medida v con valores en X y con variacion acotada tal que no existe

ninguna constante C' > 0 verificando

v|(A) < C - ||lv||(A) paratodo A€ 3.

DEMOSTRACION. En virtud del Teorema de Dvoretsky—Rogers existe una
sucesion (z,) en X tal que la serie Y z, converge incondicionalmente pero no

absolutamente. Supongamos que existe una sucesién de escalares (a,) tal que se
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cumplan los siguientes requisitos:

(a) 0 < a, £1 para todo n,

(b) ZaonnH < +09,
1
-1

(C) Zalllxlll ' sup Z |x*xl‘ . x* - BX* _— +OO.

i>n i>n

Consideremos la medida definida por

AeP(N) — v(A) =) anzn €X.
neEA
Como estd definida a través de una serie incondicional, estd bien definida y
es numerablemente aditiva. Su variacién y semivariacién vienen dadas por las
siguientes expresiones:

vl(4) = anllzal

necA

[/II(A) = sup { Y anle*an| 2" € BX*} .

nE€A

La condicién (b) implica que la variacién total de la medida v es finita. De

la condicién (a) se deduce que la semivariacion estd acotada por

[v]I(4) < sup { Y Jerzaliat € BX*}

n€A

Sea A, = {n,n+1,n+2,...}. Entonces se sigue que

v|(An) . *
s = (el ) - (s § S adors o e B
2>n i>n
-1

Eaz‘llfcill - | sup E|x*xil3$*€BX*

i>n i>n
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que tiende a infinito con n por la condicién (¢). El resultado estaria probado.

La existencia de una sucesién (a,) en las condiciones anteriores se deriva

del siguiente lema.

Lema 3.4. Sean (vy,) una sucesidn decreciente a cero de términos no nulos y
(Bn) una sucesion positiva tal que > 8, = +o0o. Entonces existe una sucesion

(an) decreciente a cero tal que:

1) /Bn Z An — An41,

2) I tiende a + oo.
Tn

DEMOSTRACION. Veamos que en un proceso inductivo se pueden construir

dos sucesiones crecientes de enteros no negativos (ng) y (myg) tales que, si deno-

tamos Jg = {mg,mr +1,...,mgyy — 1}, se tiene que UJy =N y
. 1
Z) Z ﬁn 2 2_k
neJy
1 1
i7) one > /Y > Smeg. Para n € Jk.

La sucesién (,/7,) es decreciente a cero. Dividiendo entre sup,, \/vn si es
necesario, podemos suponer que /v, < 1. Sea m; = 1y n; = 0. Supongamos
definidos nj—y y mi—;. Como la serie > 8, es divergente, existe mj, el primer

entero para el cual

!
my —1

> bz @)

n=mg—1

Sea ny el primer entero para el cual

1
Ve > 5o para todo mp_; <n < my. (5)
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Sea my el mayor entero mj < my para el cual se cumple (5). Se sigue cumpliendo

(4) con my en lugar de m). Ademas se deduce que

e > \/Yn paratodo n > my.

Pasemos a definir la sucesién buscada (a,). Sea A = Z Bn. Entonces

necJy
definimos:

Cll:l,

Gpt1 — Qn — para mp <n < Mk41.

n
2k Ay
La sucesién (a, ) es estrictamente decreciente pues §, y Ay son positivos. De la

condicién 1) se deduce que A2k > 1, luego

Br
Gp — Qpt] = oA, < Ba.

Se tiene por tanto 1). Veamos que (a,) es positiva y convergente a cero. Por una

parte

Z(an — Gny1) = Z Z (an = ant1))

n=1 1 neJy

> 5

1 neJy
1
2k

M T T

_
o
_

La serie es telescopica, se sigue que
n
g (a; —aip1) =a1 —apy1 =1 = anyr.

=1

Luego a, > 0 para todo n. Veamos finalmente que se cumple la condicién 2).
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Dado n € N sea kg tal que n € Ji,. Entonces, por ii), se tiene

7 = g(ai —ai1))7;
> ( Z O zf—;xk) T

—( Z k)7

k=ko+1
1
2’“07"
1
2oy,
1

vV In,

v}

v

que tiende a infinito pues ( /7, ) decrece a cero. Q.E.D.
Apliquemos el Lema anterior a las sucesiones siguientes 8, = ||z,|| ¥ 7n =

sup{> >, |t*zi| : z* € Bx+}. Sea (a,) la sucesién dada por el Lema. Definamos
la sucesién a,, = (a,, — a@nt1)/Bn. Entonces 0 < a, < 1 por la condicién 1). Por

otra parte

Zan ENIES Z( — any1) = a1 < +00

n=1

luego se deduce (b). Veamos que se cumple (¢):

(ZazH%”) ' (Sup{z Ix*xz’ RS BX*})—1 = Zazﬂl 717, -

i>n 121 i>n

= (Z(ai —aiy1)) - ()7

i>n

-1
=0n " Yn

que tiende a infinito por 2). Q.E.D.
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Las condiciones para que L'(v) sea un AL-espacio pueden imponerse, en
principio, tanto en el espacio de Banach X como en la medida v. El siguiente
ejemplo muestra que no es suficiente imponerlas exclusivamente sobre el espacio
de Banach. Asimismo muestra que la condicién (L 1), a pesar de ser necesaria,

no es suficiente.

Ejemplo 3.5. Sea X un espacio de Banach de dimension infinita. Entonces
existe una medida v con valores en X, cumpliendo la condicién (L 1), tal que

L'(v) no es orden isomorfo a un AL-espacio.

DEMOSTRACION. Sea (z,) una sucesién en X dada por el Teorema de Dvo-

retsky—Rogers, es decir >z, converge incondicionalmente, pero no absoluta-

mente. Consideremos la siguiente medida:

Ln

—c X.
2 - |[zal]

AeP(N)— v(d)= >
ncA

Esta bien definida y es numerablemente aditiva por la convergencia incondicional
de la serie que la define. La convergencia absoluta de dicha serie prueba que la

medida tiene variacién acotada, pues

My =Y o

n€A

Luego la variacién total es 1. Los espacios L'(v) y L'(|v|) son espacios de

sucesiones dados por

. bn [ . . .
L'(v) = {(bn) : Z m converge incondicionalmente en X}

bn
LY||) = {(bn) : Z on © absolutamente sumable } .
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Por lo tanto (2" - ||z,||) es un elemento de L!(v) pero no de L'(]v]). Se deduce

de la Proposicién 3.1 que L!(v) no es orden isomorfo a un AL-espacio.

Veamos que se cumple la condicién (L 1). Sea A un subconjunto de N. Sea

no =min{n: n € A}. Entonces

1 1 2
n€eA n>ng

Por otra parte se tiene

[11(4) > sup {|lv(B)] : B C A} 2 [[v({no})l| = 2}“),
Es decir que para cualquier medible A se tiene
vI(4) < 2- (4. QED.

Para medidas valoradas en determinados tipos de espacios se puede obtener

sencillas condiciones suficientes, incluso caracterizaciones.

Consideremos medidas valoradas en AL-espacios. Recordemos que un ope-
ra-dor entre reticulos de Banach se dice regular si es diferencia de dos operadores

lineales, continuos y positivos. Se tiene el siguiente resultado.

Proposicién 3.6. Sea v una medida con valores en un AL-espacio. Son

equivalentes:
a) L'(v) es orden isomorfo a un AL-espacio.

b) El operador integracion es regular.

DEMOSTRACION. a) = b) Se deduce del hecho de que todo operador definido

sobre un AL-espacio y con valores en un reticulo de Banach, con la propiedad
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este ultimo de estar complementado a traves de una proyeccién positiva en su

bidual, es regular [S, Theorem IV.1.5].

b) = a) Sea v:¥ — L, donde L es un AL-espacio. Supongamos que
v:LY(v) — L es regular. Se sigue que el operador traspuesto v*:L* —
L(v)* es también regular. Por lo tanto transforma conjuntos acotados respecto
del orden en L* en conjuntos acotados respecto del orden en L!(v)*. Ahora bien
el espacio L* es un AM-espacio con unidad al ser el dual de un AL-espacio.
Por lo tanto tiene bola unidad acotada respecto del orden. Se deduce que v*
transforma conjuntos acotados en norma en conjuntos acotados en el orden y

por tanto por la Proposicién 3.1 se deduce que L'(v) es un AL-espacio. Q.E.D.

De la Proposicién anterior se deduce la siguiente condicién suficiente.

Corolario 3.7. Seav una medida valorada en un AL-espacio. Entonces L'(v)

es un AL-espacio si v tiene una descomposicion de Hahn, es decir existe un

conjunto medible A tal que v(B) > 0siBC Ayv(B)<0siBCQ\A.

DEMOSTRACION. Es suficiente probar el resultado para medidas positivas
puesto que en el caso general la medida v es la suma directa de las medidas 14
y Vo, restriccién de v a A y 2\ A respectivamente, y por tanto L!(v) es orden
isomorfo al espacio L!(v1) &L (1), ver 1.13. Para medidas positivas el operador

integracién es positivo y el resultado se sigue de la proposicién anterior. Q.E.D.

En virtud de un resultado de Diestel y Faires [D-F, Theorem 2.1], para
una medida valorada en un AL-espacio es equivalente tener variacién acotada y
ser regular, es decir, poder expresarse como diferencia de dos medidas positivas.
Esta no es la situacién del Corolario anterior. La razdén es que al no estar las

dos medidas positivas disjuntamente soportadas no se puede asegurar que el
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operador integracién sea regular. Como contraejemplo basta considerar el dado

por el Ejemplo 3.5 cuando el espacio de Banach X es un AL-espacio.

Consideremos ahora medidas con valores en espacios C(K) de funciones
continuas sobre un espacio topoldgico compacto Hausdorft K. Este caso incluye
a los AM-espacios puesto que, en virtud de un teorema de Kakutani [L-T II,
Theorem 1.b.6], estos espacios son reticularmente isométricos a un subreticulo

de un espacio C(K).

Consideremos en las condiciones anteriores medidas puramente atémicas. Se
pueden considerar definidas sobre el o—-algebra P(N) de partes de N. Se tiene el

sigulente resultado.

Teorema 3.8. Sea v:P(N) — C(K) donde K es un compacto Hausdorff.
Sea fp, = v({n}) y sea |fn| el médulo de f, en C(K). Las condiciones sigulentes

son equivalentes:

a) L'(v) es orden isomorfo a un AL-espacio.

b) La medida v cumple la condicién

o { ey m ey, &2

DEMOSTRACION. La Proposicién 3.1 muestra que a) es equivalente a que

L'(v) sea isomorfo a L'(]v]). La medida |v| es la siguiente

AeP(N)— v[(A) =) [Ifall €R.
n€A
La inclusién natural del espacio L*(|v|) en el espacio L!(v) es siempre continua e
inyectiva. En este caso la medida v tiene variacidn acotada luego, por densidad de

las funciones simples, la inclusién tiene imagen densa. Por lo tanto es equivalente
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probar que la inclusién es abierta. Es decir, que existe una constante C > 0 tal

que para toda F de L(|v|) se tiene
|1Flh<C-|IF],.

De nuevo por densidad de las funciones simples en L'(|v|) basta probar lo ante-
rior para funciones simples. Mds aln, es suficiente verlo para funciones simples
con soporte (en N) finito, puesto que un argumento de aproximacion extiende
el resultado. Finalmente observemos que es suficiente considerar funciones po-
sitivas, puesto que una funcién y su mddulo tienen la misma norma en ambos

espacios.

La argumentacién anterior muestra que L'(v) es un AL-espacio si y sélo
si existe una constante C' > 0 tal que para todo N € N y para cualesquiera

escalares positivos aq,...,ay se tiene

N

Z An X{n}

1

N

Z An X {n}

1

C. <

1 v

Considerando en L'(v) la norma equivalente vista en 1.5

{2l =SUP{I|/BFdV|| BC N},

N
C- Y anllfull < sup{
1

En la expresién anterior dividamos ambos miembros por ) ;" anl| fr||. Se obtiene

anllfall  fu
Zzivannfnn A

nEB

se tiene

> anfn

neEB

:BC{l,...,N}}.

CSsup{

':BC{l,...,N}}.

Denotemos ¢, = f,/||fx||. Entonces L*(v) es un AL-espacio si y sélo si

existe una constante C' > 0 tal que para todo N € N y para todo ay,..., a0,
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”» N .
positivos con )" ap = 1, se tiene que

Z Undn

neB

C'Ssup{

:BC{l,...,N}}.

Estudiemos el supremo que aparece en la expresiéon anterior. Por una parte

dado B en {1,...,N}

N
Zanign|
1

Luego esta ultima expresiéon acota a dicho supremo. Por otra parte existe un

z Xnfdn

nEB

punto ty € K donde la funcion Zf, ay|gn| alcanza su norma, luego

= Y anlgalto)l = 3 angalto) + S angalte),
1 B B,

siendo By = {n,g,(ts) > 0,1 < n < N} y By el complemento de B; en
{1,...,N}.

Por lo tanto

gall| <D angnl[+ || D angn
B, B,
<2- sup{ Zangn :BC{l,...,N}}.
n€B

Luego ambas expresiones son equivalentes y por tanto que L'(v) sea un
AL-espacio es equivalente a que exista una constante C' > 0 tal que para todo

N € N y para todo ay,. .., a, positivos con Zfr apn =1, se tenga que

N

|fal
; "Nl

¢ <
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Esta es precisamente la condicién (L 2). : ‘ Q.E.D.

Comenzamos ahora el estudio del caso general para una medida valorada en
un espacio de Banach X. El Ejemplo 3.5 muestra que las condiciones a priori
deben imponerse en la medida vectorial. Hemos visto que el que la variacion de
la medida v sea acotada es una condicién necesaria. Esto implica que la inclusién
natural

Li(lv]) — Li(v)

tiene rango denso, puesto que las funciones simples son densas en L'(v). Por lo
tanto, la aplicacién traspuesta es inyectiva, luego L1(v)* puede ser identificado
con un subespacio vectorial de Lo (|v|), espacio dual de L'(Jv|). De hecho se

tiene la siguiente proposicién.

Proposicién 3.9. Sea v una medida con variacién acotada. Entonces L'(v)*

se puede identificar con un ideal reticular en Lo (|v|).

DEMOSTRACION. Sea A una medida de control de Rybakov para v. Se ha
visto en 1.14 que L!'(v)* se puede identificar con un ideal reticular en L'(}).
Debemos probar que si g es una funcién de Lo.(|v]) que estd en L'(v)*, y se tiene
h en Loo(|v|) tal que |h| < |g| salvo en un conjunto de |v|-medida cero, entonces
h estd en L'(v)*. Como A y |v| tienen los mismos conjuntos de medida nula, se
deduce que, por una parte |h| < |g| salvo en un conjunto de A-medida cero, y

por otra se tienen, en este caso de variacion acotada, las siguientes inyecciones
LY(v)* — Loo(|v]) — L'(N).

Por lo tanto h estd en L'(v)*. Q.E.D.

En Lo (|v]) los ideales algebraicos y los reticulares coinciden, luego de la

proposicidn anterior se sigue que L'(v)* es un ideal algebraico en Loo(|v|).
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Por la Proposicién 3.1 sabemos que el que L!'(v) sea un AL-espacio es
equivalente a que la inclusién natural de L'(|v]) en L'(v) sea sobreyectiva y por
tanto equivale a que su dual se pueda identificar, de la forma antes expuesta,
con Loo(|v)). Esto ocurre cuando y sélo cuando LY(v)* es cerrado en Loo(|v]).
Ahora bien, al ser, en virtud de la Proposicién anterior, L!() * un ideal reticular
en Lo (|v|), coincidird con todo el espacio si y sélo si existe algin elemento de
LY(v)* que domine a una funcidn constante. Esta idea es la que se formaliza en

la discusion que sigue a continuacidn.

Sea u una medida finita sobre (©,¥). Lo (i) es un algebra de Banach.
Sea A el conjunto de los funcionales lineales y multiplicativos (caracteres) sobre
Lo(p). Dotado de la topologia inducida o(Ls,, L') es un espacio topolégico
compacto Hausdorff. Consideremos la transformada de Gelfand definida de la

siguiente forma:

f€Lo(p) — feC(A)

definida por
seEA— f(s)=s(f)eR.

Del Teorema de Gelfand se que deduce la aplicacion anterior es un isomorfismo

de algebras que respeta el orden y conserva la norma.

El siguiente Lema describe la accién de un cardcter sobre una funcién. A pe-
sar de ser conocido se incluye la demostracién al no haberse encontrado ninguna
referencia precisa. Sea p~1(0) la familia de los conjuntos medibles con medida

cero. Consideremos la o—4lgebra cociente ©/u71(0).

Lema 3.10. Sea s un cardcter sobre L,.(§2, X, i), entonces existe un ultrafiltro

Uen Z/u1(0) tal que

o Jafdp
)=k

para toda f € Lo(2, 3, ). Reciprocamente, para todo ultrafiltro en &/~ 1(0)

la expresion anterior define un cardcter sobre Loo (2,5, 1) .
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DEMOSTRACION. Sea U un ultrafiltro en ©/p~(0). Para simplicar nota-
ciones identificaremos conjuntos medibles con su clase de equivalencia en la o—

dlgebra cociente. Sea la aplicacién s definida en el enunciado. Sea f en L'(v).

‘/Afdu

se tiene que la red (u(A)7!- [, fdpu )Aeu esta acotada y por tanto existe el limite

Como

SN flloo - (A)

segun el ultrafiltro /. Luego s estd bien definida. La linealidad de la integracion
y del limite garantizan la linealidad de s. La acotacidén anterior prueba asimismo
que s es un funcional acotado en Loo(§2, 2, ). Veamos que es multiplicativo.
Sea B € U. Entonces

o mBOA) L u(BNA)
sp) = lm =T = B es A

De forma andloga se obtiene que si B ¢ U entonces s(xp) = 0. Sea ahora
f € LY(v). Se tiene, para B € U,

o Jaf xBdu
S(f‘XB)—EéI&_A"JCI)-_

_ i fA f "XB dlu
Aeu,AcB u(A)

= im fAfdM
 Aeu,AcB u(A)
e Jafdp
RECTRmeY
—s(f)-1

=s(f)-s(xB)

Andlogamente, para B ¢ U se obtiene s(f - xp) = 0 = s(f) - s(xp). Gracias a
la linealidad de s se deduce que es multiplicativa sobre las funciones simples. Al

ser densas las funciones simples, se deduce que s es multiplicativa.

Reciprocamente, sea s un cardcter. Sea la familia U = {4 € T/u~1(0) :

s(xa) = 1}. Esta bien definida puesto que s(0) = 0. Como para todo medible
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A se tiene que s(x4) = 0 6 1, se sigue que U es un ultrafiltro. Este ultrafiltro
define, como hemos probado, un caricter, que coincide con s sobre las funciones

caracteristicas luego sobre las simples y por tanto coincide con s. Q.E.D.

Consideremos ahora el espacio de medida (2, £, |v|). Definimos los siguientes

conjuntos en el espacio A de caracteres sobre Loo(|v|).

Definicién 3.11. Sea H el conjunto de caracteres que se anulan sobre L'(v)*.

Es decir, el conjunto de ceros de la imagen en C(A), por la transformada de

Gelfand, del ideal L'(v)*.

Dado z* en X* sea g,« la derivada de Radon—Nikodym, respecto de |v|, de
la medida escalar 2*v. Como se tiene que |z*v|(A) < ||z*| - |[v|(A) para todo

medible A, se deduce que ¢,+ estd en Lo(|v|). Por otra parte la aplicacién:
ferl) — [fdty = [ fow-dvle R

define un funcional lineal y continuo. Por tanto g, estd en L'(v)*.

Definiciéon 3.12. Sea 7 el ideal reticular generado por el conjunto {g,+ : * €
X*} en L(v)*.

Existe una correspondencia biyectiva entre el ideal 7 ahora definido y el que
aparece en el Teorema 1.23, puesto que las medidas A y |v| tienen los mismos

conjuntos de medida nula.

Definicién 3.13. Sea H* el conjunto de caracteres que se anulan sobre T.

Es decir, el conjunto de ceros de la imagen en C(A), por la transformada de

Gelfand, del ideal 7.
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La utilidad de las definiciones previas respecto del problema que estamos
estudiando queda de manifiesto en las proposiciones siguientes. Obviamente se
tiene H C H*.

Proposicion 3.14. Las siguientes condiciones son equivalentes:

a) L'(v) es orden isomorfo a un AL-espacio.

b) El conjunto H es vacio.

DEMOSTRACION. Si L'(v) es orden isomorfo a un AL-espacio entonces de
la Proposicién 3.1 se sigue que L'(v) es orden isomorfo a L(|v]) luego L'(v)*
es orden isomorfo a Lo (|v]) y por tanto H es vacio. Reciprocamente, si H es
vacio, se deduce que L'(1)* es denso en Lo, (|v|). Ahora bien L!(v)* es un ideal
(algebraico), luego su clausura en Lo (|v|) es también un ideal. Como un ideal
es propio si y sélo si lo es su clausura, de ser L!(v)* denso en Loo(|v|) se sigue

que L'(v)* es un ideal no propio, luego L!(v) * coincide con Loo(]v|). Por tanto

L'(v) es orden isomorfo a L(|v|). Q.E.D.

Proposicién 3.15. Las siguientes condiciones son equivalentes:

a) Existe una particién finita (A;)} y existen elementos z7, ...,z en X* tales
que la aplicacion identidad es un isomorfismo (que respeta el orden) entre
L'(v) y el espacio L'(p) donde p = 3| pi y cada medida p; es la restriccion

de la medida |z}v| a la traza de ¥ sobre el conjunto A;.

b) EI conjunto H* es vacio.

DEMOSTRACION. a) = b) De la Proposicién 3.1 se sigue que L'(|v|) es orden
isomorfo a través de la identidad a L'(u). Por lo tanto existe una constante

C > 0 tal que se tiene la desigualdad

v|j(4) < C - Z lziv|(AN A;) paratodo A € X, (6)
1
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de donde se deduce por integracion respecto de |v| que

n
Yo €O lastl xa, ect bl
1

Luego la unidad de Loo(|v|) estd en el ideal T y H* es vacio.

b) = a) Si H* es vacio tambien lo es H, luego L'(v) es un AL-espacio y
por la Proposicién 3.1 es isomorfo a L*(|v]). Por otra parte el ideal T es denso
en L (|v|) y por tanto, como se ha visto en la Proposicién anterior, 7 coincide
con Loo(|v|). Es decir Lo(]v]) es el ideal reticular generado por el conjunto

{gz+ : * € X*}. Luego existen z¥,...,z% en X* tales que

n
xe < Zlggg;[ e.c.t. |y
1

Veamos que existen conjuntos medibles disjuntos (A;)} con |v|(UA;) = [v|(Q) ¥y

una constante C' > 0 tales que

n
xe <C- Z |ges| - xa;, ect. |y
1

Sea B; = [|gz| < 1/n] para 1 <7 < n. Entonces se tiene N; B; tiene |v|-medida
nula. Luego sus complementos cubren todo €, salvo quizas, un conjunto de
medida nula. Sean A, = B; y A; = Bi\Ui_lBj siz > 1ysea C = n. Integrando
respecto de |v] en la desigualdad anterior se obtiene la desigualdad (6). Como
siempre se tiene la desigualdad

Z lziv|(ANA;) <max|z}| - |v|(4A) paratodo A € X,

1

se sigue que la identidad es un isomorfismo (que respeta el orden) de L'(v) en

LY(u), para la medida p de b). Q.E.D.

Se deduce por tanto que, en este caso, L'(v) es orden isomorfo al espacio

(D7 L (2w, 2], -
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La proposicion anterior permite dar una respuesta parcial al problema que
estamos estudiando. Para ello considérese la siguiente condicién sobre la medida

vectorial v: ¥ — X ;

v(A)
vi(4)

ogw{ ;(V[(A)¢0,Aez}. (L 3)

Se tiene entonces el siguiente resultado:

Teorema 3.16. Las condiciones siguientes son equivalentes:

a) L(v) es orden isomorfo a través de la identidad a LY, S, 1) donde la

medida ;1 es como en la Proposicion 3.15.

b) Existe una particion finita del espacio de medida (B;)% tal que la restriccion

de la medida v a cada conjunto B; cumple la condicion (L 3).

DEMOSTRACION. a) = b) Por hipétesis y usando las notaciones de la Propo-

sicion 3.15, existe una constante C' > 0 tal que
v|(A) < C- Z lefv|(AN A;) paratodo A € X.
1

Consideremos la descomposiciéon de Hahn de la medida v restringida al con-
junto A;. Existen medibles disjuntos A! y A? cuya unién es A; tales que
zfy(B) > 0 para todo medible B C A}, y 2¥v(B) < 0 para todo medible
B C A?. Entonces se tiene

v(A 1
:T:/T((A)) . > ol para todo medible A C Af7

paral <7 <nyk =12 Luego la restriccién de la medida v a cada conjunto

A¥ cumple la condicién (L 3). Como los conjuntos A; son disjuntos, también lo

son los conjuntos AF.
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b) = a) Sea v;, 1 < j < k, la restriccién de la medida v a B;. Como las

medidas v; tienen soportes disjuntos, se tiene

k
£l < DMl < E- YAl -

Luego el espacio L'(v) es orden isomorfo al espacio (EBIIC L'(v;)),. Es suficiente
probar el resultado para cada espacio L'(v;), luego podemos suponer, sin pérdida
de generalidad, que es la propia medida v la que verifica la condicién (L 3). En
virtud de la Proposicién 3.15 es suficiente probar que H* es vacio. Supongamos
que no; existiria entonces un caracter s € A tal que s(g,+) = 0 paratodoz* € X*.
Por el Lema 3.10 existe un ultrafiltro U en ©/|v|71(0) tal que, para cada z* € X*
0 = tim g Al 2tv(A)
Aeu  |v|(4) Aeu |v|(A)
Es decir, lared {v(A)/|v|(A) : A € U} tiende débilmente a cero, lo que contradice
nuestras hipétesis. Q.E.D.

El teorema anterior no resuelve completamente el problema. Es decir existen
medidas para las cuales L!(v) es un AL-espacio, luego tendriamos H vacio, pero
tales que L'(v) no viene dado por una cantidad finita de espacios de la forma

LY(|z*v|), es decir H* no es vacio. Esto se muestra en el ejemplo siguiente.

Ejemplo 3.17. Supongamos que existe una sucesién (f,,) en el espacio C[0,1]

cumpliendo las siguientes condiciones:

a) || fn|| = 1 para todo n,

b) 0 pertenece a la clausura débil de {f, : n € N},

¢) existen ¢ > 0, € C[0,1]",||p]| = 1 tales que u(|fr|) > € para todo n.
Consideremos entonces la siguiente medida

AeP(N)— v(4)= 3 ~21—nfn e C01),.
ncA
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Al estar definida por una serie absolutamente convergente, es numerablemente
aditiva y tiene variacién acotada. Veamos que L!(v) es orden isomorfo a un
AL-espacio. En virtud del Teorema 3.8 es suficiente comprobar que se cumple
la condicién (L 2). Consideremos una combinacién convexa de las funciones
|[fal = [v(n)]/[v(n)]l, entonces

15" anifal

Luego L'(v) es un AL-espacio. Por otra parte, sea (B;)¥ una particién de N.

- > N(Z an|fn|) 2 €.

Se tiene

’q . k
Oe{fn:neN}debﬂcU%{!Z—l(%:Ach},

luego no se puede cumplir la condicién b) del Teorema 3.16, y por tanto L'(v)

no viene dado por una cantidad finita de espacios de la forma L1 (jz*v|).

La existencia de una sucesién de funciones continuas en el intervalo [0,1]
cumpliendo las condiciones requeridas se sigue del siguiente resultado, que, si
bien debe ser conocido, probamos a continuacién, al no haberse hallado ninguna

referencia concreta.

Lemma 3.18. Consideremos el espacio de funciones continuas sobre el inter-
valo [0,1] dotado de la norma del supremo. La aplicacién que a cada funcién le

asocia su modulo

feClo,1]— [fl e C[0,1]

no es débil a débil continua en el origen.

DEMOSTRACION. Probaremos que existe un entorno débil del origen W tal
que, para todo entorno basico del origen O, existe una funcién f en O cuyo

médulo no estd en W. Sea m la medida de Lebesgue en el intervalo [0,1] y sea
W= {g € C[0,1]:| [ g dn| < 1/2}, es un entorno débil del origen.
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Consideremos un entorno bésico arbitrario del origen

/9 dpi

donde 1, ..., pr estan en C[0,1]* y 0 < ¢ < 1. Cada medida p; es una medida

Oz{gecmuz

<5,1§i_<_k},

de Radon sobre M|0,1], oc—algebra de los medibles Lebesgue en [0,1}, luego se

puede expresar de la forma
oo
i =T + Zaij6x;j7
i=1

donde 7; es no atémica y (z,;) son puntos del intervalo [0,1] donde la medida
toma el valor a;;. Sea B = U, ;j{z;;}, al ser numerable se tiene m(B) = 0.

Consideremos la medida
Ae M[0,1] — r(A) = (r(4),...,m(A)) € RF.

Al ser una medida no atémica valorada en un espacio de dimensién finita, por el
Teorema de Liapunov se deduce que su rango es convexo. Existe por tanto un

medible A € M[0,1] tal que

1 ,
r(4) = £ #(0.1))
Se sigue que 7;(A) = 7;(AS) para todo 1 < i < k. Seala funcién f = (x4 — x4<)-

xBe. Se tiene [ f du; = 0 para todo 1.

Sea la medida p = m + |puq| + -+ + |pk|. Como f es medible existe, por el
Teorema de Lusin, un compacto K en [0,1] tal que la restriccion de f a K es
continua y u(K°) < /2. Sea g una funcién continua en [0,1] que coincida con

f en K y de médulo menor o igual que uno. Entonces, para cada 1 < ¢ < k se

ol fo-

SAKU—Mﬂml
<2 p(K°)

tiene

<€
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Luego ¢ pertenece al entorno O. Por otra parte

/}gldmz/Iﬂ’lg!dm:/K}f]dm:1—m(K°)>1—5/2>1/2.

Luego |g] no estd en W. Q.E.D.

El Lema anterior muestra que el cero es débilmente adherente al conjunto
de funciones de C[0,1] de norma uno y para las cuales [ |f|dm > 1/2. Como
C|0, 1] es separable, es también separable para la topologia débil, luego existe una

sucesién (f,) débilmente densa en dicho conjunto, que es la sucesién buscada.

Q.ED.

Es de resaltar que la aplicacion f € C[0,1] — |f| € C[0,1] es débil a débil
secuencialmente continua, por lo que el ejemplo anterior no se puede construir a

partir de una sucesién débilmente nula en C|0, 1].

Completamos el capitulo viendo que la coincidencia de los conjuntos H y H*
estd relacionada con la caracterizacién de la convergencia débil en L!(v) vista

en el Teorema 1.23.

Proposicién 3.19. Sean las siguientes condiciones:

a) En L'(v) la convergencia débil de redes acotadas estd caracterizada por la
convergencia débil (en X ) de las integrales sobre conjuntos arbitrarios, es

decir, si sup, || fol|ls, < +oo entonces

fo>fenL'(v) < /fadyg/fdv en X para cada A € ¥.
A A

b) Los conjuntos H y H* coinciden.

Entonces a) implica b).
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DEMOSTRACION. Tenemos que probar que H* C H. Sea s en H*. Est4 dado
por un ultrafiltro ¢/ en ¥/|v|71(0). Consideremos la red {fa4 = xa/|v|(4) : A €
U}. Esta acotada puesto que ||fall, = [[v||(4)/|v|(A) < 1.

Sea B € U, entonces

. . f hxt d'l/‘
1 * ANB
i [ fadety = i 0B
[, hae it
Aeu,ACB  |v|(A)
ho»d
= lim L*;__M
Aeu  |v|(A)
:S(hx*) = 0,

puesto que s € H*. Para B ¢ U se obtiene también que la integral tiende a cero
puesto que a partir de un cierto indice la red es nula. Luego la red (f4)u tiene
la propiedad de que las integrales sobre conjuntos arbitrarios tienden débilmente
a cero. Por a) se deduce que (f4) es débilmente nula. Luego para cada h en

LY(v)* se tiene

) = lim 14 hd'”‘ lim (h, fa) = 0
Luego s(h) = 0, y por tanto s estd en H. Q.E.D.

El siguiente ejemplo exhibe la situacién en que L*(¥) no es un AL—espacio
y el ideal 7 no es denso en L!(v)*, ver Teorema 1.23. Es decir, se cumple ) # H
y H # H*.

Ejemplo 3.20. Sea v la medida del Ejemplo 3.17. Entonces L'(v) es un
AL-espacio, pero H* # (. Sea 1 < p < +o0 y sea (a,) una sucesién positiva y

sumable. Consideremos la medida

A€P(N) — p(A) = > anen €07,
ncA
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donde (e, ) es la base canénica de €P. Tiene variacién acotada. De la Proposicion
1.22 se sigue que L}(i) = P y que el operador integracién es la identidad. Luego
para esta medida H # § y H = H*. La medida obtenida como suma directa de
las medidas v y u, ver 1.13, genera un espacio para el cual §) # H # H*.
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CAPITULO 4: Operadores con valores en L'(v).

Estudiamos en este capitulo los operadores lineales y continuos definidos en
un espacio de Banach arbitrario y con valores en el espacio L'(v). El estudio
se realizara a través de una técnica ya clasica, que se remonta al estudio, por
Bartle, Dunford y Schwartz, de los operadores definidos sobre espacios de fun-
ciones continuas [B-D-S]. La idea es asociar a cada operador, en las condiciones
anteriores, una medida vectorial y estudiar las propiedades del operador a través

de las propiedades de la medida asociada.

Sea v: X — X una medida vectorial y sea L!(v) el espacio de funciones
integrables respecto de v. Sea Y un espacio de Banach. Denotaremos por L£(Y, X)
el espacio de los operadores lineales y continuos definidos en Y y con valores en

X. Consideremos un operador lineal y continuo:
TY — Ll( V).
A continuacién definimos la medida asociada a T

Definicién 4.1. Sea T:Y — L'(v) un operador lineal y continuo. Sea T Ia

siguiente funcién de conjuntos asociada al operador T':
Ae X — T(A) e LV,X),

donde se define T(A) de la siguiente forma

yEYHT(A)yI/TdeEX.
A
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Proposicién 4.2. T es una medida vectorial acotada finitamente aditiva, que
es numerablemente aditiva cuando se considera en L(Y, X) la topologia fuerte de

operadores.

DEMOSTRACION. Sea A € Y. T(A) es un operador de Y en X. Como el
operador T es lineal y también lo es la integracién respecto de v, se deduce que

f(A) es lineal. Veamos que es acotado:
IT(Ayll =1 LTy dv|| < || Tyll, < 1Tl -yl

Luego T(A) es acotado y por tanto T est4 bien definida. T es finitamente aditiva

al serlo la integracién respecto de v. De la ecuacién anterior se deduce que
IT(A)|| < |T|| para todo A € .

Luego T es acotada. Sea (A;)$° una particién y sea y € Y fijo. Consideremos
la medida con densidad Ty € L'(v) respecto de v. Es numerablemente aditiva.

Entonces
T(|J Ay :/ Tydy = Z/ Tydv = T(Ay.
i Ui A i JA i

Por lo tanto T es numerablemente aditiva respecto de la topologia fuerte de
operadores. Q.E.D.

El siguiente ejemplo sencillo muestra que la aditividad de la medida T no
puede ser mejorada, es decir, no es cierto, en general, que la medida T sea

numerablemente aditiva cuando se considera la topologia uniforme en L(Y, X).

Ejemplo 4.3. Consideremos la medida (vectorial) de Lebesgue restringida al

intervalo [0,1], m: M[0,1] — R. El espacio de funciones integrables respecto
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de m en el sentido de la Definicién 1.1 coincide con el espacio L![0,1]. Sea el

espacio Y = L'[0,1] y sea el operador identidad
feL0,1)— Tf = f € L'[0,1].

La medida T toma valores en el espacio L,[0,1] y estd definida de la siguiente

forma, para cada A € &
T(A)f = [ Fim=(f.xa
A

para cada f € L'[0,1]. Luego T(A) se puede identificar con x4 € Loo[0,1]. Por
tanto la medida T no es numerablemente aditiva en la topologia uniforme, puesto

que ||xallc = 1 para todo A € ¥ con m(4) > 0.

Nota 4.4. Serd de utilidad posterior la siguiente expresién equivalente de la

semivariacion de la medida 7"

1/2- suap [Ty - xall, <[T[(A) <2- sup [Ty - xallv-
yEBy yEBy

Para probar esta expresién basta considerar las expresiones equivalentes para la

semivariacién, ||| |||, y para la norma en L'(v), ||| |||v , ver 1.5. Sélo probaremos

una de las desigualdades

IT)(A) <2-sup{||T(B)||: B C A} =2 sup sup || [ Tydv|
BCAy€EBy B

=2- sup sup || Ty-xadv|| <2 sup [Ty - xallv.
yEBy BeX B yEBy

Buscamos una caracterizacion de los operadores cuya medida asociada es nu-
merablemente aditiva en la topologia uniforme de operadores. Ver Preliminares

para la definicién de conjunto L-débilmente compacto.
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Teorema 4.5. Sea T:Y — L(v) un operador y sea T:v — LY, X) Ia

medida asociada. Las siguientes condiciones son equivalentes:

a) El operador T es L—débilmente compacto.

b) La medida T es numerablemente aditiva en la topologia uniforme de opera-

dores.

c) La medida T es fuertemente aditiva en la topologia uniforme de operadores.

DEMOSTRACION. a) = b) Sabemos que en L!(v), al ser un reticulo de Ba-
nach orden continuo, los conjuntos L-débilmente compactos coinciden con los
conjuntos equi-integrables. Luego T(By ) es equi-integrable. Sea A una medida
de control de Rybakov de v. Entonces para cada € > 0 existe un § > 0 tal
que si A € £y AMA) < § se tiene ||Ty - xalls < € para todo y € By. Como
IT(A)y|l < | Ty xall, sesigue que si A(A) < 6 entonces IT(A)|| < e y se deduce,

por tanto, b) al ser A numerablemente aditiva.

b) < ¢) Es un hecho general, ya que la medida es numerablemente aditiva
en la topologia fuerte de operadores que es una topologia de Hausdorff menos

fina.

¢) = a) Supongamos que T no es L-débilmente compacto. Entonces existe
una sucesién (g, ) en L'(v) de funciones positivas disjuntas dos a dos y tales
que para cada n existe y, € By tal que 0 < g, < |Ty,|, pero (g,) no converge
a cero en L!'(v). Podemos suponer por tanto que ||gn|l, > ¢ > 0 para todo n
y clerto € > 0. Sea A, = {w € Q : gp(w) > 0}. Son conjuntos medibles que
podemos suponer disjuntos dos a dos. Entonces, usando la expresion equivalente

dada para la semivariaciéon de la medida T

2-|TN(An) 2 I Tyn - xa,llv 2 llgnlls 2 &,

para todo n. Luego T no es fuertemente aditiva (ver [D-U, Corollary 1.1.18]).
Q.E.D.
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Para caracterizar los operadores cuya medida asociada tiene variacién aco-
tada hay que considerar una clase mas restrictiva de operadores. Recordamos
que un operador definido en un espacio de Banach y con valores en un reticulo
de Banach se dice orden acotado si transforma conjuntos acotados en norma en

conjuntos acotados respecto del orden.

A partir de este momento se utilizara la condicion de o—finitud de la varia-

cién. A pesar de ser una restriccién, recordamos que es equivalente a que |v| sea
localizable, 1.13.

Teorema 4.6. Sea v una medida con variacidn o—finita. Sea T:Y —— L'(v)
un operador y T:Y — L(Y,X) la medida asociada. Las siguientes condiciones

son equivalentes:

a) La medida T tiene variacién acotada.

b) El operador T se puede factorizar de la forma siguiente: T = 1 0 .S donde
i:L'(Jv|) — LY(v) es la inclusién natural y S:Y — L'(|v|) es un ope-

rador orden acotado.

En estas condiciones, ademads, el operador T es integral.

DEMOSTRACION. a) = b) La medida T tiene variacién acotada luego es
fuertemente aditiva. Del teorema anterior se sigue que es numerablemente aditiva
en la topologia uniforme de operadores Sea y € Y, consideremos la medida de
densidad Ty respecto de v. Sea (A;) una particién de un conjunto A € X.

Entonces

> HA Tydv| = IIT(A)yll < D ITADI - llyll < ITIA) -yl (1)
Se deduce que la medida con densidad T'y respecto de v tiene variacién acotada
y por tanto del Teorema 1.12 se deduce que T'y estd en L'(|v|). Luego T(Y") estd
en L'(|v|). De la desigualdad (1) y del Teorema 1.12 se deduce también que,
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para todo A € X, se tiene

[l di) < (7)ol e
Consideremos A = Q. Entonces de (2) se sigue que
1Tyl opy < 1T1R) - llyll,

Luego el operador T factoriza a través de L'(|v|).

La medida T tiene variacién acotada luego es fuertemente aditiva y por
tanto es numerablemente aditiva. Al ser absolutamente continua respecto de |v|,
que es o—finita, se sigue del Teorema de Radon—Nikodym que existe una funcién
g € L(Jv]) tal que

IT|(A) = / gdlv|  paratodo A€ . (3)
A
Sea y € By, se deduce de la desigualdad (2) y de la igualdad (3) que
/ |Ty| d|v] < |T|(A) = / gdlyv|  paratodo A€ 3.
A A

Luego |Ty| < ¢ en casi todo respecto de |v| y para todo y € By.

Por lo tanto, el operador S:Y — L(]v|) definido por Sy = T'y esta bien

definido, es lineal, continuo y orden acotado.

b) = a) Como S(By) es orden acotado en L'(|v]), existe una funcién g €
L'(Jv|) tal que |Sy| < ¢ para todo y € By. Luego, paray € By y A € ¥ se

tiene

IIT(A)yII:H/ATdeIIS/AITyIdIVl=/AISy|dIV|S/AngVi-

Tomando supremo en y € By se sigue que || T(A)|| < f4 9dlv]. Luego la medida

T tiene variacion acotada.
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Un teorema de Grothendieck caracteriza los operadores integrales T:Y —
L'(p) , para p una medida positiva, como aquéllos que son orden acotados (ver
[D-U, p. 258]). Por lo tanto la condicién b) implica que S es integral y, al

formar los operadores integrales un ideal de operadores, se sigue que T es integral.

Q.E.D.

:Bajo qué condiciones todo operador integral tendra medida asociada con
variacién acotada? La Proposicién siguiente muestra que el hecho de que todo
operador de rango unidimensional (luego integral) factorice a través de L'(|v|)

caracteriza a los AL—espacios (ver Proposicién 3.1).

Proposicién 4.7. Sea v una medida con variacion o-finita. Supongamos que
existe un espacio de Banach Y # {0} tal que todo operador de rango unidimen-
sional T:Y — L'(v) factoriza a través de L'(|v|). Entonces L'(v) es orden

isomorfo a L*(|v|).

DEMOSTRACION. Sea f € LY(v) e y* € Y*, no nulo. Consideremos el
operador T:Y — LY(v) , de rango unidimensional, definido por Ty = y*(y) - f.
Entonces por hipétesis T factoriza a través de L(|v|). Luego f € L*(|v]). Se
sigue que la inclusién natural de L'({v|) en L*(v) es sobreyectiva y por tanto es

un isomorfismo que conserva el orden. Q.E.D.

Consideramos ahora el problema de hallar condiciones que garanticen que
la medida T:5 — L(Y,X), asociada a un operador T:Y — L'(v), tiene
una derivada de Radon—Nikodym respecto de la medida |v|. Es decir, existe una
funcién F:Q — L(Y,X) Bochner integrable respecto de |v| tal que T(A) =
J4 F(w)d|v|(w) para todo A € Z.
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Teorema 4.8. Sea v una medida con variacion o—finita. Sea T:Y — L'(v)
un operador y T:% — L(Y,X) la medida asociada. Consideremos las siguientes

condiciones:

a) La medida T tiene derivada Bochner integrable respecto de su variacion.

b) El operador T se puede factorizar de la forma siguiente: T = 1 0 .S donde
i: LY(|v|) — LY(v) es la inclusién natural y S:Y — L'(|v|) es un ope-

rador nuclear.

¢) El operador T es nuclear.

Entonces a) implica b) y b) implica c).

DEMOSTRACION. a) = b) Sea F:Q — £(Y,X) una funcién integrable
Bochner respecto de |v| tal que T(A) = f, F(w)dv|(w) para todo A € L. La
medida T tiene variacién acotada y por lo tanto, por el Teorema 4.6, el operador
T factoriza a través del espacio L!(|v|) de la forma T = ¢ 0 .S donde S5:Y —
LY(|v|) es un operador orden acotado. Un teorema de Grothendieck caracteriza
los operadores nucleares con valores en L!(11) , para una medida positiva p, como
aquéllos que son orden acotados y para los cuales la imagen de la bola unidad
es equimedible (ver [D-U, p. 258]). Un conjunto K en L'(u) es equimedible si
para todo € > 0 existe un conjunto A con u(A) < ¢ tal que {f-xq\a:f € K} es

relativamente compacto en Lo, (). Tenemos que probar esto dltimo para S(By ).

Sea z* € Bx+« tal que la medida A\ = |z*v| sea una medida de control para

v. Seay € By y A € ¥. Por una parte

(e Fa) = (o, [ Flowdbl)) = [ @ P avie)

y por otra

(z*, T(A)y) = <:t*,/ASyd1/> = /ASy(w)dac*zx(w).
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Se sigue que
[ s dstuw) = [ (@ Flo) divl(e)
A A

Como la medida |v| es o—finita y absolutamente continua respecto de A existe una
funcién h localmente integrable respecto de A tal que |v|(4) = [, hd) (ambos

miembros infinitos en caso de serlo uno de ellos). Entonces se tiene

/ Sy(w) da*v(w) = / (2%, F(w)y)h(w) dA(w). (@)
A A

Considerando la descomposicién de Hahn de la medida z*v, podemos hallar

una funcién ¢ medible y con |g| = 1 tal que la ecuacién (4) se puede expresar
/ Sy(w) dMw) = /(:v*, F(w)y)h(w)g(w) dA(w).
A A

Sea la funcién F' = h-¢ - F. Se tiene entonces que F' € L*(\, L(Y, X)) y

/Sy(w) d\(w) = /(x*,F'(w)y) dA\(w).
A A

Como lo anterior se cumple para todo A € ¥ se deduce que Sy(w) = (z*, F'(w)y)

en casi todo respecto de A, para cada y € By.

Supongamos que F' es una funcién simple, es decir F'(w) = > 7 Ti - x4, (w),
para T; € L(Y, X). Entonces Sy(w) = Y [ (z*,Tiy) - xa,(w) para cada y € By.
Por lo tanto el conjunto {Sy : y € By} estd incluido dentro del conjunto de
combinaciones lineales de las funciones {x4, : 1 < ¢ < n} con coeficientes
acotados |(z*, Tyy)| < || T3]l (pues ||yl < 1y |lz*|| € 1). Luego S(By) es un

compacto en Lo.(A).

En el caso general, sea GG, una sucesién de funciones simples que converge
en casi todo respecto de A a F'. Por el Teorema de Egoroff dado ¢ > 0 podemos

hallar A € ¥ con A(A) < ¢ tal que en Q \ A la convergencia es uniforme. Por



108

lo tanto dado § > 0 podemos hallar n tal que ||[F'(w) — Go(w)|lz(v,x) < 6 para
todow € Q\ A. Como ||z*|| £ 1, para cada y € By se tiene

z*, F'(w)y) — (2%, Gu(w)y)| < 6 para todo w € Q\ A.

Ahora bien, se ha visto que Sy(w) = (z*, F'(w)y) en casi todo respecto de A,

para cada y € By. Se deduce entonces que
|Sy(w) — (%, Gr(w)y)| < 6 para casi todo w € Q\ A.

Luego ||Sy - xa\a — (¢*, Gny) - Xa\allo < 6 para cada y € By .

Sea Spy = (2*,Gny) - xa\4 para cada y € Y. Como G, es una funcién
simple, segiin se ha visto para F' simple, el conjunto Sp(By) = {{z*, Gny) Xa\4 :
y € By} es compacto en L, (A). Luego para todo 6 > 0 existe un compacto que
dista menos de § del conjunto {Sy - xq\a : ¥ € By}. Se sigue que este ultimo es

relativamente compacto en Loo(A).

Este procedimiento se puede realizar para todo ¢ > 0, luego S(By) es
equimedible en L'()\). Como las medidas A y |v| tienen los mismos conjun-
tos de medida nula, se sigue que S(By) es equimedible en L!(|v]) y por tanto el

operador S es nuclear.

b) = ¢) Se sigue al formar los operadores nucleares un ideal de operadores.

Q.E.D.

La Proposicién 4.7 muestra que una condicién menos restrictiva que el que
se cumpla c) = b) en el Teorema anterior para todo operador con valores en

LY(v), implica que el espacio L'(v) es un AL-espacio.

La posibilidad de que se cumpla la implicacién reciproca restante en el Teo-

rema 4.8 estd asociada a la existencia de una derivada fuertemente medible (limite
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puntual en casi todo respecto de || de una sucesién de funciones simples) y Pet-
tis integrable de la medida v respecto de su variacién, como muestra el teorema

sigulente.

Teorema 4.9. Sea v una medida con variacion o—finita. Se cumple:

1. Si la medida v tiene una densidad fuertemente medible y Pettis integrable
respecto de su variacidén, entonces todo operador T:Y — LY(v) que

cumpla la condicién b) del Teorema 4.8, cumple la condicién a).

2. Si existe un espacio de Banach Y # {0} tal que todo operador T:Y ——
LY(v) que cumpla la condicién b) del Teorema 4.8 cumple también la
condicidn a), entonces la medida v tiene una densidad fuertemente medi-

ble y Pettis integrable respecto de su variacion.

DEMOSTRACION. 1. Sea G:f) — X una funcién fuertemente medible y
Pettis integrable respecto de |v| tal que v(4) = [, G(w)d|v| para todo A € X.
Claramente ||G(w)|| = 1 en casi todo respecto de |v|. Para f € L'(v) y A € X,

se tiene

/ f(w) dv(w) = / F()G(w) djy|(w).
A A

Sea T:Y — L'(v) un operador que se puede factorizar de la forma T' =
1085 donde S:Y — L(|v]) es nuclear. El operador S se puede expresar de la

forma § = 3 y; ® f, donde y;; € Y™, fr € LY(|v]) v X llynll - [[fzll1 es finita.
Sea y € Y. Como la serie > y*(y)fn converge en L'(v), se tiene

Ty = [ sydv= [(Cutnfde =Y o) [ fudv

Luego se deduce que T(A) = > yr ® [, fndv, para todo A € I, siendo la

convergencia de la serie absoluta puesto que

> s @ /Afn vl < D llyall - falle < DNyl 1Fnla
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Consideremos la siguiente funcién
weENRr— F, =y, @ fnlw) Gw) € LY, X).

Como f, es medible y G es fuertemente medible se sigue que F), es fuertemente

medible. Es integrable respecto de |v| pues
/ | Fa(w)] div|(w) = / Ive ® falw) - G@)]| divl(w)
= [ 10 o)l G i)

= vzl / Ful dlv]
= 2l e

Definamos la funcién w € Q +—— F(w) = ) Fh(w) € L(Y,X). Estd bien
definida y es fuertemente medible. Ademds es integrable respecto de |v| puesto

que

JIFCaA@) < 3 [ IR ) = Sl 1l < +oo
Sea A € ¥, entonces
/A Flw)dplw) =3 /A Vo @ falw) - Glw) dlv|(w)
Yy A falw) - Glw) dlvl()
=S vie [ fav

= T(A).

Luego F' es Bochner integrable y es la derivada de Radon—-Nikodym de la medida
T respecto de |v].

2. Como |v| es o-finita, existe una particién (B,,) de Q tal que |v|(B,) < +o0

para todo n. Consideremos yg € Y de norma uno y un funcional y* € By- tal
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que y*(yo) = 1. Sea el operador y € Y > T,(y) = y*(y)xB, € L'(v) , es decir
T, = y* ® xB, - Se puede factorizar a través de L!(|v|) puesto que

/ITn(y)l dlv] = ly" ()| - [|(Ba) < [|(Bn) - llyll-

Definamos S,y = T,y € L'(Jv|). Entonces S,:Y — L(|v|) es nuclear y se
tiene la factorizacién T, = ¢ 0 S,,. Luego por hipdtesis la medida asociada T,

tiene una densidad Bochner integrable respecto de |v|. Esto es, existe una funcion

F, e L'(Jv], L(Y, X)) tal que

Tn(A):/AFn(w)dlyy(w) para todo A€ L.

Fijemos A € ¥. Entonces, por una parte se tiene la igualdad
To(A)yo = /A Fa(w)yo dlv|()
Por otra parte, de la definicién de T, se sigue que
To(A)yo = /ATnyo dv = /Ay*(yo) - xB, dv =v(ANBy,).
Se deduce por tanto que la medida v cumple
/408, = [ Fomodvi)

donde la funcién F,yq estd en L'(|v], X) y es nula fuera de B,,.

Sea z* € X*. Se tiene

le*v|(Q) = ) |2 v|(Bx) Z/I(w*,Fn(w)yo)ldIVI(w)-

Luego la serie > (2*, Fnyo) converge absolutamente en L'(|v|) y por tanto la
funcién > (z* ny0> estéd en L!(|v]). Esto ocurre para cada z* € X*, por lo

tanto la funmon fuertemente medible Y Fi,yo es escalarmente integrable.
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Sea Ac X ya*e X* entonces
(. [ (S Fm) i) = [ (" 3 Fuwho) divie)

= [ (St Fawiun)) divl(e)
=Y [t Fuwhun) divie)

=5 (=, [ Famdivlo))

= Z z*v(AN By,)
=z*v(A),

Luego se sigue que [, (3> Fy(w)ye) d|v|(w) = v(A) € X. Se deduce que la funcién
> FLyo es Pettis integrable. Por lo tanto v tiene una densidad que es fuertemente

medible y Pettis integrable respecto de su variacion. Q.E.D.

Veamos algunas aplicaciones de los resultados anteriores. El problema de
relacionar la existencia de un subespacio isomorfo a £, en el espacio L(Y, X)
con la coincidencia de £(Y, X) con algtn ideal de operadores de £(Y, X) ha sido

considerado por diversos autores (véase por ejemplo [K], [To]).

Teorema 4.10. Sea E un reticulo de Banach orden continuo y con unidad
débil y sea Y un espacio de Banach. Si L(Y,X) no contiene ningiin subespacio

isomorfo a £, entonces todo operador de Y en E es L-débilmente compacto.

DEMOSTRACION. Como E es un reticulo de Banach orden continuo con
unidad débil, por el Teorema 1.15 sabemos que existe una medida vectorial v
con valores en F tal que E = LY(v). Sea T:Y — E = L'(v) un operador
lineal y continuo. La medida asociada T es acotada y toma valores en £(Y, E).
Como este espacio no contiene un subespacio isomorfo a £, se deduce de un Teo-

rema de Diestel y Faires [D-U, Theorem 1.4.2] que la medida T es fuertemente



113

aditiva, y por tanto del Teorema 4.5 se sigue que el operador T es L—débilmente
compacto. Q.E.D.

El reciproco del resultado anterior no es cierto como muestra el ejemplo

siguiente.

Ejemplo 4.11. Sea E = L'[0,1] e Y = ¢2. Todo operador de ¢? en L'[0,1] es
débilmente compacto. En L'[0,1] los conjuntos relativamente débilmente com-
pactos y los L—débil compactos coinciden, gracias al Teorema de Dunford-Pettis.
Luego todo operador de ¢? en L![0,1] es L—débilmente compacto. Por otra
parte el espacio L'[0,1] contiene un subespacio isomorfo a ¢2, luego el espacio
L(¢%, L'[0, 1]) contiene un subespacio isomorfo al espacio L£(£%,£?) y éste contiene

a su vez un subespacio isomorfo a £.

En [K, Theorem 6] se prueba, entre otros resultados, que la equivalencia entre
las condiciones “todo operador de E en F es compacto”y “L(E, F) no contiene
una copia de {..”se da cuando F es un espacio de Banach arbitrario y E es
un espacio de Banach con una descomposicién incondicional y finitodimensional
de la identidad. Nosotros probamos un resultado similar sin restricciones en el
espacio de partida y cuando el espacio de llegada es un reticulo de Banach orden

continuo y atémico, ver Preliminares.

Teorema 4.12. Sea F un reticulo de Banach orden continuo atémico y sea Y

un espacio de Banach. Las condiciones siguientes son equivalentes:

a) Todo operador de Y en F' es compacto.

b) L(Y,F) no contiene un subespacio isomorfo a {o.

DEMOSTRACION. a)=> b) Es un hecho general, independiente de los espacios
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Y y F, que esta probado, aunque no explicitamente formulado, en [K, Theorem

6).

b) = a) Consideremos en primer lugar el caso de que el reticulo de Banach F
tenga unidad débil. En este caso por el Teorema 4.10 todo operador T:Y —— F
es L—-débilmente compacto. Sabemos que en los reticulos de Banach atémicos los
conjuntos L—débilmente compactos y los relativamente compactos coinciden, ver
Preliminares. Se deduce que los operadores L-débilmente compactos coinciden

con los operadores compactos. Luego todo operador es compacto.

En el caso general, supongamos que existe un operador T:Y — F' que no
es compacto. Existe entonces una sucesién (z,) en T(By ) y existe un ¢ > 0 tales

que ||z, — || > ¢ paran # m.

Sea (z,) la familia de 4tomos de F' y denotemos por P, la proyeccién
asociada a z, (ver [L-T II, p. 8]). Como F es orden continuo, cada elemento z
de F es disjunto de los 4tomos de F salvo a lo mas de una cantidad numerable.
Esto se sigue del hecho de que para cada & > 0 existe a lo mas una cantidad finita
de dtomos z,, tales que ||P,_(z)|| > e. Supongamos que no. Existe entoncese > 0
y una sucesién infinita de dtomos (z;) tales que ||P,,(z)|| > €. Sea la sucesién
ht = Pap{z,..,z}(¢). Es creciente, acotada respecto del orden por |z| pero no
es convergente puesto que ||hr — hk—1| = || P ()| = €. Esto contradice la orden
continuidad de F.

Luego existe una familia numerable de 4tomos tal que todo z, es disjunto de
los 4tomos fuera de dicha familia. Sea Z el espacio generado en F por esta familia
de 4tomos. Al ser Z una banda en el reticulo de Banach F, est4 complementado
a través de una proyeccién de norma uno P: F — Z, cumpliéndose ||P(z,) —
P(zp)|| = llzn — 2m || = € para todo n # m. Entonces el operador P o T es un

operador no compacto de Y en Z.
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Como L(Y, Z) esté isométricamente sumergido en L£(Y, F'), por hipdtesis se
deduce que L(Y,Z) no contiene ningin subespacio isomorfo a £,. Ahora bien,
Z es un reticulo de Banach orden continuo, atémico y con unidad débil (al ser
separable). Se sigue, como se ha visto anteriormente, que todo operador de ¥ en

Z es compacto. Esta contradiccidn prueba el resultado. Q.E.D.
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