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Introduccion

Aunque pueda parecer una paradoja,
las ciencias exactas estdn dominadas
por la idea de la aproximacion.

B. Russell

El presente trabajo esta enmarcado dentro de la teoria de la aproximacion, los po-
linomios ortogonales, los llamados aproximantes de Padé y de Hermite-Padé para una
funcién analitica o varias, asi como la teoria de operadores, las fracciones continuas,
entre otros, que sustentan las ideas y los métodos aqui empleados.

La teoria de la aproximacién racional tuvo sus origenes en los trabajos clasicos de
P. Chébyshev, A. Markov y T. Stieltjes. Este tltimo, en su articulo “Recherches sur
les Fractions Continues” (1894-1895), sienta las bases de una teorfa integral como
marco general para tratar los polinomios ortogonales con respecto a una medida
(aunque no usara los términos ortogonal ni medida), surgiendo asi el concepto que
actualmente conocemos como integral de Riemann-Stieltjes. Alli formula por primera
vez el siguiente problema que denominé de momentos: Dada una sucesién arbitraria
de niimeros reales positivos (¢ )r>0, hallar una funcién no decreciente 1 (x) en [0, +00)
tal que

cr = /xkdw(x), k=0,1,2...

A ¢, se le llama momento k-ésimo de ¢ (z). El problema de momentos se dice deter-
minado si la solucién existe y es tnica.

La terminologia “problema de momentos” fue tomada por Stieltjes de la Mecanica.
Si consideramos di(x) como una masa distribuida sobre [z, z + dx] de forma tal que
fozodz/;(t) representa la masa distr'ibuida sobre ell segmento [0, x] ent?gces [ wdy(z) y
fo x*dip(x) representan respectivamente el primer momento (estatico) y el segundo
momento (momento de inercia) con respecto a 0, de la masa total [ di(z) distri-
buida sobre el semieje real positivo.

El problema de momentos recibié posteriormente un tratamiento sistematico, con
planteamientos que van desde la variable compleja a la teorfa de operadores, en las
obras de H. Hamburguer, R. Nevanlinna, M. Riesz, F. Hausdorff, T. Carleman y M.
Stone. En general, se distinguen tres casos clasicos para el problema de encontrar



Introduccion il

una medida p dada su sucesién de momentos cp = kad,u(x) , k=20,1,2...; en
dependencia del soporte sop i1 de la medida. Estos casos son los siguientes:

1) Problema de momentos de Hausdorff, sop p = [0, 1].
2) Problema de momentos de Stieltjes , sop p = [0, 00).
3) Problema de momentos de Hamburguer, sop u = (—o0, 00).

De las tres partes en las cuales esta dividida la memoria, que son esencialmente
independientes aunque también vinculadas entre si, el tema tratado en la primera
parte guarda estrecha relaciéon con el problema de momentos de Hamburguer. En
efecto, para una sucesién de nimeros reales (cx)r>0 tal que para todo k € N, la forma

cuadratica
k

Z Citj T35, Zj € R, Z,j S N,

4,j=0
sea definida positiva, existe al menos una medida p, con soporte en el eje real, tal
que su momento de orden k coincida con ¢ para cualquier k € N. Para esta medida,
existe una tnica sucesién de polinomios (py(z))n>0, con coeficiente lider positivo, que
satisface las relaciones de ortogonalidad

0 n#Em
oot <o ={ 17"
n — FPn t
Consideremos también los polinomios ¢, (z) := /p (x; _f ( )du(t), n € N. Los

polinomios (pn)n>0 ¥ (gn)n>0 se caracterizan por satisfacer la relacién de recurrencia

a/n+1yn+1(x> + bnyn<x) + anyn—l(l‘) = xyn($)7 n = Oa 11 27 sy (1)

donde a, = [ ap,_1(z)pn(z)du(z) # 0y b, = [ ap?(x)du(x), aunque con diferentes
condiciones iniciales. A partir de estos coeficientes se definen las matrices tridiagonales
infinitas, conocidas como matrices de Jacobi

bo al 0
al bl an

0 a2 bg [N . (2)

Estas matrices definen los llamados operadores de Jacobi en el espacio de Hilbert £2,
formado por las sucesiones complejas tales que las series de sus cuadrados convergen
absolutamente.

ii



Introduccion iii

La determinacion del problema de momentos de Hamburguer, es decir, la unicidad
de la medida pu, equivale a que sea autoadjunto el operador de Jacobi. Cuando esto
sucede, se dice también que estamos en presencia del caso determinado para la matriz
(2), lo cual equivale a su vez a la divergencia de al menos una de las series

Do Y a0 (3)
n=0 n=0

El caso indeterminado se tiene entonces cuando ambas series en (3) son convergentes.

Si ahora partimos de una matriz de Jacobi donde sus coeficientes son tales que
an € C\ {0} y b, € C, la nocién de determinacién cambia sustancialmente, es decir,
esta se define por analogia con el caso real a partir de la divergencia de al menos
una de las series en (3), donde los polinomios (p,(2))n>0 ¥ (¢n(2))n>0 estan dados de
igual modo por la recurrencia (1) con las condiciones iniciales

{pl(Z) = 0, polz) = 1,

w(z) = 0, q(z) = 1/a;.

Cuando a, € R\ {0} la matriz (2) es hermitica, en cambio, si a, € C\ {0}
en general esto no es cierto, lo que conlleva a que la determinacién no se pueda
caracterizar en términos de que el operador de Jacobi sea autoadjunto. En la primera
parte de esta memoria damos una caracterizacién de la propiedad de determinacién
para una amplia clase de matrices de Jacobi complejas en funcién de la igualdad de
los dominios del operador de Jacobi y su adjunto, que extiende el resultado andlogo
que hasta ahora existia sélo para el caso real.

Se demuestra, en particular, que la mencionada propiedad es invariante ante per-
turbaciones complejas y acotadas de matrices de Jacobi, dando respuesta asi a un
problema abierto planteado inicialmente por D. Barrios, G. Lépez, A. Martinez y E.
Torrano en [8].

En el capitulo 1 se establecen las notaciones y otros aspectos basicos de la teoria
para el caso complejo mientras que los resultados fundamentales y originales de esta
parte -que hemos publicado en [15]- se exponen en el capitulo 2. El desarrollo del tema
se complementa al final de este capitulo con algunas propiedades de los operadores
definidos por matrices infinitas, entre los que nos resultan de especial interés aquellos
definidos por las matrices del tipo (2). En tal sentido, haremos referencia a algunos
resultados de B. Beckermann en [9] y [10], donde se describe la determinacién en
funcién del espectro del operador de Jacobi.

La segunda parte de la memoria tiene su base en la teoria cldsica del problema
de momentos de Stieltjes. Dada una medida de probabilidad du con soporte en el

 dp(x
semieje real positivo, se define la funcién de Stieltjes S(z) = / M, que se puede
z—x

iii



Introduccion iv

desarrollar en una fraccion continua

S(z)=——— a,>0, neN, (4)

conocida como fraccién de Stieltjes o S-fraccién.
Ocurre entonces que el problema de momentos esta determinado para la sucesién

Cr = /xkd,u(x), k > 0, si y solo si la fracciéon continua anterior es uniformemente
convergente sobre subconjuntos compactos de C \ [0, 00).
Realizando la transformacién a, = ———— la fraccién continua (4) se puede rees-

bnbn+1
cribir del modo equivalente

5(2) = ; (5)

—b3z+

la cual, segtin un clasico teorema de T. Stieltjes, converge en el exterior del semieje
real positivo si y sélo si

i b, = cc.
n=1

El objetivo de la segunda parte de la tesis tiene que ver con las fracciones continuas
vectoriales de Stieltjes. Estas fueron introducidas recientemente por A. Aptekarev,
V. Kaliaguine y J. Van Iseghem en [7]. All{ se muestra su aplicacién al estudio de las
propiedades espectrales de los llamados operadores en diferencias de orden superior,
como el que define en el espacio #? la matriz infinita

0 s s ap € C. (6)

iv



Introduccién v

Los operadores definidos por este tipo de matrices resultan de utilidad en la integra-
cién de sistemas dindmicos no lineales tales como las ecuaciones de Korteweg-de Vries
(KdV) de tipo discreto

!
Ay, = p(Apy1 + Apyo — Qo1 — Gp_2).

La fraccién continua vectorial de Stieltjes (FCVS), conocida también como S-
fraccién vectorial, en su caso més simple de dos componentes vectoriales tiene la
forma

(LY L-a)] | (-], O -as)|, O -a)|,
(0,z)+] (0,1) +] 0,1 | (0,2 +\ (0,1) T
(7)

donde la multiplicacién y la divisién de dos vectores ¢, d € C? se definen de acuerdo
con la regla de Jacobi-Perron mediante las férmulas

(51(2), 52(2)) = |

c-d= (Cldl,Cde),

1_ 1 C1
C_ 62702 '

Si a, > 0, existe un vector de medidas (p1, pi2), con soporte comun en [0, 00) que

verifica las relaciones
% dpj(z) :
Si(2) = At A4 =1,2.
(%) /0 y—x J )

Las medidas p; y po se conocen también como medidas espectrales del operador
en diferencias definido por (6) y determinan univocamente este operador cuando la
FCVS es convergente.

En este contexto resulta importante determinar bajo qué condiciones converge
cada componente de la FCVS (7) en el exterior del semieje real positivo, sobre todo
en el caso en que la sucesién (a,)n>0 no esté acotada. El caso acotado habia sido
estudiado previamente por V. Sorokin en [36] y A. Aptekarev, V. Kaliaguine y J. Van
Iseghem en [7], donde se muestra que la condicién

0<an<ec,

es suficiente para que las medidas uj, j = 1,2 tengan soporte compacto, de lo cual
se puede deducir sin dificultad la convergencia de la FCVS empleando métodos tra-
dicionales de la teoria de la aproximacién racional.

En esta memoria se aborda por primera vez de manera explicita el problema de la
convergencia de las S-fracciones vectoriales, obteniéndose, como resultados originales,
a lo largo de los capitulos 4 y 5 condiciones necesarias y suficientes para que converjan
una clase amplia de S-fracciones continuas, especialmente en el caso no acotado.



Introduccion vi

Maés concretamente, la segunda parte de la memoria comienza con el capitulo 3
donde se recogen una serie de propiedades de las FCVS asi como algunos resulta-
dos auxiliares que seran de utilidad posteriormente. El capitulo 4 -cuyos resultados
principales hemos publicado en [5] y de forma ampliada en [16]- estd dedicado en su
totalidad al estudio de la convergencia de la FCVS y se aborda ademas su vinculacion
con la generalizacién vectorial de la teoria del problema de momentos de Stieltjes.

En tal sentido, cabe destacar la extensién del clasico resultado de Stieltjes para
el caso escalar, donde la convergencia de la fraccién continua (5) equivale a que se
verifique

i b, = oo.
n=1

En el capitulo 4 se muestra que la hipdtesis de Stieltjes continia siendo necesaria para
la convergencia de la FCVS

L1 |, @yl (@] 1) |, @yl (]
[0.0:2) " [©.5) " [(0.5) " [(0.—b4z) ' [(0.05) " [(0.6)

donde
1
Up = ——————,
" bnbn+1bn+2
aunque no resulta suficiente. Esto se ilustra a través de una clase de contraejemplos
mas adelante en el capitulo 5.
El tema central del capitulo 5 es el andlisis de la ecuacién de recurrencia

Yn + CnYn—1 + CnYn—2 = Oa n = 1a (8)

donde ¢, = ¢,(2) € (0,1), lo cual estd motivado principalmente por el hecho de que,
para ciertos valores de la sucesién (¢, ), que dependen de los coeficientes de la FCVS,
la convergencia de la fraccién continua es equivalente a la siguiente propiedad de las
soluciones de la relacién de recurrencia (8)

Propiedad (P): cualesquiera sean los valores iniciales de yo,y_1 se tiene

lim y, = 0.

n—oo
Como se muestra en el desarrollo de este capitulo, la ecuacién en diferencias (8) posee
una serie de propiedades interesantes, entre las que podemos citar por ejemplo que
toda solucién de (8) estd acotada. Esto tiene interés matemdtico més alld de su
aplicacién al estudio de las FCVS.

Cabe mencionar finalmente que los resultados del capitulo 5, asi como aquellos de
la seccién 4.5 del capitulo 4, son fruto de un trabajo conjunto -en vias de publicacién
en [11]- con B.Beckermann de la Universidad de Lille 1, Francia y V. Kaliaguine de
la Universidad Técnica de Nizhny Novgorod, Rusia.

vi



Introduccion vii

La tercera parte de la tesis esta dedicada al estudio de los polinomios ortogonales
con respecto a los productos escalares de Sobolev, que tienen la forma

N

Z / (k) wde Z (k) 2 (wrdp)» (9)

k=0

donde p es una medida positiva de Borel con soporte en un subconjunto del plano
complejo, f¥) denota la k-ésima derivada de la funcién f y wj, j =0,...,N, son
funciones positivas integrables con respecto a la medida pu.

Asumiendo que el soporte de la medida pg = wedp contiene infinitos puntos, existe
una unica sucesion de polinomios ortogonales ménicos con respecto al producto escalar
(9) (Qn)n>0, conocida como sucesién de polinomios ortogonales ménicos de Sobolev.

Cuando w1 = ... = wy = 0, se tiene la coincidencia con el caso cldsico de
polinomios ortogonales con respecto a productos escalares definidos por una medida
positiva de la forma

(p,q) = / padp. (10)

Obviamente, las situaciones que pueden ocurrir en dependencia del soporte de p,
sopu C R, soppu C [0,400), sopu = [0,1], se relacionan de manera natural con los
tres casos de problema de momentos comentados al inicio de la introduccién.

Es de notar que las propiedades de los polinomios ortogonales con respecto a
productos de Sobolev, distan mucho de las correspondientes al caso cldsico de orto-
gonalidad con respecto a productos escalares del tipo (10).

La teoria de los polinomios ortogonales de Sobolev ha sido ampliamente tratada
durante los anos 90; se ha hecho un estudio intenso y extenso de estos, especialmente
en lo que se refiere a sus propiedades algebraicas, asintéticas y formulas de recurrencia,
entre otros aspectos. En este contexto destacan los resultados relacionados con el
comportamiento asintético de estos polinomios que se han conseguido en [26] por G.
Lépez, F. Marcellan y W. Van Assche para el caso discreto, que ocurre cuando la
medida pg = wodu en (9) es la tinica cuyo soporte contiene infinitos puntos, asi como
los resultados de W. Gautschi, A. Kuijlaars y A. Martinez (véase [21] y [29]) para
otros casos generales.

Recientemente se han venido estudiando propiedades de los ceros de estos polino-
mios, como por ejemplo en los trabajos de G. Lépez, 1. Pérez y H. Pijeira donde se
asume que sop u C R (ver [28]) 6 sop u C C (ver [27]) son conjuntos compactos. En
los referidos trabajos se pone de manifiesto la relacion de la acotacién de los ceros de
estos polinomios con la acotacion del operador de multiplicacién por z:

AM-(p) = zp(2).

vii



Introduccion viii

Especificamente, en [27] se demuestra que si el operador de multiplicacién estd
acotado, es decir existe n > 0 tal que para todo polinomio p se cumple

[lzp(2)I] < nllp(2)Il;

entonces los ceros de los polinomios ortogonales con respecto al producto de Sobolev
(9) estdn contenidos en un subconjunto acotado del plano complejo. Este resultado
es valido para cualquier producto escalar definido sobre el espacio P de los polinomios
de coeficientes complejos. El estudio de la acotacién del operador de multiplicacion
para productos de Sobolev ha sido abordado también por J. M. Rodriguez en [34]
para el caso de medidas soportadas en un subconjunto compacto del eje real.

Por otro lado se muestra en [27], que la hipé6tesis de dominacién secuencial, esto

es, sop i compacto y
Wi

e L>®(p), k=1,...,N,

W —1
implica la acotacién del operador de multiplicacién (este resultado se muestra inicial-
mente en [28] para medidas reales).

El resultado fundamental de esta parte muestra que la acotacién del operador de
multiplicacién con respecto al producto escalar de Sobolev (9) implica la compaci-
dad de las medidas que definen dicho producto. Para ello haremos uso del enfoque
matricial empleado por A. Durdn y E. Saff en [19], en el andlisis de la localizacién
de los ceros de los polinomios ortogonales de Sobolev para productos escalares mas
generales del tipo

P @w = / (To(). .. . T ()W) (To(). . . T ()" du(2),

donde i es una medida positiva soportada en un subconjunto del plano complejo,
(To,-..,Tn)* :== (To,...,Tn)t, To,...,Tx son operadores lineales en el espacio P
y W(z) es una matriz definida positiva de funciones integrables con respecto a la
medida p.

En el caso cldsico de ortogonalidad con respecto al producto escalar (10), defini-
do por una medida soportada en el eje real, se tiene que la acotaciéon del operador
de multiplicacion es equivalente a que los ceros de los polinomios ortogonales estén
acotados lo cual a su vez equivale a que el soporte de la medida p que determina el
producto escalar sea compacto.

El objetivo de la tercera parte de la memoria es el estudio de cuédles de estas
equivalencias permanecen para productos escalares de Sobolev. Para ello, comenza-
remos en el capitulo 6 con un resumen de los resultados conocidos en este tema. Mas
explicitamente, damos una prueba alternativa al resultado de Lépez-Pijeira en [28,
Teorema 1], que afirma la acotacién del operador de multiplicacién por z a partir de
la dominacién secuencial, empleando para ello el referido enfoque matricial de [19].
Igualmente, incluimos el resultado de J. M. Rodriguez que caracteriza la acotacion

viii



Introduccion ix

del operador de multiplicacién para el producto escalar (9) para medidas reales con
soporte compacto.

Posteriormente, en el capitulo 7 se presentan los resultados originales de la ter-
cera parte. Como mencionamos anteriormente, demostraremos que si el operador de
multiplicacién por z estd acotado con respecto al producto escalar de Sobolev (9)
entonces el soporte de la medida p es compacto.

En cambio, se incluyen algunos ejemplos que ilustran aquellas propiedades del caso
clasico que ya no se tienen para productos de Sobolev. En particular, se tiene que ni
la acotacién de los ceros de los polinomios ortogonales (@), ni la compacidad de los
soportes implica reciprocamente la acotacién del operador de multiplicacién. Dentro
de este tema ain queda por aclarar la posible relacion que existe entre la compacidad
de los soportes y la acotacién de los ceros de los polinomios de Sobolev.

Por tltimo senalamos que, seglin se comentara a lo largo de los distintos capitulos,
en cada uno de los temas en los que se ha trabajado durante la realizacion de esta
memoria han surgido diversos problemas que ain contintian abiertos, lo cual abre un
interesante campo para posteriores investigaciones dentro de la teoria aqui desarro-
llada.

ix
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Matrices de Jacobi complejas






Capitulo 1

Preliminares

En este capitulo daremos algunas ideas basicas que vinculan la ortogonalidad, los
aproximantes de Padé y las fracciones continuas, que se empleardn en el desarrollo de
la primera parte de esta memoria. Para més detalles véanse los textos ([41, Capitulo

XI)) y ([32, Capitulo IT]).
Sea (¢, )n>0 una sucesién de nimeros complejos tal que

Co C1 Cn
C1 Co Cn41

hp=1| . . . |#0 n>0. (1.1)
Cn Cpt+1l  --- Con

Para la sucesion (¢, )(,,>0) se define el funcional F sobre el espacio de los polinomios
de coeficientes complejos como

F(T) :=F,(T(z)) = apco + o161 + ... + QpCn, (1.2)

para cada polinomio T'(z) = ap+a12z+...+a,2". Lanotacién F, se utiliza solamente
para indicar que z es la variable cuyas potencias z7 seran sustituidas por cj.

Existe entonces una sucesién de polinomios (p,,)n>o de grado n, univocamente de-
terminada salvo constantes multiplicativas de médulo uno, que satisface las relaciones
de ortogonalidad

0 n#m

1 n=m

Fo(pn(Dpm(2)) = S = {

Para cada n definimos los polinomios de segundo tipo

o) = 7 (L0

Z—U
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Tanto los polinomios (p,)nen como los (g )nen estdn vinculados entre si por una
relacion de recurrencia a tres términos del tipo

n41Yn+1 + OnYn + CnYn—1 = ZYn, n=0,1,2,..., (1.3)
con las respectivas condiciones iniciales:
{ p-1(z) = 0, po(z) = 1/ao, (1.4)
q@(z) = 0, q(z) = ao/a1.
Los coeficientes a,, y b, de la recurrencia anterior estan dados por
an = F(2pn-1(2)pn(2)) £ 0, ¥ bn = Fa(2pp(2)).

Estos coeficientes se pueden asociar a la siguiente fraccién continua infinita, cono-
cida como fraccién de Chébyshev o J-fraccién

10 (1.5)

2
aj

Z—bo— a2
z—b1 + 2

z— b2 N
Consideremos también los polinomios ménicos
P,=aqg...a,pn Qn,=ag...anqn n > 0.

Dada la sucesién (¢,)n>0 que satisface (1.1), consideremos el siguiente desarrollo
formal en serie de potencias en el infinito

=3 zzil' (1.6)

n>0

1
Para cada j = 1,... ,n, el coeficiente de — en el producto f(z)P,(z) estd dado
z
por

fz(szn(z)) =0

1
y €l coeficiente de —-— en este producto sera
z

+1

F.(2"P,(2)) = aga?...a? = o n>0, hoy =1
n—

Como hemos visto, los polinomios P, y @, se caracterizan por satisfacer

1) gradoP, <m, grado @, <n—-1, P, #0

T,
ii)(Pnf*Qn)(Z):WJF'” ) T, #0,
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donde la igualdad anterior se entiende en sentido formal, siendo n + 1 el menor ex-
1
ponente de una potencia de — de coeficiente no nulo Y,, en el desarrollo en serie de

z
Laurent del miembro izquierdo de la expresion.
En general, la fraccién racional

Tn(2) = (1.7)

cuyo numerador @, y denominador P, satisfacen las relaciones anteriores se conoce
como aproximante diagonal de Padéy la sucesién (7, ), >0 recibe el nombre de diagonal
principal de la tabla de Padé asociada al desarrollo en serie (1.6). Los pares de
polinomios que satisfacen dichas relaciones no son tnicos aunque se comprueba que
todo par solucién determina para cada n fijo una dnica fraccién racional 7, (z).

Si el grado del denominador P, es exactamente igual a n para cualquier par
(Pn,Qn) en (1.7), se dice entonces que el indice n es normal. La condicién (1.1) es
necesaria y suficiente para que todos los indices n € N sean normales.

A partir de la recurrencia (1.3) se verifica que 7, (z) coincide con la fraccién parcial
enésima o fraccién aproximante de la fraccién de Chébyshev (1.5)

ap

Z—bo—

mhm o

Reciprocamente, partiendo de una fraccién continua infinita de Chébyshev se com-
prueba que sus fracciones aproximantes coinciden con la diagonal principal de la tabla
de Padé asociada a un determinado desarrollo en serie de potencias, es decir, existe
una correspondencia biyectiva entre las fracciones continuas de Chébyshev (1.5) con
an € C\ {0}, b, € C y los desarrollos formales en el infinito de la forma (1.6) tales
que sus coeficientes ¢,, satisfacen la restriccién (1.1).

Luego f representa tanto la fraccién infinita de Chébyshev como el desarrollo for-
mal en serie asociado. Como a3 es un factor comiin a f y sus fracciones aproximantes
T, no hay pérdida de generalidad al asumir en adelante que ag = 1.

En el desarrollo de esta memoria haremos uso también de los polinomios asociados
de tipo k normalizados, que denotaremos por p( )( ), k=0,1,... Estos polinomios
estan definidos por la siguiente relaciéon de recurrencia

antiiapya () = (2 = b anw<ww%w@aw, nz0. g
P =0, p”(:) =1/an.

INo confundir con la k-ésima derivada de un polinomio
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Noétese que p( )( ) =pn(2) y p;)l( ) = gn(2), ya que tomamos ag = 1. Se cumple

ademsés la siguiente igualdad (ver por ejemplo [39])

(@nikPr — Pramar)(2) = P20 (2). (1.9)

Finalmente, sean
PP(2) = ay, ... anyrp(2)

los correspondientes polinomios moénicos. Estos polinomios satisfacen la relacién de
recurrencia

k k r
PP, (2) = (2 = busr) PP (2) — a’2,2+kpr(zf)1(z)’ nz0, (1.10)
PR =0, PP =1

Analogamente se cumple que P” (2) = Py(2) v P(1 1(z) = @Qn(z). Para los polino-
mios P, y Qn, a partir de la recurrencia (1.10), se vcrlﬁca la férmula

(PnQn+1 - Pn+1Qn)( ) - a(Q)a’% ai'

Un elemento muy relacionado con la teoria clésica de los polinomios ortogonales y las
fracciones continuas lo constituyen las matrices de Jacobi, que pasaremos a estudiar
a continuacion.



Capitulo 2

La propiedad de determinacién para
matrices de Jacobi complejas

2.1 Introduccion

Consideremos la siguiente matriz tridiagonal infinita

bo ai 0
ap b1 a

G= 0 a9 b2 e ’ (21)

donde a,, € C\ {0} y b, € C. Los operadores definidos por este tipo de matrices, que
se conocen como matrices de Jacobi complejas o J-matrices, serdan objeto de estudio
en el presente capitulo.

A cada matriz de Jacobi (2.1) se le pueden asociar dos sucesiones de polinomios
(Pn)n>0 ¥ (gn)n>0 determinadas univocamente por la relacién de recurrencia (1.3)

con las condiciones iniciales dadas en (1.4). Asimismo, se considera la sucesién de

aproximantes diagonales de Padé =, = q—", n > 0, asociada a la matriz (2.1).
p

n

El estudio de los operadores definidos por matrices infinitas con coeficientes com-
plejos ha cobrado auge en los ultimos anos, como se puede apreciar en los trabajos
de A. Aptekarev, D. Barrios, B. Beckermann, V. Kaliaguine, G. Lépez, A. Martinez,
W. Van Assche y E. Torrano (ver por ejemplo [6], [8], [10], [12] y [25]). Esto se debe
en parte a su aplicacion al analisis de la convergencia de las fracciones continuas asi
como de los aproximantes de Padé y de Hermite-Padé.

Las matrices de Jacobi complejas juegan un papel importante en el estudio de la
asintotica y la distribucion de los ceros de los polinomios ortogonales. Estos tltimos
constituyen herramientas esenciales en diversos campos del andlisis numérico, como
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por ejemplo en la biisqueda de métodos iterativos para resolver sistemas de ecuaciones
lineales de dimensiones grandes.
Sea (2 el espacio de Hilbert formado por las sucesiones complejas (ay,),>0 tales

que
Z lon |? < oo
n>0

La matriz G define un operador en el subespacio %, C ¢? formado por las combina-
ciones lineales finitas de los elementos de la base

e = (O,...O,\l/,O,... ,) 7=0,1,...
Jj+1
a través del producto matricial usual de una matriz y un vector. Su minima extensién
cerrada, o sea su clausura (ver seccién 2.4.1), la cual denotaremos igualmente por G,
se suele llamar operador en diferencias de segundo orden u operador de Jacobi.

Los operadores de Jacobi estan muy vinculados a la teoria del problema de mo-
mentos de Hamburguer. Cuando los coeficientes a,, y b, son nimeros reales, la de-
terminacién del problema de momentos equivale a que el operador sea autoadjunto.
Esto ocurre si y sélo si

D(G) = D(G*), (2.2)

donde D(G) denota el dominio de definicién de G y G* el operador adjunto.

H. Wall introdujo el concepto de determinacién para el caso complejo (Ver [41,
Capitulo V]), que fue utilizado por D. Barrios, G. Léopez, A. Martinez y E. Torrano
en [8] para probar la convergencia de los aproximantes de Padé asociados a un cierto
tipo de J-matrices en el exterior del eje real.

En el presente capitulo, con el objetivo de extender a una clase amplia de matrices
complejas la teoria vinculada con el problema de momentos de Hamburguer existente
para el caso real, probaremos que la propiedad de determinacién para una matriz de
Jacobi permanece invariante ante perturbaciones complejas y acotadas.

La estructura del capitulo es la siguiente. En la seccién 2.2 se presenta el concepto
de determinacién para el caso complejo y se muestran algunos ejemplos que ilustran
su significado.

Seguidamente, en la seccion 2.3 se presentan los resultados fundamentales aqui
obtenidos. En particular, se demuestra que para una cierta clase de operadores de
Jacobi complejos la propiedad (2.2) y la determinacién contindan siendo equivalentes
(ver teorema 2.3).

Finalmente, la seccion 2.4 estd dedicada al estudio del operador de Jacobi. Se
hace referencia a algunos resultados obtenidos en otros trabajos recientes ([9], [10])
relacionados con el tema aqui desarrollado y se ofrecen determinadas pautas sobre
ulteriores investigaciones en este campo.
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2.2 Casos determinado e indeterminado

Un concepto bésico en la teoria de fracciones continuas lo constituye el concepto de
determinacién, que introduciremos a continuacién para el caso complejo.

Sean (pn)n>0 ¥ (gn)n>0 las soluciones de la relacién de recurrencia (1.3) con las
condiciones iniciales dadas en (1.4).

Definicién 2.1. Se dice que estamos en presencia del caso determinado para la frac-
cion continua (1.5) o para la matriz de Jacobi asociada G, si existe un punto z € C
tal que:

Y2 =00 6 > lan(2)]> = 0. (2.3)

n>1 n>1

Cabe mencionar que el teorema de invariabilidad ([41, Teorema 22.1]) afirma que
si las dos series anteriores convergen en un punto z € C dado, entonces también
convergen en todo punto del plano complejo.

Maés aun, consideremos la siguiente fraccién continua general

20 — bo — e
2
21— b1+

zg—by
que se obtiene tomando en (1.5) la sucesién
2'21(20,21722,...)

en lugar de la variable z.
Se definen asimismo las sucesiones p,(2) v ¢,(Z) que satisfacen la recurrencia
andloga a (1.3)

Ont1Yn+1 + OnYn + QnYn—1 = ZnYn, n=0,1,2,..., (ap =1)

con las mismas condiciones iniciales que en (1.4).
El referido teorema de invariabilidad garantiza que si en z* = (z§,27,23,...)
ambas series:

S L Y )P

n>1 n>1

son convergentes, entonces, fijando una constante positiva arbitraria M, ambas series
convergen para cualquier
z = (z0,21,%2,.--)
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tal que

|z — 2| < M, i=0,1,2,... (2.4)

Cuando a, € R\ {0} y b, € R, segin el conocido teorema de Favard (véase [20]),
para la sucesién de polinomios (py)n>0 que verifican la citada recurrencia (1.3) existe
una medida positiva p con soporte en la recta real tal que

/pnpmdﬂ = dpm-

Sean ¢, = [ z"du, n > 0, los momentos de esta medida. En términos del funcional

F definido en el capitulo 1, para todo polinomio p(z) de coeficientes reales se cumple

ﬂm:/mmwuy

En el caso real, estamos en presencia del caso determinado segun la definicién 2.1
si y sélo si existe una unica medida p soportada en (—oo,00) tal que

(o]
Cp = / x"du,
— 00

lo cual equivale a la determinacién del correspondiente problema de momentos de
Hamburguer (para més detalles véase por ejemplo [32, Seccién I1.7]).

Seguidamente veremos algunos ejemplos que nos permiten apreciar cuando esta-
mos en presencia o no del caso determinado.

Una condicidn suficiente conocida (ver [8, Lema 1]) para que ocurra el caso deter-
minado es que exista z € C y m > 0 tal que

> 1 (2) (2.5)

k>0

como se deduce de (1.9) aplicando la desigualdad de Cauchy-Schwarz. Teniendo en

cuenta los valores de p( )( )y p(k)( ) dados por la recurrencia (1.8), la igualdad (2.5)
se verifica si por ejemplo

DT

n>0

Z T el (2.6)

|an| nOn+1]
La primera de las condiciones anteriores muestra que si

suplan| < M < oo,
n
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estamos en presencia del caso determinado. Lo mismo ocurre si a,, = O(n*), k < 1.
Resulta asimismo de interés tener condiciones que nos permitan garantizar que
una matriz de tipo (2.1) es indeterminada.
El criterio de Berezanski (ver [1, p. 39]) establece que si b, € Ry a, >0, n € N,
satisfacen las condiciones:

1) Zi<oo,

a
n>0 "

i) sup|b,| < M < o0,
n
1i1) afb > Gp—10p+1 Vn €N,

entonces la matriz (2.1) es indeterminada.
Para ilustrar la situacion en el caso complejo incluiremos la siguiente generalizacién
as{ como su demostracion.

Lema 2.2. Sean a,, y b, nimeros complejos, a, # 0, n € N, tales que
. 1
1) Z — < 00,
n>0 |an |
g |br |
11) —_—
nZZO V |anan+1‘

iii) |a2| > |an_1an41| Vn €N,

< 00,

entonces estamos en presencia del caso indeterminado para la matriz (1).

Demostracion del lema 2.2.

Verifiquemos que Y, <, [pn(0)|* < co. Para probar que Y - |g.(0)]* < oo el
procedimiento es analogo.

Sustituyendo z = 0 en la recurrencia (1.3) y transformando convenientemente se
obtiene

|bn\/an+2 |\/an\/an+2|
n n 0 — nPn— 0)|.
e Vi (0) + 2 a1 0)

Sea N,, = max |[,/a 0)|. Teniendo en cuenta 7i7) obtenemos la desigual-
" k:0,1,...,n| w12k (0)] ) &

dad

|V/ant2pn4+1(0)] <

|bn|

Npy1 S No(—F———
|\/ anan+l|

+1).
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La condicién %) equivale a la convergencia del producto infinito
H ol L),
‘\/akak+1|
De donde se tiene que

NnSNH _ bl +1)=N <0
|/ rari1]

Por tanto existe N > 0 tal que |p,(0)| <

para todo n > 0. La misma
Ap+41

desigualdad se verifica para |¢,(0)|. En virtud de ¢) se obtiene la convergencia de
ambas series en 2.3 para z = 0. O

De acuerdo con el lema anterior, tomando los valores complejos a, = n® +1i y
b, = n + i, tenemos un ejemplo sencillo del caso no determinado para una matriz
de Jacobi compleja. Si consideramos dentro de esta clase de matrices aquellas cuyos
coeficientes a,, y b, cumplen que sus partes imaginarias estan uniformemente acotadas,
para verificar si son o no determinadas basta analizar solamente sus partes reales,
como veremos a lo largo del apartado siguiente.

2.3 Invariabilidad de la determinacién ante pertur-
baciones acotadas de matrices de Jacobi

A continuacién presentaremos los resultados originales principales de este capitulo.

En particular, se demuestra la invarianza de la propiedad de determinacién para

matrices de Jacobi ante perturbaciones acotadas. Asimismo, como se muestra en el

siguiente teorema, se caracteriza esta propiedad en términos del operador de Jacobi
y su adjunto, resultado que hasta ahora sélo se tenia para el caso real.

Teorema 2.3. Si la matriz de Jacobi compleja (2.1) admite una descomposicion de
la forma
G=J+7C (2.7)

donde J es una matriz de Jacobi real y C es una matriz con coeficientes complejos
uniformemente acotados, entonces G es determinada si y solo si

D(G) = D(G™).
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El teorema anterior es una consecuencia directa del siguiente resultado.

Teorema 2.4. Si la matriz de Jacobi compleja (2.1) admite una descomposicidn de
la forma (2.7), donde J es una matriz de Jacobi real y C' es una matriz con coeficien-
tes complejos uniformemente acotados, entonces la determinacion de la matriz G es
equivalente a la de J.

Es de notar que la matriz de Jacobi (2.1) admite una descomposicién de la forma
(2.7) si y sélo si se cumple que

sup{|Sanl, [Sby|} < oo, (2.8)
n>1

donde Sz denota la parte imaginaria del niimero complejo z.

Asimismo, una matriz tridiagonal define un operador acotado en £2 si y sélo si
todos sus coeficientes estdn uniformemente acotados (ver seccién 2.4.1).

El hecho de que la determinacién de J implica la determinacién de G habia sido
demostrado con anterioridad en ([8, Lema 5]), en cambio, la implicacién contraria
habia sido planteada como un problema abierto al que presentamos una solucién
mediante el teorema 2.4.

Antes de presentar la demostracién de este resultado deduciremos el teorema 2.3
a partir del teorema 2.4.

Demostracion del teorema 2.3.

Como C' define un operador acotado en ¢ se tiene que D(C) = D(C*) = (2.
Teniendo en cuenta (2.7), se cumple que D(G) = D(J) y D(G*) = D(J*). Por tanto,
D(G) = D(G*) si y sélo si D(J) = D(J*). Pero como mencionamos antes en la
introduccién, para el caso de matrices de Jacobi reales la igualdad D(J) = D(J*)
implica que J es determinada, por lo que a partir de lo que plantea el teorema(2.4)
es equivalente a la determinacién de G. O

Ahora pasaremos a demostrar el resultado principal del presente capitulo.
Demostracion del teorema 2.4.

Teniendo en cuenta (2.4), una consecuencia directa del teorema de invariabilidad
es que una perturbacién acotada en los coeficientes b, de la diagonal principal de
la matriz de Jacobi G no altera su condicién de determinacién. Como las partes
imaginarias de los coeficientes de G estan acotadas por hipdtesis, no hay pérdida de
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generalidad al considerar solamente el caso en que b,, € Ry coinciden por tanto con los
correspondientes coeficientes de la matriz real J. Luego tenemos que los coeficientes
de G son a, € C\ {0} y b,, € R mientras que aquellos de J son @, € R\ {0} y b,.

Denotemos por p “{ )( ) los polinomios normalizados de tipo k asociados a J, o sea
los que se obtienen como solucién de la relacién (1.8), reemplazando la sucesién a,
por a,, es decir, son los polinomios que satisfacen la recurrencia

Gt (2) = (2= b n+k>@£>< 2) = npph i (2),  nz0,
e =0, 5 =1/a

Anélogamente, denotamos los correspondientes polinomios moénicos
P (2) =G - Qi (2)

Al igual que en (1.10), los polinomios }B,gk)(z) satisfacen la relacién de recurrencia

S(k =>(k ~ 3k
i) = (= bar) P (2) - a?WP,S_%(z), n>0, (2.9)
PRy =0, AP =1
Supongamos que J es indeterminada. De acuerdo con el teorema de invariabilidad
esto es equivalente a

SO <400y D BP0 < +oc. (2.10)

n>1 n>1

Debemos probar que las relaciones (2.10) se cumplen también para los polinomios

pn(2) y s )(z) en z = 0. Esto lo haremos utilizando una férmula que relacione los

polinomios p,,(2), ﬁfll)(z) con p,(z) y p% )( ).

Con el objetivo de simplificar la notacién escribimos

PPy =p®,  PM©0)=P®, P =pP,  P®©0) =Pk,

Se tiene el siguiente lema que nos brinda la relaciéon buscada, que es una férmula
clave en la presente demostracién.

Lema 2.5. Para todo n > 2, se cumple que

P( n_ 52 a2 plm+tk)

m
(m) _ Tmtk—1 ~ Ymtk—1 n—k (m)
p. = + Pi_ - 2.11
" (0799 *Qm4n Z Am+k—1 Am+k """ Am+n k=2 ( )
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La igualdad anterior se demuestra utilizando la induccién completa.
Demostracion del lema 2.5.

Fijemos m, apliquemos la induccién completa sobre el pardmetro n. Usando (1.8)
es facil ver que (2.11) se verifica para n = 2 y n = 3. Supongamos ahora que la
igualdad (2.11) es cierta para todo valor del pardmetro hasta n—1, n > 4. Probaremos
que también es cierta para n.

Teniendo en cuenta (1.8) para z = 0, se tiene que

~2 ~2 2
(m) _ bernfl (m) Umtn—1 (m) Untn—1~ Gmtn—1 1 (m)
n Pp-— Pn—at Pp—2-
Am+n Am+n—10m+n Am+n—1 Am+n

Sustituyendo en los dos primeros sumandos del miembro derecho de la igualdad ante-
rior las expresiones dadas por (2.11), tomando respectivamente n —2 y n— 1 en lugar
de n y reorganizando convenientemente la sumatoria se obtiene

S(m) _ = 5(m)
(m) _ _bm‘i‘n—lpn—l B am+n—1pn—2
=
A, *  * Qten,
n—=2 ~9 2 S(m+k) ~ o(m+k)
+ Z anL-l—k:—l - am+k—1 7bm+"_1pn—k—1 - am-l-n—lpn—k—2p(m)
k—2
=2 Am4k—1 Am+4k " Om4n
~2 2 H(m4n—1) ~9 9
+ Am4n—2 — Cmyn—2 _bm+n—lpo (m) n Appin—1 — Cman—1 1 (m)
Pn—3 Dp—2-
am+n72 am+n71am+n am+n71 am+n

Teniendo en cuenta (2.9), la relacién anterior se reduce a (2.11), con lo cual el
lema queda demostrado. O

Para continuar con la demostracion del teorema notemos que si la primera condi-
cién en (2.6) se verifica, entonces se puede concluir fcilmente que G y J son ambas
determinadas. En efecto, (2.6) es suficiente para la determinacién de G, y conside-
rando que existe M > 0 tal que

|an — an| < M
. 1 o 1 . C
se tiene que E —— = oo implica E —— = 00, de donde se obtiene la determinacién
n>0 [an] >0 ]

de J. Por tanto podemos suponer que

> ﬁ < 0. (2.12)

n>0
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En particular, tenemos entonces que,

lim |a,| = o0

n—oo
Teniendo en cuenta lo anterior, de la acotacién de los coeficientes de la matriz C, se
deduce que existe una constante M; > 0 tal que

ai — ak _ |ar — ag|lar + agl

k|

<M <00, k=0,1,... (2.13)

ag

Por otra parte, de (2.12) y la acotacién de los coeficientes de la matriz C, se concluye
que para cualquiera sean € 0,1,--- y k=0,--- ,n se cumplen las desigualdades

n
u <H<1—|— aJ )<hmsupH(l+j><M2<oo. (2.14)
ag -+ - Ap —k (lj n—oo i=0 aj
Seam=0,1,..., n=2,3,... y k=2,... ,n. Definimos las sucesiones
S(m+k)
a(m) _ ?n-i—k: 1 3n+k—1 Pn—k ﬂ(m) _ P’r(LM)
ok Am+k—1 Am+k """ Am+n ’ " A Om4n

Empleando esta notacién, podemos reescribir la férmula (2.11) como

(m) _ ﬁ(m) + Z an k pk 27 n > 2. (2.15)
k=2

Esta formula nos interesa particularmente para los casos m = 0,1. Teniendo en
cuenta (2.15), es conocido (ver [1, Lema 1.3.2]) que bajo las siguientes hipGtesis

DB <400y Y Zn: a2 < +oo (2.16)

n>2 n>2 k=2
para cada m fijo se cumple que
Z 1p™)? < +o0.
n>1

Luego, para concluir la presente demostracién sélo resta comprobar que (2.16) se
verifica para m = 0, 1.
Considerando las desigualdades (2.14), tenemos que

a’m n m m
18m) = | B | < Mo P,

A, a7n+n
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De (2.10), se deduce que

Z 1802 < 400, m=0,1.

n>2
Por otra parte, las relaciones (2.13) y (2.14) implican que

~9 2 ~ ~
Ut k—1 — Untk—1| | Am4k " Qmsn

m m—+k m+k
|O‘£L,k)| = |IA7§L:;£ )| < MM, |l3{n:,g )|-

Am+k—1 Am+k """ Am+n

Por lo tanto, haciendo uso de la férmula (1.9) escrita en términos de los polinomios
de tipo k asociados a la matriz J:

1 0 0 1 +k
(f){mlnfli){ml-k—l 7i){m2i-nﬁ(ml-k—2)(z) = ﬁ(n@k )(Z)v

y teniendo en cuenta también (2.10), obtenemos que

m 1 0 0 1
Z Z |a7(1,k) ‘2 < M1M2 Z Z |ﬁ(mzi-n—1ﬁ(mzrk71 - ZA)(m)Jrnﬁ(mLk72|2

n>2 k=2 n>2 k=2
n n
1 0 0 1
< 2M M, Z |1¥A9§n)+n_1|2 Z |23(mzrk71|2 + Z |ﬁ(m2|»n|2 Z ‘f)(mlk72 ?
n>2 k=2 n>2 k=2
1
< a0 3 FOR S U < o
n>0 k>0

con lo cual el teorema queda probado. [

Como se puede apreciar, el teorema anterior muestra que la propiedad de determi-
nacién permanece invariante ante perturbaciones complejas y acotadas de las clasicas
matrices de Jacobi.

Nétese que en su demostracién la restricciéon de que la matriz de partida J fuera
real no se ha tenido en cuenta, es decir, que el resultado continua siendo valido
si consideramos una pertubacion acotada de una matriz de Jacobi con coeficientes
complejos. En particular, aunque el hecho de que la no determinacién de G implica
la no determinacién de J es ya conocido de [8], se puede probar utilizando el mismo
procedimiento que en la demostraciéon anterior, siendo en este caso los coeficientes
a, € C\ {0} asociados a la matriz G y a,, € R\ {0} los asociados a J.

Se tiene pues el siguiente corolario del teorema 2.4.

Corolario 2.6. Sean G y J dos matrices de Jacobi complejas tales que G — J es una
matriz cuyos coeficientes estan uniformemente acotados, entonces la determinacion
de la matriz J es equivalente a la de G.
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De igual forma hemos visto que bajo las condiciones de acotacién dadas en (2.8),
una matriz de Jacobi G es determinada si y sélo si

D(G) = D(G). (2.17)

De forma mas general, este resultado continta siendo valido si asumimos que
existen b € C y 6 € [0, 27| tales que

sup|S[(bn — b)e']], |S[ane®]| < 4o0. (2.18)
n>0

En efecto, por el teorema de invariabilidad, considerando en particular (2.4), la
transformacién b, —b no altera la condicién de determinacion de la matriz G. Tampoco
lo hace la multiplicaciéon por un numero complejo «, no nulo, pues para los nuevos
polinomios p,, y ¢, asociados a aG se cumple

~ z ~ z
pn(z) :pn(*)a qn(z) :(In(*)a n € N.
@ @
Por tanto, la determinaciéon de una J-matriz, permanece invariante ante las mencio-
nadas transformaciones afines de sus coeficientes.

Se tiene pues el siguiente corolario del teorema 2.3.

Corolario 2.7. Sea G una matriz de Jacobi compleja cuyos coeficientes satisfacen
(2.18) para algin b € C y algin nimero 6 € [0,2n]. Entonces G es determinada si y
sdlo si se cumple la igualdad (2.17) para el correspondiente operador de Jacobi G y
su adjunto G*.

Las hipétesis de este corolario no son, sin embargo, necesarias para que se cumpla
la igualdad (2.17), como mostraremos més adelante (ver seccién 2.4.2).
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2.4 Operadores definidos por matrices de Jacobi

Ante todo introduciremos alguna notacién y resultados auxiliares relacionados con los
operadores definidos por matrices infinitas en el espacio de Hilbert £2.

2.4.1 Matrices infinitas y operadores

Denotemos por (u,v) = Y u;v; el producto escalar usual en £2 y por (e, )n>0 su base
ortonormal usual. Para cualquier operador lineal A en este espacio, denotaremos
nuevamente por D(A) su dominio de definicién. Asimismo, sean R(A), N'(A) y o(A)
su rango, su nucleo y su espectro respectivamente.

Dada una matriz infinita A = (a;1);j k>0 de coeficientes complejos, cuyas filas y
columnas son elementos de ¢2, el producto Ay estd definido para cualquier y € 2.
Como vimos anteriormente en el caso particular de una J-matriz, la matriz A define
un operador en el subespacio €, C ¢? formado por las combinaciones lineales finitas
de los elementos de la base eg,e1,... a través del producto matricial usual de una
matriz y un vector, siendo

Aek. = (aj,k)jzo, k= 0, 1, 2, .

En general, este operador no es cerrado. Un requerimiento minimo en la teoria
espectral de operadores lineales suele ser que el operador sea cerrado (ver [24, Seccién
III. 5.2]). En este caso, el operador A admite clausura, es decir, para cualquier
sucesién (y™),>o0 C D(A) tal que nli_)néoy(”) =0 con nlLIrgOAy(") = v se cumple que

v = 0. En efecto,
(ej,v) = lim Zaj7ky,(€n) = lim (vj,y(")) =0,
k=0

donde v; = (@ x)k>0 € €2, por ser las columnas de A elementos de £2.

La clausura de un operador se define como su minima extension cerrada. Sea en
este caso A,,in la clausura de A. De acuerdo con la definicién de clausura, si T es un
operador cerrado en el espacio de Hilbert ¢2 tal que

Tx = Az, para todo x € %, C (2,
se cumple entonces que
Tx = Apine, para todo z € D(Apin).
El dominio de definicién de A,,;, viene dado por

D(Amin) ={y€®: 3H™)ps0 C% ¢ yn - Y, (Ay™)>0 - Ay}
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Consideremos también la méxima extension cerrada del operador definido por A
en %o, que denotaremos por A,,... Este operador se conoce ademéas como operador
maximal y su dominio estd dado por

D(Apmaz) = {y € *: Ay € ?}. (2.19)

Sea AM la matriz que se obtiene al transponer A y tomar los conjugados de sus
coeficientes. Se tiene la siguiente relacién entre los operadores Ain, Amaz ¥ SUS
respectivos operadores adjuntos.

Lema 2.8. Se cumple que
(Amin)* = Aanax7 (Amar)* = Agirr

En particular, Amaz €s una extension cerrada de Apyip.

La demostracién de este resultado puede verse en [10, Seccién 2], aunque para
mayor claridad la incluimos aqui.

Demostracion del lema 2.8.

Comenzaremos demostrando la primera de las igualdades. Para abreviar escribi-
mos A = A,in. De acuerdo con la definicién de operador adjunto [24, Seccién II1.5.5],
D(A*) estéd constituido por el conjunto de los y € £2 para los cuales existe y* € ¢2 tal
que

(y, Az) = (y*,x) para todo z € D(A)

y y* = A*y. Teniendo en cuenta la caracterizacién dada de D(A) asi como la conti-
nuidad del producto escalar, es suficiente comprobar que (y, Az) = (y*, z) para todo
T € %o, 0 lo que es lo mismo,

y; = (ej,y") = (Aej,y) para todo j > 0.

Como (Aej,y) coincide con la componente j-ésima del producto formal AHy, obtene-
mos A* = AH de acuerdo con la definicién del dominio del operador maximal dada
en (2.8). La segunda igualdad del lema es una consecuencia inmediata de la conocida
propiedad A** = A, que se cumple en los espacios de Hilbert. Para completar la
demostracion del lema, sélo resta notar que A4, es una extension de A y que el
operador A, ., es cerrado por ser el adjunto de un operador densamente definido (ver
[24, Teorema III. 5.29]). O
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Dada una matriz infinita A sea

(u, Av)
(u,v)

donde A,, denota la submatriz principal de orden n de A. Estd claro que || Apmin|| =

[|A]] v que si [|A|] < oo entonces D(Apmin) = ¢2. Segtin la conocida estimacién (ver
[24, Ejemplo 111.2.3))

| A|] := sup

= sup||Ay||
u,VEBD n>0

o0 oo
JAIP < [sup Y " lajil| [sup > lajel|
7 k=0 ko

se verifica que una matriz infinita por bandas A es acotada si y sélo si sus coeficientes
estan uniformemente acotados.
Consideremos la siguiente definicién introducida originalmente en [10].

Definicién 2.9. Una matriz infinita A cuyas filas y columnas pertenecen a €% se dice
propia st Amin = Amaz-

Por ejemplo, una matriz acotada A es propia.

Consideremos el caso especial de las matrices hermiticas A, o sea, aquellas matrices
para las cuales se tiene A = A¥. En este caso, de acuerdo con el lema 2.8, A := Ain
tiene como operador adjunto a A* = A,,4., que es una extension de A. Por tanto, A
es simétrico y se tienen las equivalencias siguientes: A es autoadjunto (A = A*) siy
sélo si A es propia lo cual equivale a que exista una unica extensién cerrada de A.

Si A es una matriz de Jacobi real, que es un caso particular de matriz hermitica, se
tiene entonces que A es determinada si y sélo si es propia. En el caso de las J-matrices
complejas cuyas partes imaginarias satisfacen (2.8) de acuerdo con el teorema 2.3 y el
lema 2.8, se tiene también que la determinacion equivale a que la matriz sea propia.
Mas generalmente, la equivalencia anterior se sigue cumpliendo para las matrices de
Jacobi que satisfacen (2.18).

A continacién veremos un ejemplo que muestra que una matriz de Jacobi deter-
minada y propia no necesariamente satisface (2.18).

2.4.2 Un caso particular
Consideremos la matriz diagonal infinita:

by
be
B= bs = diag{b1,b2,...} (2.20)
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Se tiene entonces que BH = diag{b;,bs,...}. Sean B = B,,;, y I' := (B¥)*. Es facil
comprobar que en este caso D(B) = D(T') = {y € £>: By € (*}.

Sea
0 a1
ai 0 a9
C= a9 0 a9

Consideremos ahora la siguiente perturbacion de B
G=B+¢C (2.21)

Supongamos que lim a, = 0. De esta forma, la clausura C' del operador definido por
n——m-aoR0
la matriz tridiagonal infinita C en el subespacio €, C ¢? es un operador compacto.

1 . . .. .
Ademads, como g ﬁ = oo, se satisface la primera de las condiciones suficientes
[£2%
>0

dadas en (2.6) para que una matriz de Jacobi sea determinada.

Comprobemos que G es propia. Tenemos que verificar que se cumple la igualdad
Gmin = Gmaz- Para ello sélo nos resta verificar que D(Gpaz) C D(Gmin)-

Teniendo en cuenta que D(C) = 2, si y € D(Gmaz) entonces y € D(B) = D(T') =
D(Gpin). Obviamente, si elegimos la sucesién (b,),>1 de forma tal que (2.18) no
se verifique, hemos construido una matriz de Jacobi G propia y determinada cuyos
coeficientes a,, € C\ {0} y b, € C no se encuentran necesariamente situados en una
franja del plano complejo.

2.4.3 La determinacién en términos del espectro del operador
de Jacobi

Para un operador cerrado T' densamente definido en ¢2 denotamos por Oess(T) su
espectro esencial, dado por la siguiente definicién (véase [24, Seccién IV.5.6])

Definicién 2.10. Se tiene que z € 0ess(T) si R(T — zI) no es cerrado o siendo
R(T — zI) cerrado se tiene

dim R(T — zI)* = dim N(T — zI) = cc.
Si R(T) es cerrado se cumple (ver [24, Teorema IV.5.13])
R(T)* = N(T™).

Como propiedades del espectro esencial, cabe mencionar que este esta formado por
los puntos de acumulacién del espectro y que segiin el conocido teorema de Weyl (ver
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por ejemplo [24, Teorema IV.5.35]) el espectro esencial de un operador permanece
invariante ante perturbaciones compactas.
Consideremos ahora la matriz de Jacobi

bo a1 0
aq bl a9

G = 0 ag bg

de coeficientes a,, € C\ {0}, b,, € C. Andlogamente denotamos por G,,;, la clausura
del operador definido por la matriz en %, o sea, el correspondiente operador en
diferencias de segundo orden y por G,,q; SuU maxima extension cerrada. Recordemos
también que G%,,, = GH .

En el caso particular de la J-matriz G (ver [10, Seccién 2.2]) se cumple que
0 < dim N(Gmin — 2I) < dim N (G —2I) <1 z € C.

En efecto, se verifica que
N(Gin — 2I) C N(Grnaz — 2I) = 2 N {A(pn(2))n>0 : A € C}

donde (pn(2))n>0 es precisamente la sucesién de polinomios ortonormales con respecto
al funcional F, definido en (1.2) que satisfacen la mencionada recurrencia

Ap+1Pn+1 + bnpn + apnpn—1=2pp N = 0; 1» 27 ey p_1(2) = O; pO(Z) =1

En consecuencia, dada una matriz de Jacobi G, para el espectro esencial del ope-
rador G = G,,;n se tiene la siguiente caracterizacién

0ess(G) = {2z € C: R(zI — G) no es cerrado}.

El siguiente resultado caracteriza la determinacion de una J-matriz partiendo del
espectro del correspondiente operador en diferencias de segundo orden.

Teorema 2.11. (B. Beckermann, [9, Proposicion 2.3])

(a) Una matriz de Jacobi compleja y determinada G que satisface o.s5(G) # C es
propia.

(b) Una matriz de Jacobi compleja G propia es siempre determinada.

La condicién o.s5(G) # C no es necesaria para que la matriz G sea a la vez propia
y determinada como pone de manifiesto el ejemplo construido en 2.4.2.

En efecto, el espectro esencial del operador de Jacobi G,in definido en (2.21)
coincide con el espectro esencial del operador B definido por la matriz diagonal B en
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(2.20), por ser G, una perturbacién compacta de este ultimo. Se tiene entonces
que Oess(Gmin) estd formado por los puntos de acumulacién de la sucesién b,, dada en
(2.20). Eligiendo convenientemente una sucesién (b,,),>1 densa en C construiriamos
un ejemplo de matriz de Jacobi propia y determinada cuyo espectro esencial coincide
con todo el plano complejo.

En relacién con el apartado (b) del teorema 2.11, queda atn abierto el siguiente
problema:

. Existird alguna matriz de Jacobi determinada que no sea propia?

Hasta ahora sdélo se tiene respuesta anadiendo alguna condicién adicional sobre
los coeficientes de la matriz de Jacobi G. Particularmente, en [10, Ejemplo 2.7] se

muestra que si
1
E —l |: 00
a
n>0 "

entonces G es determinada y también propia. Un resultado andlogo podria asimismo
obtenerse partiendo de una condicién més general del tipo (2.5), en funcién de los
llamados polinomios asociados de tipo k. Esto tultimo forma parte de los problemas
abiertos relacionados con la caracterizaciéon del hecho de que una matriz de Jacobi
compleja sea propia o determinada.
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Capitulo 3

Preliminares

3.1 Fracciones continuas vectoriales

Las fracciones continuas vectoriales fueron introducidas en el Siglo XIX por C. Jacobi,
O. Perron y C. Hermite para caracterizar irracionalidades expresadas por raices de
orden mayor que dos. En 1848 el matematico francés C. Hermite propuso un proble-
ma de aproximacion simultanea dentro de le teoria de niimeros que consistié en hallar
dos sucesiones de aproximantes racionales con un denominador comun, (A,/Cy) v
(Bn/Chr), a dos numeros reales. Jacobi propuso una solucién a este problema que
conducia a una ecuacion en diferencias de tercer orden, cuyas soluciones eran preci-
samente (An)nENa (Bn)neN y (Cn)n€N~

Las irracionalidades ctbicas tienen propiedades comunes con las irracionalidades
cuadraticas pues estas conducen a algoritmos similares a los de las fracciones conti-
nuas. El procedimiento descrito por C. Jacobi se conoce actualmente como algoritmo
de Jacobi-Perron, pues la teoria fue ampliamente desarrollada anos después por el
también matematico aleman O. Perron.

A continuacién presentamos una breve descripcién de como se forman estas es-
tructuras matematicas llamadas fracciones continuas vectoriales.

Sean a y b dos vectores de CP. Empleando la notacién para la matriz diagonal
diag(a) = diag(ai, az,- - - , ap), el producto y el cociente de estos vectores estd definido
por las féormulas

a-b=diag(a).b = (a1b,azba, -+ ,a,by),
1_(La  au)
a \a, a, ' a '

Con este producto y este cociente, es posible definir una fraccién continua a partir

27
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de dos sucesiones de vectores de CP, (Cp)nen ¥ (Dn)nen:
Ci Cy (3
Di+ Do+ Dy + -+
Un vector de cocientes V', puede ser considerado también como un elemento de la
clase de equivalencia (a,aV)’, a # 0 dentro del espacio CP™'. Sea G, el conjunto
formado por las clases de equivalencia de estos vectores, llamado también espacio de
Grassmann. Las operaciones estdn definidas en G, a través de la inyeccién candnica
de C? a G,. Consideremos la siguiente transformacién del espacio CP definida por

(3.1)

1 as
1 1
T(b) = - .b.l. . T Ya) = al o | by, a1 # 0.
p
bp_1 1

Nétese que TP+! = I. Consideremos ahora el vector b = (1,b)* de CP*! definido a
partir de b € CP. Se tiene entonces la transformacién equivalente en el espacio cr+l
dada por T'(b) = Pb donde P es la matriz de permutaciones

o --- 0 1

0o --- 0 1 0
Para dos vectores arbitrarios C, D consideremos la transformacion lineal fraccional en
C? dada por w(Z) = C/(D + Z). La correspondiente aplicacién en CP™! y G, es

~ . ~ 1 . 1 0 1 1
w(Z)-dmg(l,C)T( Dtz ) _dlag(l,C)P( D I, ) ( 7 ) —W< 7 )
Més explicitamente, para C = (c1,ca,...,¢p)" y D = (d1,da,...,d,)" se tiene la

siguiente expresién para la matriz W:
d, 0 ... 0 1
1 0 ... 0
— A5 1 0 — Cle C2 0 cee 0
W—dlag(l,C’)P( D I, ) = . .
cpdp—1 0 ... ¢ O

Anélogamente al caso escalar, la fraccién continua vectorial aparece como una com-
posicién de transformaciones lineales fraccionales. La expresién para la fraccién apro-

ximante de orden n sera
1 1
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con
Yy = Yy Wy = Wi Wy (3.2)

Denotando la primera columna de la matriz Y,, por Y,! se cumple que

1 vl
(Hn>_Yn'

Las fracciones parciales enésimas Y,! satisfacen una relacién de recurrencia de
coeficientes escalares, que verifican también los numeradores y el denominador comun
de las fracciones que constituyen cada una de las p componentes de Y,! (para mas
detalles véase [37, Seccién 6] o [32, Seccién IV.5]). Se tiene pues el siguiente lema,
que es una consecuencia de las igualdades (3.2).

Lema 3.1. Sean (¢;n)n>0, (din)n>0, @ = 1,...,p, los coeficientes de las matrices
Wh. La sucesién de vectores (Y,}),>o de orden p+1 satisface la siguiente relacién de

recurrencia para n > 0

Ynl-i-l :dpmynl + dp—lmcpmynl—l +oee

p—k—+1 p—1
1 1
+di—2n H Ch—1+in—iYp_prh—1 T+ H Cit1n—iYp_ps
i=0 i=0
con las condiciones iniciales Y,} =0, n <0, Y = (1,0,...,0)".

Habiendo introducido algunas ideas generales sobre las fracciones continuas vec-
toriales, seguidamente presentamos el caso particular de las fracciones continuas vec-
toriales de Stieltjes, que constituyen uno de los principales objetos de estudio en esta
memoria.

3.2 Fracciones continuas vectoriales de Stieltjes

Una fraccién continua vectorial de Stieltjes (FCVS), conocida también como S-fraccién
vectorial, es una fracciéon continua de la forma

(1w D) | (Lo, —a)] (Lo L—ap)| | (1,01, —aps1)|
(0,...,0,1) ﬂ (0,...,0,5 o
(3.3)

donde aq, as, ... son numeros complejos distintos de cero. El producto y el cociente de
dos vectores de CP, tomados a partir de ahora como vectores fila ¢ = (¢1,... ,¢p) ¥
d=(dy,...,dp), se definen igualmente de acuerdo con el algoritmo de Jacobi-Perron
mediante las férmulas
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1 1 _
c-d=(crdy,...,cpdp), o= ( a ’Cp1>

) )
Cp Cp Cp
Volviendo a las notaciones de la seccién anterior para fracciones continuas vecto-
riales generales de la forma (3.1) se tiene en este caso que

CnJrl = (]-7 71,—0/71), n>0, a=-1,
Dn+1 = (O7 .. ,O,ETL),

donde

{z sin=k(p+1) k>0
En =
1 en otro caso.

La matriz de las transformaciones lineales fraccionales sera para cada n > 1

en 0 ... 0 1
1 0 - 0
W, = 0
: 1 :
0o - —an,_1 O
SiY,! = (A4n0,...,40,)" la fraccién parcial enésima de (3.3) es

Hn = (An,l/An,O; o aAn,p/An,O)~

Segun el lema 3.1, los numeradores A,, ;, j = 1,2,...,p, y el denominador comin A, o
de la fraccion aproximante II,, satisfacen la recurrencia

An+l7j = EnAn,j - anfpﬁLlAnfp,j) ,7 = Oa 17 27 - Dy n > D, (35)
con la siguiente matriz de condiciones iniciales
n=0 n=1 n=2 ... n=p
Ano 1 z z ... z
Ana 0 1 1 e 1 (3.6)
Apo 0 0 1 .1
Anp 0 0 0 e 1

A partir de las relaciones anteriores se deduce claramente que cada 4, ;,0<j <p
es un polinomio ménico y que
n+ p}
p+17
grado A, ; = grado A, — 1, je{l,...,p}, n>1 (3.7)

grado A, o = |
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Las fracciones parciales enésimas de la fraccién (3.3) dan una aproximacién local
en el infinito de los siguientes desarrollos formales en series de potencias

> Sn.,j .
Si(z) ~ > anl, j=1,2,....p. (3.8)

n=0

Cabe mencionar que los coeficientes de estos desarrollos s, ; tienen la siguiente repre-
sentacién en sumas “genéticas” dada en [7]

J i1+p iz+p in—1+p
Sn,j = (7 E Ay E (77 E A, , SOJ' =1. (39)
i1=1 ip=1 i3=1 in=1

A partir de ahora consideraremos a,, > 0 para todo n € N. Bajo esta condicién
se muestra en [7] la existencia de un vector de medidas positivas (1, pio, ..., ttp) con
soporte comiin en [0, 00) tal que

Sn,j :/ adpi(z),  j=1,2,..,p, (3.10)
0

lo cual permite asociar la fraccién continua vectorial (3.3) y los desarrollos formales
en series de potencias (3.8) al sistema de funciones de Stieltjes

Si(z) = /OOO M i=1,2...p. (3.11)

zZ—X

El problema de la convergencia de la FCVS consiste en averiguar bajo que con-
diciones dicha fraccién converge uniformemente en cada subconjunto compacto de
C\ [0,00), y cuando exista, caracterizar su limite.

Cabe mencionar que realizando algunas transformaciones equivalentes, la fraccién
(3.3) puede ser escrita de la forma

(1,...,1,1) |
(O, ceey O, 7bp+22)

-(,..1) | @..ny| (1,..,1,1)
’ (0,...,0,71)12) ’ (03"'307172) * +’ (03"'30abp+1)

N
(3.12)

donde los coeficientes positivos b, y a, estan relacionados mediante las ecuaciones
an(bpbpt1 - bpgp) =1, n>1 con by =by=---=b,=1 (3.13)

Para el caso p = 1 obtenemos de (3.12) la cldsica fraccién continua en la forma
preferida por T. Stieltjes (ver [38]).

Las fracciones continuas vectoriales (3.3) y (3.12) son equivalentes en el sentido
de que sus fracciones parciales enésimas coinciden para todo n > 1.



Parte II. Fracciones continuas vectoriales 32

En efecto, empleando una normalizacién diferente que serd de utilidad en lo que
sigue, definamos las sucesiones (A, ;), j =1,...,p, por las férmulas

Anj=Mmr2 - MmAn;, n=>1, Ag;=Ag;.
Para A, ; se tienen las siguientes relaciones de recurrencia
An+1,j = 7n+15nAn,j - an—p+1(7n—p+17n—p+2 te 7n+1)An—pv nzp. (3~14)

Ahora seleccionamos =, de forma tal que

an—p+1(Yn—p+1¥n—pt+2 - Tnt1) = =1, n >p.

Por tanto las recurrencias para A, ; seran de la forma
An-‘,—l,j = '77z+1€nAn,j + An—p,ja n 2 p.

Escogiendo los valores iniciales y; = —1, 72 =1, ..., 7, = 1, se tiene que vy, < 0 para
n=k(p+1)+1, k >0y v, >0 en el resto de los casos. Por lo cual, los coeficientes
by, definidos por (3.13) satisfacen

b _{—’yn, n=1+k(p+1)
=
Yn, €n otro caso,

en particular, son estrictamente positivos.
Introduciendo las cantidades

-] sin==k(p+1)
"] 1 en otro caso.

podemos reescribir la relacién (3.5) de la forma
An+1,j = bn+1gnAn,j =+ An*p,jv n 2 p. (315)

Por construccién, los polinomios A, ;, 5 = 1,2,...,p, y Ay o son respectivamente los
numeradores y el denominador de la fraccién parcial enésima de la fraccién continua
(3.3). Pero, de acuerdo con (3.15), son igualmente numeradores y denominador de
la fraccién parcial enésima de la fraccién continua (3.12), de donde se concluye que
estas dos fracciones son equivalentes.

3.3 Acotacion uniforme de la familia de fracciones
aproximantes en C\ [0, c0)

Un hecho importante en el estudio de la convergencia de las FCVS lo constituye
el que para todo j las sucesiones (IL, ;),>1 estdn uniformemente acotadas en cada
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subconjunto compacto de C\ [0,00). En este caso, de acuerdo con el teorema de
Vitali (ver [23, pag. 341]), el problema de establecer la convergencia uniforme de la
FCVS en el mencionado conjunto se reduce a comprobar la convergencia puntual de
las sucesiones (I, ;(2))n>0, j =1,...,p, para todo z € (—0o0,0) o cualquier intervalo
més pequeno en (—oo,0).

Proposicién 3.2. Para cada j, j = 1,...,p, la sucesion (IL, j)p>1 estd uniforme-
mente acotada en cada subconjunto compacto de C\ [0, c0).

Para hacer la presente memoria mas completa, incluimos aqui la demostracién de
la afirmacion anterior asi como los resultados auxiliares que se requieren para probarla
(para més detalles véase [7, Seccién 6.1]).

A tal efecto, se tienen las siguientes propiedades de los ceros de los polinomios
ATLJ? j 2071,... , D-

Lema 3.3. Para los polinomios A, ; j = 0,...,p, denominadores y numeradores
de las fracciones aproximantes de la fraccidn continua vectorial (3.3) de coeficientes
an > 0 se cumple que
a) Los ceros de Ay, j, j =0,...,p, son simples y estdn contenidos en [0,00);
b)Los ceros de Ao Yy Am—p—1,0) asi como los ceros de Ay o y Ay j (para cualquier
j entre 1 y p) se entrelazan.

Para la demostracion de las afirmaciones anteriores resulta de utilidad el siguiente
lema.

Lema 3.4. Para todo x € [0,00) y para cada j,l =1,... ,p se cumple

Anyio(®)  Apyij(z)
: : <0, > 0.
Apolz)  Anyle) |0 "=

Cuando n = k(p+1), k >0, la desigualdad anterior es estricta.

Demostracion del lema 3.4.

La prueba se realiza por inducciéon. Para n = 0, un célculo directo da el resultado
deseado paral =1,... ,p. Supongamos que el resultado es cierto hasta el indice n—1.
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A partir de la recurrencia (3.5) se tiene la igualdad

Appir0(x)  Antrg(z) | _ o
Apo(z)  Anj(z) e

Anyi—ro(x) Angioj(z)
An,O (33) An,j (‘T)

An,O(I) A"J (SC)
AnJrlfpfl,O(fL') An+lfp71,j (CL’) '

+ Gnyi—p

Iterando [ veces la relacién anterior y teniendo en cuenta que a,, > 0 paran > 1, se
obtiene que el determinante del miembro izquierdo es igual a la suma con coeficientes
positivos de varios determinantes que tienen la misma forma pero dependen de indices
menores o iguales que n—1. Por hipdtesis, ninguno de estos determinantes es positivo,
con lo cual la desigualdad el lema queda probada. Cuando n = k(p+ 1), k > 0, la
desigualdad estricta se comprueba de modo totalmente analogo, partiendo de que para
n = 0 los valores iniciales del determinante, cuando [ = 1,... ,p, son negativos.  [J

Antes de continuar, para cada n denotamos por m = m(n) el grado del denomi-
nador comun A, o de las componentes de II,, y por z,;,1 < ¢ < m, sus ceros.

Demostracion del lema 3.3

Primeramente, consideramos los indices del tipo n = k(p + 1), k > 1. La prueba
se realiza por induccion en k. Para sentar las bases del inicio, calculando los primeros
términos a partir de las relaciones (3.5) y (3.6) se obtiene

Ap+1’0(22) = Z—ai, AerLj(Z) = 1,

As(pr1),0(2) = 22— (a1 +- + apt+2)Z + G1ap12,

Aop+1),5(2) = 2 = (511 + -+ + appa).
Para verificar a) se tiene entonces que
Asp+1),0(0) >0, Agpiny0(ar) <0, Azpi1)o(z) > 0 para z < 0.
Denotando por z el cero de Ay, 1y 5 se cumple que Ay 1y,0(a1) <0y Agpynyo(z]) < 0,
con lo cual se obtiene b) para k = 2.

Supongamos ahora que los ceros de Ay(,41),0 Y Ag(p+1),; Son positivos, simples y
se entrelazan. Para todo x > 0 se cumple

A+ e+1),0(@) - A e+,i(@) | (3.16)
Arpr1),0(@) Arpr),; (@
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En efecto, aplicando dos veces la recurrencia (3.5) y teniendo en cuenta (3.4) se tiene
la identidad

A1) (p+1).0(®) Ay pr1),5(@) ’:‘ A1) -2,0(T) Ay pr1)—25(®) ’
Ap(p+1).0(2) App+1),5(2) Aj(p+1),0(2) Ag(p+1),5(7)

t ar(p+1)

Ak(p+1),0(®) Ak(p+1),5(@) ’
Appen—1,0(®)  Appeny—1,5(

El primer determinante en el miembro derecho de la igualdad anterior es menor o
igual que cero en virtud del lema 3.4. Aplicando nuevamente dos veces la recurrencia
(3.5), para el segundo determinante obtenemos

Appr1),0(x) Agpr1).5(T)
Agpr1)-1,0(7)  Appeny—1,5(7)

Apprn—20®)  Arprr)-2,4(T) ‘

= £ _
‘ EEEDIREADP | A1) 41 0(8) Aoy (pi1),(2)

A—1)(pt+1),0(T) Ak—1)(p+1),5 ()
A=) (p+1)-1,0(2)  Ak—1)(p+1)-1,5(2)

TAk=1)(p+1) Th(p+1)—p ‘

de donde se observa que dicho determinante resulta ser la suma de una cantidad no
positiva, en virtud del lema 3.4 y otro determinante del mismo tipo, donde en lugar
del indice k(p+1) aparece (k—1)(p+1). Repitiendo sucesivamente el mismo proceso
para este nuevo determinante, obtenemos la suma de cantidades no positivas mas el
determinante

Apr10(®)  Aptr,;(a) ‘ _ — —ay < 0.

Ap’()(.’b) Ap,j ((E)

r—a; 1 ‘

Por lo tanto, la desigualdad (3.16) es cierta. Segtn (3.7), el grado del polinomio
Ak(p+1),0 €8 k. Sean pues Ty(py1),i; @ = 1,... ,k los ceros de Ay py1),0- Sustituyendo
estos ceros en (3.16) se obtiene

Ak+1)(p+1),0 * A1) (@Trpr1),) <0, j=1....p.

De acuerdo con lo anterior, si Ag(p+1),;(Zr(p+1),s) tiene un cambio de signo mien-
tras i va desde 1 hasta k entonces lo mismo sucede para Ay1)p+1),0(Tr(p+1).i)-
Teniendo en cuenta que los ceros de Ay(,11),0 ¥ aquellos de Ay (,11); para cualquier
J se entrelazan por hipétesis, se deduce que los ceros de A(j41)(p+1),0 Se entrelazan
con los de Ap(p41),0-

Anélogamente, si en (3.16) tomamos & = Z(j41)(p4+1),i» ¢ = 1,... ,k + 1, se tiene

Akp1),0 - A1) (p+1),5 (Tk41)(p11),8) > 0, J=1...,p

lo cual implica que los ceros de Ax41)(p+1),0 ¥ Ak+1)(p+1),; Se entrelazan para todo
j-
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Probemos ahora que el lema es cierto para cualquier indice n € N. En efecto, sea
n=k(p+1)+lconle{l,...,p—1}. Por el lema 3.4, para cada z,;, 1 <i <m,
se tiene

Ak(p+1)+1,0 * Akpt1),j(@n,i) <0, Lje{l,... ,p}.

Teniendo en cuenta que los ceros de Ay (p41y,0 ¥ los de Ay (,11),; se entrelazan, podemos
concluir que los ceros de A(,1)41,0 son simples y estédn contenidos en [0, 00). De igual
forma se comprueba que la propiedad b) se verifica para A, o. O

Ahora ya tenemos todos los elementos para probar la proposicién 3.2 que serd una
herramienta fundamental en el desarrollo de los capitulos 4 y 5.

Demostracion de la proposicion 3.2.

Para cada j = 1,...,p se tiene

J
/“‘Ln,i
Moj(2) = =, (3.17)

— .
=1 n,i

donde p/,, > 0. En efecto, como los ceros de los polinomios 4, ¢ se entrelazan con
aquellos de los numeradores A, ;, es facil comprobar que

j A ‘ ‘
Mib,i:Azl,j(wnyi)>Oa J=1...,p, i=1...,m.
n,0

Sea K un subconjunto compacto fijo de C\ [0, 00) y
n = dist(K,[0,00)) :=min{|z — A\|: 2z € K, A € [0,00)},
donde obviamente 1 > 0. De (3.17) se obtiene

1o ,
|HTL7J(Z)| S 52/”’5@,1" J :17"'ap7 m:m(n), z e K.
=1

Para ver que {3,711/ .}, es acotado escribimos
J
c
n,0 n,1
H”%j (Z) = P + 212 ’

i xm(n) g
con ¢, g = ;" fi, ;- Entonces

cfl)o = lim 2II, ;(2),

Z— 00

y por tanto, considerando (3.7), obtenemos que

do=1 meN, je{l,...,p},

n

de donde se concluye que la sucesién (II),,>o estd uniformemente acotada en K. [



§3. Preliminares 37

3.4 Relacién con la aproximaciéon de Hermite-Padé

Las FCVS estdn muy vinculadas con la aproximaciéon de Hermite-Padé y la ortogo-
nalidad vectorial. Para ilustrar este vinculo en el caso de las S-fracciones vectoriales,
se incluyen seguidamente algunas de sus propiedades. Recordemos primeramente la
definicién de los llamados aproximantes de Hermite-Padé de tipo II.

Definicién 3.5. Consideremos el siguiente vector de desarrollos formales en series
de potencias

In,j
G= (91(2),... 7gp(z))7 gj(z) = Z:'é’
n>0

y el multi-indice de tamario p, n = (n1,...,np). El aprozimante de Hermite-Padé
asociado a los desarrollos gj(z), j = 1,...,p, de indice n, es el vector de fracciones
racionales

Pya Py

Pro’ Prg)’
donde los polinomios Py j, j =0,...,p, se caracterizan por satisfacer

grado Py o <mni+...+np,

Tnv
Pro(2)g;(2) — P j(2) = anil

La igualdad anterior se entiende en el sentido formal, siendo n; + 1 el menor

. 1 . .
exponente de una potencia de — de coeficiente no nulo T, en el desarrollo en series

z
de Laurent del miembro izquierdo de la expresién.
Cabe mencionar que un multi-indice 7 = (n1,... ,n,) se llama regular si

ny > ng >

.anznl—l.

Se tiene el siguiente resultado (ver [7, Lema 7]) que vincula los numeradores y el
denominador comun de las fracciones aproximantes II, = (Ay j/Ano)j=1,.. p de la
FCVS (3.3) con la aproximacién simultdnea de Hermite-Padé.

Lema 3.6. Los polinomios Ay, (pi1y,5, con m=kp+nr,0<r<p, j=0,...,p, son
respectivamente los denominadores y numeradores de los aprozimantes de Hermite-
Padé de multi-indice reqular (k + d1,... ,k+ 0p), donde

sl sii=1.
"0 si i=r4+1,...,p
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correspondientes al sistema de funciones de Stieltjes (S1(z),...,Sp(2)) definido por
las relaciones (3.8)-(3.11). Esto es,

Ti(m .
Am(p+1)70(Z)Sj(Z) — Am(p+1),j(z) = zki(Tﬁl +-oy g=1,...,p.

Ademds, se tiene que los polinomios Ap,(p41),0(2) verifican las relaciones de ortogo-
nalidad

/ Ampty,0(@)adp;(x) =0, ,v=0,..., k+d; -1, j=1,...,p.
0

Segun se muestra en [7, Lema 3] a partir de lo probado en [37, Teorema 1] para
fracciones continuas mas generales, dado un indice n cualquiera se tiene la aproxima-
cién

Sj(2) = I, ;(2) = Tj(n)/zmWHham+1 con h;(n) > 0.

Como hemos podido apreciar, el andlisis de la convergencia de las S-fracciones
vectoriales se puede ver también en el marco de la teoria de la aproximacion simultanea
de Hermite-Padé.



Capitulo 4

Sobre la convergencia de las
S-fracciones vectoriales

4.1 Introduccién

El punto de partida de este capitulo es un clasico resultado de T. Stieltjes aparecido
en [38], que plantea que la fraccién continua

S(z) = ! - =‘b112‘+'%+'%z‘+---, (4.1)

bor—12 +

bar+

donde b,, > 0, n € N, converge en cada subconjunto compacto de C\ (—oo, 0] a una

_ % g
funcién del tipo S(z) = / uiw)
0 TH+=z

siy sélo si

ibn = 00, (4.2)
n=1

lo cual equivale a su vez a la determinacién del problema de momentos correspondiente

o0
a la sucesién s; = / 2*du(z), k> 0.
0
En el presente trabajo nos dimos inicialmente a la tarea de extender la condicion

(4.2) para la convergencia de las FCVS (3.12), con el objetivo de brindar alguna

39
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condicién necesaria y suficiente que caracterice la convergencia de las S-fracciones
vectoriales tal y como se tiene para el caso escalar.

En tal sentido, probaremos que la hipétesis de Stieltjes contintia siendo necesaria
para que las FCVS sean convergentes (ver seccién 4.4). En cambio, esta ya no es
suficiente para la convergencia de la fraccién continua (3.12) de p > 1 componentes
vectoriales, lo cual mostraremos a través de una clase de contraejemplos en el capitulo
siguiente.

La existencia de una condicién, que sea a su vez necesaria y suficiente para la
convergencia de las S-fracciones vectoriales en el citado conjunto, es una cuestion que
parece no tener una respuesta tan clara como para el caso escalar, aunque la busqueda
de una solucién a este problema ha sido una de las principales motivaciones de los
resultados de convergencia obtenidos en este capitulo.

Para obtener la fraccién continua que resulta al tomar p = 1 en (3.3), realizamos

la transformacién S(z) = —S(—2z) que da lugar a la S-fraccién escalar
1 —a ) —agk—1] | —ag]
= 1 o, .
(2) z + ’—1‘ * z + + | 1 + [z +
donde
1 1
= E>1 =, 4.3
o= K21 a= g (4.3

Sin pérdida de generalidad asumimos que ag = 1.

La fraccién continua de Stieltjes constituye un desarrollo formal de la funcién
resolvente f, conocida también como funcién de Weyl, del operador en diferencias de
segundo orden A, que es la clausura del operador definido por la matriz tridiagonal

0 1 0 -
ay 0 1 0

A=| 0 a 0 1 . ap >0, (4.4)
0 0 a3 0 1
0 0

a través del producto matricial usual en el ya referido subespacio %y del espacio de
Hilbert ¢2, formado por las combinaciones lineales finitas de los elementos de la base
€o,€1,-.. (ver seccién 2.4.1). El operador A es el prototipo general de operador en
diferencias de segundo orden.

Cuando ag > 0 la funcién de Weyl

[ele] Ak o0
FE) = (2= A)en,e0) = 3 P00 5o S
k=0 k=0
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resulta ser la transformada de Hilbert de una medida positiva v soportada en el eje
real. Se tiene pues

o= [T wn = [T ), k20

o E— X e

La medida v se conoce como medida espectral del operador A y {f(z), (fk)k>0,dVv}
es el conjunto de datos espectrales del operador.
Se tienen las igualdades

f(z) =28(2%), 2 ¢ (—o0,00),
Jor = sk, fory1 =0, k>0
dv(z) =du(z?), x € (—00,00).

La convergencia de la fracciéon de Stieltjes equivale a la unicidad de la medida
espectral del operador (4.4), y a su vez a la determinacién de los problemas de mo-
mentos de Hamburguer y Stieltjes correspondientes respectivamente a las sucesiones
de momentos (fr)x>0 ¥ (Sk)k>0-

Las condiciones de convergencia para las S-fracciones, en términos de los coefi-
cientes del operador (4.4) o de los de la fraccién continua (4.1), son esenciales para
el estudio de las propiedades espectrales del operador A, especialmente cuando el
operador es no acotado.

En particular, aplicando la desigualdad de Cauchy-Schwarz en (4.3), a partir de la
divergencia de la serie en (4.2) se obtiene una condicién suficiente para la convergen-
cia de la fraccién continua en términos de los coeficientes del operador A, conocida
como condicién de tipo Carleman (ver por ejemplo [1, Apéndice II.11] o [32, Teore-
ma I1.7.3]), que puede ser escrita como

n—oo

=1
;ﬁ:oo = m(2) = S(2), (4.5)
z€ K CC\|[0,00).

Obsérvese que la hipotesis de convergencia anterior incluye el caso en que la sucesién
(ak)k> estéd acotada.

En la seccién siguiente mostraremos la generalizacion de la teoria clasica de Stielt-
jes para el caso vectorial que ha sido la antesala de los resultados obtenidos en este
capitulo.

Posteriormente, en la seccién 4.3 se da una condicién suficiente de convergencia
para las FCVS en términos del operador en diferencias asociado A, que surge con la
intencién de extender la conocida hipétesis del caso escalar (4.5).

El apartado 4.4 estd dedicado a la extension del cldsico teorema de Stieltjes para
el caso de p componentes vectoriales.
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Finalmente, en la seccién 4.5 se establece un vinculo entre las FCVS y la teoria
del problema de momentos vectorial. De esta forma, se obtienen nuevos resultados
de convergencia para estas fracciones continuas que complementan los anteriores y
generalizan de cierta forma la condicién de Carleman (4.5).

4.2 El caso vectorial

Como mencionamos anteriormente, las generalizaciones vectoriales de las S-fracciones

—

S(2) = (S1(2),-- ., Sp(2))

I e (Lo L—ap)| | (1,01, —aps1)|
*](0,...,0,z)+\ (0,...,0,1) +"'+] (0,...,0,1) +] (0,...,0,5 T
(4.6)

fueron introducidas en [7] con el objetivo de obtener las propiedades espectrales del
operador en diferencias A, de orden p+ 1, definido como la clausura del operador que
determina la matriz infinita de p + 2 bandas

0 0 1

A= e 0 .- 0 1 , a, € C, (4.7
0 a2 O 0 1
0 0

en el subespacio %, C ¢2.
Anslogamente al caso escalar, consideremos el siguiente conjunto de funciones
resolventes del operador A,

—

f: (f17"' 7fp)7
donde
[ = (1= A eynen) =Y T o1
k=0

que define unfvocamente el operador. Se tienen entonces las relaciones (ver [7, Se-
ccién 2])

fi(z) = zp_jHSj(sz) , i=1,...,p.
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Si a, > 0 existe un vector de medidas (p1,. .. , itp) con soporte comun en [0, co)
que verifica las relaciones

* du;(x )
Sj(z):/o i () j=1,2,....p.

zZ—X

El sistema (fi,..., fp), asi como (S1,...,Sp) ¥y (p1,--., Hp) constituyen el con-
junto de datos espectrales del operador en diferencias de orden superior A. Cuando
la S-fraccién vectorial asociada es convergente, el operador A estd univocamente de-
terminado por este conjunto.

El caso acotado fue estudiado por V. Sorokin en [36] y posteriormente por A.
Aptekarev, V. Kaliaguine y J. Van-Iseghem en [7]. En particular, es conocido que la
condicion

0<a; <C, 1€N (4.8)

es suficiente para que las funciones S; sean funciones de Markov, caracterizadas por
ser la transformada de Cauchy de medidas soportadas en conjuntos compactos £
contenidos en el intervalo [0, 00). Es decir,

Sj(z):/Ed'u(m) j=1,...,p.

2=
J

A partir de las afirmaciones anteriores, siguiendo las mismas ideas que en la de-
mostracién del clasico teorema de Markov sobre la convergencia de los aproximantes
diagonales de Padé asociados a este tipo de funciones (ver por ejemplo [32, Seccién
I1.6 ]), serfa facil concluir que la condicién (4.8) implica la convergencia uniforme en
compactos de la fraccién continua (4.6) en el complemento en el plano complejo de
un conjunto compacto dado I' C Ry, o sea

IL,(z) = S(z), 2€KCC\T,
n—oo
donde II,, denota la fraccién parcial enésima de g,

El presente trabajo no excluye el caso no acotado, de esta forma se caracteriza
una clase méas amplia de operadores en diferencias de orden superior que poseen un
Unico conjunto de datos espectrales.

4.3 Resultados de convergencia

Esta seccién esta dedicada a la demostracion del siguiente resultado, que brinda una
condicion suficiente de convergencia de la FCVS, en términos de los coeficientes del
operador asociado A, que incluye en particular el caso en que la sucesién (a,),>1 estd
acotada.
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Teorema 4.1. Si

o0

1
)P (4.9)

p—1 )
k=1 Zj:() Ak+j

entonces I1,, = S en cada subconjunto compacto de C\ [0,00).

n—oo
Demostracion del teorema 4.1.

Para probar el teorema 4.1, de acuerdo con la proposicién 3.2, es suficiente esta-
blecer la convergencia puntual en (—oo,0) de la componente j-ésima de II,, para cada

je{l,...,p}, osea

I, j(z) — Sj(2),  z€(-00,0).

n—oo

A tal efecto, fijamos un z € (—o0,0), definimos
Fn = —Hn’l(Z)

y sin pérdida de generalidad nos restringimos al anélisis de la convergencia de la
sucesién (Fj,)n>0, que como veremos a continuacién es estrictamente positiva.
Primeramente escribimos (4.6) en la forma equivalente introducida en (3.12)

. (1,..1) | @11 (1,..,1,1) | (1,...,1,1) |
S() = [0 0, 512) [0, 0,80) T [0 0.5p) [ (0o 0 Bpy22)
(4.10)

donde
an, ! (4.11)

bnbn—i-l e bn+p
Fijado un z € (—00,0) se define la siguiente sucesién de nimeros reales positivos

ba(2) —bnz, paran=1 (modp+1), (4.12)
z) = .
" bn, en otro caso.

Para abreviar, en lo que sigue de la presente demostracién, escribiremos b,, = b, (z2),
por tanto, en virtud de (3.15), para los denominadores A,, = A, o(2) de F), escritos
segin la nueva forma equivalente (4.10), se tiene la relacién de recurrencia

Ap=bpAp1 + A, n>p, (4.13)
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con las condiciones iniciales Ag = 1, A; = ... A, = —z, tomadas de acuerdo con
(3.13).
Sea ahora la sucesién (t,)n>1 definida por
AV
t, = by, Anl, n>1, (4.14)
Cont1:t2:...:tp:1y
0<t, <l, n > p. (4.15)

Como la relacién (4.13) se satisface también para los numeradores A, ; de F,, se
obtiene entonces la recurrencia

F,=t,F,_1+ (1 — tn)Fn—p—la n > p. (416)

En este caso las condiciones iniciales son Fy =0, F; = ... = F, = —1/z.
Definimos las sucesiones

M, = max{F,, F_1,...F,_p},
my, =min{F,, F,_1, ..., Fr_p}.

Teniendo en cuenta la relacién de convexidad (4.16), es fécil ver que las sucesiones
{mn} y {M,} satisfacen

OémnganrléMnJrlSMnSMpv n € N.
Por tanto, siempre existen nimeros reales positivos m, M, con m < M, tales que

lim M, =M 'y lim m,, = m.
n—oo n—oo

Denotando §,, = M,, — m,,, se observa que F,, converge si y sélo si

lim 4, = 0. (4.17)

n—o0

Concluiremos la demostracién del teorema 4.1 empleando algunos lemas auxiliares
que probaremos mas adelante. Para obtener la convergencia de F),, demostramos la
siguiente desigualdad (ver lema 4.2)

0 < (1 —tptn1-tnpi1)0n_p, 1>2p,d,>0. (4.18)

Seguidamente (ver lema 4.4), empleando la identidad (4.11), se muestra que la con-
dicién (4.9) implica

E tplpn—1--" tn—p+1 = o0,
n>1



Parte II. Fracciones continuas vectoriales 46

y de esta forma se obtiene (4.17) y de ahi la convergencia puntual de II, (z) para cada
z fijo en (—o0,0). El teorema queda demostrado. O

A continuacién presentamos los lemas auxiliares que se emplearon en la demos-
tracion anterior.

Lema 4.2. Para las sucesiones (0p)n>p Y (tn)n>1 previamente definidas, se cumple
la desigualdad (4.18).

Demostracion del lema 4.2.

Para facilitar la comprensién de las ideas expuestas probaremos el lema primero
para el caso particular p = 2. Seguidamente presentaremos la generalizacién para
cualquier p, que es totalmente analoga. Sea

F7l
Xn = Fn—l 5
Fn72
escribimos
Xn = Wan—27
donde
tntn—1 (1—t,) tn(l—tu_1)
W, = tn_1 0 1—t,_1 . (4.19)
1 0 0

Denotamos por W, = (w7 ); jeq1,2,3} ¥

Mn == maX{Fn,anlaFn72}a
Mp = min{FnyFn—lan—Q}-

Escribiendo N,, = {Fy,, Fr—1, Fr_2 ]\ {M,,, m,, } se tiene que
M, = a%Mn_g + a}LNn_g + aimn_g,
My = By Mp_o+ By Nn—a + Bamn_s,
donde

{a%}(j:o,1,2), {5%}(3':0,1,2) C {(w:{j)}i,je{o,lﬂ};
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Como N, € [m,, M,], existe entonces &, tal que 0 < &, < 1 para n > 2 y satisface la
igualdad

N, =&mp_o+ (1 — &) Mp_o.

Por tanto se obtiene

My = (1= apén — 03) Mz + (060 + ap) 2,

My, = (1= Babn — B2) Mu—2 + (Bpén + B )man—2,
de donde tenemos

On = (1= (0 + B+ opén + B (1 =€) Onzy  n >4, 02> 0.
Por lo cual se obtiene
6n < (1 — min(wi2 7 + wib7t + w27?)) 6,2,

con iy # i1,j0 # j1 # ja,i2 = io 6 i1. Teniendo en cuenta la desigualdad (4.15) y
la forma en que estén distribuidos los coeficientes en la matriz (4.19), comprobamos
facilmente que el minimo en el miembro derecho de la desigualdad anterior se alcanza
para el siguiente valor particular de la suma de coeficientes de W,

w}l’l + wi’z + w33 = tntn_1.
En consecuencia, se obtiene la desigualdad
571 < (]- - tntnfl)(snf% n > 47 62 > 07

lo cual demuestra (4.18) para p = 2.
Ahora presentamos el caso general p > 1. Sea

Fn
anl
XTL = FTL—2 s
Fyp
y pongamos
Xn = Wanfpv

donde la matriz cuadrada WW,, de orden p 4 1 se puede escribir de la forma siguiente

_ Wl,n Z/{n
Wn( i > (4.20)
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La expresién para Wi, € RP es

tptn—1-"" tn—p+1
tn—ltn—Q e tn—p+1

Wi = : . 1<j<p,
b ln—jtiln—j ln—pt1 =)=

tn—p+1

y U, es la matriz triangular superior de orden p

(I—=tn) tn(Q=tn—1) - tatp—1-tn—jt2(l—tn—jt1) -  toln—1-tn_pi2(l—tn_py1)
0 1—tp_1 ce tno1tn—jr2(l—tn_ji1) ce tno1tn_piro(l—tn_pi1)
0
U tn—jr2(l—tn—jt1)
n 1—tn—j41 T tnojtrtn—pr2(I—tn—pta)
0
tnfp+2(1_tn*p+1)
0 0 0 - 0 1—tn_pi1
con 2 <5 <np.
— (w9, - 1
Denotamos W,, = (w,;?); jeqo,... p} ¥ andlogamente

M, = maX{FnaFn—la Fo_o,... 7Fn—p}7
my, =min{F,, F,_1,F,_2,... ,F_p}.

Escribiendo NT(Ll), N,(LQ), e ,Nflp_l) ={F,,Fo1,Fno2,... ,Fop \{M,,, m,, } se tiene
que

M, =alM,_,+ a}LNT(ll,)p + aﬁ_lN,(Lp:pl) +almy,_p,
My = B0 My + BN, -+ BTN 4 B,
donde

{a%}(j:O,l,...,p)u {5%}(;‘:0,1,...,;;) - {(wfij)}i,je{o,l,...,p}7

p p
Yo=Y p=1 (4.21)
=0 §=0
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Como N ¢ [mn, My], k=1,...,p— 1, existe entonces §,(Lk), 0 < & < 1 para
n > p, tal que

N® = ®m 4 (1 — W) M, k=1,...,p—1.

Considerando (4.21) tenemos

p—1 p—1
M, = (1 — Z akelk) aﬁ) My _p + (Z akel®) 4 aﬁ) M —p,
k=1

k=1
p—1 p—1

M, = (1 =Y et — 633) My + ( Be + 65;) Ma—p.
k=1 k=1

De donde se obtiene

p—1
- (Zm o)l + ) S 2% 6,50

k=1

Haciendo uso nuevamente de (4.21) tenemos que

5n:<1_

lo cual implica la desigualdad

p—1
b + B0+ (ke 4+ 851 — s#’)))D S p-

k=1

6n < (1= min(wi%° + w!H7 + - 4w IP)) 6, n>2p, 6,>0, (4.22)

con g 7é il,jo 7é jl 7é 7é jp, 12,13, ... , ip S {io,i1}. Al igual que hicimos en el
caso particular p = 2, teniendo en cuenta (4.15) y la distribucién de los coeficientes en
la matriz (4.20), verificamos que el minimo en el miembro derecho de la desigualdad
(4.22) se alcanza para la siguiente suma de coeficientes de W,

whl 4wl Pt PP — Gt > 0.

Por tanto, hemos obtenido la desigualdad (4.18), con lo cual el lema queda demostra-
do. O

Como una consecuencia directa del lema anterior cabe enunciar el siguiente coro-
lario, al cual haremos referencia en el siguiente capitulo.

Corolario 4.3. Sea la sucesion (tp)n>1 € (0,1) y sea (Fy)n>1 una sucesion de
nimeros reales positivos que satisface la recurrencia (4.16). Si

E tplpn—1--- tn—p+1 = 00,
n>1
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entonces cualquiera sean los valores iniciales de Fy, Iy, ... , F, la sucesion F, es con-
vergente.

Para terminar la demostracién del teorema 4.9 resta probar el siguiente lema.

Lema 4.4. Sea z € (—00,0). Para la sucesion b, = b,(z) definida en (4.12) se
cumple que si

1
2;“* 1 o
) JZO bn—jbn—j—1-"+bp—j—p

entonces

Z tptn—1-"" tn—p-‘,—l = oQ.
n>1

Demostracion del lema 4.4.
Considerando (4.14) tenemos

A, _
totn—1 " tn—p+1 = bpbp_1- " bp_pi1 A Ly (4.23)

Teniendo en cuenta (4.13) escribimos

An = bnbn—l e bn—p-l—lAn—p + An—p—l + bnAn—p—Q + bnbn—lAn—p—3 +
bnbnflbn72Anfp74 +- bnbnfl T bn7p+2An72p-

Por lo tanto, de (4.23) se tiene que

1
tptn—1 thptr1 =
L Anp-1 b B
bnbnfl e bn7p+1An7p bnprrl Anfp
De (4.13) obtenemos también la desigualdad
Enori o x . 1<i<p
An—p bn—p e bn—p—j+1
de donde se concluye que
1
tntnfl e tnfp‘l’l Z ) R Zp*l 1 )
Jj=0 bn—jbn—j—l R bn—j—p
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y el lema queda demostrado. O

Noétese que para p = 1 la hipétesis del teorema 4.1 resulta ser la conocida condicién
para el caso escalar

=1

E — = OQ.
a

=1 Ok

Cabe destacar también que segun (4.9), la divergencia de esta serie implica la
convergencia de la fraccién continua vectorial (4.6) cuando los coeficientes a,, tienen
un “comportamiento regular”, que es el caso por ejemplo de sucesiones mondtonas o

. , .. an+1
aquellas que tienen una razén de crecimiento regular, o sea <M.
Qn

4.4 Condicion de convergencia de Stieltjes genera-
lizada
Consideremos la forma equivalente (4.10) de la fraccién continua vectorial de Stieltjes

(4.6). En esta seccién veremos que la cldsica condicién de convergencia de Stieltjes
(4.2) continua siendo vélida para el caso vectorial, como afirma el siguiente teorema.

Teorema 4.5. Si la S-fraccion continua vectorial (4.10) converge uniformemente en
compactos de C\ [0,00), entonces se cumple

anzoo.

n>1

Antes de probar el teorema 4.5 presentaremos algunos resultados auxiliares. Ha-
remos uso de la misma notacién que en la demostracién del teorema 4.1. Fijamos
z € (—00,0) y como en (4.12) escribimos b, = b,(z), lo cual no altera el cardcter de
la serie en el teorema 4.5. Andlogamente, sea F,, = —II, 1(2). Probaremos por lo
tanto que si F), converge entonces Z b, = oo.

n>1

Lema 4.6. Para las sucesiones (by)n>1 ¥ (tn)n>1, definidas respectivamente por (4.12)
Y (4.14) se tiene la equivalencia

an:oo & Ztn:oo.

n>1 n>1

El lema 4.6 es una consecuencia directa del siguiente lema 4.7.
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Lema 4.7. Sea (by)n>1 una sucesion de nidmeros reales positivos y sea (Ay)n>0 una
sucesion definida por la recurrencia (4.13) con las condiciones iniciales Ag =1, A =

b1, Ag =biby, ... ,Ap =0biby, ..., b,. Se tiene entonces la equivalencia
A 2
b, =00 < An- p Snopml SPnopm2y o
> > a A ) =00
n>1 n>p+2

Demostracion del lema 4.7.

Primeramente probaremos la implicacion
STyt Sy
n>1 n>pt2 n—1
Teniendo en cuenta (4.13), tenemos
Ap>Ap_pi, (4.24)
lo cual implica que
A, > min{Ag,Aq,... ,Ap} >0,

de donde obtenemos

DAL =00 ¥y D baaBnaBy o = oo

n>1 n>p+2
Probaremos que existe A; C N tal que

A A —  00. (4.25)

T nen,
De (4.13) se concluye que

ApAy—1 =0 A2+ by 1 D2 D 1+ Dy 2Dy
Por lo tanto

AnAn—l - An—p—ZAn—p—l = bnAi_l + bn—lAn—ZAn—p—la

lo cual implica

N N
Z (AnAn—l - An—p—2An—p—1> = Z (bnAfL_l + bn—lAn—ZAn—p—1)~

n=p+2 n=p+1
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Tenemos

P

§ AnfjAnfjfl 7 00,

§=0
de donde existe A; C N tal que se cumple (4.25). Ahora podemos suponer que

An—p—l An—p—2 -1

4.2
A, Ap1 n ’ ( 6)

en caso contrario la demostracién concluirfa aqui. De (4.26) se tiene que existe Ny € N
tal que

Ap_p1Dp_po 1
1 Uk 2 et 4 - > N
> An An_l > 27 n 0
Por tanto obtenemos las desigualdades
Ap_p1 Dy 1 ApA,—
e I et e S )
An Anfl 2 AnfpflAnfpf2
1 AnA, 4
> —In

20 Anp1Bpo’
Tomando la suma se obtiene
Z (1_MM) > 1 iv: In AnApi
Ay, A 2 o Ap_p_1Dp_p_2

1 1 ANAY_AY 5+ A?V—pAN*IH’l

> —1In .
A A2 A2 A
2 No—12Ny—2 """ 2 Ny—p—1—No—p—2

Considerando (4.25) y teniendo en cuenta que A,, > ¢ > 0 para todo n € N, tenemos

2 2
AnkAnk—l e Ank—pA"kfpfl - 0.

nE€A1
Por tanto
= Anfpfl A7171772 o
D, (- =F= )=
n=p+2 n n—1

Para probar la implicacién contraria

Z (1—%%)20@ = an:oo,

n>p+2 n>1
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demostraremos que

lim An""Anfl +An72 + "'+Anfp = Q.

n—oo
En virtud de la recurrencia (4.13) se cumple

bnAnfl

by, >
" An—l + An—2 + o+ An—p + An—p—l

o An+An—1+"'+An—p 1
Anfl + An72 +---+ Anfp + Anfpfl

)

y como A, > A,_,_1 se tiene

An+An71+"'+An7p

> 1.
An—l + An—2 + 4+ An—p + An—p—l

de donde

A7L+A7L—1+"'+An—p An"'An—l +"'+An—p

(4.27)

—1>1In

Anfl + An72 +--+ Anfp + Anfpfl Anfl + A7172 +---+ Anfpfl ’

y por tanto obtenemos

N
_ oo+ Ao
S by s AT AN E Ay

Ap—‘rApfl—‘r"'—"AO

n=p—1

Si (4.27) se verifica, entonces la desigualdad anterior implicaria la divergencia de la
serie en el miembro izquierdo. Para concluir la demostracion del presente lema sélo

resta verificar que (4.27) es cierto.
En efecto, tenemos que

An—p—lAn—p—2 AnAn—l
<In ,
AnAnfl AnfpflAn7pr

1—

y por tanto

N N
AnfpflAnfp72 AnAnfl
e e B D e e

AnAn—l n—p—lAn—p—2

n=p+2

ANAY - AR AN—p-1

= In

A, 1AL, AIA,

De aqui concluimos que

: 2 2
lim ANAN_l"'AN_pAN_p_1:OO7
N—oo
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y teniendo en cuenta (4.24) encontramos que

]\;im ANAN—l cee AN_p = 00,
de donde obtenemos (4.27). O
Demostracion del lema 4.6.

Empleando nuevamente la recurrencia (4.13), tenemos

1_ AnfpflAnfp72 _ An(Anfl - A7171)72) + An7p72(An - Anfpfl)
AnAn—l AnA'rL—l
o An72 Anfp72
- bn—l An—l + bn An

= tn71+tn(1_tn71)~

De (4.15) deducimos la equivalencia

dtn=00 & > (tn1+ta(l =ty 1)) =00,

n>1 n>1

y por lo tanto, teniendo en cuenta el lema 4.7 concluimos la demostracién. O
Ahora estamos listos para probar el teorema.
Demostracion del teorema 4.5.

Probaremos la desigualdad

5n+1 > (1 — tn-l—l)éna Vn € N. (428)
De la demostracién del teorema 4.1, sabemos que si la sucesién (F},),>0o converge
entonces se verifica (4.17). De esta forma obtendriamos la implicacién

lim 6, =0 = Y t, =00,

n— oo

y del lema 4.6 se tendria (4.2).
Para probar (4.28) hay que tener en cuenta el conjunto de indices de los cuales
dependen respectivamente d,, y 6,,+1. Podemos escribir

n n+1

n—1 n

O ~ Y Ong1~ :
n—p+1 n—p+2

n—p n—p+1
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Ahora diferenciaremos los siguientes casos.
Caso 1 Existen j,k con 0 < j, k <p—1,7 # k, tal que

S = |Fo_j — Fo_gl-

Nétese que este caso sélo sucede cuando p > 1. Tenemos que Fy,_p, € (Fy—j, Fri—p).
Como {F,,... ,Fn_p} C [F,_;, F_i], considerando sin pérdida de generalidad
que F,, < F,,_, y haciendo uso de (4.16) tenemos

FnJrl € [Fnanfp] - [anjaank}

Por lo tanto obtenemos,

6n+1 = (Sn > (1 - tn+1)6n~

Caso 2 Existe j con 0 < j <p—1, tal que
On = |F—p — F—jl. (4.29)
Por lo tanto
Ont1 = |[Fnok = Fooil,

con —1 <k, I <p-—1, [+# k. Sin pérdida de generalidad podemos suponer que
Fn_p > F,_;, donde F,_; satisface (4.29). Haciendo uso de (4.16) tenemos que

Fot1 € [P, Frep C [Foej, Fryl,
por lo cual
{Fneptis- o s Fou, Fug1} C [Frej, Frp).
Se tiene entonces que
5n+1 = |ank - Fn*j‘

donde F,,_; es el término que cumple (4.29) y kestal que —1 < k <p—1,k # j.
Ahora tenemos la siguiente situacién

anj <F, <Fn+1 < Fo g <Fn7p-
Se cumple que

6n+1 =F, & _anj = anp _anj - (anp _ank)7
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por tanto
Ont1 = 0n + (Fnek — Fy1) = (Fap — Frt1),
y obtenemos
On+1 > 0n — (F—p — Fry1). (4.30)
Empleando (4.16) para F,, 11, se tiene
Foj1 —Fnp = tn+1<Fn - anp)-
lo cual implica que
‘Frb-‘rl - Fn—p‘ < tn-&-l(sw
Considerando (4.30) tenemos
Ont1 = 0n(1 — tpg).

Habiendo probado (4.28), podemos concluir que el teorema 4.5 es cierto. O

Realizando una andlisis mds profundo de la relacién de recurrencia (4.13), en el
préximo capitulo mostraremos que la hipdtesis de Stieltjes (4.2) no es suficiente para
la convergencia de las S-fracciones de p > 1 componentes vectoriales (ver ejemplo
5.12) y veremos ademds otra via para demostrar el teorema anterior con ayuda de los
resultados auxiliares aqui probados.

Terminamos este capitulo estableciendo un vinculo entre la convergencia de las
FCVS y el problema de momentos para el caso vectorial.

4.5 El problema de momentos vectorial y la conver-
gencia de la FCVS

Segun el clasico teorema de Stieltjes para el caso p = 1, la S-fraccién escalar converge
si y sélo si el problema de momentos de Stieltjes asociado es determinado, es decir,
existe una tnica medida p soportada en [0, 00) tal que

sn:/ x"du(x).
0

La funcién limite en este caso es una funcién de Stieltjes definida por (3.11).
En este contexto, cabe mencionar el siguiente resultado debido a Carleman (ver
[41, Teorema 88.1(b)]) al cual haremos referencia en el presente apartado.
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Si

=1
Z 2 =0 (4.31)
= W

n

entonces el correspondiente problema de momentos de Stieltjes es determinado.

En el caso vectorial, la situacion es en realidad bastante més compleja. Empe-
zaremos precisando lo que se entiende por problema de momentos vectorial y por
problema determinado.

Definicién 4.8. Llamamos problema de momentos de Stieltjes vectorial a la tarea
de hallar un vector de medidas (p1, ..., ptp) partiendo de una sucesion de momentos
((Sn,15 -+ Snp))n>0 dada, tal que se verifique la representacion integral

o0
Sp,j = / z"dpj(x), i=12,..,p.
0

El problema de momentos vectorial de Stieltjes se dice determinado si y sélo si admite
una unica solucion, en caso contrario se dice indeterminado.

Esta claro que el problema de momentos de Stieltjes vectorial estd determinado si
y solo si, para cualquier j = 1,2, ..., p, el problema de momentos escalar estd deter-
minado para (s, j)n>0. En este contexto surge un problema abierto interesante: 4La
determinacion del problema de momentos de Stieltjes es equivalente a la convergencia
de la FCVS asociada, tal y como sucede en el caso cldsico?

A continuacion demostraremos el siguiente resultado, que da una respuesta parcial
a la interrogante anterior.

Teorema 4.9. Si para algin j el problema de momentos escalar de Stieltjes (3.10)
estd determinado para los momentos definidos por las formulas (3.9), entonces la
j-ésima componente de la FCVS (4.6) converge uniformemente en cada subconjunto
compacto de C\ [0,00) a la funcidn S;(z) dada por (3.11).

Como corolario del teorema 4.9 obtenemos la siguiente condicién suficiente de tipo
Carleman para la convergencia de la FCVS.

Corolario 4.10. Si

i - 00 (4.32)

max a;
n=1 1<i<pn
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entonces la FCVS (4.6) converge uniformemente en cada subconjunto compacto de
C\ [0,00) al vector de funciones (3.11).

En particular, si (a,),>1 s una sucesién mondtona creciente, entonces la condicién

=1
; == (4.33)

es suficiente para la convergencia de la FCVS.

Nétese que para p = 1, la hip6tesis (4.33) resulta ser la bien conocida condicién
de Carleman (4.5) para la convergencias de las S-fracciones escalares. El problema
de que si la convergencia de la FCVS implica o no la determinacién del problema de
momentos de Stieltjes vectorial aun continta abierto.

Seguidamente, pasamos a la demostracién del teorema.

Demostracién del teorema 4.9.
Retomando la notacién de la seccién 3.3, como estamos considerando a,, > 0, n €

N, se tiene la siguiente representacion de la componente j-ésima de las fracciones
aproximantes de orden n

My (z) = 2nd () _ Yot (4.34)

donde m = m(n) representa de igual modo el grado del denominador A, 0y T 1, s Tn,m
€ [0,00 ) sus ceros. Recordemos también que p, ; > 0. Al mismo tiempo, se tiene la
ya mencionada aproximacion

Sj(z) = I j(2) = O(1/zmWHMF 2 e K C C\ [0,00), (4.35)

donde hj(n) > 0. Ahora construimos una sucesién de medidas discretas v, ; con
masas (7 , en los puntos , ;, i = 1,...,m. Entonces (4.34) se puede reescribir como

(oo}
dvy, ;
I, (2) = / M
0 zZ—T
De la propiedad (4.35) se obtiene
Sk = / 2*dv, j(x), k=0,1,..,m(n). (4.36)
0

Supongamos ahora que existe una subsucesién de II,, ;(z) que es convergente en algin
punto z € C\ [0,00). En virtud del teorema de Helly (ver [35, pdg. xii]) podemos
extraer de la sucesién de medidas v, ; una subsucesién débilmente convergente a



Parte II. Fracciones continuas vectoriales 60

una medida v. De (4.36) se concluye que esta medida limite es solucién del mismo
problema de momentos que la medida p;, y por hipdtesis se tiene entonces que v = p; .
Consecuentemente, la sucesion (u; ), converge débilmente a ;. En particular, para
cualquier z < 0 tenemos

0

n—o0 n—oo [ zZ—x z—x

Finalmente, la convergencia uniforme se obtiene de la convergencia puntual en (—oo, 0)
unido a la acotacién uniforme de la familia (IL, ;(z)) en C\ [0, c0). O

Demostracion del corolario 4.10.

De la representacién de los momentos s,, ; en sumas genéticas (3.9) se tiene
0<sp1 <sp2<-<Spp (4.37)
Por otro lado,de la misma representacion se obtienen las estimaciones
Snp < My [max{as, azg, ..., apn }"

donde M,, es el niimero de monomios en la suma (3.9). De [7, Lemma 8] es conocido
que

1
M, < Ma", a=(p+1)(1+ 5)1”,

lo cual implica la relacién
/5, 5 < M1/2”0¢1/2[Inax{al7 a9,y .ee anp}]l/Q.

En consecuencia, se obtienen para j = 1, ..., p las implicaciones

o0
1 1
D rma e = Zz =00 = zz = %0

Por la clésica condicién de Carleman (4.31), podemos concluir que el problema de mo-
mentos de Stieltjes escalar estd determinado para cada sucesién de momentos (S, ;)n.,
7 =1,2 ...,p. Por tanto, del teorema 4.9 se obtiene la convergencia de la FCVS. [

4.6 Un resultado de convergencia en funcién de los
momentos

A partir del teorema 4.9, teniendo en cuenta las desigualdades (4.37), podemos con-
cluir que si para la componente p-ésima de la fraccién continua vectorial se cumple la
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hipétesis de Carleman

1
d =
n>0 m
entonces el problema de momentos vectorial estd determinado y por tanto la FCVS
converge uniformemente en compactos de C \ [0, 00).

A continuacién, incluimos el siguiente resultado, que brinda una condicién suficien-
te adicional para la convergencia de la FCVS en funcién de la sucesién de momentos
asociada (3.10) a cualquier componente j-ésima, de la FCVS.

Teorema 4.11. Si para algin j € {1,... ,p} se cumple que

Z =0 (4.38)

P+ S(p+1)n,j

entonces I, = S en cada subconjunto compacto de C \ [0, 00).

n—oo

Notese que la divergencia de la serie en el teorema anterior para algin j €
{1,...,p} implica que se cumple la conocida condicién de Carleman (4.31) para los
momentos s, ; asi como para los momentos s, ; para 1 < k < j, teniendo en cuenta
la desigualdad (4.37). Por tanto, en virtud del teorema 4.9, se tendria entonces la
convergencia de la k-ésima componente de la FCVS para todo k tal que 1 < k < j.
En particular, para j = p el teorema 4.11 se deduce directamente del teorema 4.9.

A continuacién, probaremos este resultado a partir del teorema 4.1, haciendo uso
de la representacién de los momentos s, ; en sumas genéticas (3.9) en términos de la
sucesién de coeficientes (ay),>1 de la FCVS (4.6).

Demostracion del teorema 4.11.

Primeramente fijamos j € {1,...,p}, verificando (4.38). Considerando el teore-
ma 4.1, para probar la convergencia de la FCVS en C \ [0,00), basta demostrar la
desigualdad

> Z — (4.39)

n—1 Zk:o On+k VS(p+1)n,j

donde C' es una constante positiva.
Empleando la conocida desigualdad de Carleman (ver [1, Apéndice I1.11])

i eZum Uy > 0,
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para
1

Up = )
an + An41 +---+ Ap4p—1

vemos que para demostrar (4.39) es suficiente mostrar que existe una constante C,
no necesariamente la misma en cada expresién, tal que

(a1 + -+ ap)p+1(a2 + -+ ap+1)p+1 ... (an + apg1-c + an+p_1)p+1 < CS(erl)n,j-

(4.40)
Sea C' > 0 tal que
ar+as+---+a;>Clar+az+---+a;+---+ap).
Teniendo en cuenta la férmula (3.9), se tiene que
p+1 ia+p ip+1)yn—1+D
S(p+1)n.j = C(al +ot ap Z iy Z Qg+ Z Aip+1)ns
ig=1 iz=1 i(p+1)n:1
lo cual implica
p+1 i3+p i(pt1)n—11P
Spinng > Clar -4+ a)* > ag Y ai-- > Gipiin
iz=1 i4=1 i(p—i-l)n:l
Repitiendo el mismo procedimiento p — 1 veces obtenemos la desigualdad
p+1 ipy2+p Lp+1)n—11P
+1
S(p+1)n,j > Clar + -+ +ap)” Z Qi yr Z Qipys " Z @igp+1)n
ipt2=1 ipt3=1 i(p+1l)n=

Andlogamente se tiene

Sy >Clar + -+ ap)? M ag + -+ + apsa)

p+2 ipr3tp iptn—1FP
§ : Gipis E : Wipig " E : @i p+1)n
ipra3=1 ipta=1 ip+1)n=1

y repitiendo lo mismo p veces se obtiene

Sprimg >0+ -4 ap)" M az + -+ apyr)P

p+2 2(p+1)+171P {(p+1)n—1+P

Z Gia(pt1)+1 Z Qispr1yre " Z @p+1)n
1

t2(pt1)+1=1 t2(p+1)+2=1 i(p+1)n=
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Finalmente, repitiendo (p + 1)n — 3 veces el mismo procedimiento obtenemos

Sty > Clar + -+ ap)P Hag + -+ app )P (apo1 + o+ apgp2)PH

n4p—1 U(p+1)n—p+1HP ip+1)n—11P
Z it 1yn—p+1 Z Bipityn—pt2 """ Z @ p+1)n-
ip+1)n—pr1=1 U(p+1)n—pr2=1l Uptr1yn=1

de lo cual se concluye facilmente la desigualdad (4.40). O
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Capitulo 5

Una relacion de recurrencia
vinculada a la convergencia de las
S-fracciones vectoriales

5.1 Introduccion

Consideremos la siguiente FCVS que corresponde al caso méas simple de p = 2 com-
ponentes vectoriales

(1,1 |, (L]
[0, ~012) [ (0,52)

(1,1)\+ (1,1) \+ (1,1)\+ (1,1) |

[0.8) [0, —022) T [0,5) [0 T (5.1)

_|_

El anélisis detallado del problema de la convergencia de una FCVS realizado en
el capitulo anterior muestra que la convergencia de la fraccién continua en un punto
z € (—00,0) es equivalente a un comportamiento asintético particular de las soluciones
de la relacion de recurrencia

Yn + Cn¥Yn—1+Cplyn—2=0, n=>1, (52)

donde ¢, = ¢, (z) € (0,1) son ndmeros reales dados, lo cual se puede ver tomando en
(4.16)

yn::Fn*Fn—la Cn:zlftn-

Mas precisamente, la convergencia de la FCVS es equivalente a la siguiente pro-
piedad de las soluciones de la relacién de recurrencia (5.2).

Propiedad (P): cualesquiera sean los valores iniciales de yo,y—1 se tiene
lim y, = 0.

n—oo

65



Parte II. Fracciones continuas vectoriales 66

Debemos mencionar en este contexto que por el lema 5.6, cualquier solucién de la
ecuacion (5.2) estd acotada.

El presente capitulo estd dedicado al andlisis de la relacién de recurrencia (5.2) y
a su aplicacién a la convergencia de la FCVS (5.1).

La ecuacién de recurrencia (5.2) puede ser escrita en la siguiente forma equivalente

Yn Yn—1 —Cn —Cn
frng Tn . ; Tn = . 5.3
|: Yn—1 :| |: Yn—2 :| |: 1 0 :| ( )

Nétese que una solucién fundamental de (5.3) esta dada por las columnas de la matriz

Tp =T, Th1-..-T1. Luego la propiedad (P) es equivalente a que el tinico punto

fijo (0,0)T del sistema dindmico (5.3) sea un punto atractor, es decir, ||T,|| — 0 para
n

n — oo. En este ultimo caso, el determinante de Tn, que es igual a H ¢k, debe tender

k=1
a cero, lo cual brinda la condicién necesaria
(P) = J[eaw=0 = > (1-c)=0x. (5.4)
n=1 n=1

Esta condicidon necesaria ya fue encontrada empleando una técnica diferente en la
seccién 4.4 de esta memoria, especificamente a través del teorema 4.5 y el lema 4.6
donde se muestra la equivalencia

an:oo & Z(lfcn):oo.

Como veremos en el corolario 5.3 y particularmente en el ejemplo 5.12, la condicién
(5.4) resulta que no es suficiente para que ocurra la propiedad (P) y por tanto para
que converja la FCVS.

En el corolario 4.3 se establecié también la condicién suficiente

(P) = > (1—cy)(1l—cop1) =00 (5.5)

En particular, se tiene la implicacién
(P) <= supc, <l (5.6)

M34s precisamente, la relacién (5.5) nos permite ver que (P) se verifica si una subsuce-
sién de la sucesién (max{c,, ¢,+1}) no tiende a 1 muy rdpidamente. En el teorema 5.1
mas adelante estableceremos otra condicion suficiente, esta es

Z(l — max{cy, Cnt1,Cny2}) = O0.

n
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El andlisis de la propiedad (P) se dificulta considerablemente si la sucesién (¢, )n>1
tiende a 1. En cambio, bajo la hipétesis adicional sup(c,, + ¢p41) < 2, probaremos en
n

el teorema 5.2 que (P) se verifica si y sélo si

Z(l = len — enl) = o0

n

En la seccién 5.2 presentamos en dos teoremas algunas condiciones necesarias y/o
suficientes sobre (¢, )n>1 con el objetivo de asegurar que se verifique la propiedad (P).
Antes de pasar a la demostracién de estos resultados en las secciones siguientes, se
muestran ademads algunos ejemplos ilustrativos.

Finalmente, en la seccién 5.6 presentamos la aplicaciéon de los resultados obteni-
dos al analisis de la convergencia de las FCVS. Se muestra detalladamente como la
convergencia de estas fracciones continuas vectoriales estd relacionada con la propie-
dad (P) para la ecuacién de recurrencia (5.2). De esta forma se complementan los
teoremas de convergencia obtenidos en el capitulo anterior, dando respuesta asi a los
objetivos iniciales del trabajo en este tema.

5.2 La propiedad (P)

En este apartado presentamos los enunciados de los resultados fundamentales rela-
cionados con la recurrencia (5.2) aqui obtenidos, asi como algunos ejemplos. Las
demostraciones se pueden ver mas adelante en las secciones 5.4-5.5.

Como complemento de (5.5), tenemos la siguiente condicién suficiente para que se
cumpla la propiedad (P).

Teorema 5.1. Si
oo
Z(l — max{cp, Cnt1, Cni2}) = 00 (5.7)
n=1

entonces (P) se verifica. Si ademds

17 17 mn
inf —" >0 ¢ sup——" < oo (5.8)
1_cn+1

entonces la condicion (5.7) es también necesaria para que se cumpla la propiedad (P).

En el siguiente teorema se da una condicién necesaria para que ocurra la propiedad
(P) que complementa (5.4). Esta condicién resulta ser también suficiente bajo algunas
hipétesis adicionales, como veremos a continuacién.
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Teorema 5.2. Si la propiedad (P) se verifica entonces

o0

Z(l — len — ent1]) = o0. (5.9)

n=1

Si ademds

sup{cp + cpy1} < 2 (5.10)
neN

entonces (5.9) implica (P).

A continuacion, presentaremos algunos ejemplos.

Para la sucesién ¢, = 1 —1/n, se tiene la propiedad (P) en virtud del teorema 5.1.
Esto no puede deducirse por las otras condiciones necesarias o suficientes que habia de
antemano, luego, los teoremas presentados en esta seccién complementan los obtenidos
anteriormente.

Asimismo, considerando las dos sucesiones ¢, = 1 —1/ n?, y cop =1— Cokt+1 =
1—1/(k+ 1)?, vemos que la condicién necesaria dada en (5.4) y la que se obtiene en
el teorema 5.2 no se implican mutuamente.

El teorema 5.2 se puede ilustrar mejor considerando sucesiones asintéticamente
periédicas. Supongamos que

klim corp =1, klim Copt1 =77 < 1, (5.11)

donde se verifica la condicién (5.10), teniendo en cuenta que ¢, € (0,1). Nuevamente,
ninguno de los criterios encontrados antes (5.4), (5.5), (5.6), o (5.7), nos permite
concluir si la propiedad (P) ocurre o no.

En cambio, si v € (0,1) entonces la serie en (5.9) diverge, lo cual demuestra que se
cumple (P). De hecho, otra via alternativa para ver esto ademés del teorema 5.2 es dar
una demostracién directa basada en el conocido teorema de Perron para ecuaciones
en diferencias (ver [30, Seccién 17.7]), la cual incluiremos seguidamente con cardcter
ilustrativo.

Si v =0, la serie en (5.9) se simplifica, dando lugar al siguiente enunciado.

Corolario 5.3. Supongamos que (cor)i>1 tiende a 1, y (cap+1)k>0 tiende a 0. En-
tonces

(P) <= Z(l —cok) =00 0 ZCQk_l = oo.
k=1 k=1

Tomando cop = 1 — 1/(k +1)3/2 y ca 11 = 1/(k + 1), sabemos del corolario 5.3
que (P) se cumple. En consecuencia, ninguna de las condiciones suficientes dadas en
(5.5), (5.6), o (5.7) resulta ser necesaria.
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Finalmente, el ejemplo cop, = 1 — copy1 = 1 — 1/(k + 1)? para el cual no ocurre la
propiedad (P) muestra que el reciproco de (5.4) no es cierto. Mds atn, a través del
mismo ejemplo vemos también que una condicién del tipo

D V(=) (1= cnpr) = o0, (5.12)

que debilita (5.5), no implica la propiedad (P).
Antes de pasar a la demostracion de estos resultados, nos detenemos una vez mas
en el ejemplo (5.11).

5.2.1 Un ejemplo aplicando el teorema de Perron

Veamos que forma tiene la solucién general de la recurrencia (5.2) para el caso par-
ticular en que la sucesién de coeficientes (¢y,)n>1 satisfaga (5.11).

Primeramente, consideremos la siguiente ecuacién en diferencias general de segun-
do orden

Yn+2 + Cn,1Yn+1 + Cn,2Yn = Oa

donde nh_{goc”’j =1, 7=1,2ycn2 #0, n € N. Sean A\; y Ay las raices de la ecuacion
caracteristica

t* + Uit +1y=0.
Segun el referido teorema de Perron, la ecuacién de recurrencia anterior tiene un

sistema fundamental de soluciones (yg))nzo y (y'£7,2))n20 tal que

lim sup 4, |y§Lj)| =)\l j=1,2.
n—oo

—Cn —Cn

Empleando de nuevo la notaciéon T,, = ( 1 0

) nuestra ecuacién (5.2)

puede ser escrita de la forma equivalente

< y’ﬂ > — TnTnfl < yn72 ) .
Yn—1 Yn—3

Sea ahora la sucesién (c!),>1 dada por

=2k—-1
Q=37 " k> 1, (5.13)
1 en otro caso
_O
donde 0 < v < 1. Sea igualmente T = ( 1" O” > Para este caso particular se

tiene

-1 0
TQOkTLqu = ( 7_7 _77 > y Tgk+1T20k = < 1 jl )



Parte II. Fracciones continuas vectoriales 70

Los autovalores A{ y Ay de T9T° |, n > 1, estdn dados por la ecuacién
M4 A+y=0, (5.14)

1+ /T4y

5 . Luego, toda solucién (y2),>1 de la ecuacién

cuyas raices son \ , =
)

en diferencias
0 0
Yn + CnYn—1 + Cp = 0

estd dada por

1
1\™ 1\™ Py —
=G +Cn(g) si=g Ci, Gy eC.
C1 AT 4+ C2AL  en otro caso

Como para 0 < v < 1 se cumple que |A;| <1, j = 1,2, se tiene que
limy, =
iyl =0,

es decir, se cumple la propiedad (P).
Anélogamente, para una sucesién (c,)n>1 tal que

lim Co = 1, lim Cok+1 = 7,
k—o0 k—o0

con 0 < v < 1, en virtud del teorema de Perron, el comportamiento asintético de
cualquier solucién (y,)n>0 de la recurrencia (5.2) se puede describir igualmente en
funcién de las raices de la ecuacién caracteristica (5.14), cuyo médulo es estrictamente
menor que uno, por lo cual la propiedad (P) se cumple.

Para el caso v = 1, nétese que el médulo de las dos raices complejas de la ecuacion
caracteristica (5.14) es exactamente igual a uno, lo cual hace que las soluciones (¥, )n>1
no tiendan necesariamente a cero. En este caso ya no podemos aplicar el teorema
de Perron para hallar nh_}n;o Yn, haciéndose necesario el empleo de otras técnicas mas

generales para el andlisis de la recurrencia (5.2), como veremos a lo largo de los
apartados siguientes.

5.3 Resultados auxiliares

Ademsés de su aplicacion a la convergencia de las fracciones continuas vectoriales, el
estudio de la relacién de recurrencia (5.2) también llamé nuestra atencién por el hecho
de que cualquier solucién (y,,) de (5.2) tiene la propiedad resefiable de que la sucesién
(0n)n>0, definida por

_ S |ynal+ lynl S Yn Yn-1 20,
so=sutmm = { il Wil S 20 e
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es decreciente para todo los valores iniciales de yg,y_1, ¥y por tanto tiene un limite
d(y0,y—1) > 0, tal como se muestra en el lema 5.6 mds adelante. Luego (P) es
equivalente a que

5(90,21—1) =0

para todo yg,y-1 € C.

Notese que para y_1 = yo = 0 se obtiene la solucién trivial y,, = 0. Por tanto, en
lo que sigue de nuestro analisis este caso sera excluido.

Por la definicién de (5.15), el valor de §,, s6lo puede ser igual a una de las tres
cantidades siguientes

lyn—1ls [ynl 6 |yn| + [ynia].

Una observacion clave para la demostraciéon de los teoremas 5.1 y 5.2 es que
cualquiera de estos tres casos ocurre de una manera regular mientras varia el indice
n. En efecto, existen ciclos de longitud 2 y 3, como se podra apreciar en el lema 5.5.
Esto nos permitird en los lemas 5.6 y 5.7 dar una estimacién del valor de d,, en
términos de los coeficientes ci y de lo que vale 0y para k < n. Sin embargo, como los
casos descritos anteriormente no son mutuamente excluyentes, se necesita considerar
por separado cuando y, =0 6 y,—1 = 0, como se muestra en la siguiente definicién.

Definicién 5.4. Sean los tres conjuntos A1, Aa, y As definidos de la siguiente forma

AM={neN:y,yn1<0, |yn|l > |yn-1l},
Ao ={neN:ypyn-1 <0, lyn| <l|yn—1|}U{n: y, =0},
As = {1 €Nyt > 0} U s =0,

Claramente, estos tres conjuntos forman una particion de N, y se tiene que

5n:‘yn| sin e A
On = |yn—1| sin ey
On = |Yn—1|+ |lyn| sin € As.

El siguiente resultado muestra que los casos anteriores efectivamente ocurren en
ciclos de longitud 2 o 3.

Lema 5.5. Las siguientes implicaciones tienen lugar

neN; = n+1€ly, y pyr1 =0,
n € Ay - Tl+1€A3,
nelAy = n+1leA UA,.
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Demostracion del lema 5.5

Sea n € Ay. Entonces ypyn—1 <0, |yn| > |yn—1|, ¥ de (5.2) se obtiene

Ynt1Yn = —Cng1([Yn]® + Yn—1yn) < 0.

Si Yn+1Yn = 0 entonces y,+1 = 0 lo cual implica que n+1 € Az ¥ dpt1 = 0p = |Ynl,
como se afirma en el lema. Si y,11y, < 0 entonces escribiendo

|yn+1‘ = |Cn+1(yn + yn—1)| = Cn+1(‘yn| - |yn_1|) < Cn+1|yn|

obtenemos 0,411 = 0, = |yn|, luego n + 1 € A y la primera implicacién queda
demostrada.

Ahora supongamos que n € As. Si y, = 0 entonces claramente n + 1 € A3. En
otro caso, se tendria ypyn—1 < 0¥ |yn—1| > |yn|, lo cual implica que

Yn+1Yn = _Cn+1(|yn|2 + Yn—1Yn) > 0,

y por tanto n + 1 € As.
Para probar la iltima implicacién, tomamos n € A3 para el cual y,yn—1 > 0y
yn > 0. Luego

Ynn+1 = —Cnt1(Yo + Yn—1Yn) < 0,

lo cual muestra que n+1 € Ay U As. O

Ahora estamos listos para probar que la sucesién (6,),>0 es decreciente y como
es acotada tiene entonces un limite 0 = §(yo,y—1) > 0.

Lema 5.6. Si (yn)n>—1 es solucidn de (5.2) entonces la sucesion (6,)n>0 definida
por (5.15) es decreciente para cualquier valor de las condiciones iniciales yo,y—1.

Demostracion del lema 5.6

Sea n € N. Si n € Ay entonces 6,41 = §,, por el lema 5.5.
Sin € Ag entonces YnYn+1 > 0. Sin pérdida de generalidad, podemos suponer que
yn > 0. Luego, en este caso y,—1 <0, y,+1 > 0y obtenemos

5n+1 =Yn t Ynt1 = |yn| - Cn+1(yn71 + yn) = Cn+1|yn71| + (]- - Cn+1)|yn| < |yn71| = 577,

Finalmente, si n € Az entonces 6,41 = max{|y,|, [yn+1|} de acuerdo con el lema
5.5. Como

|yn+1| = Cn+1|yn + yn71| <,
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Y Yn < Oy, obtenemos que 0,41 < Oy. =

Terminamos esta seccion estableciendo las siguientes desigualdades.
Lema 5.7. Sin € Ay entonces
6n < cn—l(Sn—27 (516)

la igualdad se cumple si ademdsn —1 € Ay.
Sin € A3 entonces se tiene la estimacion

6n < Cn(snfl + (1 - Cn)cnflénf% (517)

la igualdad se obtiene sin —2 € As.

Demostracion del lema 5.7

Sea n € Ay. Entonces
677, = |yn71‘ = Cnfl‘yn72 + yn73| < Cn716n72~

Sin—1€ Ay, se tiene que n — 2 € A3 por el lema 5.5, y luego d,,—2 = |yn—2 + yn—3s|.
Sea ahora n € As, y por tanto n—1 € Ay por el lema 5.5. Supongamos sin pérdida
de generalidad que y,, > 0. entonces y,_1 >0y y,—2 < 0. Més aun,

Op = Yn + Yn—1 = (]- - Cn)ynfl — CnYn—2 = _(]— - Cn)cnfl(yn72 + yn73) + Cn|yn72|7
lo cual implica que
on < Cn—l(l - Cn)(sn—Q + cnlp_1.

Si ademds n — 2 € Az entonces §,_2 = —(Yn—2 + Yn—3) ¥y por tanto se cumple la
igualdad. O

5.4 Demostracion del teorema 5.1

Primero probaremos que (5.7) implica (P), que equivale a probar que § = §(yo,y—1)
es igual a cero, cualesquiera sean los valores iniciales de g, y—_1.

El caso yp = y_1 = 0 es trivial. Para el resto de los casos, se define A1, Ay y Az de
acuerdo con la definicién 5.4, y escribimos mds explicitamente Ay := {ng, ny,na,...}
donde (n;);>0 es creciente.

Del lema 5.5 sabemos que nj_1 € {n; —2,n; — 3} para todo j > 1. En particular,
Ao contiene un nimero infinito de elementos. La desigualdad (5.16) nos dice que

6nj S anfl(snj72 S anfl(snjfp
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siendo la tltima desigualdad trivial si n;_1 = n; — 2, y cuando esto no ocurre esta
desigualdad se deduce del lema 5.6.
Luego,

5nk S 571,0 an—la (518)

j=1

v 0(yo,y—1) = 0 cuando el producto en el miembro derecho de la ecuacién tiende a 0
para k — oo.
Por otro lado,

k
[

k
an—l]g < H[cnj_l]nj+1—nj
1 j=1

k. n;—1 nk—1
< H H max{cn, Cni1,Cnia} = H max{cn, Cnt1,Cnt2},
j:l n=n;-—i n=ng

donde el miembro derecho de la igualdad tiende a cero para k — oo por (5.7). Luego

5(y0ay—1) =0.
Para probar que bajo la hipdtesis (5.8) la condicién (5.7) es también necesaria,
noétese primero que para todo n se cumplen las implicaciones

1fck.

m:=inf ——— >0 = 1—max{cy,Cnt1,Cnta} > min{l,mQ}(l — Cnt2),
E1l— Cl+1
1-— Ck . 1
M:=sup——— <00 = 1—max{cp,Cnt1,Cnta} > min< 1 — 5 (1—cp).
k1 —Cry1 M

Luego, en los dos casos descritos en
. 1-c 1-c
inf — >0 L
1—cnt1

O~

sup < 00,

1—cp1
oo

la hipétesis del teorema Z(l — max{¢p, Cpt1,Cnta}) = 00 se verifica si y sélo si
n=1

> (1 —¢,) = 0o. Pero, teniendo en cuenta (5.4), esta dltima condicién es necesaria

para que ocurra (P). O

5.5 Demostracion del teorema 5.2

La demostracion del teorema 5.2 estd dividida en varias partes. Una de las implica-
ciones se prueba en el siguiente lema.
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Lema 5.8. Sea la sucesion (cp)n>1 tal que

oo
Z(l —len — ent1l) < o0,
n=1

entonces la propiedad (P) no ocurre.

Una herramienta importante en la demostracién de este resultado es el empleo
de técnicas clasicas de la teoria de operadores, donde se adaptan ideas que han sido
empleadas en el estudio de las llamadas perturbaciones de clase traza de una relacién
de recurrencia a tres términos (ver por ejemplo [31] o [10, Seccién 3.5]).

Demostracion del teorema 5.8

El objetivo de las consideraciones siguientes es construir explicitamente una so-
lucién de (5.2) tal que ((—1)*yax1a)r>0 tienda a alguna constante § distinta de cero
para un « € {0, 1} fijo.

Primeramente probaremos que nuestras condiciones de convergencia implican que

klim Cokta =1y klim Coktat1 = 0, para un « € {0, 1} fijo. (5.19)

En efecto tenemos que

lim |¢, — cpy1] = 1.
n—o0

Fijando un € > 0 arbitrario, existe entonces una N(e) € N tal que |¢,, — ¢pq1| > 1 —€
para n > N. Como ademds ¢, € (0,1), obtenemos ¢, € (0,e)U (1 —¢,1) paran > N,
y mas precisamente, cy € (0, ¢) implica que ¢yyor € (0,€) y enyor—1 € (1—€, 1) para
todo k£ > 1. Como € es arbitrario, obtenemos (5.19).

En consecuencia, podemos reescribir la hipétesis del lema de la forma

202k+a+1 <00y Z 1 — coppa < 00. (5.20)
k=1 k=1

Como estamos interesados solamente en el comportamiento asintético de las so-
luciones de (5.2), podemos omitir sin pérdida de generalidad los primeros términos
en la relacién de recurrencia (5.2). En particular, podemos asumir sin pérdida de
generalidad que a = 0, y que

max{sup|car—1], suplcar — 1|} < 1/12. (5.21)
k>0 k>0
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Consideremos la matriz tridiagonal infinita
a1 0o ---
Co C2 1/2 0 e
0 263 C3 1 0

C= : 0 Cy Cy 2

0 Cg Cg 1/2 0]

entonces una solucién de (5.2) estd dada por
yn = (—1)" det(C,),

donde A,, denota la submatriz principal de orden n de una matriz infinita A. Los
factores 2 y 1/2 se introducen con el objetivo de obtener mas adelante operadores
acotados.

Consideremos ahora una segunda sucesién de coeficientes de la recurrencia, sean
estos o, = 1, Cop—1 = 0 para k > 0. La matriz triangular superior por bloques
correspondiente, segin lo que acabamos de definir para la primera sucesién, estd
dada en este caso por

D H

0
C=1 o o D H o - | H—<1/20>, D—<1 1>.

Notese que C~2k es invertible. Mas precisamente, su inversa estd dada por By, que es
la submatriz principal de orden 2k de la matriz infinita

D-! —D-'HD-' D Y(HD )2 —D-Y(HD 1)}
0 D! —D-'HD=' D Y(HD™')?

B= ; 0 D! ~D~'HD!

donde
_ _9—n —-n
D™ = < 11 (1) ) y Dl(HDl)”:( 20 20 > para n > 1.
Mas atin, se tiene que

yor = det(Cax) = det(Car) - det(Zay, + (Cor — Cax)Cqrl)
= (—1)k . det(ng + (Czk — 52k)62k)~
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Analizaremos por tanto la asintética del determinante en lo que resta de la presente
demostracion.

Antes de continuar, recordemos brevemente algunas notaciones y resultados rela-
cionados con matrices infinitas y operadores (véase también la seccién 2.4.1).

Dada una matriz infinita A se definen las cantidades

[IA[] := sup [|An]].
n>0

Sabemos que una matriz infinita A con ||A|| < oo puede ser identificada con un
operador acotado A actuando en ¢? a través del producto matricial y se considera
entonces ||A|| = ||A]|. Recordemos la estimacién dada anteriormente

oo oo
IlA[]? < lsupzaml] Sng\aml : (5.22)
J k=0 j=0

Consideremos la siguiente definicion, que serd de utilidad en lo que sigue. Para
més detalle véase el texto [24, Seccién X.1.3].

Definicién 5.9. (Operadores de clase traza)

Sea T un operador compacto definido sobre un espacio de Hilbert H, y sea T* su
adjunto. Denotemos por (ap)n>1 la sucesion de valores singulares de T, es decir, las
raices cuadradas positivas de los autovalores del operador T*T. Si

o0
1T := Zak <
k=1

entonces T se denomina operador de clase traza.

En el caso particular de operadores definidos por matrices tridiagonales infinitas,
se verifica que estos serdn de clase traza si la suma de los elementos de las diagonales
es finita.

Denotamos por Z la matriz identidad infinita. Emplearemos también el hecho de
que si el operador A asociado a la matriz A es de clase traza y de norma menor que
1, entonces tiene sentido definir det(I + A) # 0, y se cumple que (ver [17, Lema XI
9.16])

det(I + A) = lim det(Z, + A,).

n—oo

Finalmente, recordemos de [24, Seccién X.1.3] que la composicién de un operador
acotado y uno de clase traza es también de clase traza.
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Noétese que la matriz infinita bidiagonal

cp—1 0 0
Co Co 0 0
0 203—2 63—1 0 0
C—C= 0 ¢ ¢ 0 0 |-
0 205—2 C5—1 0 0
0 Cg Cg 0 0

representa un operador de clase traza C' — C ya que, por (5.20), la suma de los valores
absolutos de sus coeficientes es finita. De acuerdo con(5.21) y (5.22), sabemos que

1C = €| = ||c — €| < 3 maxfsupless_1, suplea — 1]} < 1/4,
k>1 k>1

y se verifica facilmente que ||B|| = ||B|| < 4. Luego, (C—C)B es de hecho un operador
de clase traza de norma menor que 1. Notemos que, de acuerdo con su estructura
tridiagonal por bloques,

(Cok — Car) Bak = ((C = C)B)ax,
podemos concluir que

lim (—1)*ya = det(I — (C — C)B) # 0,

k—oo

y por tanto la propiedad (P) no se verifica. O

En la segunda parte de la demostracién del teorema 5.2, haremos uso de las
siguientes observaciones.

Dado un conjunto A, denotemos por card(A) su cardinal. Consideremos nueva-
mente la particion de N dada por la definiciéon 5.4. Del lema 5.5 se concluye que
card(As) = card(A3) = oo. En cambio, si card(A;) = 00, que en otras palabras signi-
fica la existencia de un ntimero infinito de ciclos de longitud 3 para el indice n € N,
se cumple entonces la propiedad (P), como se muestra en el siguiente lema.

Lema 5.10. Bajo la restriccion

sup{c, + cni1} < 2, (5.23)

neN

si card(A1) = oo entonces se tiene la propiedad (P).
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Demostracion del lema 5.10

Supongamos que (P) no se cumple y que card(A;) = co. Entonces

H Cp—1 >0

neNs
por (5.18). Teniendo en cuenta la condicién (5.23) obtenemos que

lime, 1=1, supec, <1, supc,_o<]l.
nehs nehs n€ha

También, de (5.5) sabemos que si no se verifica (P) entonces

D (1= cn2)(l = cnoz) < o0,
neN
luego,
Z (1 —cp—2)(1 —cp_3) < o0, por tanto lg/r\l Cp—3 = 1.
nels " 2

Recordemos que en virtud del lema 5.5, n — 1 € A; implica que n — 2 € A3, y
n,n — 3 € Ay. Por tanto

lim ¢,_3= lim ¢,_3=1.
n—1eA; n€hy

Por otro lado, (¢n—3)n—1ca, s una subsucesién de (¢, )nen,, v €l supremo de esta
ultima es estrictamente menor que 1, lo cual es una contradiccién. O
Ahora estamos listos para probar la segunda parte del teorema 5.2.

Demostracion del teorema 5.2

El hecho de que (P) implica

o

> (1= Jen — engal) = 0. (5.24)

n=1

se deduce directamente del lema 5.8 probado anteriormente. Resta demostrar que
(5.23) y (5.24) implican la propiedad (P).

Consideremos unos valores fijos cualesquiera de y_1,yg. Para la correspondiente
solucion (y,)n>—1 de la ecuacién en diferencias (5.2) podemos suponer que

card(A;) < oo,
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en otro caso la propiedad (P) se deduciria inmediatamente del lema 5.10.

Por tanto, existen kg € Ny a € {0, 1} tales que Vk > kg se cumple que 2k+« € Aj
v 2k+ 1+« € Asy. Sin pérdida de generalidad podemos suponer que o = 0. Entonces
para todo k > kg

Ook41 = |Y2k| ¥ OS2k = |yar| + |y2r—1]
con

Yor+1Y26 <0y yary2r—1 2 0.

Mids ain, de la condicién (5.24) se tiene que

QZ Cok+1 +2 Z(l —cop) > Z(l — Cok + Coky1) + Z(l — Cokt2 + Coky1)
k=1 k=1 k=1 k=1

o0
> Z(l = len = enga]) = oo,
n=2

y por tanto
o0 o0
[[cx=0 ¢ J]Q-cu)=0. (5.25)
k‘:k}o k?:k()
Escribimos
[Y2k+1] = cont1|y2r + Yor—1] = cary102k-
Consecuentemente,

Sokv2 = |Yarva| + [Y2rt1] = dory3 + cory102k- (5.26)

Teniendo en cuenta (5.17) y considerando que 2k, 2k 4+ 2 € A3, obtenemos para 0o+ 2
la siguiente identidad

Jok+2 = Cart202k+1 + (1 — Caky2)Cokt102k-

Luego, sustituyendo la igualdad anterior en (5.26) obtenemos

Ook43 = C2k4202k+1 — C2k4+1C2k+202k-

Como da4+1 < dak, se obtiene para todo k > kg la siguiente estimacion

Ookt3 < Copr2(l — cont1)02k+1-

Finalmente, empleando (5.25), podemos concluir que
lim 52k+1 = O7
k—o0

tal y como afirma el teorema 5.2. O
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5.6 Aplicacion al problema de la convergencia de la
FCVS

Comenzaremos esta seccién explicando como el problema de la convergencia de la
S-fraccién de p componentes vectoriales

(LoD | (11, —a))] (Lo li—ap)| | (1,01, —ap0)]
](0,...,0,z)+\ (0,...,0,1) +"'+] (0,...,0,1) +] (0,...,0,5 to
(5.27)

donde a,, > 0, esta relacionado con la ecuacién de recurrencia que ha sido objeto de
estudio en el presente capitulo. Esto nos permitirda luego obtener nuevos resultados
de convergencia para el caso de p = 2 componentes en la seccion 5.6. Para ello
haremos uso de la notacién asi como de los preliminares presentados en la seccién
3.2, resumiendo de esta forma algunas ideas ya expuestas en las demostraciones del
capitulo anterior.

Para un z € (—o0,0) fijo, definimos la sucesion (¢, )n>1, ¢n = (), por

an—p(L—=cn_p)(L —cp_pt1) - (L —¢p) =(—2)cn, n>p (5.28)

conc, =cy =---= ¢, = 0. Como a,, > 0, se comprueba por induccién que 0 < ¢, < 1
para todo n > p.
Se tiene el siguiente teorema.

Teorema 5.11. Dada una sucesion de nimeros reales positivos (a,) y un punto z €
(—00,0), consideremos la sucesion (c,)n>1 definida por (5.28). Entonces la fraccion
continua vectorial (5.27) converge en el punto z si y sélo si la propiedad (P) ocurre,
esto es, cualquier solucion de la recurrencia

Yn=—Cn(Yn—1+Yn—2+ .-+ Yn—p), N>D (5.29)

tiende a cero.

Demostracion del teorema 5.11.

Consideremos la forma equivalente de la FCVS dada por (3.12). Teniendo en
cuenta que

an(brbpy1- - bpgyp) =1, n>1 con by =by=---=b,=1

y que, en particular, para el denominador comtn A,, ¢ de las fracciones aproximantes
(II,1,... .11, ) se cumple la recurrencia

A’rLJrl,j = anrlgnAn,j + Anfp,ja n Z b, j = Oa Y 2 (530)
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con
= _] sin=k(p+1)
"1 en otro caso,

es facil comprobar que los coeficientes ¢,, en (5.28) son iguales a

App-10(2)
An,(](z) ’

Cp = n>p, y cp=cy=---=cp=0. (5.31)

Empleando nuevamente (5.30) obtenemos la siguiente relacién de recurrencia para las
fracciones aproximantes de la FCVS

Hn,j = (1 — Cn)anl,j + Can,pfl,j, n > p,j =1,...,p. (532)

Notese que la matriz de condiciones iniciales para los denominadores y numeradores
deIl,;, j=1,2,...,p, n =1,2,...,p dada por (3.6) es no singular. Esto implica que
la convergencia de una FCVS en un punto z es equivalente a la existencia de limite
para cualquier solucién de la ecuacién de recurrencia (5.32).

Supongamos que la FCVS converge en un punto z, y sea (¥, ),>0 una solucién de la
relacién de recurrencia (5.29). Entonces la sucesion (Y;,) definida por Y, = yo+...+¥n,
n > 0, es solucién de (5.32), y por tanto tiene limite. Consecuentemente,

Yn =Y, —Y,_1 — 0 para n — oo,

como se requiere para que la propiedad (P) se verifique.

Supongamos ahora que propiedad (P) se verifica, y sea (¥}, )nen una solucién de la
ecuacién (5.32). Entonces la sucesién (y,,)n>o definida por y,, =Y, —Y,,_1 es solucién
de (5.29), y en consecuencia tiende a cero por hipdtesis. Las relaciones de convexidad
(5.32) implican que para las sucesiones

M, = max{Y,,Yh_1,....Yo—p}, my=min{¥,,Y,_1,...,Y_p}
se tiene que
mp S Mnpt+1 S Mn+1 S Mn

De lim gy, = 0 se concluye que lim M,, = limm,,, y por tanto el limite de (Y, )nen

n—oo
existe. Como mencionamos antes, esto implica en particular que cualquier sucesion

(IL,,;(2))n tiene limite para m — oo, en otras palabras, obtenemos la convergencia
puntual de la FCVS. O

Es preciso notar que en el teorema anterior, en lugar de fijar primero la sucesion
(an)n, se podria proceder a la inversa, definiendo primero la sucesién (¢, ), con ¢ =
cg=--=¢p =0,y ¢, €(0,1) para todon > p. De esta forma se fija un z € (—00,0),
y se definen las cantidades positivas aj, as, ... por (5.28). Luego, la propiedad (P) para
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la sucesién (c,), dada serd equivalente a la convergencia de la FCVS (5.27) en un
punto z € (—o0,0) fijo.

Como una consecuencia de la demostraciéon del teorema 5.11, cabe mencionar
que cualquier solucién de la recurrencia (5.29) es acotada bajo la hipétesis de que
cn € (0,1) para n > p. Nétese que, para p = 2, la ecuacién (5.29) coincide con la
relacién de recurrencia bésica (5.2) aqui estudiada.

Recordemos que cuando los coeficientes aq, ag, ... de la FCVS (5.27) son positivos,
la sucesién (I, ;)n>1, constituida por las componentes j-ésimas de la sucesién de
fracciones aproximantes de la FCVS, forma para cada j = 1,... , p una familia normal
en C\ [0, 00), de acuerdo con lo que se mostré en la seccién 3.3. Luego, al igual que se
procedié en el capitulo anterior, para establecer la convergencia uniforme en C\ [0, o)
bastard con analizar la convergencia puntual para todo z € (—00,0).

De acuerdo con (5.28), la sucesién (cy,), y por tanto la propiedad (P) depende
del punto z € (—00,0) en donde estamos considerando la convergencia puntual. En
el caso escalar p = 1 es conocido que la fraccién de Stieltjes converge en un punto
z < 0 siy sélo si converge para todo z < 0 (ver por ejemplo [41, Teorema 29.2]). Seria
interesante saber si algo similar sucede para el caso de p > 1 componentes vectoriales,
lo cual da lugar a la siguiente interrogante que aiin continiia abierta: ;FEs cierto que
la propiedad (P) se cumple en el punto z = —1 si y sélo si (P) se verifica para todo
z € (—00,0)?

En este contexto podria ser de utilidad que, para un n fijo, la funcién ¢, (z) es
creciente en z € (—00,0), como se muestra mds adelante en la demostracién del
teorema 5.14.

5.6.1 Resultados de convergencia para las FCVS de orden p=2

A continuacién estudiaremos la aplicacién de los resultados aqui obtenidos al problema
de la convergencia de las FCVS para el caso de p = 2 componentes vectoriales.
Del teorema 4.1 sabemos que la FCVS

L], (L-a)|, Q-a)|, QG -as)], (1,-ad)|, (1,—as)]
’(O,z)+‘ (0,1) ﬂ 0,1) | (0,2) +] (0,1) ﬂ (0,1)

- (5.33)

de dimensién p = 2 converge si

i - = 0. (5.34)

ap+a
o Ok T Gk

En particular, esta relacién es cierta si la sucesién (a,,) es acotada.
Para el caso p = 2, las relaciones (5.28) toman la forma

an—2(1 —cpn_2)(1 —cn_1)(1 —¢c) = (—2)cp. (5.35)
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Es fécil ver que (5.35) implica que (a,) es acotada si y sélo si sup ¢, < 1, por lo cual
n
este caso sera excluido en lo que sigue.
Recordemos también que la condicién

(oo}

D> (1 =cn)(1 = cnp1) = 0 (5.36)
n=1
es suficiente para la convergencia de la FCVS en z.
Consideremos ahora la FCVS escrita en la forma equivalente (5.1) en términos de
la sucesién de coeficientes (by,)n>0, donde

Anbnbpiibuss =1, n> 1. (5.37)

La ya conocida condicién
dbh=o0 & > (1-¢)=o0. (5.38)
n n

equivale a la convergencia de la fraccién de Stieltjes (5.1) para el caso escalar p =1,
segun el clésico teorema de Stieltjes. El siguiente ejemplo muestra que para el caso
p > 1 esta condicién ya deja de ser suficiente para la convergencia de las FCVS.

Ejemplo 5.12. Tomemos en (5.35) z = —1 y sea la sucesién cg, = 1/(k + 1)1+,
cakr1 = 1 —1/(k + 1)1+ donde 7 es una constante positiva cualquiera. Entonces

claramente Z(l — ¢p) = o0. Por otro lado, teniendo en cuenta el teorema 5.2 asi

como el teoreﬁna 5.11 sabemos que la FCVS correspondiente no converge en z = —1.
Nétese que, por (5.35), los coeficientes de la FCVS en este ejemplo se comportan
como ag, — 1y agg_1/k*t?" — 1 para k — oo. También, tomando n = 0 podemos
concluir que la condicién (5.34) no es necesaria para el convergencia de la FCVS en
z=—1.

Como una aplicacién de los resultados presentados en la seccién 5.2 se tiene el
siguiente teorema.

Teorema 5.13. Supongamos que Sup asg+i1+a < 00 para algin « € {0,1} fijo. Si
keN

= 1
— =00, 5.39
; vV A2k+a ( )

entonces la FCVS (5.33) converge uniformemente en todo subconjunto compacto de

C\ [0, 00).
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Demostracion del teorema 5.13

A continuacién probaremos la convergencia puntual de la FCVS para cualquier z €
(—00,0) fijo. Mds atin, como las hipdtesis sobre los coeficientes (a,, ), continian siendo
vélidas al reemplazar a,, por a,/(—z), teniendo en cuenta (5.35) y el teorema 5.11
vemos que es suficiente probar que la propiedad (P) se cumple para z = —1.

Sin pérdida de generalidad tomamos « = 0. De (5.35) podemos ver que

sup cop4+1 < 1.
keN
Si existiese una subsucesién (k;) tal que supcyr, < 1 entonces de (5.5) se podria
JEN
concluir que la FCVS es convergente. Luego podemos suponer que

limg_oocor, =1

por tanto, la sucesién (¢, ),>1 satisface las hipétesis del teorema 5.2, luego podemos
concluir que la fraccién continua converge si y sélo si

o0 0o
ZC%“ =00 6 Z(l — Cop) = 0.
k=1 k=1

Escribiendo (5.35) para n = 2k + 1 obtenemos
1—cy 1 1
Cokyr azk—1 (1 —cop—1)(1 — carg)

lo cual implica

.. L—cop
inf > 0.
keEN  Cop41

por tanto se tiene que klim cok+1 = 0 y la equivalencia
— 00

NE

(P) < (1 — con) = oc. (5.40)

>
Il

1
Sustituyendo n = 2k en (5.35) obtenemos

1 Cok
asp—2 (1 —cop—1)’

(1 —cor)(1 = cop—2) =

como lim — 2 =1, tenemos que (5.39) implica

k—ool — Cop_1

Z V(1 = cap)(1 = caa) = o,
k=1
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lo cual al mismo tiempo implica la divergencia de la serie en el miembro derecho de
(5.40). Por tanto obtenemos (P) y el teorema queda demostrado. O

Comparando el teorema 5.13 con el ejemplo 5.12, se tiene que al parecer la con-
dicién (5.39) no puede mejorarse. En cambio para las sucesiones (a,), que sean

a 1 .
"1~ M se obtiene

mondtonas o tengan un comportamiento regular del estilo de

a
un resultado mucho mas preciso, como vimos en el capitulo anterior.

Terminamos este apartado con el siguiente resultado que extiende el clasico teo-
rema de Stieltjes sobre la convergencia de las S-fracciones, bajo algunas hipdtesis
adicionales.

Teorema 5.14. Supongamos que la sucesion (ay) satisface la siguiente condicidn de
convexidad

%S a a
n+1Un—1
E 1— I a— < 00,
a
n=2 n

y supongamos que infa, > 0. Entonces la FCVS converge uniformemente en todo
subcongunto compacto de C\ [0,00) si y sdlo si

i by, = o0 = i \3/27 = 0. (5.41)
n=1

n=1
Demostracion del teorema 5.14

Comenzaremos estableciendo la equivalencia (5.41). Por hipétesis, la expresién

n
H Ok4+10k—1 _ Gn41 01

2
s Ok an a2

converge a alguna constante distinta de cero. De forma similar, considerando (5.37),
sabemos que para « € {0, £1} la expresién

n

H A3k+1—al3k—1—a

n

_ H bsk—absk+2-a  b3nt2-a b3—a

. = =

Pl 055 ooy D3k—1-abskis—a  D3nti-ab2-a

converge también a alguna constante no nula. En particular, podemos concluir que
existe una constante positiva v tal que

1
— < inf bz“ < sup bZ—“ <. (5.42)

Y n n n n

Empleando esta informacién en (5.37) concluimos que

bn by 1 .
€ [73773]7

a, - b2 =
" bn+l bn+2 Yy

n
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lo cual demuestra la equivalencia (5.41). Como ademds estamos suponiendo que
inf a,, > 0, obtenemos asimismo que la sucesién (b,), es acotada.

Pasamos ahora a probar la convergencia. Recordemos en primer lugar que la
propiedad de divergencia (5.41) es necesaria para que las FCVS sean convergentes, tal
y como mencionamos en (5.38). Con el objetivo de probar el reciproco, supongamos
en lo que sigue de la presente demostracion que se verifica (5.41).

El objetivo de las siguientes consideraciones es probar la convergencia puntual de

la FCVS en z = —1. Comenzaremos estableciendo la propiedad
1 —cpq1(—1)
- - . 4
S];le = (1) < 0 (5.43)

Para abreviar escribimos d,, := Ay, o(—1)/Ap41,0(—1). Recordemos que por (5.31) se
tiene

1-— cn+1(_1) = bn+1dna
y de (5.42) vemos que probar (5.43) es suficiente verificar que existe algin € > 0 tal

que d,, € [€,1/€] para todo n suficientemente grande. Empleando (5.30) se obtiene el
siguiente desarrollo en una S-fraccién continua vectorial

1,1
ﬁn = ( - ) = ‘7 n > 27 'L_[n = (dnudndn71)7
‘ (Ovbn—i-l) + Up—1

lo cual implica que

(1,1) \+ (1,1)\+ (1.1) |

Up = + 1_jn—?) = Tl,n(ﬁn—3)7T2,n('Jn—3 )7
[©.burs) T [0.50) " [(0.b) ( )
donde
x + yby, + bpbp—
Tl;n(xv y) = Y ! )
1+ bn—&-ll‘ + bn+1bny + bn+1bnbn—l
+ by
TQ,TL(I7 y) Y !

- 1+ bn+1x + bn+1bny + anrlbnbnfl .

Nétese que T3 ,,(x,y) es creciente en x y en y, mientras que 15 ,,(z,y) es decreciente
en x y creciente en y. Ahora haremos uso de (5.42) para probar que

—_

Tl,n([g,f]a [y,?]) - [Qaf]a T=¢€ T=-,

[0}

Ton (2,7, [y, 7)) C ly, 7] ’ 7e

<
I

B

<
I
|

para algin € > 0 elegido convenientemente.
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En efecto, sea B := supb,,. Luego, las inclusiones anteriores son ciertas si

neN
Tin(zy) 2z <= 2’=y vy (y+Bz’ <1,
T1,(T,9) <T <= ~g<7T° y 7z >17%
Ton(T,y) >y <= YT+ By+B* <1,
Ton(z,9) <7 <= z27=1"

Es facil comprobar que las cuatro condiciones suficientes anteriores son ciertas
para un € suficientemente pequeno. Como ademas,

iy, Uy, U3 € [z,7] X [y,7]
para un € > 0 suficientemente pequeno, obtenemos de esta forma (5.43).
Recordemos de (5.38) que la condicién (5.41) junto a (5.43) implica que

Z [1 — max{cn(—1), cng1(—1), cnra(—1)}] = 0.

Luego, el teorema 5.1 junto con el teorema 5.11 implican la convergencia de la FCVS
en z = —1.

Ahora es posible deducir inmediatamente la convergencia puntual de la FCVS
para todo z < —1, de lo cual se obtiene la convergencia uniforme en C\ [0, c0).

En efecto, probaremos més adelante que la funcién ¢, (z) es creciente en z para
cualquier n fijo. De esta forma, para cualquier z < —1 se tiene

o0 o0

> lmax{en(2), upa(2), enra(2)}] 2 D [I-max{en(=1), ear1(=1), cara(~1)}] = o0

n=1 n=1

y nuevamente el teorema 5.1 junto al teorema 5.11 permiten concluir la convergencia
de la FCVS en z.

Con el objetivo de concluir esta demostracién, recordemos que los ceros de los
denominadores A, o asi como los de Ay 4,110 = Api3,0 son simples, positivos y se
entrelazan, tal y como se muestra en la secciéon 3.3. Por tanto, se tiene la descompo-
sicién parcial

m
’Yn,j

en(z) = —
n =~ Ty — P

donde los residuos v,,1,...;¥n,m tienen todos el mismo signo. Como z,; > 0
¢n(—1) > 0, podemos concluir que todos 10s ¥y, 1, ..., Yn,m son positivos y luego ¢, (=
es creciente en z para todo n fijo. El teorema queda demostrado.

oS

o&
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En la demostracion del teorema 5.14 se muestra implicitamente que si la sucesién
(bn)n>1 es acotada y satisface (5.42), la FCVS (5.1) de p = 2 componentes converge
uniformemente en todo subconjunto compacto de C \ [0, 00) si y sélo si Z by, = 0.

Cabe mencionar, que las hipdtesis del teorema 5.14 se verifican también para los
siguientes coeficientes.

Corolario 5.15. Para algin A > 0 y un cierto polinomio P con P([0,1]) C (0,00),
sea a, =n> - P(1/n), n > 1. Entonces la FCVS (5.33) converge si y sdlo si

Zl/3an:oo.

n

En consecuencia, en virtud del corolario anterior vemos que por ejemplo se tiene
la convergencia de la S-fraccién vectorial si a, = n* con 0 < A < 3, pero no para
A>3,
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Capitulo 6

Preliminares

6.1 Introduccion

Sea p una medida positiva de Borel con soporte en un subconjunto del plano complejo.
Consideremos el siguiente producto escalar de Sobolev definido en el espacio P de los
polinomios con coeficientes complejos

N

Z / (k) (k) wk du Z (k) Lg(wkdu)a (61)

k=0

donde como es usual, f*) denota la k-ésima derivada de la funcién f y wj, j =
0,..., NN, son funciones positivas integrables con respecto a la medida p. La norma
de un polinomio p € P con respecto a este producto escalar serd

N 1/2
|Ipl| = (ZIP‘“IIiJ , donde |[p|[%, :/IP(Z)\zwkdu(Z), k=0,...,N.
k=0
(6.2)

Asumimos que el soporte de la medida pg = wedp contiene infinitos puntos y también
que sop (4 = UkN:o SOp W

Existe entonces una tinica sucesién de polinomios ortogonales ménicos con respecto
al producto escalar (6.1) que denotaremos por (Qy,)n>0, conocida como sucesién de
polinomios ortogonales moénicos de Sobolev. Para cada n € N el grado de @, es
exactamente n.

A diferencia de los polinomios ortogonales con respecto a una medida con soporte
en el eje real, los polinomios de Sobolev se definen en general a partir de produc-
tos escalares para los que el operador de multiplicacién no es simétrico, esto es, no
verifican la propiedad

(2p(2),4(2)) = (p(2),2q(2))  p,qEP.

93
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Asi, la mayoria de las propiedades que verifican los polinomios ortogonales con res-
pecto a una medida positiva, tales como relacién de recurrencia a tres términos,
distribucién de los ceros, formulas de cuadratura, entre otras, no se cumplen para los
polinomios ortogonales con respecto a productos de Sobolev.

La teorfa de los polinomios ortogonales de Sobolev ha cobrado auge en los iltimos
anos, especialmente en lo que se refiere al estudio de sus aspectos analiticos. En este
contexto cabe mencionar los importantes avances en el andlisis del comportamiento
asintético de estos polinomios que se han conseguido para el caso discreto (ver [26]),
que ocurre cuando la medida pg en (6.1) es la tinica cuyo soporte contiene infinitos
puntos, asi como para otros casos generales (véase [21] y [29]). De igual forma es
preciso destacar los resultados obtenidos en cuanto a la localizacién de los ceros de
los polinomios ortogonales para productos de Sobolev discretos (ver por ejemplo [2]
o [3]) vy més recientemente para el caso continuo, (ver [27], [28] para medidas con
soporte compacto o [19] en el caso general).

Una parte de los referidos trabajos aborda la localizacién de los ceros de los poli-
nomios ortogonales de Sobolev a partir de la acotacién del operador de multiplicacion
por z

My P—P z € C, (6.3)
M- (p) = zp(2) peP
con respecto al producto escalar de Sobolev (6.1).
En [27, Seccién 2] encontramos una demostracién muy sencilla del hecho de que

si el operador de multiplicacién esta acotado, es decir existe n > 0 tal que para todo
pelP

(zp, 2p) < n(p, ), (6.4)

entonces los ceros de los polinomios ortogonales (Qp)n>0 estdn contenidos en un
subconjunto acotado del plano complejo (este resultado fue probado inicialmente en
[28]). Para hacer la memoria més completa incluimos aqui la referida demostracién:

Sea a € C tal que existe un ng € N que verifica Q,,(a) = 0. Escribiendo Q,,(z) =
(z — a)q(z) donde ¢(z) es un polinomio de grado ny — 1 se tiene

(24(2), 24(2)) = (Qny (2), Qno (2)) + {ag(2), aq(2)) = lal*(a(2), a(2))-
Teniendo en cuenta (6.4) se tiene que
|a*{a(2), 4(2)) < (za(2), 2q(2)) < n(a(2),q(2))-

Como (q(z),q(z)) # 0 se deduce que |a| < /5y por tanto los ceros de los polinomios
ortogonales de Sobolev estan acotados.
En el caso clasico de ortogonalidad con respecto a productos escalares del tipo

(p.q) = / padp, (6.5)
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donde sop # C R, se tiene que la acotaciéon del operador de multiplicacién es equi-
valente a que los ceros de los polinomios ortogonales estén acotados lo cual a su vez
equivale a que el soporte de la medida y que determina el producto escalar sea com-
pacto. Para sop 4 C C se dan también todas las implicaciones salvo que la acotacion
de los ceros no implica en general la acotacién del soporte ni, por tanto, la del operador
del multiplicacion.

El objetivo de esta parte de la memoria es el estudio de cudles de estas equivalencias
permanecen para productos escalares de Sobolev. En este sentido, completamos el
resultado de Lépez Lagomasino-Pijeira que establece que la acotacién del operador
de multiplicacién implica la acotacién de los ceros (recordamos que es vélido para
cualquier producto escalar; véase més arriba) dando un ejemplo que muestra que el
reciproco no es cierto. Como resultado mas importante de esta parte probamos que
la acotacién del operador de multiplicacién implica la compacidad de los soportes y
damos un ejemplo que muestra que tampoco en este caso el reciproco es cierto. Queda
como problema abierto si, al igual que ocurre en el caso de productos escalares del
tipo (6.5) definidos por medidas positivas soportadas en un subconjunto del eje real,
la compacidad del soporte y la acotacién de los ceros son propiedades equivalentes.
En el caso general sop u C C, resta averiguar si la acotacién del soporte implica la
acotacién de los ceros (ver [27, pdg. 222]).

La clave para este estudio serd el enfoque matricial de los productos escalares de
Sobolev desarrollado en [19] que pasaremos a exponer a continuacion.

6.2 Expresion matricial del problema

En el estudio de la localizacién de los ceros de los polinomios ortogonales de Sobolev
resulta de utilidad el andlisis de productos escalares més generales del tipo

P @w = / (To(®), - . Tn ()W (2)(To(g). ..  Tn(a))"dpu(2)

donde p es una medida positiva soportada en un subconjunto del plano complejo,
(To, .o ,TN)* = (TO7 . ,TN)t Yy

1) Ty, ... , T son operadores lineales en el espacio P de los polinomios algebraicos
con coeficientes complejos.

11) W(z) es una matriz definida positiva de funciones integrables con respecto a
la medida u. Aqui nos centraremos en el caso en que W es una matriz diagonal,

W = diag{wo, w1, ... ,wn}, wg€ L*(u), wx >0, k=0,1,...,N.

En el presente trabajo vamos a considerar Ty = I,Ty, = D, Ty, = D?,... Ty =
DY, donde D’ representa el operador derivacién de orden j. De esta forma, el pro-
ducto escalar

P, yw = /(p,p’,m PN (2)(q,q ... . aN) du(2),
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resulta ser el producto escalar de Sobolev

waw =3 / 0 (2)g®) ()i (2)dp( ). (6.6)
k=0

Al igual que en (6.2), la norma de un polinomio con respecto a este producto escalar
quedaria como

N 1/2
lpllw = (Z IIP(k)IIﬁ,k> , donde [[p|[3, = /\p(Z)\kadu(z), k=0,...,N.
k=0
(6.7)

La ventaja del enfoque matricial viene dada por el hecho de que podemos expresar
el operador de multiplicacién por z en términos del producto por una matriz muy
simple. En efecto, se tiene que

(zp, (zp) ..., (zp)™)) = (0,0, ... , PN,

donde I' es una matriz cuadrada de orden N + 1 dada por la expresion

z 1 0o ... 0
0 =z 2 0o ... 0
r— 0 O
z N
0o ... 0 z

De esta forma, la acotacién del operador de multiplicacién se puede escribir en los
siguientes términos. Dado que

(2p, 2p)w = /(p,p’,..~ I IWT(p, 0, ..., pN))*dp,

donde I'* := ft, el operador de multiplicacion es acotado si y sdlo si existe n > 0 tal
que

/(p,p’,-~- N W —TW T (p, 9, ..., pN))*dp > 0

para todo p € P.

Escrito de esta forma vemos que la condicién nW —T'WT™ > 0, u casi por doquier
(u c.d.), es suficiente para la acotacién del operador de multiplicacién, sin embargo
esta condicién no es necesaria. Como veremos a continuacion, el caracter semidefinido
positivo de nW —T'WT* equivale precisamente a que la matriz W sea secuencialmente
dominada, esto es, el concepto introducido en [28] y que estudiaremos en el siguiente
apartado.
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6.3 Matrices secuencialmente dominadas
Consideremos pues el siguiente concepto de dominacién secuencial introducido en [28].
Definicién 6.1. La matriz W que define el producto escalar (6.6) se llama secuen-

cialmente dominada si el soporte de la medida v es un subconjunto compacto del plano
complejo y se verifica

wk/wk_leLoo(u), k=1,...,N.
De las relaciones anteriores se deduce también que sop wy C SOp Wg_1 para cada
kEe{l,...,N}.

Se tiene la siguiente caracterizacién de las matrices secuencialmente dominadas.

Proposicién 6.2. La matriz W = diag{wo, ... ,wn}, que define el producto escalar
de Sobolev

(p,q) = /(p,p’,--- PINYW(2)(g,47, ... d™) du(2), (6.8)

es secuencialmente dominada si y solo si existe n > 0 tal que la matriz A = A(n) :=
nW —TWT™ es semidefinida positiva en casi todo punto con respecto a la medida p.

Demostracion de la proposicién 6.2

Para la matriz A tenemos la expresién

ag(z)  —Bi(2) 0 e 0

—61(2)  a1(z)  —Pa(z) 0
0 —B2(2)  aa(z)  —Bs(2) 0

A= (69
0
aN-1 *57N(Z)
0 . 0 —Bn(z)  an(z)

donde a(2) = aj(n,2) = (n — |z|H)w; — (j + 1)*wj41, j=0,1,... ,N — 1, an(z) =
(n— |2 )wn v Bj(2) = jzw;(2), j=1,... ,N.

Probemos primeramente que si existe n > 0 tal que la matriz A es semidefinida
positiva p c.d., entonces la matriz W es secuencialmente dominada.
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En efecto, sea n > 0 tal que la matriz A sea semidefinida positiva p c.d.. Para
todoj =0,1,..., N se cumple particularmente que ¢;(z) > 0 p c.d.. Luego, tomando
j = N se verifica en casi todo z € sop i la desigualdad (7 — |z|*)wn(2) > 0, de donde
se obtiene que el soporte de la funcién wy (2) esta contenido en {z : |z| < /n}; ademds
dado que

(n—12|))wj(2) — (5 + 1)?wjy1(2) >0, j=1,...,N,ucd, (6.10)

se deduce que también el soporte de la funcién w;(z), j =0,... , N —1, esta contenido
en {z : |z| < /n}. En consecuencia, el soporte de la medida p es compacto (al ser
la unién de los soportes de wj, j = 0,..., N, estd contenido en {z : |z| < /n}). De
(6.10) también deducimos que si w;(z) = 0 entonces w;41(z) =0, y en consecuencia

win(s) _ (—|P) 7
wiz) = GH1E S G

7=0,... ,N—1,;

de donde podemos concluir que la matriz W es secuencialmente dominada.

Para probar la implicaciéon contraria, supongamos que la matriz W es secuen-
cialmente dominada. Tenemos entonces que w;t1(z) < cw;(z) p c.d. para cierta
constante ¢ > 0y j =0,... ,N — 1. Podemos entonces acotar p c.d. los elementos
de la diagonal de la matriz A del siguiente modo a;(z) > (v — |2|*)w;(2) := &;(v, 2),

j=0,...,N. En consecuencia tenemos que A > A(v) donde

ao(y,2) —pi(2) 0 e 0

—Bi(z) ai(y,2) —fz) 0O
0 —B2(2)  a@aly,2) —Ba(2) 0

Aly) =
0
&Nﬂ(% Z) —BN(Z)
0 e 0 —Bn(2)  an(v,2)

Basta ahora demostrar que podemos elegir v tal que la matriz K(v) es semidefinida
positiva en casi todo punto.

Ahora bien, razonando como en el lema 3.1 de [19], podemos obtener las siguientes
estimaciones para los menores principales de la matriz X(fy): paracadaj=0,1,... ,N
denotemos por M; = M; (v, z) el determinante de la submatriz principal de orden j
de la matriz ,Z(v) y supongamos que M; > 0 para j = 0,1,... ,k, entonces tenemos
que

k+1 k+1
My > My )y 1810 = 1617 [T @ (6.11)

Jj=2 1=05i7#5,j—1
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Probemos ahora que podemos elegir v tal que .Z(’y) es semidefinida positiva p
c.d.. En primer lugar, dado que el soporte de y es compacto, digamos contenido en
{z 1 |z] £ M}, deducimos que también lo son los soportes de cada w;, j =0,1,... , N,
y en consecuencia eligiendo v > M? tenemos que

a;(v,2) = (v = |z )w;(z) >0, j=0,... ,N.

El que W sea secuencialmente dominada también implica que si w;(z) = 0, en-
tonces wy(z) = 0 para k > j a excepcién posiblemente de un conjunto de medida
nula. Dado z en el soporte de u sea m el mayor nimero con w,,(z) > 0. Puesto que
Wpmt1(z) = 0, deducimos que las filas y columnas de .Z(’y) a partir de la m + 1 son
nulas. Por consiguiente para probar que .Z(v) es semidefinida positiva basta probar
que M;(z) > 0 para j =0,... ,m. Ahora bien, para j = 0 tenemos que

My (z) = @o(7,2) = (v = |2)wo(2) > 0,

dado que por eleccién (y — |z|?) > 0 en el soporte de i, y por tanto en el soporte
de wp. Supongamos ahora que hemos probado que M;(z) > 0 para j = 0,... ,k.
Bastara probar que si k < m entonces también Mj,1(z) > 0. De (6.11) se sigue que

k+1 k+1
My1(7,2) > Mi(v,2) D 1852 (@5(v, 2)@5-1(v,2) = [8;7)  [] @y 2)-
j=2 1=03i7j,j—1

Ahora bien, dado que k < m todos los elementos que aparecen en la anterior expresion
son estrictamente positivos salvo quizas las expresiones

aj(’y’Z)ajfl(sz)_ |ﬁj|27 .7:27 7k+1

Veamos que podemos elegir v (independiente de z) tal que también esas expresiones
sean estrictamente positivas. Para ello basta escribirlas adecuadamente

il 2o 2) — 1812 = w(z 722“’1'*1(2)7-222
0201 02) = 5 = ude) (3= o) ) —
w;-1(2)

w;(2)
enelsopu C{z: [2|<M}yj j=0,...,N, por tanto tenemos

1 .
> — para casi todo z
c

Como W es secuencialmente dominada tenemos que

2
- - y—M .
31001 (02) — 5 2 ) | T2 - are).
lo que muestra que eligiendo 7 (independientemente de z) suficientemente grande esa
expresién es estrictamente positiva si w;(z) > 0. O
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6.4 Acotacion del operador de multiplicacion

Dado que la existencia de n > 0 tal que la matriz nW — I'WT™* sea semidefinida po-
sitiva implica la acotacién del operador de multiplicacién por z (segin comentamos
en el apartado 6.3), la proposicién 6.2 establece una prueba alternativa para el resul-
tado de Lépez-Pijeira (ver [28, Teorema 1]), que afirma la acotacién del operador de
multiplicaciéon bajo la hipdtesis de que W sea secuencialmente dominada.

En [34] J. M. Rodriguez caracteriza cuando el operador de multiplicacién estd
acotado en el espacio de los polinomios P con respecto a un producto escalar de
Sobolev, bajo la hipdtesis de que los soportes de las medidas que definen el producto
escalar sean conjuntos compactos de la recta real. En particular, se demuestra que
este operador es acotado si y s6lo si la norma (6.7) es equivalente a aquella definida
por

W = diag{wo + w1 + ... + wy, w1 + w2 + ... + WN,... ,WN_1 +WN,WN},
es decir, existe n > 0 tal que
llzpllw < nllp|lw para todo p € P (6.12)

si y s6lo si existe una constante positiva C' tal que

lpllw < llpllw < Clipllw- (6.13)

La primera de las designaldades anteriores es evidente teniendo en cuenta la defi-
nicién de la matriz W. En cambio, la segunda desigualdad en (6.13) no es inmediata.
Para demostrarla, hay que verificar que existe una constante C' > 0 (no necesaria-
mente la misma en cada expresién) tal que se cumpla

o o | A PR o [ | R (A 2

Esta desigualdad, con cardcter més general, fue probada en [34, Lema 4.2] bajo
la hipdtesis de acotacién del soporte de la medida p en el producto escalar (6.6).
Para hacer la presente memoria méas completa, incluimos aqui una simplificacién de
la demostracién dada en [34]. En el préximo capitulo demostraremos que la acotacién
del operador de multiplicacién implica la acotacion del soporte de la medida pu, por
tanto podemos eliminar esta hipdtesis. Se tiene pues el siguiente teorema.

Teorema 6.3. Si el operador de multiplicacion es acotado con respecto al producto
escalar de Sobolev (6.6) entonces se verifica (6.13).

El reciproco del teorema anterior es cierto si suponemos ademas que sop u estd
acotado, lo cual garantiza que la matriz W sea secuencialmente dominada.
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Demostracion del teorema 6.3

Para demostrar el teorema, solo resta probar la desigualdad (6.14). Para ello
usaremos el siguiente lema.

Lema 6.4. Supongamos que existe n > 0 tal que
|lzpllw <nllpllw  para todo p € P.

Eziste entonces C' > 0 tal que para todo p € P se verifica

P9 Vw, < ClIpllw, j=1,... ,N.

Demostracion del lema 6.4

Teniendo en cuenta la definicién de la norma en (6.7), para cada j =0,... , N se
tiene la desigualdad

1(z2) D], < llzpllw < nllpllw  Vp € P, (6.15)

pero
1z0) Dy = 11269 + 599Dy = 1109wy = 1209,

Teniendo en cuenta que sop p es un subconjunto compacto del plano complejo,
definimos K := max{|z|: z € sop u}. Se tiene entonces que

1z2) D, = 1PV, = K|p |,
de donde
P9, < 11z0) N, + K199l -
Por (6.15) obtenemos
PV, < allpllw + KllpY [, < 00+ K)|lpllw-

O

Finalmente pasamos a probar (6.14). Teniendo en cuenta el lema anterior proba-
remos por induccién en j que

Hp(j_l) | |wj+wj+1+-~+w1\/ < C||p||W
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Obviamente se cumple la igualdad

N
P9Iy = D129V,
pamy

Como inicio de la induccién, tomamos j = N. Aplicando directamente el lema 6.4
obtenemos

DY Vuy < Clipllw-

Supongamos ahora que la desigualdad (6.14) es cierta para el indice j + 1, esto es,
existe una constante C;11 > 0 tal que se verifica

Hp(j)||wj+1+wj+2+~n+wN < Cjtallpllw.
Debemos probar que
1Y ™y o < Ciil[pl -
A tal efecto, escribimos
||p(j_l)”z2uj+wj+1+...+w1v = ||p(j_1)”30j + Hp(j_l)||z2u]»+1+...+ww'
Por el lema 6.4 existe C' > 0 tal que |[pYU=V||,, < C||p||w, para todo p € P. Teniendo

en cuenta que p—1 = %(zp)(j) — zp19) escribimos

. 1 , .
Hp(j 1) | |721)j+1+“.+w1\7 = ]72||(Zp)(j) - Zp(J) | "12,l)j+1+...+’w1\7
1 () () ?
< 2 (1Pl + 12l )
La acotacion del soporte y la hipétesis de induccion dan

||Zp(j)||wj+1+---+wN < K||p(j)||wj+l+---+w1\l < KOj+1||p||W;

ademads, la hipétesis de induccién y la acotacién del operador de multiplicaciéon dan
respectivamente

H(Zp)(j)||wj+1+---+wN < Cj+1||zp||wj+1+...+w1v < Cj+177||PHW§
de donde concluimos que
1

||p(j_1)||wj+wj+1+m+wN < ](CJ+1(K+77))||P||W



Capitulo 7

Compacidad de los soportes

Consideremos nuevamente el producto escalar de Sobolev

N J—
payw =Y / p®) (2)g® (2)wy (2)dp(2), (7.1)
k=0

donde
W = diag{wo, w1, ... ,wn}, wy€ L*(u), wx >0, k=0,1,... ,N.

En este capitulo se demostrara el resultado mas importante de esta parte: que la
acotacion del operador de multiplicacion implica la compacidad del soporte de . La
expresién matricial de la acotacién del operador serd clave en la demostraciéon del
resultado.

Teorema 7.1. Si el operador de multiplicacion por z es acotado con respecto al pro-
ducto escalar de Sobolev (7.1) entonces sop u = UN_sopwy, es un subconjunto com-
pacto del plano complejo.

Para la demostracion del teorema 7.1, consideremos la siguiente sucesién de poli-
nomios

2271

pn(z) = n
v

para algun v > 0 fijo. Se tiene el siguiente lema.

Lema 7.2. Si0<j < N y0<n<-y entonces lim pg)(z) = 0 uniformemente en

{zeC: 2| <0}

103
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Demostracion del lema 7.2

n
Para z € {|z| < |/} se tiene que |p,(2)| < (77) de donde lim |p,(z)| = 0. Para
’y n—oo
j=1,2,... N, se verifica la igualdad

00 (2)] = 20 = 1)'7;{ @n=g+1) ooy

@2n)2n-1)2n—=2)...2n -5 +1) (n\"
: (vn)’ (7) ’

de donde obtenemos lim |p£«f)(z)| =0. O
n—0oo

Demostracion del teorema 7.1

La acotacién del operador de multiplicacién equivale a la existencia de un n > 0
tal

/(p,p’, o PN W = TWT(p, o, p) dp > 0 (7.2)
para todo p € P, donde la expresion de la matriz A = nW — I'WT™* viene dada por

ao(z)  —PBi(2) 0 0
—fi(z)  en(z) —Pa(z) 0 :

0 —02(2)  as(z) —B3(2) 0

A= )
0
aN-1 —57N(Z)
0 0 —0On(2) an(z)

donde a;(z) = a;(n,z) = (n — |z]*)w; — ( +1)2wjt1, j=0,1,... ,N =1, an(z) =
(n = |zHwn y Bij(z) = jzw;(z), j =1,...,N. Probaremos que sopw; C {z € C :
2| < i}, G =0,1,...,N.

Primeramente, fijamos v > n y dado un n € N sustituimos la expresién de p,(z) =
2n

ZT en (7.2). Teniendo en cuenta que
~y

Re{py ™ pll) = Re ML eee B0 2 £ B0 2 £ ) ppanseny
ol n

|Zp(J 1) (J)|
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se obtiene la desigualdad

N
JCRERARE )+ / oD — GG+ 20 ey (2)d(z) > 0.
Haciendo uso del lema 7.2 para j =0,... , N comprobamos que

lim / (1 — |2[2) pn w0 (2)du(z) +

n—oo

(=< v}
N

T ST [ @R = Gl 12D (2)du(z) = 0,
U (CEVE )

por lo que se tiene que

lim sup / (n— |Z|2)|Pn|2w0(2)dﬂ(z)+

T\ v

N

Z (mlp1? = (Y1 + |2p$))?)w;(2)du(z) | = 0. (7.3)
=Sy

De la definicién de los polinomios p,, obtenemos las siguientes desigualdades
(n=1=1*)lpal® <0 si|2[ > Vi, (7.4)
(n—1zP)pal> <n—7<0 silz]>A.

Para j=1,...,N, de nuevo la definicién de p,, da

o 1? = Glpd 1+ 2pP))?
' L |An—2j _
— 20(20 ~ 1. (20— + 2P en 107 - 20 170

en consecuencia se obtiene

e 1P = Glpd V1 + =pP)? < 0 si|z] > v/,
nlp 1P = Glpd ™D+ lzpP ) <n—y <0 silz] > 7, (7.7)
con n suficientemente grande.

Ahora bien, si para algin j, j = 0,...,N, y para algun v > n se cumple que
p(sopw; N{z: |z| > /7}) > 0 tendriamos a partir de (7.4), (7.5), (7.6) y (7.7) que
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Jimn sup / (1 — |2[2)|pn 2o (=) dpu(2) +

T\ van
N
S [ PP - Gl ) (daCe)
= s>y
<(m-") / wj(z)dp <0,
sopw;N{z: |2|>/7}
lo cual contradice (7.3). O

Para completar el estudio de la acotacién del operador de multiplicacién, com-
pacidad del soporte y acotaciéon de los ceros para productos de Sobolev, daremos
dos ejemplos que ilustran que, contrariamente a lo que ocurre en el caso clasico de
ortogonalidad con respecto a productos escalares asociados a una medida real, ni la
compacidad del soporte ni la acotacion de los ceros implica la acotacién del operador
de multiplicacién.

Ejemplo 7.3. Este ejemplo muestra que la compacidad de los soportes de las medidas
no implica la acotacién del operador de multiplicacién. Tomemos en el producto
escalar de Sobolev (7.1) N = 1, la medida 4 = A\ + dy, donde A es la medida de
Lebesgue dA = dx con soporte en los intervalos reales

y las funciones wo(z) = x_1 _1ju3,1)(%) ¥ wi(z) = x{o}(2), resultando asi el pro-
ducto escalar

(p,q) = / pg(z)dz + p ¢ (0). (7.8)

Tomemos la sucesién de polinomios p,, (r) = (¢2—1)", n > 0. Para este caso particular

comprobamos que

1
(xpp, xpn) = 2/ (2 - 1)dr+1>1, n>0.
1/2

Como

1
n 1
<pn7pn>—2/1/2(x21)2 dx§22ni—1’ n =0,
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vemos que el operador de multiplicacién .#, = xp, p € P no es acotado para este
producto escalar.

El mismo ejemplo nos sirve para mostrar que la acotacién de los ceros no implica
la acotacion del operador de multiplicacién.

En efecto, sean (s,(2))n>0 ¥ (7n(x))n>0 las sucesiones de polinomios ortogonales
monicos correspondientes respectivamente a las medidas

dx
X[L,l](l‘)% y X[%)l](x)\/fdm—&—éo.

Es facil comprobar que la sucesion de polinomios moénicos

Q2n(2) = 5,(2%) ¥y Qant1(z) = 2rn(2?), n >0,

es ortogonal con respecto a la medida u, que define el producto escalar (7.8). De
acuerdo a la teoria clasica de polinomios ortogonales, los ceros de los polinomios
(rn)n>0 ¥ (Sn)n>0 estén contenidos en un subconjunto compacto del eje real (en [0, 1],
por ejemplo), luego se tiene que los ceros de la sucesién de polinomios ortogonales
moénicos con respecto al producto escalar de Sobolev (7.8) (Qn)n>0 estdn acotados,
en cambio, tal y como vimos antes, el operador de multiplicaciéon no es acotado con
respecto a este producto escalar.

Del estudio realizado en esta ltima parte de la tesis quedan pendientes los si-
guientes problemas abiertos.
1) Para sopu C R: ;Es equivalente la acotacién de los ceros con la acotacion del
soporte de la medida que define el producto escalar de Sobolev?
2) Para sop u C C: jImplica la acotacién del soporte de la medida la acotacién de los
ceros?
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