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Introducción

Aunque pueda parecer una paradoja,
las ciencias exactas están dominadas

por la idea de la aproximación.
B. Russell

El presente trabajo está enmarcado dentro de la teoŕıa de la aproximación, los po-
linomios ortogonales, los llamados aproximantes de Padé y de Hermite-Padé para una
función anaĺıtica o varias, aśı como la teoŕıa de operadores, las fracciones continuas,
entre otros, que sustentan las ideas y los métodos aqúı empleados.

La teoŕıa de la aproximación racional tuvo sus oŕıgenes en los trabajos clásicos de
P. Chébyshev, A. Markov y T. Stieltjes. Este último, en su art́ıculo “Recherches sur
les Fractions Continues” (1894-1895), sienta las bases de una teoŕıa integral como
marco general para tratar los polinomios ortogonales con respecto a una medida
(aunque no usara los términos ortogonal ni medida), surgiendo aśı el concepto que
actualmente conocemos como integral de Riemann-Stieltjes. Alĺı formula por primera
vez el siguiente problema que denominó de momentos: Dada una sucesión arbitraria
de números reales positivos (ck)k≥0, hallar una función no decreciente ψ(x) en [0, +∞)
tal que

ck =
∫

xkdψ(x), k = 0, 1, 2...

A ck se le llama momento k-ésimo de ψ(x). El problema de momentos se dice deter-
minado si la solución existe y es única.

La terminoloǵıa “problema de momentos” fue tomada por Stieltjes de la Mecánica.
Si consideramos dψ(x) como una masa distribuida sobre [x, x + dx] de forma tal que∫ x

0
dψ(t) representa la masa distribuida sobre el segmento [0, x] entonces

∫∞
0

xdψ(x) y∫∞
0

x2dψ(x) representan respectivamente el primer momento (estático) y el segundo
momento (momento de inercia) con respecto a 0, de la masa total

∫∞
0

dψ(x) distri-
buida sobre el semieje real positivo.

El problema de momentos recibió posteriormente un tratamiento sistemático, con
planteamientos que van desde la variable compleja a la teoŕıa de operadores, en las
obras de H. Hamburguer, R. Nevanlinna, M. Riesz, F. Hausdorff, T. Carleman y M.
Stone. En general, se distinguen tres casos clásicos para el problema de encontrar
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Introducción ii

una medida µ dada su sucesión de momentos ck =
∫

xkdµ(x) , k = 0, 1, 2..., en
dependencia del soporte sop µ de la medida. Estos casos son los siguientes:

1) Problema de momentos de Hausdorff, sop µ = [0, 1].

2) Problema de momentos de Stieltjes , sop µ = [0,∞).

3) Problema de momentos de Hamburguer, sop µ = (−∞,∞).

De las tres partes en las cuales está dividida la memoria, que son esencialmente
independientes aunque también vinculadas entre śı, el tema tratado en la primera
parte guarda estrecha relación con el problema de momentos de Hamburguer. En
efecto, para una sucesión de números reales (ck)k≥0 tal que para todo k ∈ N, la forma
cuadrática

k∑

i,j=0

ci+jxixj , xj ∈ R, i, j ∈ N,

sea definida positiva, existe al menos una medida µ, con soporte en el eje real, tal
que su momento de orden k coincida con ck para cualquier k ∈ N. Para esta medida,
existe una única sucesión de polinomios (pn(x))n≥0, con coeficiente ĺıder positivo, que
satisface las relaciones de ortogonalidad

∫
pn(x)pn(x)dµ(x) = δnm =

{
0 n 6= m
1 n = m

.

Consideremos también los polinomios qn(x) :=
∫

pn(x)− pn(t)
x− t

dµ(t), n ∈ N. Los

polinomios (pn)n≥0 y (qn)n≥0 se caracterizan por satisfacer la relación de recurrencia

an+1yn+1(x) + bnyn(x) + anyn−1(x) = xyn(x), n = 0, 1, 2, . . . , (1)

donde an =
∫

xpn−1(x)pn(x)dµ(x) 6= 0 y bn =
∫

xp2
n(x)dµ(x), aunque con diferentes

condiciones iniciales. A partir de estos coeficientes se definen las matrices tridiagonales
infinitas, conocidas como matrices de Jacobi




b0 a1 0 . . .
a1 b1 a2 . . .
0 a2 b2 . . .
...

...
...

. . .


 . (2)

Estas matrices definen los llamados operadores de Jacobi en el espacio de Hilbert `2,
formado por las sucesiones complejas tales que las series de sus cuadrados convergen
absolutamente.
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Introducción iii

La determinación del problema de momentos de Hamburguer, es decir, la unicidad
de la medida µ, equivale a que sea autoadjunto el operador de Jacobi. Cuando esto
sucede, se dice también que estamos en presencia del caso determinado para la matriz
(2), lo cual equivale a su vez a la divergencia de al menos una de las series

∞∑
n=0

|pn(0)|2 ,

∞∑
n=0

|qn(0)|2. (3)

El caso indeterminado se tiene entonces cuando ambas series en (3) son convergentes.
Si ahora partimos de una matriz de Jacobi donde sus coeficientes son tales que

an ∈ C \ {0} y bn ∈ C, la noción de determinación cambia sustancialmente, es decir,
esta se define por analoǵıa con el caso real a partir de la divergencia de al menos
una de las series en (3), donde los polinomios (pn(z))n≥0 y (qn(z))n≥0 están dados de
igual modo por la recurrencia (1) con las condiciones iniciales

{
p−1(z) = 0, p0(z) = 1,
q0(z) = 0, q1(z) = 1/a1.

Cuando an ∈ R \ {0} la matriz (2) es hermı́tica, en cambio, si an ∈ C \ {0}
en general esto no es cierto, lo que conlleva a que la determinación no se pueda
caracterizar en términos de que el operador de Jacobi sea autoadjunto. En la primera
parte de esta memoria damos una caracterización de la propiedad de determinación
para una amplia clase de matrices de Jacobi complejas en función de la igualdad de
los dominios del operador de Jacobi y su adjunto, que extiende el resultado análogo
que hasta ahora exist́ıa sólo para el caso real.

Se demuestra, en particular, que la mencionada propiedad es invariante ante per-
turbaciones complejas y acotadas de matrices de Jacobi, dando respuesta aśı a un
problema abierto planteado inicialmente por D. Barrios, G. López, A. Mart́ınez y E.
Torrano en [8].

En el caṕıtulo 1 se establecen las notaciones y otros aspectos básicos de la teoŕıa
para el caso complejo mientras que los resultados fundamentales y originales de esta
parte -que hemos publicado en [15]- se exponen en el caṕıtulo 2. El desarrollo del tema
se complementa al final de este caṕıtulo con algunas propiedades de los operadores
definidos por matrices infinitas, entre los que nos resultan de especial interés aquellos
definidos por las matrices del tipo (2). En tal sentido, haremos referencia a algunos
resultados de B. Beckermann en [9] y [10], donde se describe la determinación en
función del espectro del operador de Jacobi.

La segunda parte de la memoria tiene su base en la teoŕıa clásica del problema
de momentos de Stieltjes. Dada una medida de probabilidad dµ con soporte en el

semieje real positivo, se define la función de Stieltjes S(z) =
∫ ∞

0

dµ(x)
z − x

, que se puede
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Introducción iv

desarrollar en una fracción continua

S(z) =
1

z − a1

1− a2

z − a3

. . .

, an > 0, n ∈ N, (4)

conocida como fracción de Stieltjes o S-fracción.
Ocurre entonces que el problema de momentos está determinado para la sucesión

ck =
∫

xkdµ(x), k ≥ 0, si y sólo si la fracción continua anterior es uniformemente

convergente sobre subconjuntos compactos de C \ [0,∞).

Realizando la transformación an =
1

bnbn+1
la fracción continua (4) se puede rees-

cribir del modo equivalente

S(z) =
− 1

−b1z +
1

b2 +
1

−b3z+...

, (5)

la cual, según un clásico teorema de T. Stieltjes, converge en el exterior del semieje
real positivo si y sólo si

∞∑
n=1

bn = ∞.

El objetivo de la segunda parte de la tesis tiene que ver con las fracciones continuas
vectoriales de Stieltjes. Estas fueron introducidas recientemente por A. Aptekarev,
V. Kaliaguine y J. Van Iseghem en [7]. Alĺı se muestra su aplicación al estudio de las
propiedades espectrales de los llamados operadores en diferencias de orden superior,
como el que define en el espacio `2 la matriz infinita




0 1 0 · · ·
0 0 1 0 · · ·
a1 0 0 1

0 a2
. . . . . . . . .

...
. . .

· · · · · · · · ·




, ak ∈ C. (6)
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Introducción v

Los operadores definidos por este tipo de matrices resultan de utilidad en la integra-
ción de sistemas dinámicos no lineales tales como las ecuaciones de Korteweg-de Vries
(KdV) de tipo discreto

a′n = an(an+1 + an+2 − an−1 − an−2).

La fracción continua vectorial de Stieltjes (FCVS), conocida también como S-
fracción vectorial, en su caso más simple de dos componentes vectoriales tiene la
forma

(S1(z), S2(z)) =
(1, 1)
(0, z)

+
(1,−a1)

(0, 1)
+

(1,−a2)
(0, 1)

+
(1,−a3)

(0, z)
+

(1,−a4)
(0, 1)

+ · · · ,

(7)

donde la multiplicación y la división de dos vectores c, d ∈ C2 se definen de acuerdo
con la regla de Jacobi-Perron mediante las fórmulas

c · d = (c1d1, c2d2),

1
c

=
(

1
c2

,
c1

c2

)
.

Si an > 0, existe un vector de medidas (µ1, µ2), con soporte común en [0,∞) que
verifica las relaciones

Sj(z) =
∫ ∞

0

dµj(x)
z − x

j = 1, 2.

Las medidas µ1 y µ2 se conocen también como medidas espectrales del operador
en diferencias definido por (6) y determinan uńıvocamente este operador cuando la
FCVS es convergente.

En este contexto resulta importante determinar bajo qué condiciones converge
cada componente de la FCVS (7) en el exterior del semieje real positivo, sobre todo
en el caso en que la sucesión (an)n≥0 no esté acotada. El caso acotado hab́ıa sido
estudiado previamente por V. Sorokin en [36] y A. Aptekarev, V. Kaliaguine y J. Van
Iseghem en [7], donde se muestra que la condición

0 < an < c,

es suficiente para que las medidas µj , j = 1, 2 tengan soporte compacto, de lo cual
se puede deducir sin dificultad la convergencia de la FCVS empleando métodos tra-
dicionales de la teoŕıa de la aproximación racional.

En esta memoria se aborda por primera vez de manera expĺıcita el problema de la
convergencia de las S-fracciones vectoriales, obteniéndose, como resultados originales,
a lo largo de los caṕıtulos 4 y 5 condiciones necesarias y suficientes para que converjan
una clase amplia de S-fracciones continuas, especialmente en el caso no acotado.
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Introducción vi

Más concretamente, la segunda parte de la memoria comienza con el caṕıtulo 3
donde se recogen una serie de propiedades de las FCVS aśı como algunos resulta-
dos auxiliares que serán de utilidad posteriormente. El caṕıtulo 4 -cuyos resultados
principales hemos publicado en [5] y de forma ampliada en [16]- está dedicado en su
totalidad al estudio de la convergencia de la FCVS y se aborda además su vinculación
con la generalización vectorial de la teoŕıa del problema de momentos de Stieltjes.

En tal sentido, cabe destacar la extensión del clásico resultado de Stieltjes para
el caso escalar, donde la convergencia de la fracción continua (5) equivale a que se
verifique

∞∑
n=1

bn = ∞.

En el caṕıtulo 4 se muestra que la hipótesis de Stieltjes continúa siendo necesaria para
la convergencia de la FCVS

(1, 1)
(0,−b1z)

+
(1, 1)
(0, b2)

+
(1, 1)
(0, b3)

+
(1, 1)

(0,−b4z)
+

(1, 1)
(0, b5)

+
(1, 1)
(0, b6)

+ · · ·

donde
an =

1
bnbn+1bn+2

,

aunque no resulta suficiente. Esto se ilustra a través de una clase de contraejemplos
más adelante en el caṕıtulo 5.

El tema central del caṕıtulo 5 es el análisis de la ecuación de recurrencia

yn + cnyn−1 + cnyn−2 = 0, n ≥ 1, (8)

donde cn = cn(z) ∈ (0, 1), lo cual está motivado principalmente por el hecho de que,
para ciertos valores de la sucesión (cn)n que dependen de los coeficientes de la FCVS,
la convergencia de la fracción continua es equivalente a la siguiente propiedad de las
soluciones de la relación de recurrencia (8)

Propiedad (P): cualesquiera sean los valores iniciales de y0, y−1 se tiene
lim

n→∞
yn = 0.

Como se muestra en el desarrollo de este caṕıtulo, la ecuación en diferencias (8) posee
una serie de propiedades interesantes, entre las que podemos citar por ejemplo que
toda solución de (8) está acotada. Esto tiene interés matemático más allá de su
aplicación al estudio de las FCVS.

Cabe mencionar finalmente que los resultados del caṕıtulo 5, aśı como aquellos de
la sección 4.5 del caṕıtulo 4, son fruto de un trabajo conjunto -en v́ıas de publicación
en [11]- con B.Beckermann de la Universidad de Lille 1, Francia y V. Kaliaguine de
la Universidad Técnica de Nizhny Novgorod, Rusia.
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Introducción vii

La tercera parte de la tesis está dedicada al estudio de los polinomios ortogonales
con respecto a los productos escalares de Sobolev, que tienen la forma

〈p, q〉 =
N∑

k=0

∫
p(k)(z)q(k)(z)wkdµ(z) =

N∑

k=0

〈p(k), q(k)〉L2(wkdµ), (9)

donde µ es una medida positiva de Borel con soporte en un subconjunto del plano
complejo, f (k) denota la k-ésima derivada de la función f y wj , j = 0, . . . , N , son
funciones positivas integrables con respecto a la medida µ.

Asumiendo que el soporte de la medida µ0 = w0dµ contiene infinitos puntos, existe
una única sucesión de polinomios ortogonales mónicos con respecto al producto escalar
(9) (Qn)n≥0, conocida como sucesión de polinomios ortogonales mónicos de Sobolev.

Cuando w1 = . . . = wN = 0, se tiene la coincidencia con el caso clásico de
polinomios ortogonales con respecto a productos escalares definidos por una medida
positiva de la forma

〈p, q〉 =
∫

pqdµ. (10)

Obviamente, las situaciones que pueden ocurrir en dependencia del soporte de µ,
sop µ ⊆ R, sop µ ⊆ [0, +∞), sop µ = [0, 1], se relacionan de manera natural con los
tres casos de problema de momentos comentados al inicio de la introducción.

Es de notar que las propiedades de los polinomios ortogonales con respecto a
productos de Sobolev, distan mucho de las correspondientes al caso clásico de orto-
gonalidad con respecto a productos escalares del tipo (10).

La teoŕıa de los polinomios ortogonales de Sobolev ha sido ampliamente tratada
durante los años 90; se ha hecho un estudio intenso y extenso de estos, especialmente
en lo que se refiere a sus propiedades algebraicas, asintóticas y fórmulas de recurrencia,
entre otros aspectos. En este contexto destacan los resultados relacionados con el
comportamiento asintótico de estos polinomios que se han conseguido en [26] por G.
López, F. Marcellán y W. Van Assche para el caso discreto, que ocurre cuando la
medida µ0 = w0dµ en (9) es la única cuyo soporte contiene infinitos puntos, aśı como
los resultados de W. Gautschi, A. Kuijlaars y A. Mart́ınez (véase [21] y [29]) para
otros casos generales.

Recientemente se han venido estudiando propiedades de los ceros de estos polino-
mios, como por ejemplo en los trabajos de G. López, I. Pérez y H. Pijeira donde se
asume que sopµ ⊆ R (ver [28]) ó sop µ ⊆ C (ver [27]) son conjuntos compactos. En
los referidos trabajos se pone de manifiesto la relación de la acotación de los ceros de
estos polinomios con la acotación del operador de multiplicación por z:

Mz(p) = zp(z).
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Introducción viii

Espećıficamente, en [27] se demuestra que si el operador de multiplicación está
acotado, es decir existe η > 0 tal que para todo polinomio p se cumple

||zp(z)|| ≤ η||p(z)||,

entonces los ceros de los polinomios ortogonales con respecto al producto de Sobolev
(9) están contenidos en un subconjunto acotado del plano complejo. Este resultado
es válido para cualquier producto escalar definido sobre el espacio P de los polinomios
de coeficientes complejos. El estudio de la acotación del operador de multiplicación
para productos de Sobolev ha sido abordado también por J. M. Rodŕıguez en [34]
para el caso de medidas soportadas en un subconjunto compacto del eje real.

Por otro lado se muestra en [27], que la hipótesis de dominación secuencial, esto
es, sopµ compacto y

wk

wk−1
∈ L∞(µ), k = 1, . . . , N,

implica la acotación del operador de multiplicación (este resultado se muestra inicial-
mente en [28] para medidas reales).

El resultado fundamental de esta parte muestra que la acotación del operador de
multiplicación con respecto al producto escalar de Sobolev (9) implica la compaci-
dad de las medidas que definen dicho producto. Para ello haremos uso del enfoque
matricial empleado por A. Durán y E. Saff en [19], en el análisis de la localización
de los ceros de los polinomios ortogonales de Sobolev para productos escalares más
generales del tipo

〈p, q〉W =
∫

(T0(p), . . . , TN (p))W (z)(T0(q), . . . , TN (q))∗dµ(z),

donde µ es una medida positiva soportada en un subconjunto del plano complejo,
(T0, . . . , TN )∗ := (T 0, . . . , TN )t, T0, . . . , TN son operadores lineales en el espacio P
y W (z) es una matriz definida positiva de funciones integrables con respecto a la
medida µ.

En el caso clásico de ortogonalidad con respecto al producto escalar (10), defini-
do por una medida soportada en el eje real, se tiene que la acotación del operador
de multiplicación es equivalente a que los ceros de los polinomios ortogonales estén
acotados lo cual a su vez equivale a que el soporte de la medida µ que determina el
producto escalar sea compacto.

El objetivo de la tercera parte de la memoria es el estudio de cuáles de estas
equivalencias permanecen para productos escalares de Sobolev. Para ello, comenza-
remos en el caṕıtulo 6 con un resumen de los resultados conocidos en este tema. Más
expĺıcitamente, damos una prueba alternativa al resultado de López-Pijeira en [28,
Teorema 1], que afirma la acotación del operador de multiplicación por z a partir de
la dominación secuencial, empleando para ello el referido enfoque matricial de [19].
Igualmente, incluimos el resultado de J. M. Rodŕıguez que caracteriza la acotación

viii



Introducción ix

del operador de multiplicación para el producto escalar (9) para medidas reales con
soporte compacto.

Posteriormente, en el caṕıtulo 7 se presentan los resultados originales de la ter-
cera parte. Como mencionamos anteriormente, demostraremos que si el operador de
multiplicación por z está acotado con respecto al producto escalar de Sobolev (9)
entonces el soporte de la medida µ es compacto.

En cambio, se incluyen algunos ejemplos que ilustran aquellas propiedades del caso
clásico que ya no se tienen para productos de Sobolev. En particular, se tiene que ni
la acotación de los ceros de los polinomios ortogonales (Qn)n, ni la compacidad de los
soportes implica rećıprocamente la acotación del operador de multiplicación. Dentro
de este tema aún queda por aclarar la posible relación que existe entre la compacidad
de los soportes y la acotación de los ceros de los polinomios de Sobolev.

Por último señalamos que, según se comentará a lo largo de los distintos caṕıtulos,
en cada uno de los temas en los que se ha trabajado durante la realización de esta
memoria han surgido diversos problemas que aún continúan abiertos, lo cual abre un
interesante campo para posteriores investigaciones dentro de la teoŕıa aqúı desarro-
llada.
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Parte I

Matrices de Jacobi complejas
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Caṕıtulo 1

Preliminares

En este caṕıtulo daremos algunas ideas básicas que vinculan la ortogonalidad, los
aproximantes de Padé y las fracciones continuas, que se emplearán en el desarrollo de
la primera parte de esta memoria. Para más detalles véanse los textos ([41, Caṕıtulo
XI]) y ([32, Caṕıtulo II]).

Sea (cn)n≥0 una sucesión de números complejos tal que

hn =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

c0 c1 . . . cn

c1 c2 . . . cn+1

...
...

...
cn cn+1 . . . c2n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
6= 0 n ≥ 0. (1.1)

Para la sucesión (cn)(n≥0) se define el funcional F sobre el espacio de los polinomios
de coeficientes complejos como

F(T ) := Fz(T (z)) = α0c0 + α1c1 + . . . + αncn, (1.2)

para cada polinomio T (z) = α0+α1z+. . .+αnzn. La notación Fz se utiliza solamente
para indicar que z es la variable cuyas potencias zj serán sustituidas por cj .

Existe entonces una sucesión de polinomios (pn)n≥0 de grado n, uńıvocamente de-
terminada salvo constantes multiplicativas de módulo uno, que satisface las relaciones
de ortogonalidad

Fz(pn(z)pm(z)) = δnm =
{

0 n 6= m
1 n = m

.

Para cada n definimos los polinomios de segundo tipo

qn(z) = Fu

(
pn(z)− pn(u)

z − u

)
.

3
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Tanto los polinomios (pn)n∈N como los (qn)n∈N están vinculados entre śı por una
relación de recurrencia a tres términos del tipo

an+1yn+1 + bnyn + anyn−1 = zyn, n = 0, 1, 2, . . . , (1.3)

con las respectivas condiciones iniciales:
{

p−1(z) = 0, p0(z) = 1/a0,
q0(z) = 0, q1(z) = a0/a1.

(1.4)

Los coeficientes an y bn de la recurrencia anterior están dados por

an = Fz(zpn−1(z)pn(z)) 6= 0, y bn = Fz(zp2
n(z)).

Estos coeficientes se pueden asociar a la siguiente fracción continua infinita, cono-
cida como fracción de Chébyshev o J-fracción

a2
0

z − b0 −
a2
1

z − b1 +
a2
2

z − b2
. . .

. (1.5)

Consideremos también los polinomios mónicos

Pn = a0 . . . anpn Qn = a0 . . . anqn n ≥ 0.

Dada la sucesión (cn)n≥0 que satisface (1.1), consideremos el siguiente desarrollo
formal en serie de potencias en el infinito

f(z) =
∑

n≥0

cn

zn+1
. (1.6)

Para cada j = 1, . . . , n, el coeficiente de
1
zj

en el producto f(z)Pn(z) está dado
por

Fz(zjPn(z)) = 0

y el coeficiente de
1

zn+1
en este producto será

Fz(znPn(z)) = a2
0a

2
1 . . . a2

n =
hn

hn−1
, n ≥ 0 , h−1 = 1.

Como hemos visto, los polinomios Pn y Qn se caracterizan por satisfacer

i) grado Pn ≤ n , grado Qn ≤ n− 1 , Pn 6= 0

ii)(Pnf −Qn)(z) =
Υn

zn+1
+ · · · , Υn 6= 0,
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donde la igualdad anterior se entiende en sentido formal, siendo n + 1 el menor ex-

ponente de una potencia de
1
z

de coeficiente no nulo Υn en el desarrollo en serie de
Laurent del miembro izquierdo de la expresión.

En general, la fracción racional

πn(z) =
Qn(z)
Pn(z)

(1.7)

cuyo numerador Qn y denominador Pn satisfacen las relaciones anteriores se conoce
como aproximante diagonal de Padé y la sucesión (πn)n≥0 recibe el nombre de diagonal
principal de la tabla de Padé asociada al desarrollo en serie (1.6). Los pares de
polinomios que satisfacen dichas relaciones no son únicos aunque se comprueba que
todo par solución determina para cada n fijo una única fracción racional πn(z).

Si el grado del denominador Pn es exactamente igual a n para cualquier par
(Pn, Qn) en (1.7), se dice entonces que el ı́ndice n es normal. La condición (1.1) es
necesaria y suficiente para que todos los ı́ndices n ∈ N sean normales.

A partir de la recurrencia (1.3) se verifica que πn(z) coincide con la fracción parcial
enésima o fracción aproximante de la fracción de Chébyshev (1.5)

a2
0

z − b0 −
a2
1

z − b1 −
. . . − a2

n−1

z − bn−1

.

Rećıprocamente, partiendo de una fracción continua infinita de Chébyshev se com-
prueba que sus fracciones aproximantes coinciden con la diagonal principal de la tabla
de Padé asociada a un determinado desarrollo en serie de potencias, es decir, existe
una correspondencia biyectiva entre las fracciones continuas de Chébyshev (1.5) con
an ∈ C \ {0}, bn ∈ C y los desarrollos formales en el infinito de la forma (1.6) tales
que sus coeficientes cn satisfacen la restricción (1.1).

Luego f representa tanto la fracción infinita de Chébyshev como el desarrollo for-
mal en serie asociado. Como a2

0 es un factor común a f y sus fracciones aproximantes
πn, no hay pérdida de generalidad al asumir en adelante que a0 = 1.

En el desarrollo de esta memoria haremos uso también de los polinomios asociados
de tipo k normalizados, que denotaremos por p

(k)
n (z)1, k = 0, 1, . . . Estos polinomios

están definidos por la siguiente relación de recurrencia

an+k+1p
(k)
n+1(z) = (z − bn+k)p(k)

n (z)− an+kp
(k)
n−1(z), n ≥ 0,

p
(k)
−1(z) = 0, p

(k)
0 (z) = 1/ak.

(1.8)

1No confundir con la k-ésima derivada de un polinomio
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Nótese que p
(0)
n (z) = pn(z) y p

(1)
n−1(z) = qn(z), ya que tomamos a0 = 1. Se cumple

además la siguiente igualdad (ver por ejemplo [39])

(qn+kpk − pk+mqk)(z) = p
(k+1)
n−1 (z). (1.9)

Finalmente, sean

P (k)
n (z) = ak . . . an+kp(k)

n (z)

los correspondientes polinomios mónicos. Estos polinomios satisfacen la relación de
recurrencia

P
(k)
n+1(z) = (z − bn+k)P (k)

n (z)− a2
n+kP

(k)
n−1(z), n ≥ 0,

P
(k)
−1 (z) = 0, P

(k)
0 (z) = 1.

(1.10)

Análogamente se cumple que P
(0)
n (z) = Pn(z) y P

(1)
n−1(z) = Qn(z). Para los polino-

mios Pn y Qn, a partir de la recurrencia (1.10), se verifica la fórmula

(PnQn+1 − Pn+1Qn)(z) = a2
0a

2
1 . . . a2

n.

Un elemento muy relacionado con la teoŕıa clásica de los polinomios ortogonales y las
fracciones continuas lo constituyen las matrices de Jacobi, que pasaremos a estudiar
a continuación.



Caṕıtulo 2

La propiedad de determinación para
matrices de Jacobi complejas

2.1 Introducción

Consideremos la siguiente matriz tridiagonal infinita

G =




b0 a1 0 . . .
a1 b1 a2 . . .
0 a2 b2 . . .
...

...
...

. . .


 , (2.1)

donde an ∈ C \ {0} y bn ∈ C. Los operadores definidos por este tipo de matrices, que
se conocen como matrices de Jacobi complejas o J-matrices, serán objeto de estudio
en el presente caṕıtulo.

A cada matriz de Jacobi (2.1) se le pueden asociar dos sucesiones de polinomios
(pn)n≥0 y (qn)n≥0 determinadas uńıvocamente por la relación de recurrencia (1.3)
con las condiciones iniciales dadas en (1.4). Asimismo, se considera la sucesión de
aproximantes diagonales de Padé πn =

qn

pn
, n ≥ 0, asociada a la matriz (2.1).

El estudio de los operadores definidos por matrices infinitas con coeficientes com-
plejos ha cobrado auge en los últimos años, como se puede apreciar en los trabajos
de A. Aptekarev, D. Barrios, B. Beckermann, V. Kaliaguine, G. López, A. Mart́ınez,
W. Van Assche y E. Torrano (ver por ejemplo [6], [8], [10], [12] y [25]). Esto se debe
en parte a su aplicación al análisis de la convergencia de las fracciones continuas aśı
como de los aproximantes de Padé y de Hermite-Padé.

Las matrices de Jacobi complejas juegan un papel importante en el estudio de la
asintótica y la distribución de los ceros de los polinomios ortogonales. Estos últimos
constituyen herramientas esenciales en diversos campos del análisis numérico, como

7
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por ejemplo en la búsqueda de métodos iterativos para resolver sistemas de ecuaciones
lineales de dimensiones grandes.

Sea `2 el espacio de Hilbert formado por las sucesiones complejas (αn)n≥0 tales
que ∑

n≥0

|αn|2 < ∞.

La matriz G define un operador en el subespacio C0 ⊂ `2 formado por las combina-
ciones lineales finitas de los elementos de la base

ej = (0, . . . 0, 1︸︷︷︸
j+1

, 0, . . . , ) j = 0, 1, . . .

a través del producto matricial usual de una matriz y un vector. Su mı́nima extensión
cerrada, o sea su clausura (ver sección 2.4.1), la cual denotaremos igualmente por G,
se suele llamar operador en diferencias de segundo orden u operador de Jacobi.

Los operadores de Jacobi están muy vinculados a la teoŕıa del problema de mo-
mentos de Hamburguer. Cuando los coeficientes an y bn son números reales, la de-
terminación del problema de momentos equivale a que el operador sea autoadjunto.
Esto ocurre si y sólo si

D(G) = D(G∗), (2.2)

donde D(G) denota el dominio de definición de G y G∗ el operador adjunto.
H. Wall introdujo el concepto de determinación para el caso complejo (Ver [41,

Caṕıtulo V]), que fue utilizado por D. Barrios, G. López, A. Mart́ınez y E. Torrano
en [8] para probar la convergencia de los aproximantes de Padé asociados a un cierto
tipo de J-matrices en el exterior del eje real.

En el presente caṕıtulo, con el objetivo de extender a una clase amplia de matrices
complejas la teoŕıa vinculada con el problema de momentos de Hamburguer existente
para el caso real, probaremos que la propiedad de determinación para una matriz de
Jacobi permanece invariante ante perturbaciones complejas y acotadas.

La estructura del caṕıtulo es la siguiente. En la sección 2.2 se presenta el concepto
de determinación para el caso complejo y se muestran algunos ejemplos que ilustran
su significado.

Seguidamente, en la sección 2.3 se presentan los resultados fundamentales aqúı
obtenidos. En particular, se demuestra que para una cierta clase de operadores de
Jacobi complejos la propiedad (2.2) y la determinación continúan siendo equivalentes
(ver teorema 2.3).

Finalmente, la sección 2.4 está dedicada al estudio del operador de Jacobi. Se
hace referencia a algunos resultados obtenidos en otros trabajos recientes ([9], [10])
relacionados con el tema aqúı desarrollado y se ofrecen determinadas pautas sobre
ulteriores investigaciones en este campo.
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2.2 Casos determinado e indeterminado

Un concepto básico en la teoŕıa de fracciones continuas lo constituye el concepto de
determinación, que introduciremos a continuación para el caso complejo.

Sean (pn)n≥0 y (qn)n≥0 las soluciones de la relación de recurrencia (1.3) con las
condiciones iniciales dadas en (1.4).

Definición 2.1. Se dice que estamos en presencia del caso determinado para la frac-
ción continua (1.5) o para la matriz de Jacobi asociada G, si existe un punto z ∈ C
tal que:

∑

n≥1

|pn(z)|2 = ∞ ó
∑

n≥1

|qn(z)|2 = ∞. (2.3)

Cabe mencionar que el teorema de invariabilidad ([41, Teorema 22.1]) afirma que
si las dos series anteriores convergen en un punto z ∈ C dado, entonces también
convergen en todo punto del plano complejo.

Más aún, consideremos la siguiente fracción continua general

a2
0

z0 − b0 −
a2
1

z1 − b1 +
a2
2

z2 − b2
. . .

que se obtiene tomando en (1.5) la sucesión

z̃ = (z0, z1, z2, . . . )

en lugar de la variable z.
Se definen asimismo las sucesiones pn(z̃) y qn(z̃) que satisfacen la recurrencia

análoga a (1.3)

an+1yn+1 + bnyn + anyn−1 = znyn, n = 0, 1, 2, . . . , (a0 = 1)

con las mismas condiciones iniciales que en (1.4).
El referido teorema de invariabilidad garantiza que si en z∗ = (z∗0 , z∗1 , z∗2 , . . . )

ambas series:
∑

n≥1

|pn(z∗)|2 ,
∑

n≥1

|qn(z∗)|2

son convergentes, entonces, fijando una constante positiva arbitraria M , ambas series
convergen para cualquier

z = (z0, z1, z2, . . . )
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tal que

|zi − z∗i | < M, i = 0, 1, 2, . . . (2.4)

Cuando an ∈ R \ {0} y bn ∈ R, según el conocido teorema de Favard (véase [20]),
para la sucesión de polinomios (pn)n≥0 que verifican la citada recurrencia (1.3) existe
una medida positiva µ con soporte en la recta real tal que

∫
pnpmdµ = δnm.

Sean cn =
∫

xndµ, n ≥ 0, los momentos de esta medida. En términos del funcional

F definido en el caṕıtulo 1, para todo polinomio p(z) de coeficientes reales se cumple

F(p) =
∫

p(x)dµ(x).

En el caso real, estamos en presencia del caso determinado según la definición 2.1
si y sólo si existe una única medida µ soportada en (−∞,∞) tal que

cn =
∫ ∞

−∞
xndµ,

lo cual equivale a la determinación del correspondiente problema de momentos de
Hamburguer (para más detalles véase por ejemplo [32, Sección II.7]).

Seguidamente veremos algunos ejemplos que nos permiten apreciar cuando esta-
mos en presencia o no del caso determinado.

Una condición suficiente conocida (ver [8, Lema 1]) para que ocurra el caso deter-
minado es que exista z ∈ C y m ≥ 0 tal que

∑

k≥0

|p(k)
m (z)| = ∞, (2.5)

como se deduce de (1.9) aplicando la desigualdad de Cauchy-Schwarz. Teniendo en
cuenta los valores de p

(k)
0 (z) y p

(k)
1 (z) dados por la recurrencia (1.8), la igualdad (2.5)

se verifica si por ejemplo

∑

n≥0

1
|an| = ∞ ó

∑

n≥0

|bn|
|anan+1| = ∞. (2.6)

La primera de las condiciones anteriores muestra que si

sup
n
|an| ≤ M < ∞,
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estamos en presencia del caso determinado. Lo mismo ocurre si an = O(nk), k ≤ 1.
Resulta asimismo de interés tener condiciones que nos permitan garantizar que

una matriz de tipo (2.1) es indeterminada.
El criterio de Berezanski (ver [1, p. 39]) establece que si bn ∈ R y an > 0, n ∈ N,

satisfacen las condiciones:

i)
∑

n≥0

1
an

< ∞,

ii) sup
n
|bn| ≤ M < ∞,

iii) a2
n ≥ an−1an+1 ∀n ∈ N,

entonces la matriz (2.1) es indeterminada.
Para ilustrar la situación en el caso complejo incluiremos la siguiente generalización

aśı como su demostración.

Lema 2.2. Sean an y bn números complejos, an 6= 0, n ∈ N, tales que

i)
∑

n≥0

1
|an| < ∞,

ii)
∑

n≥0

|bn|√
|anan+1|

< ∞,

iii) |a2
n| ≥ |an−1an+1| ∀n ∈ N,

entonces estamos en presencia del caso indeterminado para la matriz (1).

Demostración del lema 2.2.

Verifiquemos que
∑

n≥0 |pn(0)|2 < ∞. Para probar que
∑

n≥0 |qn(0)|2 < ∞ el
procedimiento es análogo.

Sustituyendo z = 0 en la recurrencia (1.3) y transformando convenientemente se
obtiene

|√an+2pn+1(0)| ≤ |bn
√

an+2

|an+1
√

an+1| |
√

an+1pn(0)|+ |√an
√

an+2|
an+1

|√anpn−1(0)|.

Sea Nn = max
k=0,1,... ,n

|√ak+1pk(0)|. Teniendo en cuenta iii) obtenemos la desigual-

dad

Nn+1 ≤ Nn(
|bn|

|√anan+1| + 1).
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La condición ii) equivale a la convergencia del producto infinito

∞∏

k=1

(
|bk|

|√akak+1| + 1).

De donde se tiene que

Nn ≤ N

∞∏

k=1

(
|bk|

|√akak+1| + 1) = Ñ < ∞

Por tanto existe N > 0 tal que |pn(0)| ≤ N√
an+1

para todo n ≥ 0. La misma

desigualdad se verifica para |qn(0)|. En virtud de i) se obtiene la convergencia de
ambas series en 2.3 para z = 0.

De acuerdo con el lema anterior, tomando los valores complejos an = n3 + i y
bn = n + i, tenemos un ejemplo sencillo del caso no determinado para una matriz
de Jacobi compleja. Si consideramos dentro de esta clase de matrices aquellas cuyos
coeficientes an y bn cumplen que sus partes imaginarias están uniformemente acotadas,
para verificar si son o no determinadas basta analizar solamente sus partes reales,
como veremos a lo largo del apartado siguiente.

2.3 Invariabilidad de la determinación ante pertur-
baciones acotadas de matrices de Jacobi

A continuación presentaremos los resultados originales principales de este caṕıtulo.
En particular, se demuestra la invarianza de la propiedad de determinación para
matrices de Jacobi ante perturbaciones acotadas. Asimismo, como se muestra en el
siguiente teorema, se caracteriza esta propiedad en términos del operador de Jacobi
y su adjunto, resultado que hasta ahora sólo se teńıa para el caso real.

Teorema 2.3. Si la matriz de Jacobi compleja (2.1) admite una descomposición de
la forma

G = J + C (2.7)

donde J es una matriz de Jacobi real y C es una matriz con coeficientes complejos
uniformemente acotados, entonces G es determinada si y sólo si

D(G) = D(G∗).
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El teorema anterior es una consecuencia directa del siguiente resultado.

Teorema 2.4. Si la matriz de Jacobi compleja (2.1) admite una descomposición de
la forma (2.7), donde J es una matriz de Jacobi real y C es una matriz con coeficien-
tes complejos uniformemente acotados, entonces la determinación de la matriz G es
equivalente a la de J .

Es de notar que la matriz de Jacobi (2.1) admite una descomposición de la forma
(2.7) si y sólo si se cumple que

sup
n≥1

{|=an|, |=bn|} < ∞, (2.8)

donde =z denota la parte imaginaria del número complejo z.
Asimismo, una matriz tridiagonal define un operador acotado en `2 si y sólo si

todos sus coeficientes están uniformemente acotados (ver sección 2.4.1).
El hecho de que la determinación de J implica la determinación de G hab́ıa sido

demostrado con anterioridad en ([8, Lema 5]), en cambio, la implicación contraria
hab́ıa sido planteada como un problema abierto al que presentamos una solución
mediante el teorema 2.4.

Antes de presentar la demostración de este resultado deduciremos el teorema 2.3
a partir del teorema 2.4.

Demostración del teorema 2.3.

Como C define un operador acotado en `2 se tiene que D(C) = D(C∗) = `2.
Teniendo en cuenta (2.7), se cumple que D(G) = D(J) y D(G∗) = D(J∗). Por tanto,
D(G) = D(G∗) si y sólo si D(J) = D(J∗). Pero como mencionamos antes en la
introducción, para el caso de matrices de Jacobi reales la igualdad D(J) = D(J∗)
implica que J es determinada, por lo que a partir de lo que plantea el teorema(2.4)
es equivalente a la determinación de G.

Ahora pasaremos a demostrar el resultado principal del presente caṕıtulo.

Demostración del teorema 2.4.

Teniendo en cuenta (2.4), una consecuencia directa del teorema de invariabilidad
es que una perturbación acotada en los coeficientes bn de la diagonal principal de
la matriz de Jacobi G no altera su condición de determinación. Como las partes
imaginarias de los coeficientes de G están acotadas por hipótesis, no hay pérdida de
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generalidad al considerar solamente el caso en que bn ∈ R y coinciden por tanto con los
correspondientes coeficientes de la matriz real J . Luego tenemos que los coeficientes
de G son an ∈ C \ {0} y bn ∈ R mientras que aquellos de J son ãn ∈ R \ {0} y bn.

Denotemos por p̃
(k)
n (z) los polinomios normalizados de tipo k asociados a J , o sea

los que se obtienen como solución de la relación (1.8), reemplazando la sucesión an

por ãn, es decir, son los polinomios que satisfacen la recurrencia

ãn+k+1p̃
(k)
n+1(z) = (z − bn+k)p̃(k)

n (z)− ãn+kp
(k)
n−1(z), n ≥ 0,

p̃
(k)
−1(z) = 0, p̃

(k)
0 (z) = 1/ãk.

.

Análogamente, denotamos los correspondientes polinomios mónicos

P̃ (k)
n (z) = ãk · · · ãn+kp̃(k)

n (z)

Al igual que en (1.10), los polinomios P̃
(k)
n (z) satisfacen la relación de recurrencia

P̃
(k)
n+1(z) = (z − bn+k)P̃ (k)

n (z)− ã2
n+kP̃

(k)
n−1(z), n ≥ 0,

P̃
(k)
−1 (z) = 0, P̃

(k)
0 (z) = 1.

. (2.9)

Supongamos que J es indeterminada. De acuerdo con el teorema de invariabilidad
esto es equivalente a

∑

n≥1

|p̃n(0)|2 < +∞ y
∑

n≥1

|p̃(1)
n (0)|2 < +∞. (2.10)

Debemos probar que las relaciones (2.10) se cumplen también para los polinomios
pn(z) y p

(1)
n (z) en z = 0. Esto lo haremos utilizando una fórmula que relacione los

polinomios p̃n(z), p̃
(1)
n (z) con pn(z) y p

(1)
n (z).

Con el objetivo de simplificar la notación escribimos

p(k)
n (0) = p(k)

n , P (k)
n (0) = P (k)

n , p̃(k)
n (0) = p̃(k)

n , P̃ (k)
n (0) = P̃ (k)

n .

Se tiene el siguiente lema que nos brinda la relación buscada, que es una fórmula
clave en la presente demostración.

Lema 2.5. Para todo n ≥ 2, se cumple que

p(m)
n =

P̃
(m)
n

am · · · am+n
+

n∑

k=2

ã2
m+k−1 − a2

m+k−1

am+k−1

P̃
(m+k)
n−k

am+k · · · am+n
p
(m)
k−2. (2.11)
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La igualdad anterior se demuestra utilizando la inducción completa.

Demostración del lema 2.5.

Fijemos m, apliquemos la inducción completa sobre el parámetro n. Usando (1.8)
es fácil ver que (2.11) se verifica para n = 2 y n = 3. Supongamos ahora que la
igualdad (2.11) es cierta para todo valor del parámetro hasta n−1, n ≥ 4. Probaremos
que también es cierta para n.

Teniendo en cuenta (1.8) para z = 0, se tiene que

p(m)
n = −bm+n−1

am+n
p
(m)
n−1 −

ã2
m+n−1

am+n−1am+n
p
(m)
n−2 +

ã2
m+n−1 − a2

m+n−1

am+n−1

1
am+n

p
(m)
n−2.

Sustituyendo en los dos primeros sumandos del miembro derecho de la igualdad ante-
rior las expresiones dadas por (2.11), tomando respectivamente n− 2 y n− 1 en lugar
de n y reorganizando convenientemente la sumatoria se obtiene

p(m)
n =

−bm+n−1P̃
(m)
n−1 − ã2

m+n−1P̃
(m)
n−2

am · · · am+n

+
n−2∑

k=2

ã2
m+k−1 − a2

m+k−1

am+k−1

−bm+n−1P̃
(m+k)
n−k−1 − ã2

m+n−1P̃
(m+k)
n−k−2

am+k · · · am+n
p
(m)
k−2

+
ã2

m+n−2 − a2
m+n−2

am+n−2

−bm+n−1P̃
(m+n−1)
0

am+n−1am+n
p
(m)
n−3 +

ã2
m+n−1 − a2

m+n−1

am+n−1

1
am+n

p
(m)
n−2.

Teniendo en cuenta (2.9), la relación anterior se reduce a (2.11), con lo cual el
lema queda demostrado.

Para continuar con la demostración del teorema notemos que si la primera condi-
ción en (2.6) se verifica, entonces se puede concluir fácilmente que G y J son ambas
determinadas. En efecto, (2.6) es suficiente para la determinación de G, y conside-
rando que existe M > 0 tal que

|ãn − an| < M

se tiene que
∑

n≥0

1
|an| = ∞ implica

∑

n≥0

1
|ãn| = ∞, de donde se obtiene la determinación

de J . Por tanto podemos suponer que
∑

n≥0

1
|an| < ∞. (2.12)
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En particular, tenemos entonces que,

lim
n→∞

|an| = ∞.

Teniendo en cuenta lo anterior, de la acotación de los coeficientes de la matriz C, se
deduce que existe una constante M1 > 0 tal que

∣∣∣∣
ã2

k − a2
k

ak

∣∣∣∣ =
|ãk − ak||ãk + ak|

|ak| ≤ M1 < ∞, k = 0, 1, . . . (2.13)

Por otra parte, de (2.12) y la acotación de los coeficientes de la matriz C, se concluye
que para cualquiera sea n ∈ 0, 1, · · · y k = 0, · · · , n se cumplen las desigualdades

∣∣∣∣
ãk · · · ãn

ak · · · an

∣∣∣∣ ≤
n∏

j=k

(
1 +

∣∣∣∣
ãj − aj

aj

∣∣∣∣
)
≤ lim sup

n→∞

n∏

j=0

(
1 +

∣∣∣∣
ãj − aj

aj

∣∣∣∣
)
≤ M2 < ∞. (2.14)

Sea m = 0, 1, . . . , n = 2, 3, . . . y k = 2, . . . , n. Definimos las sucesiones

α
(m)
n,k =

ã2
m+k−1 − a2

m+k−1

am+k−1

P̃
(m+k)
n−k

am+k · · · am+n
, β(m)

n =
P̃

(m)
n

am · · · am+n
.

Empleando esta notación, podemos reescribir la fórmula (2.11) como

p(m)
n = β(m)

n +
n∑

k=2

α
(m)
n,k p

(m)
k−2, n ≥ 2. (2.15)

Esta fórmula nos interesa particularmente para los casos m = 0, 1. Teniendo en
cuenta (2.15), es conocido (ver [1, Lema 1.3.2]) que bajo las siguientes hipótesis

∑

n≥2

|β(m)
n |2 < +∞ y

∑

n≥2

n∑

k=2

|α(m)
n,k |2 < +∞ (2.16)

para cada m fijo se cumple que
∑

n≥1

|p(m)
n |2 < +∞.

Luego, para concluir la presente demostración sólo resta comprobar que (2.16) se
verifica para m = 0, 1.

Considerando las desigualdades (2.14), tenemos que

|β(m)
n | =

∣∣∣∣
ãm · · · ãm+n

am · · · am+n

∣∣∣∣ |p̃(m)
n | ≤ M2|p̃(m)

n |.
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De (2.10), se deduce que
∑

n≥2

|β(m)
n |2 < +∞, m = 0, 1.

Por otra parte, las relaciones (2.13) y (2.14) implican que

|α(m)
n,k | =

∣∣∣∣
ã2

m+k−1 − a2
m+k−1

am+k−1

∣∣∣∣
∣∣∣∣
ãm+k · · · ãm+n

am+k · · · am+n

∣∣∣∣ |p̃
(m+k)
n−k | ≤ M1M2 |p̃(m+k)

n−k |.

Por lo tanto, haciendo uso de la fórmula (1.9) escrita en términos de los polinomios
de tipo k asociados a la matriz J :

(p̃(1)
m+n−1p̃

(0)
m+k−1 − p̃

(0)
m+np̃

(1)
m+k−2)(z) = p̃

(m+k)
n−k (z),

y teniendo en cuenta también (2.10), obtenemos que

∑

n≥2

n∑

k=2

|α(m)
n,k |2 ≤ M1M2

∑

n≥2

n∑

k=2

|p̃(1)
m+n−1p̃

(0)
m+k−1 − p̃

(0)
m+np̃

(1)
m+k−2|2

≤ 2M1M2


∑

n≥2

|p̃(1)
m+n−1|2

n∑

k=2

|p̃(0)
m+k−1|2 +

∑

n≥2

|p̃(0)
m+n|2

n∑

k=2

|p̃(1)
m+k−2|2




≤ 4M1M2

∑

n≥0

|p̃(0)
n |2

∑

k≥0

|p̃(1)
k |2 < +∞.

con lo cual el teorema queda probado. ¤

Como se puede apreciar, el teorema anterior muestra que la propiedad de determi-
nación permanece invariante ante perturbaciones complejas y acotadas de las clásicas
matrices de Jacobi.

Nótese que en su demostración la restricción de que la matriz de partida J fuera
real no se ha tenido en cuenta, es decir, que el resultado continúa siendo válido
si consideramos una pertubación acotada de una matriz de Jacobi con coeficientes
complejos. En particular, aunque el hecho de que la no determinación de G implica
la no determinación de J es ya conocido de [8], se puede probar utilizando el mismo
procedimiento que en la demostración anterior, siendo en este caso los coeficientes
ãn ∈ C \ {0} asociados a la matriz G y an ∈ R \ {0} los asociados a J .

Se tiene pues el siguiente corolario del teorema 2.4.

Corolario 2.6. Sean G y J dos matrices de Jacobi complejas tales que G − J es una
matriz cuyos coeficientes están uniformemente acotados, entonces la determinación
de la matriz J es equivalente a la de G.
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De igual forma hemos visto que bajo las condiciones de acotación dadas en (2.8),
una matriz de Jacobi G es determinada si y sólo si

D(G) = D(G∗). (2.17)

De forma más general, este resultado continúa siendo válido si asumimos que
existen b ∈ C y θ ∈ [0, 2π] tales que

sup
n≥0

|=[(bn − b)eiθ]|, |=[aneiθ]| < +∞. (2.18)

En efecto, por el teorema de invariabilidad, considerando en particular (2.4), la
transformación bn−b no altera la condición de determinación de la matriz G. Tampoco
lo hace la multiplicación por un número complejo α, no nulo, pues para los nuevos
polinomios p̃n y q̃n asociados a αG se cumple

p̃n(z) = pn(
z

α
), q̃n(z) = qn(

z

α
), n ∈ N.

Por tanto, la determinación de una J-matriz, permanece invariante ante las mencio-
nadas transformaciones afines de sus coeficientes.

Se tiene pues el siguiente corolario del teorema 2.3.

Corolario 2.7. Sea G una matriz de Jacobi compleja cuyos coeficientes satisfacen
(2.18) para algún b ∈ C y algún número θ ∈ [0, 2π]. Entonces G es determinada si y
sólo si se cumple la igualdad (2.17) para el correspondiente operador de Jacobi G y
su adjunto G∗.

Las hipótesis de este corolario no son, sin embargo, necesarias para que se cumpla
la igualdad (2.17), como mostraremos más adelante (ver sección 2.4.2).
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2.4 Operadores definidos por matrices de Jacobi

Ante todo introduciremos alguna notación y resultados auxiliares relacionados con los
operadores definidos por matrices infinitas en el espacio de Hilbert `2.

2.4.1 Matrices infinitas y operadores

Denotemos por (u, v) =
∑

ujvj el producto escalar usual en `2 y por (en)n≥0 su base
ortonormal usual. Para cualquier operador lineal A en este espacio, denotaremos
nuevamente por D(A) su dominio de definición. Asimismo, sean R(A),N (A) y σ(A)
su rango, su núcleo y su espectro respectivamente.

Dada una matriz infinita A = (aj,k)j,k≥0 de coeficientes complejos, cuyas filas y
columnas son elementos de `2, el producto Ay está definido para cualquier y ∈ `2.
Como vimos anteriormente en el caso particular de una J-matriz, la matriz A define
un operador en el subespacio C0 ⊂ `2 formado por las combinaciones lineales finitas
de los elementos de la base e0, e1, . . . a través del producto matricial usual de una
matriz y un vector, siendo

Aek = (aj,k)j≥0, k = 0, 1, 2, . . .

En general, este operador no es cerrado. Un requerimiento mı́nimo en la teoŕıa
espectral de operadores lineales suele ser que el operador sea cerrado (ver [24, Sección
III. 5.2]). En este caso, el operador A admite clausura, es decir, para cualquier
sucesión (y(n))n≥0 ⊂ D(A) tal que lim

n→∞
y(n) = 0 con lim

n→∞
Ay(n) = v se cumple que

v = 0. En efecto,

(ej , v) = lim
n→∞

∞∑

k=0

aj,ky
(n)
k = lim

n→∞
(vj , y

(n)) = 0,

donde vj = (aj,k)k≥0 ∈ `2, por ser las columnas de A elementos de `2.
La clausura de un operador se define como su mı́nima extensión cerrada. Sea en

este caso Amin la clausura de A. De acuerdo con la definición de clausura, si T es un
operador cerrado en el espacio de Hilbert `2 tal que

Tx = Ax, para todo x ∈ C0 ⊂ `2,

se cumple entonces que

Tx = Aminx, para todo x ∈ D(Amin).

El dominio de definición de Amin viene dado por

D(Amin) = {y ∈ `2 : ∃ (y(n))n≥0 ⊂ C0 : yn →
n

y, (Ay(n))n≥0 →
n
Ay}.
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Consideremos también la máxima extensión cerrada del operador definido por A
en C0, que denotaremos por Amax. Este operador se conoce además como operador
maximal y su dominio está dado por

D(Amax) = {y ∈ `2 : Ay ∈ `2}. (2.19)

Sea AH la matriz que se obtiene al transponer A y tomar los conjugados de sus
coeficientes. Se tiene la siguiente relación entre los operadores Amin, Amax y sus
respectivos operadores adjuntos.

Lema 2.8. Se cumple que

(Amin)∗ = AH
max, (Amax)∗ = AH

min.

En particular, Amax es una extensión cerrada de Amin.

La demostración de este resultado puede verse en [10, Sección 2], aunque para
mayor claridad la incluimos aqúı.

Demostración del lema 2.8.

Comenzaremos demostrando la primera de las igualdades. Para abreviar escribi-
mos A = Amin. De acuerdo con la definición de operador adjunto [24, Sección III.5.5],
D(A∗) está constituido por el conjunto de los y ∈ `2 para los cuales existe y∗ ∈ `2 tal
que

(y, Ax) = (y∗, x) para todo x ∈ D(A)

y y∗ = A∗y. Teniendo en cuenta la caracterización dada de D(A) aśı como la conti-
nuidad del producto escalar, es suficiente comprobar que (y, Ax) = (y∗, x) para todo
x ∈ C0, o lo que es lo mismo,

y∗j = (ej , y
∗) = (Aej , y) para todo j ≥ 0.

Como (Aej , y) coincide con la componente j-ésima del producto formal AHy, obtene-
mos A∗ = AH

max de acuerdo con la definición del dominio del operador maximal dada
en (2.8). La segunda igualdad del lema es una consecuencia inmediata de la conocida
propiedad A∗∗ = A, que se cumple en los espacios de Hilbert. Para completar la
demostración del lema, sólo resta notar que Amax es una extensión de A y que el
operador Amax es cerrado por ser el adjunto de un operador densamente definido (ver
[24, Teorema III. 5.29]).
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Dada una matriz infinita A sea

||A|| := sup
u,v∈C0

∣∣∣∣
(u,Av)
(u, v)

∣∣∣∣ = sup
n≥0

||An||

donde An denota la submatriz principal de orden n de A. Está claro que ||Amin|| =
||A|| y que si ||A|| < ∞ entonces D(Amin) = `2. Según la conocida estimación (ver
[24, Ejemplo III.2.3])

||A||2 ≤
[
sup

j

∞∑

k=0

|aj,k|
] 

sup
k

∞∑

j=0

|aj,k|

 ,

se verifica que una matriz infinita por bandas A es acotada si y sólo si sus coeficientes
están uniformemente acotados.

Consideremos la siguiente definición introducida originalmente en [10].

Definición 2.9. Una matriz infinita A cuyas filas y columnas pertenecen a `2 se dice
propia si Amin = Amax.

Por ejemplo, una matriz acotada A es propia.
Consideremos el caso especial de las matrices hermı́ticasA, o sea, aquellas matrices

para las cuales se tiene A = AH . En este caso, de acuerdo con el lema 2.8, A := Amin

tiene como operador adjunto a A∗ = Amax, que es una extensión de A. Por tanto, A
es simétrico y se tienen las equivalencias siguientes: A es autoadjunto (A = A∗) si y
sólo si A es propia lo cual equivale a que exista una única extensión cerrada de A.

Si A es una matriz de Jacobi real, que es un caso particular de matriz hermı́tica, se
tiene entonces que A es determinada si y sólo si es propia. En el caso de las J-matrices
complejas cuyas partes imaginarias satisfacen (2.8) de acuerdo con el teorema 2.3 y el
lema 2.8, se tiene también que la determinación equivale a que la matriz sea propia.
Más generalmente, la equivalencia anterior se sigue cumpliendo para las matrices de
Jacobi que satisfacen (2.18).

A continación veremos un ejemplo que muestra que una matriz de Jacobi deter-
minada y propia no necesariamente satisface (2.18).

2.4.2 Un caso particular

Consideremos la matriz diagonal infinita:

B =




b1

b2

b3

. . .


 = diag{b1, b2, . . . } (2.20)
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Se tiene entonces que BH = diag{b1, b2, . . . }. Sean B = Bmin y Γ := (BH)∗. Es fácil
comprobar que en este caso D(B) = D(Γ) = {y ∈ `2 : By ∈ `2}.

Sea

C =




0 a1

a1 0 a2

a2 0 a2

. . . . . .




Consideremos ahora la siguiente perturbación de B

G = B + C (2.21)

Supongamos que lim
n−→∞

an = 0. De esta forma, la clausura C del operador definido por

la matriz tridiagonal infinita C en el subespacio C0 ⊂ `2 es un operador compacto.

Además, como
∑

n≥0

1
|an| = ∞, se satisface la primera de las condiciones suficientes

dadas en (2.6) para que una matriz de Jacobi sea determinada.
Comprobemos que G es propia. Tenemos que verificar que se cumple la igualdad

Gmin = Gmax. Para ello sólo nos resta verificar que D(Gmax) ⊂ D(Gmin).
Teniendo en cuenta que D(C) = `2, si y ∈ D(Gmax) entonces y ∈ D(B) = D(Γ) =

D(Gmin). Obviamente, si elegimos la sucesión (bn)n≥1 de forma tal que (2.18) no
se verifique, hemos construido una matriz de Jacobi G propia y determinada cuyos
coeficientes an ∈ C \ {0} y bn ∈ C no se encuentran necesariamente situados en una
franja del plano complejo.

2.4.3 La determinación en términos del espectro del operador
de Jacobi

Para un operador cerrado T densamente definido en `2 denotamos por σess(T ) su
espectro esencial, dado por la siguiente definición (véase [24, Sección IV.5.6])

Definición 2.10. Se tiene que z ∈ σess(T ) si R(T − zI) no es cerrado o siendo
R(T − zI) cerrado se tiene

dim R(T − zI)⊥ = dim N (T − zI) = ∞.

Si R(T ) es cerrado se cumple (ver [24, Teorema IV.5.13])

R(T )⊥ = N (T ∗).

Como propiedades del espectro esencial, cabe mencionar que este está formado por
los puntos de acumulación del espectro y que según el conocido teorema de Weyl (ver
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por ejemplo [24, Teorema IV.5.35]) el espectro esencial de un operador permanece
invariante ante perturbaciones compactas.

Consideremos ahora la matriz de Jacobi

G =




b0 a1 0 . . .
a1 b1 a2 . . .
0 a2 b2 . . .
...

...
...

. . .




de coeficientes an ∈ C \ {0}, bn ∈ C. Análogamente denotamos por Gmin la clausura
del operador definido por la matriz en C0, o sea, el correspondiente operador en
diferencias de segundo orden y por Gmax su máxima extensión cerrada. Recordemos
también que G∗min = GH

max.
En el caso particular de la J-matriz G (ver [10, Sección 2.2]) se cumple que

0 ≤ dim N (Gmin − zI) ≤ dim N (Gmax − zI) ≤ 1 z ∈ C.

En efecto, se verifica que

N (Gmin − zI) ⊂ N (Gmax − zI) = `2 ∩ {λ(pn(z))n≥0 : λ ∈ C}

donde (pn(z))n≥0 es precisamente la sucesión de polinomios ortonormales con respecto
al funcional Fz definido en (1.2) que satisfacen la mencionada recurrencia

an+1pn+1 + bnpn + anpn−1 = zpn n = 0, 1, 2, . . . , p−1(z) = 0, p0(z) = 1.

En consecuencia, dada una matriz de Jacobi G, para el espectro esencial del ope-
rador G = Gmin se tiene la siguiente caracterización

σess(G) = {z ∈ C : R(zI −G) no es cerrado}.

El siguiente resultado caracteriza la determinación de una J-matriz partiendo del
espectro del correspondiente operador en diferencias de segundo orden.

Teorema 2.11. (B. Beckermann, [9, Proposición 2.3])
(a) Una matriz de Jacobi compleja y determinada G que satisface σess(G) 6= C es
propia.
(b) Una matriz de Jacobi compleja G propia es siempre determinada.

La condición σess(G) 6= C no es necesaria para que la matriz G sea a la vez propia
y determinada como pone de manifiesto el ejemplo construido en 2.4.2.

En efecto, el espectro esencial del operador de Jacobi Gmin definido en (2.21)
coincide con el espectro esencial del operador B definido por la matriz diagonal B en
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(2.20), por ser Gmin una perturbación compacta de este último. Se tiene entonces
que σess(Gmin) está formado por los puntos de acumulación de la sucesión bn dada en
(2.20). Eligiendo convenientemente una sucesión (bn)n≥1 densa en C construiŕıamos
un ejemplo de matriz de Jacobi propia y determinada cuyo espectro esencial coincide
con todo el plano complejo.

En relación con el apartado (b) del teorema 2.11, queda aún abierto el siguiente
problema:

¿Existirá alguna matriz de Jacobi determinada que no sea propia?
Hasta ahora sólo se tiene respuesta añadiendo alguna condición adicional sobre

los coeficientes de la matriz de Jacobi G. Particularmente, en [10, Ejemplo 2.7] se
muestra que si ∑

n≥0

1
|an| = ∞

entonces G es determinada y también propia. Un resultado análogo podŕıa asimismo
obtenerse partiendo de una condición más general del tipo (2.5), en función de los
llamados polinomios asociados de tipo k. Esto último forma parte de los problemas
abiertos relacionados con la caracterización del hecho de que una matriz de Jacobi
compleja sea propia o determinada.
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Caṕıtulo 3

Preliminares

3.1 Fracciones continuas vectoriales

Las fracciones continuas vectoriales fueron introducidas en el Siglo XIX por C. Jacobi,
O. Perron y C. Hermite para caracterizar irracionalidades expresadas por ráıces de
orden mayor que dos. En 1848 el matemático francés C. Hermite propuso un proble-
ma de aproximación simultánea dentro de le teoŕıa de números que consistió en hallar
dos sucesiones de aproximantes racionales con un denominador común, (An/Cn) y
(Bn/Cn), a dos números reales. Jacobi propuso una solución a este problema que
condućıa a una ecuación en diferencias de tercer orden, cuyas soluciones eran preci-
samente (An)n∈N, (Bn)n∈N y (Cn)n∈N.

Las irracionalidades cúbicas tienen propiedades comunes con las irracionalidades
cuadráticas pues estas conducen a algoritmos similares a los de las fracciones conti-
nuas. El procedimiento descrito por C. Jacobi se conoce actualmente como algoritmo
de Jacobi-Perron, pues la teoŕıa fue ampliamente desarrollada años después por el
también matemático alemán O. Perron.

A continuación presentamos una breve descripción de como se forman estas es-
tructuras matemáticas llamadas fracciones continuas vectoriales.

Sean a y b dos vectores de Cp. Empleando la notación para la matriz diagonal
diag(a) = diag(a1, a2, · · · , ap), el producto y el cociente de estos vectores está definido
por las fórmulas

a · b = diag(a).b = (a1b1, a2b2, · · · , apbp)t,

1
a

=
(

1
ap

,
a1

ap
, · · · ,

ap−1

ap

)t

.

Con este producto y este cociente, es posible definir una fracción continua a partir

27
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de dos sucesiones de vectores de Cp, (Cn)n∈N y (Dn)n∈N:

C1

D1+
C2

D2+
C3

D3 + · · · . (3.1)

Un vector de cocientes V , puede ser considerado también como un elemento de la
clase de equivalencia (a, aV )t, a 6= 0 dentro del espacio Cp+1. Sea Gp el conjunto
formado por las clases de equivalencia de estos vectores, llamado también espacio de
Grassmann. Las operaciones están definidas en Gp a través de la inyección canónica
de Cp a Gp. Consideremos la siguiente transformación del espacio Cp definida por

T (b) =
1
bp




1
b1

· · ·
bp−1


 , T−1(a) =

1
a1




a2

· · ·
ap

1


 , bp, a1 6= 0.

Nótese que T p+1 = I. Consideremos ahora el vector b̃ = (1, b)t de Cp+1 definido a
partir de b ∈ Cp. Se tiene entonces la transformación equivalente en el espacio Cp+1

dada por T̃ (̃b) = P b̃ donde P es la matriz de permutaciones

P =




0 · · · 0 1
1 0 · · · 0

0 1 0 · · · ...
...

. . .
0 · · · 0 1 0




.

Para dos vectores arbitrarios C, D consideremos la transformación lineal fraccional en
Cp dada por w(Z) = C/(D + Z). La correspondiente aplicación en Cp+1 y Gp es

w̃(Z̃) = diag(1, C)T̃
(

1
D + Z

)
= diag(1, C)P

(
1 0
D Ip

)(
1
Z

)
= W

(
1
Z

)
.

Más expĺıcitamente, para C = (c1, c2, . . . , cp)t y D = (d1, d2, . . . , dp)t se tiene la
siguiente expresión para la matriz W :

W = diag(1, C)P
(

1 0
D Ip

)
=




dp 0 . . . 0 1
c1 0 · · · 0

c2d1 c2 0 · · · 0
...

. . .
...

cpdp−1 0 . . . cp 0




.

Análogamente al caso escalar, la fracción continua vectorial aparece como una com-
posición de transformaciones lineales fraccionales. La expresión para la fracción apro-
ximante de orden n será (

1
Πn

)
= Yn

(
1
0

)
,
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con

Yn = Yn−1Wn = W1 · · ·Wn. (3.2)

Denotando la primera columna de la matriz Yn por Y 1
n se cumple que

(
1

Πn

)
= Y 1

n .

Las fracciones parciales enésimas Y 1
n satisfacen una relación de recurrencia de

coeficientes escalares, que verifican también los numeradores y el denominador común
de las fracciones que constituyen cada una de las p componentes de Y 1

n (para más
detalles véase [37, Sección 6] o [32, Sección IV.5]). Se tiene pues el siguiente lema,
que es una consecuencia de las igualdades (3.2).

Lema 3.1. Sean (ci,n)n≥0, (di,n)n≥0, i = 1, . . . , p, los coeficientes de las matrices
Wn. La sucesión de vectores (Y 1

n )n≥0 de orden p+1 satisface la siguiente relación de
recurrencia para n ≥ 0

Y 1
n+1 =dp,nY 1

n + dp−1,ncp,nY 1
n−1 + · · ·

+ dk−2,n

p−k+1∏

i=0

ck−1+i,n−iY
1
n−p+k−1 + · · ·+

p−1∏

i=0

ci+1,n−iY
1
n−p,

con las condiciones iniciales Y 1
n = 0, n < 0, Y 1

0 = (1, 0, . . . , 0)t.

Habiendo introducido algunas ideas generales sobre las fracciones continuas vec-
toriales, seguidamente presentamos el caso particular de las fracciones continuas vec-
toriales de Stieltjes, que constituyen uno de los principales objetos de estudio en esta
memoria.

3.2 Fracciones continuas vectoriales de Stieltjes

Una fracción continua vectorial de Stieltjes (FCVS), conocida también como S-fracción
vectorial, es una fracción continua de la forma

(1, ..., 1)
(0, ..., 0, z)

+
(1, ..., 1,−a1)

(0, ..., 0, 1)
+ · · ·+ (1, ..., 1,−ap)

(0, ..., 0, 1)
+

(1, ..., 1,−ap+1)
(0, ..., 0, z)

+ · · · ,

(3.3)

donde a1, a2, ... son números complejos distintos de cero. El producto y el cociente de
dos vectores de Cp, tomados a partir de ahora como vectores fila c = (c1, . . . , cp) y
d = (d1, . . . , dp), se definen igualmente de acuerdo con el algoritmo de Jacobi-Perron
mediante las fórmulas
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c · d = (c1d1, ..., cpdp),
1
c

=
(

1
cp

,
c1

cp
, ...,

cp−1

cp

)

Volviendo a las notaciones de la sección anterior para fracciones continuas vecto-
riales generales de la forma (3.1) se tiene en este caso que

Cn+1 = (1, . . . , 1,−an), n ≥ 0, a0 = −1,

Dn+1 = (0, . . . , 0, εn),

donde

εn =
{

z si n = k(p + 1) k ≥ 0
1 en otro caso. (3.4)

La matriz de las transformaciones lineales fraccionales será para cada n ≥ 1

Wn =




εn 0 . . . 0 1
1 0 · · · 0

0
. . .

...
... 1

...
0 · · · −an−1 0




.

Si Y 1
n = (An,0, . . . , An,p)t, la fracción parcial enésima de (3.3) es

Πn = (An,1/An,0, . . . , An,p/An,0).

Según el lema 3.1, los numeradores An,j , j = 1, 2, ..., p, y el denominador común An,0

de la fracción aproximante Πn satisfacen la recurrencia

An+1,j = εnAn,j − an−p+1An−p,j , j = 0, 1, 2, ..., p, n ≥ p, (3.5)

con la siguiente matriz de condiciones iniciales

n = 0 n = 1 n = 2 . . . n = p

An,0 1 z z . . . z
An,1 0 1 1 . . . 1
An,2 0 0 1 . . . 1
. . . . . . . . . . . . . . . . . .
An,p 0 0 0 . . . 1

(3.6)

A partir de las relaciones anteriores se deduce claramente que cada An,j , 0 ≤ j ≤ p
es un polinomio mónico y que

grado An,0 = [
n + p

p + 1
],

grado An,j = grado An,0 − 1, j ∈ {1, . . . , p}, n ≥ 1. (3.7)
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Las fracciones parciales enésimas de la fracción (3.3) dan una aproximación local
en el infinito de los siguientes desarrollos formales en series de potencias

Sj(z) ∼
∞∑

n=0

sn,j

zn+1
, j = 1, 2, ..., p. (3.8)

Cabe mencionar que los coeficientes de estos desarrollos sn,j tienen la siguiente repre-
sentación en sumas “genéticas” dada en [7]

sn,j =
j∑

i1=1

ai1

i1+p∑

i2=1

ai2

i2+p∑

i3=1

ai3 · · ·
in−1+p∑

in=1

ain
, S0,j = 1. (3.9)

A partir de ahora consideraremos an > 0 para todo n ∈ N. Bajo esta condición
se muestra en [7] la existencia de un vector de medidas positivas (µ1, µ2, ..., µp) con
soporte común en [0,∞) tal que

sn,j =
∫ ∞

0

xndµj(x), j = 1, 2, ..., p, (3.10)

lo cual permite asociar la fracción continua vectorial (3.3) y los desarrollos formales
en series de potencias (3.8) al sistema de funciones de Stieltjes

Sj(z) =
∫ ∞

0

dµj(x)
z − x

j = 1, 2, ..., p. (3.11)

El problema de la convergencia de la FCVS consiste en averiguar bajo que con-
diciones dicha fracción converge uniformemente en cada subconjunto compacto de
C \ [0,∞), y cuando exista, caracterizar su ĺımite.

Cabe mencionar que realizando algunas transformaciones equivalentes, la fracción
(3.3) puede ser escrita de la forma

−(1, ..., 1)
(0, ..., 0,−b1z)

+
(1, ..., 1, 1)
(0, ..., 0, b2)

+ · · ·+ (1, ..., 1, 1)
(0, ..., 0, bp+1)

+
(1, ..., 1, 1)

(0, ..., 0,−bp+2z)
+ · · ·

(3.12)

donde los coeficientes positivos bn y an están relacionados mediante las ecuaciones

an(bnbn+1 · · · bn+p) = 1, n ≥ 1 con b1 = b2 = · · · = bp = 1. (3.13)

Para el caso p = 1 obtenemos de (3.12) la clásica fracción continua en la forma
preferida por T. Stieltjes (ver [38]).

Las fracciones continuas vectoriales (3.3) y (3.12) son equivalentes en el sentido
de que sus fracciones parciales enésimas coinciden para todo n ≥ 1.
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En efecto, empleando una normalización diferente que será de utilidad en lo que
sigue, definamos las sucesiones (∆n,j), j = 1, . . . , p, por las fórmulas

∆n,j = (γ1γ2 · · · γn)An,j , n ≥ 1, ∆0,j = A0,j .

Para ∆n,j se tienen las siguientes relaciones de recurrencia

∆n+1,j = γn+1εn∆n,j − an−p+1(γn−p+1γn−p+2 · · · γn+1)∆n−p, n ≥ p. (3.14)

Ahora seleccionamos γn de forma tal que

an−p+1(γn−p+1γn−p+2 · · · γn+1) = −1, n ≥ p.

Por tanto las recurrencias para ∆n,j serán de la forma

∆n+1,j = γn+1εn∆n,j + ∆n−p,j , n ≥ p.

Escogiendo los valores iniciales γ1 = −1, γ2 = 1, ..., γp = 1, se tiene que γn < 0 para
n = k(p + 1) + 1, k ≥ 0 y γn > 0 en el resto de los casos. Por lo cual, los coeficientes
bn definidos por (3.13) satisfacen

bn =
{ −γn, n = 1 + k(p + 1)

γn, en otro caso,

en particular, son estrictamente positivos.
Introduciendo las cantidades

ε̃n =
{ −z si n = k(p + 1)

1 en otro caso.

podemos reescribir la relación (3.5) de la forma

∆n+1,j = bn+1ε̃n∆n,j + ∆n−p,j , n ≥ p. (3.15)

Por construcción, los polinomios ∆n,j , j = 1, 2, ..., p, y ∆n,0 son respectivamente los
numeradores y el denominador de la fracción parcial enésima de la fracción continua
(3.3). Pero, de acuerdo con (3.15), son igualmente numeradores y denominador de
la fracción parcial enésima de la fracción continua (3.12), de donde se concluye que
estas dos fracciones son equivalentes.

3.3 Acotación uniforme de la familia de fracciones
aproximantes en C \ [0,∞)

Un hecho importante en el estudio de la convergencia de las FCVS lo constituye
el que para todo j las sucesiones (Πn,j)n≥1 están uniformemente acotadas en cada
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subconjunto compacto de C \ [0,∞). En este caso, de acuerdo con el teorema de
Vitali (ver [23, pág. 341]), el problema de establecer la convergencia uniforme de la
FCVS en el mencionado conjunto se reduce a comprobar la convergencia puntual de
las sucesiones (Πn,j(z))n≥0, j = 1, . . . , p, para todo z ∈ (−∞, 0) o cualquier intervalo
más pequeño en (−∞, 0).

Proposición 3.2. Para cada j, j = 1, . . . , p, la sucesión (Πn,j)n≥1 está uniforme-
mente acotada en cada subconjunto compacto de C \ [0,∞).

Para hacer la presente memoria más completa, incluimos aqúı la demostración de
la afirmación anterior aśı como los resultados auxiliares que se requieren para probarla
(para más detalles véase [7, Sección 6.1]).

A tal efecto, se tienen las siguientes propiedades de los ceros de los polinomios
An,j , j = 0, 1, . . . , p.

Lema 3.3. Para los polinomios An,j j = 0, . . . , p, denominadores y numeradores
de las fracciones aproximantes de la fracción continua vectorial (3.3) de coeficientes
an > 0 se cumple que

a) Los ceros de An,j, j = 0, . . . , p, son simples y están contenidos en [0,∞);
b)Los ceros de An,0 y A(n−p−1,0) aśı como los ceros de An,0 y An,j (para cualquier

j entre 1 y p) se entrelazan.

Para la demostración de las afirmaciones anteriores resulta de utilidad el siguiente
lema.

Lema 3.4. Para todo x ∈ [0,∞) y para cada j, l = 1, . . . , p se cumple

∣∣∣∣
An+l,0(x) An+l,j(x)
An,0(x) An,j(x)

∣∣∣∣ ≤ 0, n ≥ 0.

Cuando n = k(p + 1), k ≥ 0, la desigualdad anterior es estricta.

Demostración del lema 3.4.

La prueba se realiza por inducción. Para n = 0, un cálculo directo da el resultado
deseado para l = 1, . . . , p. Supongamos que el resultado es cierto hasta el ı́ndice n−1.
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A partir de la recurrencia (3.5) se tiene la igualdad

∣∣∣∣
An+l,0(x) An+l,j(x)
An,0(x) An,j(x)

∣∣∣∣ = εn+l−1

∣∣∣∣
An+l−1,0(x) An+l−1,j(x)

An,0(x) An,j(x)

∣∣∣∣

+ an+l−p

∣∣∣∣
An,0(x) An,j(x)

An+l−p−1,0(x) An+l−p−1,j(x)

∣∣∣∣ .

Iterando l veces la relación anterior y teniendo en cuenta que an > 0 para n ≥ 1, se
obtiene que el determinante del miembro izquierdo es igual a la suma con coeficientes
positivos de varios determinantes que tienen la misma forma pero dependen de ı́ndices
menores o iguales que n−1. Por hipótesis, ninguno de estos determinantes es positivo,
con lo cual la desigualdad el lema queda probada. Cuando n = k(p + 1), k ≥ 0, la
desigualdad estricta se comprueba de modo totalmente análogo, partiendo de que para
n = 0 los valores iniciales del determinante, cuando l = 1, . . . , p, son negativos.

Antes de continuar, para cada n denotamos por m = m(n) el grado del denomi-
nador común An,0 de las componentes de Πn y por xn,i, 1 ≤ i ≤ m, sus ceros.

Demostración del lema 3.3

Primeramente, consideramos los ı́ndices del tipo n = k(p + 1), k ≥ 1. La prueba
se realiza por inducción en k. Para sentar las bases del inicio, calculando los primeros
términos a partir de las relaciones (3.5) y (3.6) se obtiene

Ap+1,0(z) = z − a1, Ap+1,j(z) = 1,

A2(p+1),0(z) = z2 − (a1 + · · ·+ ap+2)z + a1ap+2,

A2(p+1),j(z) = z − (aj+1 + · · ·+ ap+2).

Para verificar a) se tiene entonces que

A2(p+1),0(0) > 0, A2(p+1),0(a1) < 0, A2(p+1),0(x) > 0 para x < 0.

Denotando por x∗j el cero de A2(p+1),j se cumple que A2(p+1),0(a1) < 0 y A2(p+1),0(x∗j ) < 0,
con lo cual se obtiene b) para k = 2.

Supongamos ahora que los ceros de Ak(p+1),0 y Ak(p+1),j son positivos, simples y
se entrelazan. Para todo x > 0 se cumple

∣∣∣∣
A(k+1)(p+1),0(x) A(k+1)(p+1),j(x)

Ak(p+1),0(x) Ak(p+1),j(x)

∣∣∣∣ < 0. (3.16)
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En efecto, aplicando dos veces la recurrencia (3.5) y teniendo en cuenta (3.4) se tiene
la identidad
∣∣∣∣

A(k+1)(p+1),0(x) A(k+1)(p+1),j(x)
Ak(p+1),0(x) Ak(p+1),j(x)

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣

A(k+1)(p+1)−2,0(x) A(k+1)(p+1)−2,j(x)
Ak(p+1),0(x) Ak(p+1),j(x)

∣∣∣∣

+ ak(p+1)

∣∣∣∣
Ak(p+1),0(x) Ak(p+1),j(x)

Ak(p+1)−1,0(x) Ak(p+1)−1,j(x)

∣∣∣∣ .

El primer determinante en el miembro derecho de la igualdad anterior es menor o
igual que cero en virtud del lema 3.4. Aplicando nuevamente dos veces la recurrencia
(3.5), para el segundo determinante obtenemos
∣∣∣∣

Ak(p+1),0(x) Ak(p+1),j(x)
Ak(p+1)−1,0(x) Ak(p+1)−1,j(x)

∣∣∣∣ = εk(p+1)ak(p+1)−p

∣∣∣∣
Ak(p+1)−2,0(x) Ak(p+1)−2,j(x)
A(k−1)(p+1),0(x) A(k−1)(p+1),j(x)

∣∣∣∣

+a(k−1)(p+1)ak(p+1)−p

∣∣∣∣
A(k−1)(p+1),0(x) A(k−1)(p+1),j(x)

A(k−1)(p+1)−1,0(x) A(k−1)(p+1)−1,j(x)

∣∣∣∣ ,

de donde se observa que dicho determinante resulta ser la suma de una cantidad no
positiva, en virtud del lema 3.4 y otro determinante del mismo tipo, donde en lugar
del ı́ndice k(p+1) aparece (k−1)(p+1). Repitiendo sucesivamente el mismo proceso
para este nuevo determinante, obtenemos la suma de cantidades no positivas más el
determinante

∣∣∣∣
Ap+1,0(x) Ap+1,j(x)
Ap,0(x) Ap,j(x)

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣

x− a1 1
x 1

∣∣∣∣ = −a1 < 0.

Por lo tanto, la desigualdad (3.16) es cierta. Según (3.7), el grado del polinomio
Ak(p+1),0 es k. Sean pues xk(p+1),i, i = 1, . . . , k los ceros de Ak(p+1),0. Sustituyendo
estos ceros en (3.16) se obtiene

A(k+1)(p+1),0 ·Ak(p+1),j(xk(p+1),i) < 0, j = 1, . . . , p.

De acuerdo con lo anterior, si Ak(p+1),j(xk(p+1),i) tiene un cambio de signo mien-
tras i va desde 1 hasta k entonces lo mismo sucede para A(k+1)(p+1),0(xk(p+1),i).
Teniendo en cuenta que los ceros de Ak(p+1),0 y aquellos de Ak(p+1),j para cualquier
j se entrelazan por hipótesis, se deduce que los ceros de A(k+1)(p+1),0 se entrelazan
con los de Ak(p+1),0.

Análogamente, si en (3.16) tomamos x = x(k+1)(p+1),i, i = 1, . . . , k + 1, se tiene

Ak(p+1),0 ·A(k+1)(p+1),j(x(k+1)(p+1),i) > 0, j = 1, . . . , p,

lo cual implica que los ceros de A(k+1)(p+1),0 y A(k+1)(p+1),j se entrelazan para todo
j.
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Probemos ahora que el lema es cierto para cualquier ı́ndice n ∈ N. En efecto, sea
n = k(p + 1) + l con l ∈ {1, . . . , p − 1}. Por el lema 3.4, para cada xn,i, 1 ≤ i ≤ m,
se tiene

Ak(p+1)+l,0 ·Ak(p+1),j(xn,i) < 0, l, j ∈ {1, . . . , p}.
Teniendo en cuenta que los ceros de Ak(p+1),0 y los de Ak(p+1),j se entrelazan, podemos
concluir que los ceros de Ak(p+1)+l,0 son simples y están contenidos en [0,∞). De igual
forma se comprueba que la propiedad b) se verifica para An,0.

Ahora ya tenemos todos los elementos para probar la proposición 3.2 que será una
herramienta fundamental en el desarrollo de los caṕıtulos 4 y 5.

Demostración de la proposición 3.2.

Para cada j = 1, . . . , p se tiene

Πn,j(z) =
m(n)∑

i=1

µj
n,i

z − xn,i
, (3.17)

donde µj
n,i > 0. En efecto, como los ceros de los polinomios An,0 se entrelazan con

aquellos de los numeradores An,j , es fácil comprobar que

µj
n,i =

An,j

A
′
n,0

(xn,i) > 0, j = 1, . . . , p, i = 1 . . . , m.

Sea K un subconjunto compacto fijo de C \ [0,∞) y

η = dist(K, [0,∞)) := min{|z − λ| : z ∈ K, λ ∈ [0,∞)},
donde obviamente η > 0. De (3.17) se obtiene

|Πn,j(z)| ≤ 1
η

m∑

i=1

µj
n,i, j = 1, ..., p, m = m(n), z ∈ K.

Para ver que {∑m(n)
i=1 µj

n,i}n es acotado escribimos

Πn,j(z) =
cj
n,0

z
+

cj
n,1

z2
+ · · · ,

con cj
n,0 =

∑m(n)
i=1 µj

n,i. Entonces

cj
n,0 = lim

z→∞
zΠn,j(z),

y por tanto, considerando (3.7), obtenemos que

cj
n,0 = 1, n ∈ N, j ∈ {1, . . . , p},

de donde se concluye que la sucesión (Π)n≥0 está uniformemente acotada en K.
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3.4 Relación con la aproximación de Hermite-Padé

Las FCVS están muy vinculadas con la aproximación de Hermite-Padé y la ortogo-
nalidad vectorial. Para ilustrar este v́ınculo en el caso de las S-fracciones vectoriales,
se incluyen seguidamente algunas de sus propiedades. Recordemos primeramente la
definición de los llamados aproximantes de Hermite-Padé de tipo II.

Definición 3.5. Consideremos el siguiente vector de desarrollos formales en series
de potencias

G = (g1(z), . . . , gp(z)), gj(z) =
∑

n≥0

gn,j

zn+1
,

y el multi-́ındice de tamaño p, ñ = (n1, . . . , np). El aproximante de Hermite-Padé
asociado a los desarrollos gj(z), j = 1, . . . , p, de ı́ndice ñ, es el vector de fracciones
racionales

(
Pen,1

Pen,0
, . . . ,

Pen,p

Pen,0

)
,

donde los polinomios Pen,j , j = 0, . . . , p, se caracterizan por satisfacer

grado Pen,0 ≤ n1 + . . . + np,

Pen,0(z)gj(z)− Pen,j(z) =
Υnj

znj+1
+ · · · , j = 1, . . . , p, Υnj 6= 0.

La igualdad anterior se entiende en el sentido formal, siendo nj + 1 el menor

exponente de una potencia de
1
z

de coeficiente no nulo Υnj , en el desarrollo en series
de Laurent del miembro izquierdo de la expresión.

Cabe mencionar que un multi-́ındice ñ = (n1, . . . , np) se llama regular si

n1 ≥ n2 ≥ . . . ≥ np ≥ n1 − 1.

Se tiene el siguiente resultado (ver [7, Lema 7]) que vincula los numeradores y el
denominador común de las fracciones aproximantes Πn = (An,j/An,0)j=1,... ,p de la
FCVS (3.3) con la aproximación simultánea de Hermite-Padé.

Lema 3.6. Los polinomios Am(p+1),j, con m = kp + r, 0 ≤ r < p, j = 0, . . . , p, son
respectivamente los denominadores y numeradores de los aproximantes de Hermite-
Padé de multi-́ındice regular (k + δ1, . . . , k + δp), donde

δi =

{
1 si i = 1, . . . , r

0 si i = r + 1, . . . , p
,
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correspondientes al sistema de funciones de Stieltjes (S1(z), . . . , Sp(z)) definido por
las relaciones (3.8)-(3.11). Esto es,

Am(p+1),0(z)Sj(z)−Am(p+1),j(z) =
Υj(m)
zk+δj+1

+ · · · , j = 1, . . . , p.

Además, se tiene que los polinomios Am(p+1),0(z) verifican las relaciones de ortogo-
nalidad

∫ ∞

0

Am(p+1),0(x)xνdµj(x) = 0, , ν = 0, . . . , k + δj − 1, j = 1, . . . , p.

Según se muestra en [7, Lema 3] a partir de lo probado en [37, Teorema 1] para
fracciones continuas más generales, dado un ı́ndice n cualquiera se tiene la aproxima-
ción

Sj(z)−Πn,j(z) = Υj(n)/zm(n)+hj(n)+1 + · · · , con hj(n) ≥ 0.

Como hemos podido apreciar, el análisis de la convergencia de las S-fracciones
vectoriales se puede ver también en el marco de la teoŕıa de la aproximación simultánea
de Hermite-Padé.



Caṕıtulo 4

Sobre la convergencia de las
S-fracciones vectoriales

4.1 Introducción

El punto de partida de este caṕıtulo es un clásico resultado de T. Stieltjes aparecido
en [38], que plantea que la fracción continua

S̃(z) =
1

b1z +
1

b2 +
1

b3z+...+
1

b2k−1z +
1

b2k+...

=
1
b1z

+
1
b2

+
1
b3z

+ · · · , (4.1)

donde bn > 0, n ∈ N, converge en cada subconjunto compacto de C \ (−∞, 0] a una

función del tipo S̃(z) =
∫ ∞

0

dµ(x)
x + z

si y sólo si

∞∑
n=1

bn = ∞, (4.2)

lo cual equivale a su vez a la determinación del problema de momentos correspondiente

a la sucesión sk =
∫ ∞

0

xkdµ(x), k ≥ 0.

En el presente trabajo nos dimos inicialmente a la tarea de extender la condición
(4.2) para la convergencia de las FCVS (3.12), con el objetivo de brindar alguna

39
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condición necesaria y suficiente que caracterice la convergencia de las S-fracciones
vectoriales tal y como se tiene para el caso escalar.

En tal sentido, probaremos que la hipótesis de Stieltjes continúa siendo necesaria
para que las FCVS sean convergentes (ver sección 4.4). En cambio, esta ya no es
suficiente para la convergencia de la fracción continua (3.12) de p > 1 componentes
vectoriales, lo cual mostraremos a través de una clase de contraejemplos en el caṕıtulo
siguiente.

La existencia de una condición, que sea a su vez necesaria y suficiente para la
convergencia de las S-fracciones vectoriales en el citado conjunto, es una cuestión que
parece no tener una respuesta tan clara como para el caso escalar, aunque la búsqueda
de una solución a este problema ha sido una de las principales motivaciones de los
resultados de convergencia obtenidos en este caṕıtulo.

Para obtener la fracción continua que resulta al tomar p = 1 en (3.3), realizamos
la transformación S(z) = −S̃(−z) que da lugar a la S-fracción escalar

S(z) =
1
z

+
−a1

1
+

−a2

z
+ · · · +

−a2k−1

1
+

−a2k

z
+ · · · ,

donde

ak =
1

bkbk+1
, k ≥ 1, a0 =

1
b1

. (4.3)

Sin pérdida de generalidad asumimos que a0 = 1.
La fracción continua de Stieltjes constituye un desarrollo formal de la función

resolvente f , conocida también como función de Weyl, del operador en diferencias de
segundo orden A, que es la clausura del operador definido por la matriz tridiagonal

A =




0 1 0 · · ·
a1 0 1 0 · · ·
0 a2 0 1 · · ·
0 0 a3 0 1 · · ·
0 0

. . . . . .




, ak > 0, (4.4)

a través del producto matricial usual en el ya referido subespacio C0 del espacio de
Hilbert `2, formado por las combinaciones lineales finitas de los elementos de la base
e0, e1, . . . (ver sección 2.4.1). El operador A es el prototipo general de operador en
diferencias de segundo orden.

Cuando ak > 0 la función de Weyl

f(z) = 〈(zI −A)−1e0, e0〉 =
∞∑

k=0

〈Ake0, e0〉
zk+1

=
∞∑

k=0

fk

zk+1
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resulta ser la transformada de Hilbert de una medida positiva ν soportada en el eje
real. Se tiene pues

f(z) =
∫ ∞

−∞

dν(x)
z − x

, con fk =
∫ ∞

−∞
xkdν(x), k ≥ 0.

La medida ν se conoce como medida espectral del operador A y {f(z), (fk)k≥0, dν}
es el conjunto de datos espectrales del operador.

Se tienen las igualdades

f(z) =zS(z2) , z /∈ (−∞,∞),
f2k = sk, f2k+1 = 0 , k ≥ 0

dν(x) =dµ(x2), x ∈ (−∞,∞).

La convergencia de la fracción de Stieltjes equivale a la unicidad de la medida
espectral del operador (4.4), y a su vez a la determinación de los problemas de mo-
mentos de Hamburguer y Stieltjes correspondientes respectivamente a las sucesiones
de momentos (fk)k≥0 y (sk)k≥0.

Las condiciones de convergencia para las S-fracciones, en términos de los coefi-
cientes del operador (4.4) o de los de la fracción continua (4.1), son esenciales para
el estudio de las propiedades espectrales del operador A, especialmente cuando el
operador es no acotado.

En particular, aplicando la desigualdad de Cauchy-Schwarz en (4.3), a partir de la
divergencia de la serie en (4.2) se obtiene una condición suficiente para la convergen-
cia de la fracción continua en términos de los coeficientes del operador A, conocida
como condición de tipo Carleman (ver por ejemplo [1, Apéndice II.11] o [32, Teore-
ma II.7.3]), que puede ser escrita como

∞∑

k=1

1√
ak

= ∞ =⇒ πn(z) ⇒
n→∞

S(z) , (4.5)

z ∈ K ⊆ C \ [0,∞).

Obsérvese que la hipótesis de convergencia anterior incluye el caso en que la sucesión
(ak)k≥ está acotada.

En la sección siguiente mostraremos la generalización de la teoŕıa clásica de Stielt-
jes para el caso vectorial que ha sido la antesala de los resultados obtenidos en este
caṕıtulo.

Posteriormente, en la sección 4.3 se da una condición suficiente de convergencia
para las FCVS en términos del operador en diferencias asociado A, que surge con la
intención de extender la conocida hipótesis del caso escalar (4.5).

El apartado 4.4 está dedicado a la extensión del clásico teorema de Stieltjes para
el caso de p componentes vectoriales.
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Finalmente, en la sección 4.5 se establece un v́ınculo entre las FCVS y la teoŕıa
del problema de momentos vectorial. De esta forma, se obtienen nuevos resultados
de convergencia para estas fracciones continuas que complementan los anteriores y
generalizan de cierta forma la condición de Carleman (4.5).

4.2 El caso vectorial

Como mencionamos anteriormente, las generalizaciones vectoriales de las S-fracciones

~S(z) =
(
S1(z), . . . , Sp(z)

)

=
(1, ..., 1)
(0, ..., 0, z)

+
(1, ..., 1,−a1)

(0, ..., 0, 1)
+ · · ·+ (1, ..., 1,−ap)

(0, ..., 0, 1)
+

(1, ..., 1,−ap+1)
(0, ..., 0, z)

+ · · · ,

(4.6)

fueron introducidas en [7] con el objetivo de obtener las propiedades espectrales del
operador en diferencias A, de orden p+1, definido como la clausura del operador que
determina la matriz infinita de p + 2 bandas

A =




0 1 0 · · ·
0 0 1 0 · · ·
· · · · · · · · ·
0 0 1
a1 0 · · · 0 1
0 a2 0 · · · 0 1

0 0
. . . . . .

· · · · · · · · ·




, ak ∈ C, (4.7)

en el subespacio C0 ⊂ `2.
Análogamente al caso escalar, consideremos el siguiente conjunto de funciones

resolventes del operador A,

~f = (f1, · · · , fp),

donde

fj(z) = 〈(zI −A)−1ej−1, e0〉 =
∞∑

k=0

fk,j

zk+1
, j = 1, . . . , p,

que define uńıvocamente el operador. Se tienen entonces las relaciones (ver [7, Se-
cción 2])

fj(z) = zp−j+1Sj(zp+1) , j = 1, . . . , p.
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Si an > 0 existe un vector de medidas (µ1, . . . , µp) con soporte común en [0,∞)
que verifica las relaciones

Sj(z) =
∫ ∞

0

dµj(x)
z − x

j = 1, 2, ..., p.

El sistema (f1, . . . , fp), aśı como (S1, . . . , Sp) y (µ1, . . . , µp) constituyen el con-
junto de datos espectrales del operador en diferencias de orden superior A. Cuando
la S-fracción vectorial asociada es convergente, el operador A está uńıvocamente de-
terminado por este conjunto.

El caso acotado fue estudiado por V. Sorokin en [36] y posteriormente por A.
Aptekarev, V. Kaliaguine y J. Van-Iseghem en [7]. En particular, es conocido que la
condición

0 < ai < C , i ∈ N (4.8)

es suficiente para que las funciones Sj sean funciones de Markov, caracterizadas por
ser la transformada de Cauchy de medidas soportadas en conjuntos compactos Ej

contenidos en el intervalo [0,∞). Es decir,

Sj(z) =
∫

Ej

dµ(x)
z − x

j = 1, . . . , p.

A partir de las afirmaciones anteriores, siguiendo las mismas ideas que en la de-
mostración del clásico teorema de Markov sobre la convergencia de los aproximantes
diagonales de Padé asociados a este tipo de funciones (ver por ejemplo [32, Sección
II.6 ]), seŕıa fácil concluir que la condición (4.8) implica la convergencia uniforme en
compactos de la fracción continua (4.6) en el complemento en el plano complejo de
un conjunto compacto dado Γ ⊂ R+, o sea

Πn(z) ⇒
n→∞

~S(z) , z ∈ K ⊆ C \ Γ,

donde Πn denota la fracción parcial enésima de −→S .
El presente trabajo no excluye el caso no acotado, de esta forma se caracteriza

una clase más amplia de operadores en diferencias de orden superior que poseen un
único conjunto de datos espectrales.

4.3 Resultados de convergencia

Esta sección está dedicada a la demostración del siguiente resultado, que brinda una
condición suficiente de convergencia de la FCVS, en términos de los coeficientes del
operador asociado A, que incluye en particular el caso en que la sucesión (an)n≥1 está
acotada.
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Teorema 4.1. Si

∞∑

k=1

1∑p−1
j=0 ak+j

= ∞ , ak > 0, (4.9)

entonces Πn ⇒
n→∞

~S en cada subconjunto compacto de C \ [0,∞).

Demostración del teorema 4.1.

Para probar el teorema 4.1, de acuerdo con la proposición 3.2, es suficiente esta-
blecer la convergencia puntual en (−∞, 0) de la componente j-ésima de Πn para cada
j ∈ {1, . . . , p}, o sea

Πn,j(z) −→
n→∞

Sj(z), z ∈ (−∞, 0).

A tal efecto, fijamos un z ∈ (−∞, 0), definimos

Fn := −Πn,1(z)

y sin pérdida de generalidad nos restringimos al análisis de la convergencia de la
sucesión (Fn)n≥0, que como veremos a continuación es estrictamente positiva.

Primeramente escribimos (4.6) en la forma equivalente introducida en (3.12)

~S(z) = − (1, ..., 1)
(0, ..., 0,−b1z)

+
(1, ..., 1, 1)
(0, ..., 0, b2)

+ · · ·+ (1, ..., 1, 1)
(0, ..., 0, bp+1)

+
(1, ..., 1, 1)

(0, ..., 0,−bp+2z)
+ · · ·

(4.10)

donde

an =
1

bnbn+1 · · · bn+p
. (4.11)

Fijado un z ∈ (−∞, 0) se define la siguiente sucesión de números reales positivos

bn(z) =

{
−bnz, para n ≡ 1 (mod p + 1),
bn, en otro caso.

(4.12)

Para abreviar, en lo que sigue de la presente demostración, escribiremos bn = bn(z),
por tanto, en virtud de (3.15), para los denominadores ∆n = ∆n,0(z) de Fn escritos
según la nueva forma equivalente (4.10), se tiene la relación de recurrencia

∆n = bn∆n−1 + ∆n−p−1, n > p, (4.13)
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con las condiciones iniciales ∆0 = 1, ∆1 = . . . ∆p = −z, tomadas de acuerdo con
(3.13).

Sea ahora la sucesión (tn)n≥1 definida por

tn = bn
∆n−1

∆n
, n ≥ 1, (4.14)

con t1 = t2 = . . . = tp = 1 y

0 < tn < 1, n > p. (4.15)

Como la relación (4.13) se satisface también para los numeradores ∆n,1 de Fn, se
obtiene entonces la recurrencia

Fn = tnFn−1 + (1− tn)Fn−p−1, n > p. (4.16)

En este caso las condiciones iniciales son F0 = 0, F1 = ... = Fp = −1/z.
Definimos las sucesiones

Mn = max{Fn, Fn−1, ..., Fn−p},
mn = min{Fn, Fn−1, ..., Fn−p}.

Teniendo en cuenta la relación de convexidad (4.16), es fácil ver que las sucesiones
{mn} y {Mn} satisfacen

0 ≤ mn ≤ mn+1 ≤ Mn+1 ≤ Mn ≤ Mp , n ∈ N.

Por tanto, siempre existen números reales positivos m,M , con m ≤ M , tales que

lim
n→∞

Mn = M y lim
n→∞

mn = m.

Denotando δn = Mn −mn, se observa que Fn converge si y sólo si

lim
n→∞

δn = 0. (4.17)

Concluiremos la demostración del teorema 4.1 empleando algunos lemas auxiliares
que probaremos más adelante. Para obtener la convergencia de Fn, demostramos la
siguiente desigualdad (ver lema 4.2)

δn ≤ (1− tntn−1 · · · tn−p+1)δn−p , n ≥ 2p , δp > 0. (4.18)

Seguidamente (ver lema 4.4), empleando la identidad (4.11), se muestra que la con-
dición (4.9) implica

∑

n≥1

tntn−1 · · · tn−p+1 = ∞,
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y de esta forma se obtiene (4.17) y de ah́ı la convergencia puntual de Πn(z) para cada
z fijo en (−∞, 0). El teorema queda demostrado.

A continuación presentamos los lemas auxiliares que se emplearon en la demos-
tración anterior.

Lema 4.2. Para las sucesiones (δn)n≥p y (tn)n≥1 previamente definidas, se cumple
la desigualdad (4.18).

Demostración del lema 4.2.

Para facilitar la comprensión de las ideas expuestas probaremos el lema primero
para el caso particular p = 2. Seguidamente presentaremos la generalización para
cualquier p, que es totalmente análoga. Sea

Xn =




Fn

Fn−1

Fn−2


 ,

escribimos

Xn = WnXn−2,

donde

Wn =




tntn−1 (1− tn) tn(1− tn−1)
tn−1 0 1− tn−1

1 0 0


 . (4.19)

Denotamos por Wn = (wi,j
n )i,j∈{1,2,3} y

Mn = max{Fn, Fn−1, Fn−2},
mn = min{Fn, Fn−1, Fn−2}.

Escribiendo Nn = {Fn, Fn−1, Fn−2}\{Mn,mn} se tiene que

Mn = α0
nMn−2 + α1

nNn−2 + α2
nmn−2,

mn = β0
nMn−2 + β1

nNn−2 + β2
nmn−2,

donde

{αj
n}(j=0,1,2), {βj

n}(j=0,1,2) ⊂ {(wi,j
n )}i,j∈{0,1,2},

y

2∑

j=0

αj
n =

2∑

j=0

βj
n = 1.
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Como Nn ∈ [mn,Mn], existe entonces ξn tal que 0 < ξn < 1 para n > 2 y satisface la
igualdad

Nn = ξnmn−2 + (1− ξn)Mn−2.

Por tanto se obtiene

Mn = (1− α1
nξn − α2

n)Mn−2 + (α1
nξn + α2

n)mn−2,

mn = (1− β1
nξn − β2

n)Mn−2 + (β1
nξn + β2

n)mn−2,

de donde tenemos

δn =
(
1− (α2

n + β0
n + α1

nξn + β1
n(1− ξn))

)
δn−2, n ≥ 4, δ2 > 0.

Por lo cual se obtiene

δn ≤
(
1−min(wi0,j0

n + wi1,j1
n + wi2,j2

n )
)
δn−2,

con i0 6= i1, j0 6= j1 6= j2, i2 = i0 ó i1. Teniendo en cuenta la desigualdad (4.15) y
la forma en que están distribuidos los coeficientes en la matriz (4.19), comprobamos
fácilmente que el mı́nimo en el miembro derecho de la desigualdad anterior se alcanza
para el siguiente valor particular de la suma de coeficientes de Wn

w1,1
n + w3,2

n + w3,3 = tntn−1.

En consecuencia, se obtiene la desigualdad

δn ≤ (1− tntn−1)δn−2, n ≥ 4, δ2 > 0,

lo cual demuestra (4.18) para p = 2.
Ahora presentamos el caso general p > 1. Sea

Xn =




Fn

Fn−1

Fn−2

...
Fn−p




,

y pongamos

Xn = WnXn−p,

donde la matriz cuadrada Wn de orden p + 1 se puede escribir de la forma siguiente

Wn =
(

W1,n Un

1 0

)
. (4.20)
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La expresión para W1,n ∈ Rp es

W1,n =




tntn−1 · · · tn−p+1

tn−1tn−2 · · · tn−p+1

...
tn−j+1tn−j · · · tn−p+1

...
tn−p+1




, 1 ≤ j ≤ p,

y Un es la matriz triangular superior de orden p

Un =




(1−tn) tn(1−tn−1) · · · tntn−1···tn−j+2(1−tn−j+1) · · · tntn−1···tn−p+2(1−tn−p+1)

0 1−tn−1 · · · tn−1···tn−j+2(1−tn−j+1) · · · tn−1···tn−p+2(1−tn−p+1)

... 0
...

...
...

. . . tn−j+2(1−tn−j+1)

1−tn−j+1 · · · tn−j+1···tn−p+2(1−tn−p+1)

0

...
...

. . .
...

tn−p+2(1−tn−p+1)

0 0 · · · 0 ··· 0 1−tn−p+1




,

con 2 ≤ j ≤ p.
Denotamos Wn = (wi,j

n )i,j∈{0,... ,p} y análogamente

Mn = max{Fn, Fn−1, Fn−2, . . . , Fn−p},
mn = min{Fn, Fn−1, Fn−2, . . . , Fn−p}.

Escribiendo N
(1)
n , N

(2)
n , . . . , N

(p−1)
n = {Fn, Fn−1, Fn−2, . . . , Fn−p}\{Mn,mn} se tiene

que

Mn = α0
nMn−p + α1

nN
(1)
n−p + · · ·+ αp−1

n N
(p−1)
n−p + αp

nmn−p,

mn = β0
nMn−p + β1

nN
(1)
n−p + · · ·+ βp−1

n N
(p−1)
n−p + βp

nmn−p,

donde

{αj
n}(j=0,1,... ,p), {βj

n}(j=0,1,... ,p) ⊂ {(wi,j
n )}i,j∈{0,1,... ,p},

y

p∑

j=0

αj
n =

p∑

j=0

βj
n = 1. (4.21)
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Como N
(k)
n ∈ [mn,Mn], k = 1, . . . , p − 1, existe entonces ξ

(k)
n , 0 < ξn < 1 para

n > p, tal que

N (k)
n = ξ(k)

n mn + (1− ξ(k)
n )Mn, k = 1, . . . , p− 1.

Considerando (4.21) tenemos

Mn =

(
1−

p−1∑

k=1

αk
nξ(k)

n − αp
n

)
Mn−p +

(
p−1∑

k=1

αk
nξ(k)

n + αp
n

)
mn−p,

mn =

(
1−

p−1∑

k=1

βk
nξ(k)

n − βp
n

)
Mn−p +

(
p−1∑

k=1

βk
nξ(k)

n + βp
n

)
mn−p.

De donde se obtiene

δn =

(
p−1∑

k=1

(βk
n − αk

n)ξ(k)
n + βp

n − αp
n

)
δn−p, n ≥ 2p, δp > 0.

Haciendo uso nuevamente de (4.21) tenemos que

δn =

(
1−

[
αp

n + β0
n +

p−1∑

k=1

(αk
nξ(k)

n + βk
n(1− ξ(k)

n ))

])
δn−p.

lo cual implica la desigualdad

δn ≤
(
1−min(wi0,j0

n + wi1,j1
n + · · ·+ wip,jp)

)
δn−p, n ≥ 2p, δp > 0, (4.22)

con i0 6= i1, j0 6= j1 6= · · · 6= jp, i2, i3, . . . , ip ∈ {i0, i1}. Al igual que hicimos en el
caso particular p = 2, teniendo en cuenta (4.15) y la distribución de los coeficientes en
la matriz (4.20), verificamos que el mı́nimo en el miembro derecho de la desigualdad
(4.22) se alcanza para la siguiente suma de coeficientes de Wn

w1,1
n + wp+1,2

n + wp+1,3 + · · ·+ wp+1,p+1 = tntn−1 · · · tn−p+1 > 0.

Por tanto, hemos obtenido la desigualdad (4.18), con lo cual el lema queda demostra-
do.

Como una consecuencia directa del lema anterior cabe enunciar el siguiente coro-
lario, al cual haremos referencia en el siguiente caṕıtulo.

Corolario 4.3. Sea la sucesión (tn)n≥1 ∈ (0, 1) y sea (Fn)n≥1 una sucesión de
números reales positivos que satisface la recurrencia (4.16). Si

∑

n≥1

tntn−1 · · · tn−p+1 = ∞,
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entonces cualquiera sean los valores iniciales de F0, F1, . . . , Fp la sucesión Fn es con-
vergente.

Para terminar la demostración del teorema 4.9 resta probar el siguiente lema.

Lema 4.4. Sea z ∈ (−∞, 0). Para la sucesión bn = bn(z) definida en (4.12) se
cumple que si

∑

n≥1

1
p−1∑

j=0

1
bn−jbn−j−1 · · · bn−j−p

= ∞

entonces
∑

n≥1

tntn−1 · · · tn−p+1 = ∞.

Demostración del lema 4.4.

Considerando (4.14) tenemos

tntn−1 · · · tn−p+1 = bnbn−1 · · · bn−p+1
∆n−p

∆n
. (4.23)

Teniendo en cuenta (4.13) escribimos

∆n = bnbn−1 · · · bn−p+1∆n−p + ∆n−p−1 + bn∆n−p−2 + bnbn−1∆n−p−3 +
bnbn−1bn−2∆n−p−4 + · · ·+ bnbn−1 · · · bn−p+2∆n−2p.

Por lo tanto, de (4.23) se tiene que

tntn−1 · · · tn−p+1 =
1

1 +
∆n−p−1

bnbn−1 · · · bn−p+1∆n−p
+ · · ·+ ∆n−2p

bn−p+1∆n−p

.

De (4.13) obtenemos también la desigualdad

∆n−p−j

∆n−p
≤ 1

bn−p · · · bn−p−j+1
, 1 ≤ j ≤ p,

de donde se concluye que

tntn−1 · · · tn−p+1 ≥ 1

1 +
∑p−1

j=0

1
bn−jbn−j−1 · · · bn−j−p

,
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y el lema queda demostrado.

Nótese que para p = 1 la hipótesis del teorema 4.1 resulta ser la conocida condición
para el caso escalar

∞∑

k=1

1
ak

= ∞.

Cabe destacar también que según (4.9), la divergencia de esta serie implica la
convergencia de la fracción continua vectorial (4.6) cuando los coeficientes an tienen
un “comportamiento regular”, que es el caso por ejemplo de sucesiones monótonas o
aquellas que tienen una razón de crecimiento regular, o sea

an+1

an
< M .

4.4 Condición de convergencia de Stieltjes genera-
lizada

Consideremos la forma equivalente (4.10) de la fracción continua vectorial de Stieltjes
(4.6). En esta sección veremos que la clásica condición de convergencia de Stieltjes
(4.2) continúa siendo válida para el caso vectorial, como afirma el siguiente teorema.

Teorema 4.5. Si la S-fracción continua vectorial (4.10) converge uniformemente en
compactos de C \ [0,∞), entonces se cumple

∑

n≥1

bn = ∞.

Antes de probar el teorema 4.5 presentaremos algunos resultados auxiliares. Ha-
remos uso de la misma notación que en la demostración del teorema 4.1. Fijamos
z ∈ (−∞, 0) y como en (4.12) escribimos bn = bn(z), lo cual no altera el carácter de
la serie en el teorema 4.5. Análogamente, sea Fn = −Πn,1(z). Probaremos por lo
tanto que si Fn converge entonces

∑

n≥1

bn = ∞.

Lema 4.6. Para las sucesiones (bn)n≥1 y (tn)n≥1, definidas respectivamente por (4.12)
y (4.14) se tiene la equivalencia

∑

n≥1

bn = ∞ ⇔
∑

n≥1

tn = ∞.

El lema 4.6 es una consecuencia directa del siguiente lema 4.7.
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Lema 4.7. Sea (bn)n≥1 una sucesión de números reales positivos y sea (∆n)n≥0 una
sucesión definida por la recurrencia (4.13) con las condiciones iniciales ∆0 = 1, ∆1 =
b1, ∆2 = b1b2, . . . , ∆p = b1b2, . . . , bp. Se tiene entonces la equivalencia

∑

n≥1

bn = ∞ ⇔
∑

n≥p+2

(1− ∆n−p−1

∆n

∆n−p−2

∆n−1
) = ∞.

Demostración del lema 4.7.

Primeramente probaremos la implicación

∑

n≥1

bn = ∞ ⇒
∑

n≥p+2

(1− ∆n−p−1

∆n

∆n−p−2

∆n−1
) = ∞.

Teniendo en cuenta (4.13), tenemos

∆n > ∆n−p−1, (4.24)

lo cual implica que

∆n > min{∆0, ∆1, . . . , ∆p} > 0,

de donde obtenemos
∑

n≥1

bn∆2
n−1 = ∞ y

∑

n≥p+2

bn−1∆n−2∆n−p−1 = ∞.

Probaremos que existe Λ1 ⊂ N tal que

∆nk
∆nk−1 →

nk∈Λ1
∞. (4.25)

De (4.13) se concluye que

∆n∆n−1 = bn∆2
n−1 + bn−1∆n−2∆n−p−1 + ∆n−p−2∆n−p−1.

Por lo tanto

∆n∆n−1 −∆n−p−2∆n−p−1 = bn∆2
n−1 + bn−1∆n−2∆n−p−1,

lo cual implica

N∑
n=p+2

(∆n∆n−1 −∆n−p−2∆n−p−1) =
N∑

n=p+1

(bn∆2
n−1 + bn−1∆n−2∆n−p−1).
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Tenemos
p∑

j=0

∆n−j∆n−j−1 →
n
∞,

de donde existe Λ1 ⊂ N tal que se cumple (4.25). Ahora podemos suponer que

∆n−p−1

∆n

∆n−p−2

∆n−1
→
n

1, (4.26)

en caso contrario la demostración concluiŕıa aqúı. De (4.26) se tiene que existe N0 ∈ N
tal que

1 >
∆n−p−1

∆n

∆n−p−2

∆n−1
>

1
2
, n ≥ N0.

Por tanto obtenemos las desigualdades

1− ∆n−p−1

∆n

∆n−p−2

∆n−1
>

1
2
(

∆n∆n−1

∆n−p−1∆n−p−2
− 1)

>
1
2

ln
∆n∆n−1

∆n−p−1∆n−p−2
.

Tomando la suma se obtiene

N∑

n=N0

(1− ∆n−p−1

∆n

∆n−p−2

∆n−1
) >

1
2

N∑

n=N0

ln
∆n∆n−1

∆n−p−1∆n−p−2

>
1
2

ln
∆N∆2

N−1∆
2
N−2 · · ·∆2

N−p∆N−p+1

∆N0−1∆2
N0−2 · · ·∆2

N0−p−1∆N0−p−2
.

Considerando (4.25) y teniendo en cuenta que ∆n > c > 0 para todo n ∈ N, tenemos

∆nk
∆2

nk−1 · · ·∆2
nk−p∆nk−p−1 →

nk∈Λ1
∞.

Por tanto
∞∑

n=p+2

(1− ∆n−p−1

∆n

∆n−p−2

∆n−1
) = ∞.

Para probar la implicación contraria

∑

n≥p+2

(1− ∆n−p−1

∆n

∆n−p−2

∆n−1
) = ∞ ⇒

∑

n≥1

bn = ∞,
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demostraremos que

lim
n→∞

∆n + ∆n−1 + ∆n−2 + · · ·+ ∆n−p = ∞. (4.27)

En virtud de la recurrencia (4.13) se cumple

bn >
bn∆n−1

∆n−1 + ∆n−2 + · · ·+ ∆n−p + ∆n−p−1

=
∆n + ∆n−1 + · · ·+ ∆n−p

∆n−1 + ∆n−2 + · · ·+ ∆n−p + ∆n−p−1
− 1,

y como ∆n > ∆n−p−1 se tiene

∆n + ∆n−1 + · · ·+ ∆n−p

∆n−1 + ∆n−2 + · · ·+ ∆n−p + ∆n−p−1
> 1.

de donde

∆n + ∆n−1 + · · ·+ ∆n−p

∆n−1 + ∆n−2 + · · ·+ ∆n−p + ∆n−p−1
− 1 > ln

∆n + ∆n−1 + · · ·+ ∆n−p

∆n−1 + ∆n−2 + · · ·+ ∆n−p−1
,

y por tanto obtenemos

N∑
n=p−1

bn > ln
∆N + ∆N−1 + · · ·+ ∆N−p

∆p + ∆p−1 + · · ·+ ∆0
.

Si (4.27) se verifica, entonces la desigualdad anterior implicaŕıa la divergencia de la
serie en el miembro izquierdo. Para concluir la demostración del presente lema sólo
resta verificar que (4.27) es cierto.

En efecto, tenemos que

1− ∆n−p−1∆n−p−2

∆n∆n−1
< ln

∆n∆n−1

∆n−p−1∆n−p−2
,

y por tanto

N∑
n=p+2

(1− ∆n−p−1∆n−p−2

∆n∆n−1
) <

N∑
n=p+2

ln
∆n∆n−1

∆n−p−1∆n−p−2

= ln
∆N∆2

N−1 · · ·∆2
N−p∆N−p−1

∆p−1∆2
p−2 · · ·∆2

1∆0
.

De aqúı concluimos que

lim
N→∞

∆N∆2
N−1 · · ·∆2

N−p∆N−p−1 = ∞,
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y teniendo en cuenta (4.24) encontramos que

lim
N→∞

∆N∆N−1 · · ·∆N−p = ∞,

de donde obtenemos (4.27).

Demostración del lema 4.6.

Empleando nuevamente la recurrencia (4.13), tenemos

1− ∆n−p−1∆n−p−2

∆n∆n−1
=

∆n(∆n−1 −∆n−p−2) + ∆n−p−2(∆n −∆n−p−1)
∆n∆n−1

= bn−1
∆n−2

∆n−1
+ bn

∆n−p−2

∆n

= tn−1 + tn(1− tn−1).

De (4.15) deducimos la equivalencia
∑

n≥1

tn = ∞ ⇔
∑

n≥1

(tn−1 + tn(1− tn−1)) = ∞,

y por lo tanto, teniendo en cuenta el lema 4.7 concluimos la demostración.

Ahora estamos listos para probar el teorema.

Demostración del teorema 4.5.

Probaremos la desigualdad

δn+1 ≥ (1− tn+1)δn, ∀n ∈ N. (4.28)

De la demostración del teorema 4.1, sabemos que si la sucesión (Fn)n≥0 converge
entonces se verifica (4.17). De esta forma obtendŕıamos la implicación

lim
n→∞

δn = 0 ⇒
∑

n

tn = ∞,

y del lema 4.6 se tendŕıa (4.2).
Para probar (4.28) hay que tener en cuenta el conjunto de ı́ndices de los cuales

dependen respectivamente δn y δn+1. Podemos escribir

δn ∼




n
n− 1

...
n− p + 1

n− p




y δn+1 ∼




n + 1
n
...

n− p + 2
n− p + 1




.
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Ahora diferenciaremos los siguientes casos.

Caso 1 Existen j, k con 0 ≤ j, k ≤ p− 1, j 6= k, tal que

δn = |Fn−j − Fn−k|.

Nótese que este caso sólo sucede cuando p > 1. Tenemos que Fn−p ∈ (Fn−j , Fn−k).
Como {Fn, . . . , Fn−p} ⊂ [Fn−j , Fn−k], considerando sin pérdida de generalidad
que Fn < Fn−p y haciendo uso de (4.16) tenemos

Fn+1 ∈ [Fn, Fn−p] ⊂ [Fn−j , Fn−k].

Por lo tanto obtenemos,

δn+1 = δn > (1− tn+1)δn.

Caso 2 Existe j con 0 ≤ j ≤ p− 1, tal que

δn = |Fn−p − Fn−j |. (4.29)

Por lo tanto

δn+1 = |Fn−k − Fn−l|,

con −1 ≤ k, l ≤ p− 1, l 6= k . Sin pérdida de generalidad podemos suponer que
Fn−p > Fn−j , donde Fn−j satisface (4.29). Haciendo uso de (4.16) tenemos que

Fn+1 ∈ [Fn, Fn−p] ⊂ [Fn−j , Fn−p],

por lo cual

{Fn−p+1, . . . , Fn, Fn+1} ⊂ [Fn−j , Fn−p].

Se tiene entonces que

δn+1 = |Fn−k − Fn−j |

donde Fn−j es el término que cumple (4.29) y k es tal que −1 ≤ k ≤ p−1, k 6= j.
Ahora tenemos la siguiente situación

Fn−j ≤ Fn < Fn+1 ≤ Fn−k < Fn−p.

Se cumple que

δn+1 = Fn−k − Fn−j = Fn−p − Fn−j − (Fn−p − Fn−k),
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por tanto

δn+1 = δn + (Fn−k − Fn+1)− (Fn−p − Fn+1),

y obtenemos

δn+1 ≥ δn − (Fn−p − Fn+1). (4.30)

Empleando (4.16) para Fn+1, se tiene

Fn+1 − Fn−p = tn+1(Fn − Fn−p).

lo cual implica que

|Fn+1 − Fn−p| ≤ tn+1δn.

Considerando (4.30) tenemos

δn+1 ≥ δn(1− tn+1).

Habiendo probado (4.28), podemos concluir que el teorema 4.5 es cierto.

Realizando una análisis más profundo de la relación de recurrencia (4.13), en el
próximo caṕıtulo mostraremos que la hipótesis de Stieltjes (4.2) no es suficiente para
la convergencia de las S-fracciones de p > 1 componentes vectoriales (ver ejemplo
5.12) y veremos además otra v́ıa para demostrar el teorema anterior con ayuda de los
resultados auxiliares aqúı probados.

Terminamos este caṕıtulo estableciendo un v́ınculo entre la convergencia de las
FCVS y el problema de momentos para el caso vectorial.

4.5 El problema de momentos vectorial y la conver-
gencia de la FCVS

Según el clásico teorema de Stieltjes para el caso p = 1, la S-fracción escalar converge
si y sólo si el problema de momentos de Stieltjes asociado es determinado, es decir,
existe una única medida µ soportada en [0,∞) tal que

sn =
∫ ∞

0

xndµ(x).

La función ĺımite en este caso es una función de Stieltjes definida por (3.11).
En este contexto, cabe mencionar el siguiente resultado debido a Carleman (ver

[41, Teorema 88.1(b)]) al cual haremos referencia en el presente apartado.
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Si
∞∑

n=1

1
2n
√

sn
= ∞ (4.31)

entonces el correspondiente problema de momentos de Stieltjes es determinado.

En el caso vectorial, la situación es en realidad bastante más compleja. Empe-
zaremos precisando lo que se entiende por problema de momentos vectorial y por
problema determinado.

Definición 4.8. Llamamos problema de momentos de Stieltjes vectorial a la tarea
de hallar un vector de medidas (µ1, ..., µp) partiendo de una sucesión de momentos
((sn,1, ..., sn,p))n≥0 dada, tal que se verifique la representación integral

sn,j =
∫ ∞

0

xndµj(x), j = 1, 2, ..., p.

El problema de momentos vectorial de Stieltjes se dice determinado si y sólo si admite
una única solución, en caso contrario se dice indeterminado.

Está claro que el problema de momentos de Stieltjes vectorial está determinado si
y sólo si, para cualquier j = 1, 2, ..., p, el problema de momentos escalar está deter-
minado para (sn,j)n≥0. En este contexto surge un problema abierto interesante: ¿La
determinación del problema de momentos de Stieltjes es equivalente a la convergencia
de la FCVS asociada, tal y como sucede en el caso clásico?

A continuación demostraremos el siguiente resultado, que da una respuesta parcial
a la interrogante anterior.

Teorema 4.9. Si para algún j el problema de momentos escalar de Stieltjes (3.10)
está determinado para los momentos definidos por las fórmulas (3.9), entonces la
j-ésima componente de la FCVS (4.6) converge uniformemente en cada subconjunto
compacto de C \ [0,∞) a la función Sj(z) dada por (3.11).

Como corolario del teorema 4.9 obtenemos la siguiente condición suficiente de tipo
Carleman para la convergencia de la FCVS.

Corolario 4.10. Si
∞∑

n=1

1√
max

1≤i≤pn
ai

= ∞ (4.32)
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entonces la FCVS (4.6) converge uniformemente en cada subconjunto compacto de
C \ [0,∞) al vector de funciones (3.11).

En particular, si (an)n≥1 es una sucesión monótona creciente, entonces la condición

∞∑
n=1

1√
anp

= ∞ (4.33)

es suficiente para la convergencia de la FCVS.
Nótese que para p = 1, la hipótesis (4.33) resulta ser la bien conocida condición

de Carleman (4.5) para la convergencias de las S-fracciones escalares. El problema
de que si la convergencia de la FCVS implica o no la determinación del problema de
momentos de Stieltjes vectorial aún continúa abierto.

Seguidamente, pasamos a la demostración del teorema.

Demostración del teorema 4.9.

Retomando la notación de la sección 3.3, como estamos considerando an > 0, n ∈
N, se tiene la siguiente representación de la componente j-ésima de las fracciones
aproximantes de orden n

Πn,j(z) =
An,j(z)
An,0(z)

=
m∑

i=1

µj
n,i

(z − xn,i)
, (4.34)

donde m = m(n) representa de igual modo el grado del denominador An,0 y xn,1, ..., xn,m

∈ [0,∞ ) sus ceros. Recordemos también que µj
n,i ≥ 0. Al mismo tiempo, se tiene la

ya mencionada aproximación

Sj(z)−Πn,j(z) = O(1/zm(n)+hj(n)+1), z ∈ K ⊆ C \ [0,∞), (4.35)

donde hj(n) ≥ 0. Ahora construimos una sucesión de medidas discretas νn,j con
masas µj

n,i en los puntos xn,i, i = 1, ..., m. Entonces (4.34) se puede reescribir como

Πn,j(z) =
∫ ∞

0

dνn,j(x)
z − x

.

De la propiedad (4.35) se obtiene

sk,j =
∫ ∞

0

xkdνn,j(x), k = 0, 1, ..., m(n). (4.36)

Supongamos ahora que existe una subsucesión de Πn,j(z) que es convergente en algún
punto z ∈ C \ [0,∞). En virtud del teorema de Helly (ver [35, pág. xii]) podemos
extraer de la sucesión de medidas νn,j una subsucesión débilmente convergente a
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una medida ν. De (4.36) se concluye que esta medida ĺımite es solución del mismo
problema de momentos que la medida µj , y por hipótesis se tiene entonces que ν = µj .
Consecuentemente, la sucesión (µj,n)n converge débilmente a µj . En particular, para
cualquier z < 0 tenemos

lim
n→∞

Πn,j(z) = lim
n→∞

∫ ∞

0

dνn,j(x)
z − x

=
∫ ∞

0

dνj(x)
z − x

= Sj(z).

Finalmente, la convergencia uniforme se obtiene de la convergencia puntual en (−∞, 0)
unido a la acotación uniforme de la familia (Πn,j(z)) en C \ [0,∞).

Demostración del corolario 4.10.

De la representación de los momentos sn,j en sumas genéticas (3.9) se tiene

0 < sn,1 < sn,2 < · · · < sn,p. (4.37)

Por otro lado,de la misma representación se obtienen las estimaciones

sn,p ≤Mn[max{a1, a2, ..., apn}]n

donde Mn es el número de monomios en la suma (3.9). De [7, Lemma 8] es conocido
que

Mn ≤ Mαn, α = (p + 1)(1 +
1
p
)p,

lo cual implica la relación

2n
√

sn,p ≤ M1/2nα1/2[max{a1, a2, ..., anp}]1/2.

En consecuencia, se obtienen para j = 1, ..., p las implicaciones
∞∑

n=1

1√
max

1≤i≤pn
ai

= ∞ =⇒
∞∑

n=0

1
2n
√

sn,p
= ∞ =⇒

∞∑
n=0

1
2n
√

sn,j
= ∞.

Por la clásica condición de Carleman (4.31), podemos concluir que el problema de mo-
mentos de Stieltjes escalar está determinado para cada sucesión de momentos (sn,j)n,
j = 1, 2, ..., p. Por tanto, del teorema 4.9 se obtiene la convergencia de la FCVS.

4.6 Un resultado de convergencia en función de los
momentos

A partir del teorema 4.9, teniendo en cuenta las desigualdades (4.37), podemos con-
cluir que si para la componente p-ésima de la fracción continua vectorial se cumple la
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hipótesis de Carleman
∑

n≥0

1
2n
√

sn,p
= ∞

entonces el problema de momentos vectorial está determinado y por tanto la FCVS
converge uniformemente en compactos de C \ [0,∞).

A continuación, incluimos el siguiente resultado, que brinda una condición suficien-
te adicional para la convergencia de la FCVS en función de la sucesión de momentos
asociada (3.10) a cualquier componente j-ésima, de la FCVS.

Teorema 4.11. Si para algún j ∈ {1, . . . , p} se cumple que

∞∑
n=1

1
(p+1)n

√
s(p+1)n,j

= ∞ (4.38)

entonces Πn ⇒
n→∞

~S en cada subconjunto compacto de C \ [0,∞).

Nótese que la divergencia de la serie en el teorema anterior para algún j ∈
{1, . . . , p} implica que se cumple la conocida condición de Carleman (4.31) para los
momentos sn,j aśı como para los momentos sn,k para 1 ≤ k ≤ j, teniendo en cuenta
la desigualdad (4.37). Por tanto, en virtud del teorema 4.9, se tendŕıa entonces la
convergencia de la k-ésima componente de la FCVS para todo k tal que 1 ≤ k ≤ j.
En particular, para j = p el teorema 4.11 se deduce directamente del teorema 4.9.

A continuación, probaremos este resultado a partir del teorema 4.1, haciendo uso
de la representación de los momentos sn,j en sumas genéticas (3.9) en términos de la
sucesión de coeficientes (an)n≥1 de la FCVS (4.6).

Demostración del teorema 4.11.

Primeramente fijamos j ∈ {1, . . . , p}, verificando (4.38). Considerando el teore-
ma 4.1, para probar la convergencia de la FCVS en C \ [0,∞), basta demostrar la
desigualdad

∞∑
n=1

1∑p−1
k=0 an+k

> C

∞∑
n=1

1
(p+1)n

√
s(p+1)n,j

(4.39)

donde C es una constante positiva.
Empleando la conocida desigualdad de Carleman (ver [1, Apéndice II.11])

∞∑
n=1

n
√

u1 . . . un < e

∞∑
n=1

un, un > 0,
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para

un =
1

an + an+1 + · · ·+ an+p−1
,

vemos que para demostrar (4.39) es suficiente mostrar que existe una constante C,
no necesariamente la misma en cada expresión, tal que

(a1 + · · ·+ ap)p+1(a2 + · · ·+ ap+1)p+1 . . . (an + an+1 · · ·+ an+p−1)p+1 < Cs(p+1)n,j .
(4.40)

Sea C > 0 tal que

a1 + a2 + · · ·+ aj > C(a1 + a2 + · · ·+ aj + · · ·+ ap).

Teniendo en cuenta la fórmula (3.9), se tiene que

s(p+1)n,j > C(a1 + · · ·+ ap)
p+1∑

i2=1

ai2

i2+p∑

i3=1

ai3 · · ·
i(p+1)n−1+p∑

i(p+1)n=1

ai(p+1)n,

lo cual implica

s(p+1)n,j > C(a1 + · · ·+ ap)2
p+1∑

i3=1

ai3

i3+p∑

i4=1

ai4 · · ·
i(p+1)n−1+p∑

i(p+1)n=1

ai(p+1)n.

Repitiendo el mismo procedimiento p− 1 veces obtenemos la desigualdad

s(p+1)n,j > C(a1 + · · ·+ ap)p+1

p+1∑

ip+2=1

aip+2

ip+2+p∑

ip+3=1

aip+3 · · ·
i(p+1)n−1+p∑

i(p+1)n=1

ai(p+1)n.

Análogamente se tiene

s(p+1)n,j >C(a1 + · · ·+ ap)p+1(a2 + · · ·+ ap+1)

·
p+2∑

ip+3=1

aip+3

ip+3+p∑

ip+4=1

aip+4 · · ·
i(p+1)n−1+p∑

i(p+1)n=1

ai(p+1)n

y repitiendo lo mismo p veces se obtiene

s(p+1)n,j >C(a1 + · · ·+ ap)p+1(a2 + · · ·+ ap+1)p+1

·
p+2∑

i2(p+1)+1=1

ai2(p+1)+1

i2(p+1)+1+p∑

i2(p+1)+2=1

ai2(p+1)+2 · · ·
i(p+1)n−1+p∑

i(p+1)n=1

ai(p+1)n.
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Finalmente, repitiendo (p + 1)n− 3 veces el mismo procedimiento obtenemos

s(p+1)n,j > C(a1 + · · ·+ ap)p+1(a2 + · · ·+ ap+1)p+1 . . . (an−1 + · · ·+ an+p−2)p+1

·
n+p−1∑

i(p+1)n−p+1=1

ai(p+1)n−p+1

i(p+1)n−p+1+p∑

i(p+1)n−p+2=1

ai(p+1)n−p+2 · · ·
i(p+1)n−1+p∑

i(p+1)n=1

ai(p+1)n.

de lo cual se concluye fácilmente la desigualdad (4.40).
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Caṕıtulo 5

Una relación de recurrencia
vinculada a la convergencia de las
S-fracciones vectoriales

5.1 Introducción

Consideremos la siguiente FCVS que corresponde al caso más simple de p = 2 com-
ponentes vectoriales

−(1, 1)
(0,−b1z)

+
(1, 1)
(0, b2)

+
(1, 1)
(0, b3)

+
(1, 1)

(0,−b4z)
+

(1, 1)
(0, b5)

+
(1, 1)
(0, b6)

+ · · · (5.1)

El análisis detallado del problema de la convergencia de una FCVS realizado en
el caṕıtulo anterior muestra que la convergencia de la fracción continua en un punto
z ∈ (−∞, 0) es equivalente a un comportamiento asintótico particular de las soluciones
de la relación de recurrencia

yn + cnyn−1 + cnyn−2 = 0, n ≥ 1, (5.2)

donde cn = cn(z) ∈ (0, 1) son números reales dados, lo cual se puede ver tomando en
(4.16)

yn := Fn − Fn−1, cn := 1− tn.

Más precisamente, la convergencia de la FCVS es equivalente a la siguiente pro-
piedad de las soluciones de la relación de recurrencia (5.2).

Propiedad (P): cualesquiera sean los valores iniciales de y0, y−1 se tiene
lim

n→∞
yn = 0.

65
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Debemos mencionar en este contexto que por el lema 5.6, cualquier solución de la
ecuación (5.2) está acotada.

El presente caṕıtulo está dedicado al análisis de la relación de recurrencia (5.2) y
a su aplicación a la convergencia de la FCVS (5.1).

La ecuación de recurrencia (5.2) puede ser escrita en la siguiente forma equivalente
[

yn

yn−1

]
= Tn ·

[
yn−1

yn−2

]
, Tn :=

[ −cn −cn

1 0

]
. (5.3)

Nótese que una solución fundamental de (5.3) está dada por las columnas de la matriz
T̃n := Tn · Tn−1 · ... · T1. Luego la propiedad (P) es equivalente a que el único punto
fijo (0, 0)T del sistema dinámico (5.3) sea un punto atractor, es decir, ||T̃n|| → 0 para

n →∞. En este último caso, el determinante de T̃n, que es igual a
n∏

k=1

ck, debe tender

a cero, lo cual brinda la condición necesaria

(P ) =⇒
∞∏

n=1

cn = 0 ⇐⇒
∞∑

n=1

(1− cn) = ∞. (5.4)

Esta condición necesaria ya fue encontrada empleando una técnica diferente en la
sección 4.4 de esta memoria, espećıficamente a través del teorema 4.5 y el lema 4.6
donde se muestra la equivalencia

∑
n

bn = ∞ ⇔
∑

n

(1− cn) = ∞.

Como veremos en el corolario 5.3 y particularmente en el ejemplo 5.12, la condición
(5.4) resulta que no es suficiente para que ocurra la propiedad (P) y por tanto para
que converja la FCVS.

En el corolario 4.3 se estableció también la condición suficiente

(P ) ⇐=
∞∑

n=1

(1− cn)(1− cn+1) = ∞. (5.5)

En particular, se tiene la implicación

(P ) ⇐= sup cn < 1. (5.6)

Más precisamente, la relación (5.5) nos permite ver que (P) se verifica si una subsuce-
sión de la sucesión (max{cn, cn+1}) no tiende a 1 muy rápidamente. En el teorema 5.1
más adelante estableceremos otra condición suficiente, esta es

∑
n

(1−max{cn, cn+1, cn+2}) = ∞.
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El análisis de la propiedad (P) se dificulta considerablemente si la sucesión (cn)n≥1

tiende a 1. En cambio, bajo la hipótesis adicional sup
n

(cn + cn+1) < 2, probaremos en

el teorema 5.2 que (P) se verifica si y sólo si
∑

n

(1− |cn − cn+1|) = ∞.

En la sección 5.2 presentamos en dos teoremas algunas condiciones necesarias y/o
suficientes sobre (cn)n≥1 con el objetivo de asegurar que se verifique la propiedad (P).
Antes de pasar a la demostración de estos resultados en las secciones siguientes, se
muestran además algunos ejemplos ilustrativos.

Finalmente, en la sección 5.6 presentamos la aplicación de los resultados obteni-
dos al análisis de la convergencia de las FCVS. Se muestra detalladamente como la
convergencia de estas fracciones continuas vectoriales está relacionada con la propie-
dad (P) para la ecuación de recurrencia (5.2). De esta forma se complementan los
teoremas de convergencia obtenidos en el caṕıtulo anterior, dando respuesta aśı a los
objetivos iniciales del trabajo en este tema.

5.2 La propiedad (P )

En este apartado presentamos los enunciados de los resultados fundamentales rela-
cionados con la recurrencia (5.2) aqúı obtenidos, aśı como algunos ejemplos. Las
demostraciones se pueden ver más adelante en las secciones 5.4-5.5.

Como complemento de (5.5), tenemos la siguiente condición suficiente para que se
cumpla la propiedad (P).

Teorema 5.1. Si
∞∑

n=1

(1−max{cn, cn+1, cn+2}) = ∞ (5.7)

entonces (P) se verifica. Si además

inf
1− cn

1− cn+1
> 0 ó sup

1− cn

1− cn+1
< ∞ (5.8)

entonces la condición (5.7) es también necesaria para que se cumpla la propiedad (P).

En el siguiente teorema se da una condición necesaria para que ocurra la propiedad
(P) que complementa (5.4). Esta condición resulta ser también suficiente bajo algunas
hipótesis adicionales, como veremos a continuación.
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Teorema 5.2. Si la propiedad (P) se verifica entonces

∞∑
n=1

(1− |cn − cn+1|) = ∞. (5.9)

Si además

sup
n∈N

{cn + cn+1} < 2 (5.10)

entonces (5.9) implica (P).

A continuación, presentaremos algunos ejemplos.
Para la sucesión cn = 1−1/n, se tiene la propiedad (P) en virtud del teorema 5.1.

Esto no puede deducirse por las otras condiciones necesarias o suficientes que hab́ıa de
antemano, luego, los teoremas presentados en esta sección complementan los obtenidos
anteriormente.

Asimismo, considerando las dos sucesiones cn = 1 − 1/n2, y c2k = 1 − c2k+1 =
1− 1/(k + 1)2, vemos que la condición necesaria dada en (5.4) y la que se obtiene en
el teorema 5.2 no se implican mutuamente.

El teorema 5.2 se puede ilustrar mejor considerando sucesiones asintóticamente
periódicas. Supongamos que

lim
k→∞

c2k = 1, lim
k→∞

c2k+1 = γ < 1, (5.11)

donde se verifica la condición (5.10), teniendo en cuenta que cn ∈ (0, 1). Nuevamente,
ninguno de los criterios encontrados antes (5.4), (5.5), (5.6), o (5.7), nos permite
concluir si la propiedad (P) ocurre o no.

En cambio, si γ ∈ (0, 1) entonces la serie en (5.9) diverge, lo cual demuestra que se
cumple (P). De hecho, otra v́ıa alternativa para ver esto además del teorema 5.2 es dar
una demostración directa basada en el conocido teorema de Perron para ecuaciones
en diferencias (ver [30, Sección 17.7]), la cual incluiremos seguidamente con carácter
ilustrativo.

Si γ = 0, la serie en (5.9) se simplifica, dando lugar al siguiente enunciado.

Corolario 5.3. Supongamos que (c2k)k≥1 tiende a 1, y (c2k+1)k≥0 tiende a 0. En-
tonces

(P ) ⇐⇒
∞∑

k=1

(1− c2k) = ∞ ó
∞∑

k=1

c2k−1 = ∞.

Tomando c2k = 1 − 1/(k + 1)3/2 y c2k+1 = 1/(k + 1), sabemos del corolario 5.3
que (P) se cumple. En consecuencia, ninguna de las condiciones suficientes dadas en
(5.5), (5.6), o (5.7) resulta ser necesaria.
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Finalmente, el ejemplo c2k = 1− c2k+1 = 1− 1/(k + 1)2 para el cual no ocurre la
propiedad (P) muestra que el rećıproco de (5.4) no es cierto. Más aún, a través del
mismo ejemplo vemos también que una condición del tipo

∞∑
n=1

√
(1− cn)(1− cn+1) = ∞, (5.12)

que debilita (5.5), no implica la propiedad (P).
Antes de pasar a la demostración de estos resultados, nos detenemos una vez más

en el ejemplo (5.11).

5.2.1 Un ejemplo aplicando el teorema de Perron

Veamos que forma tiene la solución general de la recurrencia (5.2) para el caso par-
ticular en que la sucesión de coeficientes (cn)n≥1 satisfaga (5.11).

Primeramente, consideremos la siguiente ecuación en diferencias general de segun-
do orden

yn+2 + cn,1yn+1 + cn,2yn = 0,

donde lim
n→∞

cn,j = lj , j = 1, 2 y cn,2 6= 0, n ∈ N. Sean λ1 y λ2 las ráıces de la ecuación
caracteŕıstica

t2 + l1t + l2 = 0.

Según el referido teorema de Perron, la ecuación de recurrencia anterior tiene un
sistema fundamental de soluciones (y(1)

n )n≥0 y (y(2)
n )n≥0 tal que

lim sup
n→∞

n

√
|y(j)

n | = |λj |, j = 1, 2.

Empleando de nuevo la notación Tn =
( −cn −cn

1 0

)
nuestra ecuación (5.2)

puede ser escrita de la forma equivalente
(

yn

yn−1

)
= TnTn−1

(
yn−2

yn−3

)
.

Sea ahora la sucesión (c0
n)n≥1 dada por

c0
n =

{
γ n = 2k − 1
1 en otro caso

k ≥ 1, (5.13)

donde 0 < γ < 1. Sea igualmente T 0
n =

( −c0
n −c0

n

1 0

)
. Para este caso particular se

tiene

T 0
2kT 0

2k−1 =
(

γ − 1 γ
−γ −γ

)
y T 0

2k+1T
0
2k =

(
0 γ
−1 −1

)
.
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Los autovalores λ0
1 y λ0

2 de T 0
nT 0

n−1, n ≥ 1, están dados por la ecuación

λ2 + λ + γ = 0, (5.14)

cuyas ráıces son λ0
1,2 =

−1±√1− 4γ

2
. Luego, toda solución (y0

n)n≥1 de la ecuación
en diferencias

yn + c0
nyn−1 + c0

n = 0

está dada por

y0
n =





C1

(
1
2

)n + C2n
(

1
2

)n si γ =
1
4

C1λ
n
1 + C2λ

n
2 en otro caso

C1, C2 ∈ C.

Como para 0 < γ < 1 se cumple que |λj | < 1, j = 1, 2, se tiene que

lim
n→0

y0
n = 0,

es decir, se cumple la propiedad (P).
Análogamente, para una sucesión (cn)n≥1 tal que

lim
k→∞

c2k = 1, lim
k→∞

c2k+1 = γ,

con 0 < γ < 1, en virtud del teorema de Perron, el comportamiento asintótico de
cualquier solución (yn)n≥0 de la recurrencia (5.2) se puede describir igualmente en
función de las ráıces de la ecuación caracteŕıstica (5.14), cuyo módulo es estrictamente
menor que uno, por lo cual la propiedad (P) se cumple.

Para el caso γ = 1, nótese que el módulo de las dos ráıces complejas de la ecuación
caracteŕıstica (5.14) es exactamente igual a uno, lo cual hace que las soluciones (yn)n≥1

no tiendan necesariamente a cero. En este caso ya no podemos aplicar el teorema
de Perron para hallar lim

n→∞
yn, haciéndose necesario el empleo de otras técnicas más

generales para el análisis de la recurrencia (5.2), como veremos a lo largo de los
apartados siguientes.

5.3 Resultados auxiliares

Además de su aplicación a la convergencia de las fracciones continuas vectoriales, el
estudio de la relación de recurrencia (5.2) también llamó nuestra atención por el hecho
de que cualquier solución (yn) de (5.2) tiene la propiedad reseñable de que la sucesión
(δn)n≥0, definida por

δn = δn(y0, y1) :=
{ |yn−1|+ |yn| si yn · yn−1 ≥ 0,

max{|yn−1|, |yn|} si yn · yn−1 ≤ 0,
(5.15)
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es decreciente para todo los valores iniciales de y0, y−1, y por tanto tiene un ĺımite
δ(y0, y−1) ≥ 0, tal como se muestra en el lema 5.6 más adelante. Luego (P) es
equivalente a que

δ(y0, y−1) = 0

para todo y0, y−1 ∈ C.
Nótese que para y−1 = y0 = 0 se obtiene la solución trivial yn ≡ 0. Por tanto, en

lo que sigue de nuestro análisis este caso será excluido.
Por la definición de (5.15), el valor de δn sólo puede ser igual a una de las tres

cantidades siguientes
|yn−1|, |yn| ó |yn|+ |yn+1|.

Una observación clave para la demostración de los teoremas 5.1 y 5.2 es que
cualquiera de estos tres casos ocurre de una manera regular mientras vaŕıa el ı́ndice
n. En efecto, existen ciclos de longitud 2 y 3, como se podrá apreciar en el lema 5.5.
Esto nos permitirá en los lemas 5.6 y 5.7 dar una estimación del valor de δn en
términos de los coeficientes ck y de lo que vale δk para k < n. Sin embargo, como los
casos descritos anteriormente no son mutuamente excluyentes, se necesita considerar
por separado cuando yn = 0 ó yn−1 = 0, como se muestra en la siguiente definición.

Definición 5.4. Sean los tres conjuntos Λ1, Λ2, y Λ3 definidos de la siguiente forma

Λ1 = {n ∈ N : ynyn−1 < 0, |yn| ≥ |yn−1|},
Λ2 = {n ∈ N : ynyn−1 < 0, |yn| < |yn−1|} ∪ {n : yn = 0},
Λ3 = {n ∈ N : ynyn−1 > 0} ∪ {n : yn−1 = 0}.

Claramente, estos tres conjuntos forman una partición de N, y se tiene que

δn = |yn| si n ∈ Λ1

δn = |yn−1| si n ∈ Λ2

δn = |yn−1|+ |yn| si n ∈ Λ3.

El siguiente resultado muestra que los casos anteriores efectivamente ocurren en
ciclos de longitud 2 o 3.

Lema 5.5. Las siguientes implicaciones tienen lugar

n ∈ Λ1 =⇒ n + 1 ∈ Λ2, y δn+1 = δn,

n ∈ Λ2 =⇒ n + 1 ∈ Λ3,

n ∈ Λ3 =⇒ n + 1 ∈ Λ1 ∪ Λ2.
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Demostración del lema 5.5

Sea n ∈ Λ1. Entonces ynyn−1 < 0, |yn| ≥ |yn−1|, y de (5.2) se obtiene

yn+1yn = −cn+1(|yn|2 + yn−1yn) ≤ 0.

Si yn+1yn = 0 entonces yn+1 = 0 lo cual implica que n + 1 ∈ Λ2 y δn+1 = δn = |yn|,
como se afirma en el lema. Si yn+1yn < 0 entonces escribiendo

|yn+1| = |cn+1(yn + yn−1)| = cn+1(|yn| − |yn−1|) ≤ cn+1|yn|
obtenemos δn+1 = δn = |yn|, luego n + 1 ∈ Λ2 y la primera implicación queda
demostrada.

Ahora supongamos que n ∈ Λ2. Si yn = 0 entonces claramente n + 1 ∈ Λ3. En
otro caso, se tendŕıa ynyn−1 < 0 y |yn−1| > |yn|, lo cual implica que

yn+1yn = −cn+1(|yn|2 + yn−1yn) > 0,

y por tanto n + 1 ∈ Λ3.
Para probar la última implicación, tomamos n ∈ Λ3 para el cual ynyn−1 ≥ 0 y

yn > 0. Luego

ynyn+1 = −cn+1(y2
n + yn−1yn) < 0,

lo cual muestra que n + 1 ∈ Λ1 ∪ Λ2.

Ahora estamos listos para probar que la sucesión (δn)n≥0 es decreciente y como
es acotada tiene entonces un ĺımite δ = δ(y0, y−1) ≥ 0.

Lema 5.6. Si (yn)n≥−1 es solución de (5.2) entonces la sucesión (δn)n≥0 definida
por (5.15) es decreciente para cualquier valor de las condiciones iniciales y0, y−1.

Demostración del lema 5.6

Sea n ∈ N. Si n ∈ Λ1 entonces δn+1 = δn por el lema 5.5.
Si n ∈ Λ2 entonces ynyn+1 ≥ 0. Sin pérdida de generalidad, podemos suponer que

yn ≥ 0. Luego, en este caso yn−1 ≤ 0, yn+1 ≥ 0 y obtenemos

δn+1 = yn + yn+1 = |yn| − cn+1(yn−1 + yn) = cn+1|yn−1|+ (1− cn+1)|yn| < |yn−1| = δn.

Finalmente, si n ∈ Λ3 entonces δn+1 = max{|yn|, |yn+1|} de acuerdo con el lema
5.5. Como

|yn+1| = cn+1|yn + yn−1| ≤ δn
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y yn ≤ δn, obtenemos que δn+1 ≤ δn.

Terminamos esta sección estableciendo las siguientes desigualdades.

Lema 5.7. Si n ∈ Λ2 entonces

δn ≤ cn−1δn−2, (5.16)

la igualdad se cumple si además n− 1 ∈ Λ1.
Si n ∈ Λ3 entonces se tiene la estimación

δn ≤ cnδn−1 + (1− cn)cn−1δn−2, (5.17)

la igualdad se obtiene si n− 2 ∈ Λ3.

Demostración del lema 5.7

Sea n ∈ Λ2. Entonces

δn = |yn−1| = cn−1|yn−2 + yn−3| ≤ cn−1δn−2.

Si n− 1 ∈ Λ1, se tiene que n− 2 ∈ Λ3 por el lema 5.5, y luego δn−2 = |yn−2 + yn−3|.
Sea ahora n ∈ Λ3, y por tanto n−1 ∈ Λ2 por el lema 5.5. Supongamos sin pérdida

de generalidad que yn ≥ 0. entonces yn−1 ≥ 0 y yn−2 ≤ 0. Más aún,

δn = yn + yn−1 = (1− cn)yn−1 − cnyn−2 = −(1− cn)cn−1(yn−2 + yn−3) + cn|yn−2|,
lo cual implica que

δn ≤ cn−1(1− cn)δn−2 + cnδn−1.

Si además n − 2 ∈ Λ3 entonces δn−2 = −(yn−2 + yn−3) y por tanto se cumple la
igualdad.

5.4 Demostración del teorema 5.1

Primero probaremos que (5.7) implica (P), que equivale a probar que δ = δ(y0, y−1)
es igual a cero, cualesquiera sean los valores iniciales de y0, y−1.

El caso y0 = y−1 = 0 es trivial. Para el resto de los casos, se define Λ1, Λ2 y Λ3 de
acuerdo con la definición 5.4, y escribimos más expĺıcitamente Λ2 := {n0, n1, n2, ...}
donde (nj)j≥0 es creciente.

Del lema 5.5 sabemos que nj−1 ∈ {nj − 2, nj − 3} para todo j ≥ 1. En particular,
Λ2 contiene un número infinito de elementos. La desigualdad (5.16) nos dice que

δnj ≤ cnj−1δnj−2 ≤ cnj−1δnj−1 ,
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siendo la última desigualdad trivial si nj−1 = nj − 2, y cuando esto no ocurre esta
desigualdad se deduce del lema 5.6.

Luego,

δnk
≤ δn0

k∏

j=1

cnj−1, (5.18)

y δ(y0, y−1) = 0 cuando el producto en el miembro derecho de la ecuación tiende a 0
para k →∞.

Por otro lado,

[
k∏

j=1

cnj−1]3 ≤
k∏

j=1

[cnj−1]nj+1−nj

≤
k∏

j=1

nj−1∏
n=nj−1

max{cn, cn+1, cn+2} =
nk−1∏
n=n0

max{cn, cn+1, cn+2},

donde el miembro derecho de la igualdad tiende a cero para k →∞ por (5.7). Luego
δ(y0, y−1) = 0.

Para probar que bajo la hipótesis (5.8) la condición (5.7) es también necesaria,
nótese primero que para todo n se cumplen las implicaciones

m := inf
k

1− ck

1− ck+1
> 0 =⇒ 1−max{cn, cn+1, cn+2} ≥ min{1,m2}(1− cn+2),

M := sup
k

1− ck

1− ck+1
< ∞ =⇒ 1−max{cn, cn+1, cn+2} ≥ min

{
1,

1
M2

}
(1− cn).

Luego, en los dos casos descritos en

inf
1− cn

1− cn+1
> 0 ó sup

1− cn

1− cn+1
< ∞,

la hipótesis del teorema
∞∑

n=1

(1 − max{cn, cn+1, cn+2}) = ∞ se verifica si y sólo si
∑

(1 − cn) = ∞. Pero, teniendo en cuenta (5.4), esta última condición es necesaria
para que ocurra (P).

5.5 Demostración del teorema 5.2

La demostración del teorema 5.2 está dividida en varias partes. Una de las implica-
ciones se prueba en el siguiente lema.
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Lema 5.8. Sea la sucesión (cn)n≥1 tal que

∞∑
n=1

(1− |cn − cn+1|) < ∞,

entonces la propiedad (P ) no ocurre.

Una herramienta importante en la demostración de este resultado es el empleo
de técnicas clásicas de la teoŕıa de operadores, donde se adaptan ideas que han sido
empleadas en el estudio de las llamadas perturbaciones de clase traza de una relación
de recurrencia a tres términos (ver por ejemplo [31] o [10, Sección 3.5]).

Demostración del teorema 5.8

El objetivo de las consideraciones siguientes es construir expĺıcitamente una so-
lución de (5.2) tal que ((−1)ky2k+α)k≥0 tienda a alguna constante δ distinta de cero
para un α ∈ {0, 1} fijo.

Primeramente probaremos que nuestras condiciones de convergencia implican que

lim
k→∞

c2k+α = 1 y lim
k→∞

c2k+α+1 = 0, para un α ∈ {0, 1} fijo. (5.19)

En efecto tenemos que
lim

n→∞
|cn − cn+1| = 1.

Fijando un ε > 0 arbitrario, existe entonces una N(ε) ∈ N tal que |cn − cn+1| > 1− ε
para n ≥ N . Como además cn ∈ (0, 1), obtenemos cn ∈ (0, ε)∪ (1− ε, 1) para n ≥ N ,
y más precisamente, cN ∈ (0, ε) implica que cN+2k ∈ (0, ε) y cN+2k−1 ∈ (1− ε, 1) para
todo k ≥ 1. Como ε es arbitrario, obtenemos (5.19).

En consecuencia, podemos reescribir la hipótesis del lema de la forma

∞∑

k=1

c2k+α+1 < ∞ y
∞∑

k=1

1− c2k+α < ∞. (5.20)

Como estamos interesados solamente en el comportamiento asintótico de las so-
luciones de (5.2), podemos omitir sin pérdida de generalidad los primeros términos
en la relación de recurrencia (5.2). En particular, podemos asumir sin pérdida de
generalidad que α = 0, y que

max{sup
k≥0

|c2k−1|, sup
k≥0

|c2k − 1|} < 1/12. (5.21)
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Consideremos la matriz tridiagonal infinita

C =




c1 1 0 · · ·
c2 c2 1/2 0 · · ·
0 2c3 c3 1 0 · · ·
... 0 c4 c4 2 0 · · ·

0 2c5 c5 1 0 · · ·
0 c6 c6 1/2 0 · · ·

. . . . . . . . . . . . . . .




,

entonces una solución de (5.2) está dada por

yn = (−1)n det(Cn),

donde An denota la submatriz principal de orden n de una matriz infinita A. Los
factores 2 y 1/2 se introducen con el objetivo de obtener más adelante operadores
acotados.

Consideremos ahora una segunda sucesión de coeficientes de la recurrencia, sean
estos c̃2k = 1, c̃2k−1 = 0 para k ≥ 0. La matriz triangular superior por bloques
correspondiente, según lo que acabamos de definir para la primera sucesión, está
dada en este caso por

C̃ =




D H 0 · · ·
0 D H 0 · · ·
0 0 D H 0 · · ·
...

. . . . . . . . .


 , H =

(
0 0

1/2 0

)
, D =

(
0 1
1 1

)
.

Nótese que C̃2k es invertible. Más precisamente, su inversa está dada por B2k, que es
la submatriz principal de orden 2k de la matriz infinita

B =




D−1 −D−1HD−1 D−1(HD−1)2 −D−1(HD−1)3 · · ·
0 D−1 −D−1HD−1 D−1(HD−1)2 · · ·
... 0 D−1 −D−1HD−1

. . . . . . . . .




donde

D−1 =
( −1 1

1 0

)
y D−1(HD−1)n =

( −2−n 2−n

0 0

)
para n ≥ 1.

Más aún, se tiene que

y2k = det(C2k) = det(C̃2k) · det(I2k + (C2k − C̃2k)C̃−1
2k )

= (−1)k · det(I2k + (C2k − C̃2k)B2k).
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Analizaremos por tanto la asintótica del determinante en lo que resta de la presente
demostración.

Antes de continuar, recordemos brevemente algunas notaciones y resultados rela-
cionados con matrices infinitas y operadores (véase también la sección 2.4.1).

Dada una matriz infinita A se definen las cantidades

||A|| := sup
n≥0

||An||.

Sabemos que una matriz infinita A con ||A|| < ∞ puede ser identificada con un
operador acotado A actuando en `2 a través del producto matricial y se considera
entonces ||A|| = ||A||. Recordemos la estimación dada anteriormente

||A||2 ≤
[
sup

j

∞∑

k=0

|aj,k|
] 

sup
k

∞∑

j=0

|aj,k|

 . (5.22)

Consideremos la siguiente definición, que será de utilidad en lo que sigue. Para
más detalle véase el texto [24, Sección X.1.3].

Definición 5.9. (Operadores de clase traza)
Sea T un operador compacto definido sobre un espacio de Hilbert H, y sea T ∗ su
adjunto. Denotemos por (αn)n≥1 la sucesión de valores singulares de T, es decir, las
ráıces cuadradas positivas de los autovalores del operador T ∗T . Si

||T ||1 :=
∞∑

k=1

αk < ∞

entonces T se denomina operador de clase traza.

En el caso particular de operadores definidos por matrices tridiagonales infinitas,
se verifica que estos serán de clase traza si la suma de los elementos de las diagonales
es finita.

Denotamos por I la matriz identidad infinita. Emplearemos también el hecho de
que si el operador A asociado a la matriz A es de clase traza y de norma menor que
1, entonces tiene sentido definir det(I + A) 6= 0, y se cumple que (ver [17, Lema XI
9.16])

det(I + A) = lim
n→∞

det(In +An).

Finalmente, recordemos de [24, Sección X.1.3] que la composición de un operador
acotado y uno de clase traza es también de clase traza.
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Nótese que la matriz infinita bidiagonal

C − C̃ =




c1 − 1 0 0 · · ·
c2 c2 0 0 · · ·
0 2c3 − 2 c3 − 1 0 0 · · ·
... 0 c4 c4 0 0 · · ·

0 2c5 − 2 c5 − 1 0 0 · · ·
0 c6 c6 0 0 · · ·

. . . . . . . . . . . . . . .




representa un operador de clase traza C− C̃ ya que, por (5.20), la suma de los valores
absolutos de sus coeficientes es finita. De acuerdo con(5.21) y (5.22), sabemos que

||C − C̃|| = ||C − C̃|| ≤ 3 ·max{sup
k≥1

|c2k−1|, sup
k≥1

|c2k − 1|} < 1/4,

y se verifica fácilmente que ||B|| = ||B|| ≤ 4. Luego, (C−C̃)B es de hecho un operador
de clase traza de norma menor que 1. Notemos que, de acuerdo con su estructura
tridiagonal por bloques,

(C2k − C̃2k)B2k = ((C − C̃)B)2k,

podemos concluir que

lim
k→∞

(−1)ky2k = det(I − (C − C̃)B) 6= 0,

y por tanto la propiedad (P) no se verifica.

En la segunda parte de la demostración del teorema 5.2, haremos uso de las
siguientes observaciones.

Dado un conjunto Λ, denotemos por card(Λ) su cardinal. Consideremos nueva-
mente la partición de N dada por la definición 5.4. Del lema 5.5 se concluye que
card(Λ2) = card(Λ3) = ∞. En cambio, si card(Λ1) = ∞, que en otras palabras signi-
fica la existencia de un número infinito de ciclos de longitud 3 para el ı́ndice n ∈ N,
se cumple entonces la propiedad (P), como se muestra en el siguiente lema.

Lema 5.10. Bajo la restricción

sup
n∈N

{cn + cn+1} < 2, (5.23)

si card(Λ1) = ∞ entonces se tiene la propiedad (P ).
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Demostración del lema 5.10

Supongamos que (P) no se cumple y que card(Λ1) = ∞. Entonces
∏

n∈Λ2

cn−1 > 0

por (5.18). Teniendo en cuenta la condición (5.23) obtenemos que

lim
n∈Λ2

cn−1 = 1, sup
n∈Λ2

cn < 1, sup
n∈Λ2

cn−2 < 1.

También, de (5.5) sabemos que si no se verifica (P) entonces
∑

n∈N
(1− cn−2)(1− cn−3) < ∞,

luego, ∑

n∈Λ2

(1− cn−2)(1− cn−3) < ∞, por tanto lim
n∈Λ2

cn−3 = 1.

Recordemos que en virtud del lema 5.5, n − 1 ∈ Λ1 implica que n − 2 ∈ Λ3, y
n, n− 3 ∈ Λ2. Por tanto

lim
n−1∈Λ1

cn−3 = lim
n∈Λ2

cn−3 = 1.

Por otro lado, (cn−3)n−1∈Λ1 es una subsucesión de (cn)n∈Λ2 , y el supremo de esta
última es estrictamente menor que 1, lo cual es una contradicción.

Ahora estamos listos para probar la segunda parte del teorema 5.2.

Demostración del teorema 5.2

El hecho de que (P) implica

∞∑
n=1

(1− |cn − cn+1|) = ∞. (5.24)

se deduce directamente del lema 5.8 probado anteriormente. Resta demostrar que
(5.23) y (5.24) implican la propiedad (P).

Consideremos unos valores fijos cualesquiera de y−1, y0. Para la correspondiente
solución (yn)n≥−1 de la ecuación en diferencias (5.2) podemos suponer que

card(Λ1) < ∞,
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en otro caso la propiedad (P) se deduciŕıa inmediatamente del lema 5.10.
Por tanto, existen k0 ∈ N y α ∈ {0, 1} tales que ∀k ≥ k0 se cumple que 2k+α ∈ Λ3

y 2k +1+α ∈ Λ2. Sin pérdida de generalidad podemos suponer que α = 0. Entonces
para todo k ≥ k0

δ2k+1 = |y2k| y δ2k = |y2k|+ |y2k−1|
con

y2k+1y2k ≤ 0 y y2ky2k−1 ≥ 0.

Más aún, de la condición (5.24) se tiene que

2
∞∑

k=1

c2k+1 + 2
∞∑

k=1

(1− c2k) ≥
∞∑

k=1

(1− c2k + c2k+1) +
∞∑

k=1

(1− c2k+2 + c2k+1)

≥
∞∑

n=2

(1− |cn − cn+1|) = ∞,

y por tanto
∞∏

k=k0

c2k = 0 ó
∞∏

k=k0

(1− c2k+1) = 0. (5.25)

Escribimos

|y2k+1| = c2k+1|y2k + y2k−1| = c2k+1δ2k.

Consecuentemente,

δ2k+2 = |y2k+2|+ |y2k+1| = δ2k+3 + c2k+1δ2k. (5.26)

Teniendo en cuenta (5.17) y considerando que 2k, 2k + 2 ∈ Λ3, obtenemos para δ2k+2

la siguiente identidad

δ2k+2 = c2k+2δ2k+1 + (1− c2k+2)c2k+1δ2k.

Luego, sustituyendo la igualdad anterior en (5.26) obtenemos

δ2k+3 = c2k+2δ2k+1 − c2k+1c2k+2δ2k.

Como δ2k+1 ≤ δ2k, se obtiene para todo k ≥ k0 la siguiente estimación

δ2k+3 ≤ c2k+2(1− c2k+1)δ2k+1.

Finalmente, empleando (5.25), podemos concluir que

lim
k→∞

δ2k+1 = 0,

tal y como afirma el teorema 5.2.
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5.6 Aplicación al problema de la convergencia de la
FCVS

Comenzaremos esta sección explicando como el problema de la convergencia de la
S-fracción de p componentes vectoriales

(1, ..., 1)
(0, ..., 0, z)

+
(1, ..., 1,−a1)

(0, ..., 0, 1)
+ · · ·+ (1, ..., 1,−ap)

(0, ..., 0, 1)
+

(1, ..., 1,−ap+1)
(0, ..., 0, z)

+ · · · ,

(5.27)

donde an > 0, está relacionado con la ecuación de recurrencia que ha sido objeto de
estudio en el presente caṕıtulo. Esto nos permitirá luego obtener nuevos resultados
de convergencia para el caso de p = 2 componentes en la sección 5.6. Para ello
haremos uso de la notación aśı como de los preliminares presentados en la sección
3.2, resumiendo de esta forma algunas ideas ya expuestas en las demostraciones del
caṕıtulo anterior.

Para un z ∈ (−∞, 0) fijo, definimos la sucesión (cn)n≥1, cn = cn(z), por

an−p(1− cn−p)(1− cn−p+1) · · · (1− cn) = (−z)cn, n > p (5.28)

con c1 = c2 = · · · = cp = 0. Como an > 0, se comprueba por inducción que 0 < cn < 1
para todo n > p.

Se tiene el siguiente teorema.

Teorema 5.11. Dada una sucesión de números reales positivos (an) y un punto z ∈
(−∞, 0), consideremos la sucesión (cn)n≥1 definida por (5.28). Entonces la fracción
continua vectorial (5.27) converge en el punto z si y sólo si la propiedad (P) ocurre,
esto es, cualquier solución de la recurrencia

yn = −cn(yn−1 + yn−2 + . . . + yn−p), n > p (5.29)

tiende a cero.

Demostración del teorema 5.11.

Consideremos la forma equivalente de la FCVS dada por (3.12). Teniendo en
cuenta que

an(bnbn+1 · · · bn+p) = 1, n ≥ 1 con b1 = b2 = · · · = bp = 1

y que, en particular, para el denominador común ∆n,0 de las fracciones aproximantes
(Πn,1, . . . , Πn,p) se cumple la recurrencia

∆n+1,j = bn+1ε̃n∆n,j + ∆n−p,j , n ≥ p, j = 0, . . . , p, (5.30)
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con

ε̃n =
{ −z si n = k(p + 1)

1 en otro caso,

es fácil comprobar que los coeficientes cn en (5.28) son iguales a

cn =
∆n−p−1,0(z)

∆n,0(z)
, n > p, y c1 = c2 = · · · = cp = 0. (5.31)

Empleando nuevamente (5.30) obtenemos la siguiente relación de recurrencia para las
fracciones aproximantes de la FCVS

Πn,j = (1− cn)Πn−1,j + cnΠn−p−1,j , n > p, j = 1, ..., p. (5.32)

Nótese que la matriz de condiciones iniciales para los denominadores y numeradores
de Πn,j , j = 1, 2, ..., p, n = 1, 2, ..., p dada por (3.6) es no singular. Esto implica que
la convergencia de una FCVS en un punto z es equivalente a la existencia de ĺımite
para cualquier solución de la ecuación de recurrencia (5.32).

Supongamos que la FCVS converge en un punto z, y sea (yn)n≥0 una solución de la
relación de recurrencia (5.29). Entonces la sucesión (Yn) definida por Yn = y0+...+yn,
n ≥ 0, es solución de (5.32), y por tanto tiene ĺımite. Consecuentemente,

yn = Yn − Yn−1 → 0 para n →∞,

como se requiere para que la propiedad (P) se verifique.
Supongamos ahora que propiedad (P) se verifica, y sea (Yn)n∈N una solución de la

ecuación (5.32). Entonces la sucesión (yn)n≥0 definida por yn = Yn−Yn−1 es solución
de (5.29), y en consecuencia tiende a cero por hipótesis. Las relaciones de convexidad
(5.32) implican que para las sucesiones

Mn = max{Yn, Yn−1, ..., Yn−p}, mn = min{Yn, Yn−1, ..., Yn−p}

se tiene que

mn ≤ mn+1 ≤ Mn+1 ≤ Mn.

De lim
n→∞

yn = 0 se concluye que lim Mn = lim mn, y por tanto el ĺımite de (Yn)n∈N
existe. Como mencionamos antes, esto implica en particular que cualquier sucesión
(Πn,j(z))n tiene ĺımite para n → ∞, en otras palabras, obtenemos la convergencia
puntual de la FCVS.

Es preciso notar que en el teorema anterior, en lugar de fijar primero la sucesión
(an)n, se podŕıa proceder a la inversa, definiendo primero la sucesión (cn)n con c1 =
c2 = · · · = cp = 0, y cn ∈ (0, 1) para todo n > p. De esta forma se fija un z ∈ (−∞, 0),
y se definen las cantidades positivas a1, a2, ... por (5.28). Luego, la propiedad (P) para
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la sucesión (cn)n dada será equivalente a la convergencia de la FCVS (5.27) en un
punto z ∈ (−∞, 0) fijo.

Como una consecuencia de la demostración del teorema 5.11, cabe mencionar
que cualquier solución de la recurrencia (5.29) es acotada bajo la hipótesis de que
cn ∈ (0, 1) para n > p. Nótese que, para p = 2, la ecuación (5.29) coincide con la
relación de recurrencia básica (5.2) aqúı estudiada.

Recordemos que cuando los coeficientes a1, a2, ... de la FCVS (5.27) son positivos,
la sucesión (Πn,j)n≥1, constituida por las componentes j-ésimas de la sucesión de
fracciones aproximantes de la FCVS, forma para cada j = 1, . . . , p una familia normal
en C\ [0,∞), de acuerdo con lo que se mostró en la sección 3.3. Luego, al igual que se
procedió en el caṕıtulo anterior, para establecer la convergencia uniforme en C\ [0,∞)
bastará con analizar la convergencia puntual para todo z ∈ (−∞, 0).

De acuerdo con (5.28), la sucesión (cn)n y por tanto la propiedad (P) depende
del punto z ∈ (−∞, 0) en donde estamos considerando la convergencia puntual. En
el caso escalar p = 1 es conocido que la fracción de Stieltjes converge en un punto
z < 0 si y sólo si converge para todo z < 0 (ver por ejemplo [41, Teorema 29.2]). Seŕıa
interesante saber si algo similar sucede para el caso de p > 1 componentes vectoriales,
lo cual da lugar a la siguiente interrogante que aún continúa abierta: ¿Es cierto que
la propiedad (P) se cumple en el punto z = −1 si y sólo si (P) se verifica para todo
z ∈ (−∞, 0)?

En este contexto podŕıa ser de utilidad que, para un n fijo, la función cn(z) es
creciente en z ∈ (−∞, 0), como se muestra más adelante en la demostración del
teorema 5.14.

5.6.1 Resultados de convergencia para las FCVS de orden p=2

A continuación estudiaremos la aplicación de los resultados aqúı obtenidos al problema
de la convergencia de las FCVS para el caso de p = 2 componentes vectoriales.

Del teorema 4.1 sabemos que la FCVS

(1, 1)
(0, z)

+
(1,−a1)

(0, 1)
+

(1,−a2)
(0, 1)

+
(1,−a3)

(0, z)
+

(1,−a4)
(0, 1)

+
(1,−a5)

(0, 1)
+ · · · (5.33)

de dimensión p = 2 converge si

∞∑

k=1

1
ak + ak+1

= ∞. (5.34)

En particular, esta relación es cierta si la sucesión (an) es acotada.
Para el caso p = 2, las relaciones (5.28) toman la forma

an−2(1− cn−2)(1− cn−1)(1− cn) = (−z)cn. (5.35)
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Es fácil ver que (5.35) implica que (an) es acotada si y sólo si sup
n

cn < 1, por lo cual

este caso será excluido en lo que sigue.
Recordemos también que la condición

∞∑
n=1

(1− cn)(1− cn+1) = ∞ (5.36)

es suficiente para la convergencia de la FCVS en z.
Consideremos ahora la FCVS escrita en la forma equivalente (5.1) en términos de

la sucesión de coeficientes (bn)n≥0, donde

anbnbn+1bn+2 = 1, n ≥ 1. (5.37)

La ya conocida condición
∑

n

bn = ∞ ⇔
∑

n

(1− cn) = ∞. (5.38)

equivale a la convergencia de la fracción de Stieltjes (5.1) para el caso escalar p = 1,
según el clásico teorema de Stieltjes. El siguiente ejemplo muestra que para el caso
p > 1 esta condición ya deja de ser suficiente para la convergencia de las FCVS.

Ejemplo 5.12. Tomemos en (5.35) z = −1 y sea la sucesión c2k = 1/(k + 1)1+η,
c2k+1 = 1 − 1/(k + 1)1+η donde η es una constante positiva cualquiera. Entonces
claramente

∑
n

(1 − cn) = ∞. Por otro lado, teniendo en cuenta el teorema 5.2 aśı

como el teorema 5.11 sabemos que la FCVS correspondiente no converge en z = −1.
Nótese que, por (5.35), los coeficientes de la FCVS en este ejemplo se comportan
como a2k → 1 y a2k−1/k2+2η → 1 para k → ∞. También, tomando η = 0 podemos
concluir que la condición (5.34) no es necesaria para el convergencia de la FCVS en
z = −1.

Como una aplicación de los resultados presentados en la sección 5.2 se tiene el
siguiente teorema.

Teorema 5.13. Supongamos que sup
k∈N

a2k+1+α < ∞ para algún α ∈ {0, 1} fijo. Si

∞∑

k=1

1√
a2k+α

= ∞, (5.39)

entonces la FCVS (5.33) converge uniformemente en todo subconjunto compacto de
C \ [0,∞).
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Demostración del teorema 5.13

A continuación probaremos la convergencia puntual de la FCVS para cualquier z ∈
(−∞, 0) fijo. Más aún, como las hipótesis sobre los coeficientes (an)n continúan siendo
válidas al reemplazar an por an/(−z), teniendo en cuenta (5.35) y el teorema 5.11
vemos que es suficiente probar que la propiedad (P) se cumple para z = −1.

Sin pérdida de generalidad tomamos α = 0. De (5.35) podemos ver que

sup
k∈N

c2k+1 < 1.

Si existiese una subsucesión (kj) tal que sup
j∈N

c2kj
< 1 entonces de (5.5) se podŕıa

concluir que la FCVS es convergente. Luego podemos suponer que

limk→∞c2k = 1

por tanto, la sucesión (cn)n≥1 satisface las hipótesis del teorema 5.2, luego podemos
concluir que la fracción continua converge si y sólo si

∞∑

k=1

c2k+1 = ∞ ó
∞∑

k=1

(1− c2k) = ∞.

Escribiendo (5.35) para n = 2k + 1 obtenemos

1− c2k

c2k+1
=

1
a2k−1

1
(1− c2k−1)(1− c2k+1)

lo cual implica

inf
k∈N

1− c2k

c2k+1
> 0.

por tanto se tiene que lim
k→∞

c2k+1 = 0 y la equivalencia

(P ) ⇔
∞∑

k=1

(1− c2k) = ∞. (5.40)

Sustituyendo n = 2k en (5.35) obtenemos

(1− c2k)(1− c2k−2) =
1

a2k−2

c2k

(1− c2k−1)
,

como lim
k→∞

c2k

1− c2k−1
= 1, tenemos que (5.39) implica

∞∑

k=1

√
(1− c2k)(1− c2k−2) = ∞,
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lo cual al mismo tiempo implica la divergencia de la serie en el miembro derecho de
(5.40). Por tanto obtenemos (P ) y el teorema queda demostrado.

Comparando el teorema 5.13 con el ejemplo 5.12, se tiene que al parecer la con-
dición (5.39) no puede mejorarse. En cambio para las sucesiones (an)n que sean
monótonas o tengan un comportamiento regular del estilo de

an+1

an
< M se obtiene

un resultado mucho más preciso, como vimos en el caṕıtulo anterior.
Terminamos este apartado con el siguiente resultado que extiende el clásico teo-

rema de Stieltjes sobre la convergencia de las S-fracciones, bajo algunas hipótesis
adicionales.

Teorema 5.14. Supongamos que la sucesión (an) satisface la siguiente condición de
convexidad ∞∑

n=2

∣∣∣∣1−
an+1an−1

a2
n

∣∣∣∣ < ∞,

y supongamos que inf an > 0. Entonces la FCVS converge uniformemente en todo
subconjunto compacto de C \ [0,∞) si y sólo si

∞∑
n=1

bn = ∞ ⇐⇒
∞∑

n=1

1
3
√

an
= ∞. (5.41)

Demostración del teorema 5.14

Comenzaremos estableciendo la equivalencia (5.41). Por hipótesis, la expresión
n∏

k=2

ak+1ak−1

a2
k

=
an+1

an

a1

a2

converge a alguna constante distinta de cero. De forma similar, considerando (5.37),
sabemos que para α ∈ {0,±1} la expresión

n∏

k=1

a3k+1−αa3k−1−α

a2
3k−α

=
n∏

k=1

b3k−αb3k+2−α

b3k−1−αb3k+3−α
=

b3n+2−α

b3n+1−α

b3−α

b2−α

converge también a alguna constante no nula. En particular, podemos concluir que
existe una constante positiva γ tal que

1
γ
≤ inf

n

bn+1

bn
≤ sup

n

bn+1

bn
≤ γ. (5.42)

Empleando esta información en (5.37) concluimos que

an · b3
n =

bn

bn+1

bn

bn+2
∈ [

1
γ3

, γ3],
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lo cual demuestra la equivalencia (5.41). Como además estamos suponiendo que
inf an > 0, obtenemos asimismo que la sucesión (bn)n es acotada.

Pasamos ahora a probar la convergencia. Recordemos en primer lugar que la
propiedad de divergencia (5.41) es necesaria para que las FCVS sean convergentes, tal
y como mencionamos en (5.38). Con el objetivo de probar el rećıproco, supongamos
en lo que sigue de la presente demostración que se verifica (5.41).

El objetivo de las siguientes consideraciones es probar la convergencia puntual de
la FCVS en z = −1. Comenzaremos estableciendo la propiedad

sup
n

1− cn+1(−1)
1− cn(−1)

< ∞. (5.43)

Para abreviar escribimos dn := ∆n,0(−1)/∆n+1,0(−1). Recordemos que por (5.31) se
tiene

1− cn+1(−1) = bn+1dn,

y de (5.42) vemos que probar (5.43) es suficiente verificar que existe algún ε > 0 tal
que dn ∈ [ε, 1/ε] para todo n suficientemente grande. Empleando (5.30) se obtiene el
siguiente desarrollo en una S-fracción continua vectorial

~un =
(1, 1)

(0, bn+1) + ~un−1
, n ≥ 2, ~un := (dn, dndn−1),

lo cual implica que

~un =
(1, 1)

(0, bn+1)
+

(1, 1)
(0, bn)

+
(1, 1)

(0, bn−1)
+ ~un−3 = (T1,n(~un−3), T2,n(~un−3)),

donde

T1,n(x, y) =
x + ybn + bnbn−1

1 + bn+1x + bn+1bny + bn+1bnbn−1
,

T2,n(x, y) =
y + bn−1

1 + bn+1x + bn+1bny + bn+1bnbn−1
.

Nótese que T1,n(x, y) es creciente en x y en y, mientras que T2,n(x, y) es decreciente
en x y creciente en y. Ahora haremos uso de (5.42) para probar que

T1,n([x, x], [y, y]) ⊂ [x, x], x = ε, x =
1
ε
,

T2,n([x, x], [y, y]) ⊂ [y, y], y = γε2, y =
γ2

ε
,

para algún ε > 0 elegido convenientemente.
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En efecto, sea B := sup
n∈N

bn. Luego, las inclusiones anteriores son ciertas si

T1,n(x, y) ≥ x ⇐= γx2 = y y (y + B)xγ2 ≤ 1,

T1,n(x, y) ≤ x ⇐= γy ≤ x2 y yx ≥ γ2,

T2,n(x, y) ≥ y ⇐= γ2y[x + By + B2] ≤ 1,

T2,n(x, y) ≤ y ⇐= xy = γ2.

Es fácil comprobar que las cuatro condiciones suficientes anteriores son ciertas
para un ε suficientemente pequeño. Como además,

~u1, ~u2, ~u3 ∈ [x, x]× [y, y]

para un ε > 0 suficientemente pequeño, obtenemos de esta forma (5.43).
Recordemos de (5.38) que la condición (5.41) junto a (5.43) implica que

∞∑
n=1

[1−max{cn(−1), cn+1(−1), cn+2(−1)}] = ∞.

Luego, el teorema 5.1 junto con el teorema 5.11 implican la convergencia de la FCVS
en z = −1.

Ahora es posible deducir inmediatamente la convergencia puntual de la FCVS
para todo z < −1, de lo cual se obtiene la convergencia uniforme en C \ [0,∞).

En efecto, probaremos más adelante que la función cn(z) es creciente en z para
cualquier n fijo. De esta forma, para cualquier z < −1 se tiene

∞∑
n=1

[1−max{cn(z), cn+1(z), cn+2(z)}] ≥
∞∑

n=1

[1−max{cn(−1), cn+1(−1), cn+2(−1)}] = ∞

y nuevamente el teorema 5.1 junto al teorema 5.11 permiten concluir la convergencia
de la FCVS en z.

Con el objetivo de concluir esta demostración, recordemos que los ceros de los
denominadores ∆n,0 aśı como los de ∆n+p+1,0 = ∆n+3,0 son simples, positivos y se
entrelazan, tal y como se muestra en la sección 3.3. Por tanto, se tiene la descompo-
sición parcial

cn(z) =
m∑

j=1

γn,j

xn,j − z
,

donde los residuos γn,1, ..., γn,m tienen todos el mismo signo. Como xn,j ≥ 0 y
cn(−1) > 0, podemos concluir que todos los γn,1, ..., γn,m son positivos y luego cn(z)
es creciente en z para todo n fijo. El teorema queda demostrado.
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En la demostración del teorema 5.14 se muestra impĺıcitamente que si la sucesión
(bn)n≥1 es acotada y satisface (5.42), la FCVS (5.1) de p = 2 componentes converge
uniformemente en todo subconjunto compacto de C \ [0,∞) si y sólo si

∑
bn = ∞.

Cabe mencionar, que las hipótesis del teorema 5.14 se verifican también para los
siguientes coeficientes.

Corolario 5.15. Para algún λ > 0 y un cierto polinomio P con P ([0, 1]) ⊂ (0,∞),
sea an = nλ · P (1/n), n ≥ 1. Entonces la FCVS (5.33) converge si y sólo si

∑
n

1/ 3
√

an = ∞.

En consecuencia, en virtud del corolario anterior vemos que por ejemplo se tiene
la convergencia de la S-fracción vectorial si an = nλ con 0 < λ ≤ 3, pero no para
λ > 3.
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Parte III

Productos escalares de
Sobolev
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Caṕıtulo 6

Preliminares

6.1 Introducción

Sea µ una medida positiva de Borel con soporte en un subconjunto del plano complejo.
Consideremos el siguiente producto escalar de Sobolev definido en el espacio P de los
polinomios con coeficientes complejos

〈p, q〉 =
N∑

k=0

∫
p(k)(z)q(k)(z)wk(z)dµ(z) =

N∑

k=0

〈p(k), q(k)〉L2(wkdµ), (6.1)

donde como es usual, f (k) denota la k-ésima derivada de la función f y wj , j =
0, . . . , N , son funciones positivas integrables con respecto a la medida µ. La norma
de un polinomio p ∈ P con respecto a este producto escalar será

||p|| =
(

N∑

k=0

||p(k)||2wk

)1/2

, donde ||p||2wk
=

∫
|p(z)|2wkdµ(z), k = 0, . . . , N.

(6.2)

Asumimos que el soporte de la medida µ0 = w0dµ contiene infinitos puntos y también
que sop µ = ∪N

k=0 sopwk.
Existe entonces una única sucesión de polinomios ortogonales mónicos con respecto

al producto escalar (6.1) que denotaremos por (Qn)n≥0, conocida como sucesión de
polinomios ortogonales mónicos de Sobolev. Para cada n ∈ N el grado de Qn es
exactamente n.

A diferencia de los polinomios ortogonales con respecto a una medida con soporte
en el eje real, los polinomios de Sobolev se definen en general a partir de produc-
tos escalares para los que el operador de multiplicación no es simétrico, esto es, no
verifican la propiedad

〈zp(z), q(z)〉 = 〈p(z), zq(z)〉 p, q ∈ P.

93
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Aśı, la mayoŕıa de las propiedades que verifican los polinomios ortogonales con res-
pecto a una medida positiva, tales como relación de recurrencia a tres términos,
distribución de los ceros, fórmulas de cuadratura, entre otras, no se cumplen para los
polinomios ortogonales con respecto a productos de Sobolev.

La teoŕıa de los polinomios ortogonales de Sobolev ha cobrado auge en los últimos
años, especialmente en lo que se refiere al estudio de sus aspectos anaĺıticos. En este
contexto cabe mencionar los importantes avances en el análisis del comportamiento
asintótico de estos polinomios que se han conseguido para el caso discreto (ver [26]),
que ocurre cuando la medida µ0 en (6.1) es la única cuyo soporte contiene infinitos
puntos, aśı como para otros casos generales (véase [21] y [29]). De igual forma es
preciso destacar los resultados obtenidos en cuanto a la localización de los ceros de
los polinomios ortogonales para productos de Sobolev discretos (ver por ejemplo [2]
o [3]) y más recientemente para el caso continuo, (ver [27], [28] para medidas con
soporte compacto o [19] en el caso general).

Una parte de los referidos trabajos aborda la localización de los ceros de los poli-
nomios ortogonales de Sobolev a partir de la acotación del operador de multiplicación
por z

Mz : P→ P z ∈ C, (6.3)
Mz(p) = zp(z) p ∈ P

con respecto al producto escalar de Sobolev (6.1).
En [27, Sección 2] encontramos una demostración muy sencilla del hecho de que

si el operador de multiplicación está acotado, es decir existe η > 0 tal que para todo
p ∈ P

〈zp, zp〉 ≤ η〈p, p〉, (6.4)

entonces los ceros de los polinomios ortogonales (Qn)n≥0 están contenidos en un
subconjunto acotado del plano complejo (este resultado fue probado inicialmente en
[28]). Para hacer la memoria más completa incluimos aqúı la referida demostración:

Sea a ∈ C tal que existe un n0 ∈ N que verifica Qn0(a) = 0. Escribiendo Qn0(z) =
(z − a)q(z) donde q(z) es un polinomio de grado n0 − 1 se tiene

〈zq(z), zq(z)〉 = 〈Qn0(z), Qn0(z)〉+ 〈aq(z), aq(z)〉 ≥ |a|2〈q(z), q(z)〉.
Teniendo en cuenta (6.4) se tiene que

|a|2〈q(z), q(z)〉 ≤ 〈zq(z), zq(z)〉 ≤ η〈q(z), q(z)〉.
Como 〈q(z), q(z)〉 6= 0 se deduce que |a| ≤ √

η y por tanto los ceros de los polinomios
ortogonales de Sobolev están acotados.

En el caso clásico de ortogonalidad con respecto a productos escalares del tipo

〈p, q〉 =
∫

pqdµ, (6.5)
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donde sop µ ⊆ R, se tiene que la acotación del operador de multiplicación es equi-
valente a que los ceros de los polinomios ortogonales estén acotados lo cual a su vez
equivale a que el soporte de la medida µ que determina el producto escalar sea com-
pacto. Para sopµ ⊆ C se dan también todas las implicaciones salvo que la acotación
de los ceros no implica en general la acotación del soporte ni, por tanto, la del operador
del multiplicación.

El objetivo de esta parte de la memoria es el estudio de cuáles de estas equivalencias
permanecen para productos escalares de Sobolev. En este sentido, completamos el
resultado de López Lagomasino-Pijeira que establece que la acotación del operador
de multiplicación implica la acotación de los ceros (recordamos que es válido para
cualquier producto escalar; véase más arriba) dando un ejemplo que muestra que el
rećıproco no es cierto. Como resultado más importante de esta parte probamos que
la acotación del operador de multiplicación implica la compacidad de los soportes y
damos un ejemplo que muestra que tampoco en este caso el rećıproco es cierto. Queda
como problema abierto si, al igual que ocurre en el caso de productos escalares del
tipo (6.5) definidos por medidas positivas soportadas en un subconjunto del eje real,
la compacidad del soporte y la acotación de los ceros son propiedades equivalentes.
En el caso general sop µ ⊆ C, resta averiguar si la acotación del soporte implica la
acotación de los ceros (ver [27, pág. 222]).

La clave para este estudio será el enfoque matricial de los productos escalares de
Sobolev desarrollado en [19] que pasaremos a exponer a continuación.

6.2 Expresión matricial del problema

En el estudio de la localización de los ceros de los polinomios ortogonales de Sobolev
resulta de utilidad el análisis de productos escalares más generales del tipo

〈p, q〉W =
∫

(T0(p), . . . , TN (p))W (z)(T0(q), . . . , TN (q))∗dµ(z)

donde µ es una medida positiva soportada en un subconjunto del plano complejo,
(T0, . . . , TN )∗ := (T 0, . . . , TN )t y

i) T0, . . . , TN son operadores lineales en el espacio P de los polinomios algebraicos
con coeficientes complejos.

ii) W (z) es una matriz definida positiva de funciones integrables con respecto a
la medida µ. Aqúı nos centraremos en el caso en que W es una matriz diagonal,

W = diag{w0, w1, . . . , wN}, wk ∈ L1(µ), wk ≥ 0, k = 0, 1, . . . , N.

En el presente trabajo vamos a considerar T0 = I, T1 = D, T2 = D2, . . . , TN =
DN , donde Dj representa el operador derivación de orden j. De esta forma, el pro-
ducto escalar

〈p, q〉W =
∫

(p, p′, . . . , p(N))W (z)(q, q′, . . . , q(N))∗dµ(z),
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resulta ser el producto escalar de Sobolev

〈p, q〉W =
N∑

k=0

∫
p(k)(z)q(k)(z)wk(z)dµ(z). (6.6)

Al igual que en (6.2), la norma de un polinomio con respecto a este producto escalar
quedaŕıa como

||p||W =

(
N∑

k=0

||p(k)||2wk

)1/2

, donde ||p||2wk
=

∫
|p(z)|2wkdµ(z), k = 0, . . . , N.

(6.7)

La ventaja del enfoque matricial viene dada por el hecho de que podemos expresar
el operador de multiplicación por z en términos del producto por una matriz muy
simple. En efecto, se tiene que

(zp, (zp)′ . . . , (zp)(N)) = (p, p′, . . . , p(N))Γ,

donde Γ es una matriz cuadrada de orden N + 1 dada por la expresión

Γ =




z 1 0 . . . 0
0 z 2 0 . . . 0

0 0
. . . . . .

...
...

. . . z N
0 . . . 0 z




.

De esta forma, la acotación del operador de multiplicación se puede escribir en los
siguientes términos. Dado que

〈zp, zp〉W =
∫

(p, p′, . . . , p(N))[ΓWΓ∗](p, p′, . . . , p(N))∗dµ,

donde Γ∗ := Γ
t
, el operador de multiplicación es acotado si y sólo si existe η > 0 tal

que
∫

(p, p′, . . . , p(N))[ηW − ΓWΓ∗](p, p′, . . . , p(N))∗dµ ≥ 0

para todo p ∈ P.
Escrito de esta forma vemos que la condición ηW −ΓWΓ∗ ≥ 0, µ casi por doquier

(µ c.d.), es suficiente para la acotación del operador de multiplicación, sin embargo
esta condición no es necesaria. Como veremos a continuación, el carácter semidefinido
positivo de ηW −ΓWΓ∗ equivale precisamente a que la matriz W sea secuencialmente
dominada, esto es, el concepto introducido en [28] y que estudiaremos en el siguiente
apartado.



§6. Preliminares 97

6.3 Matrices secuencialmente dominadas

Consideremos pues el siguiente concepto de dominación secuencial introducido en [28].

Definición 6.1. La matriz W que define el producto escalar (6.6) se llama secuen-
cialmente dominada si el soporte de la medida µ es un subconjunto compacto del plano
complejo y se verifica

wk/wk−1 ∈ L∞(µ), k = 1, . . . , N.

De las relaciones anteriores se deduce también que sop wk ⊂ sop wk−1 para cada
k ∈ {1, . . . , N}.

Se tiene la siguiente caracterización de las matrices secuencialmente dominadas.

Proposición 6.2. La matriz W = diag{w0, . . . , wN}, que define el producto escalar
de Sobolev

〈p, q〉 =
∫

(p, p′, . . . , p(N))W (z)(q, q(1), . . . , q(N))∗dµ(z), (6.8)

es secuencialmente dominada si y solo si existe η > 0 tal que la matriz A = A(η) :=
ηW − ΓWΓ∗ es semidefinida positiva en casi todo punto con respecto a la medida µ.

Demostración de la proposición 6.2

Para la matriz A tenemos la expresión

A =




α0(z) −β1(z) 0 . . . 0

−β1(z) α1(z) −β2(z) 0
...

0 −β2(z) α2(z) −β3(z) 0 . . .
...

. . . . . . . . .

0
αN−1 −βN (z)

0 . . . 0 −βN (z) αN (z)




, (6.9)

donde αj(z) = αj(η, z) = (η − |z|2)wj − (j + 1)2wj+1, j = 0, 1, . . . , N − 1, αN (z) =
(η − |z|2)wN y βj(z) = jzwj(z), j = 1, . . . , N .

Probemos primeramente que si existe η > 0 tal que la matriz A es semidefinida
positiva µ c.d., entonces la matriz W es secuencialmente dominada.
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En efecto, sea η > 0 tal que la matriz A sea semidefinida positiva µ c.d.. Para
todo j = 0, 1, . . . , N se cumple particularmente que αj(z) ≥ 0 µ c.d.. Luego, tomando
j = N se verifica en casi todo z ∈ sopµ la desigualdad (η− |z|2)wN (z) ≥ 0, de donde
se obtiene que el soporte de la función wN (z) está contenido en {z : |z| ≤ √

η}; además
dado que

(η − |z|2)wj(z)− (j + 1)2wj+1(z) ≥ 0, j = 1, . . . , N, µ c.d., (6.10)

se deduce que también el soporte de la función wj(z), j = 0, . . . , N−1, está contenido
en {z : |z| ≤ √

η}. En consecuencia, el soporte de la medida µ es compacto (al ser
la unión de los soportes de wj , j = 0, . . . , N , está contenido en {z : |z| ≤ √

η}). De
(6.10) también deducimos que si wj(z) = 0 entonces wj+1(z) = 0, y en consecuencia

wj+1(z)
wj(z)

≤ (η − |z|2)
(j + 1)2

≤ η

(j + 1)2
, j = 0, . . . , N − 1;

de donde podemos concluir que la matriz W es secuencialmente dominada.
Para probar la implicación contraria, supongamos que la matriz W es secuen-

cialmente dominada. Tenemos entonces que wj+1(z) ≤ cwj(z) µ c.d. para cierta
constante c > 0 y j = 0, . . . , N − 1. Podemos entonces acotar µ c.d. los elementos
de la diagonal de la matriz A del siguiente modo αj(z) ≥ (γ − |z|2)wj(z) := α̃j(γ, z),
j = 0, . . . , N . En consecuencia tenemos que A ≥ Ã(γ) donde

Ã(γ) :=




α̃0(γ, z) −β1(z) 0 . . . 0

−β1(z) α̃1(γ, z) −β2(z) 0
...

0 −β2(z) α̃2(γ, z) −β3(z) 0 . . .
...

. . . . . . . . .

0
α̃N−1(γ, z) −βN (z)

0 . . . 0 −βN (z) α̃N (γ, z)




.

Basta ahora demostrar que podemos elegir γ tal que la matriz Ã(γ) es semidefinida
positiva en casi todo punto.

Ahora bien, razonando como en el lema 3.1 de [19], podemos obtener las siguientes
estimaciones para los menores principales de la matriz Ã(γ): para cada j = 0, 1, . . . , N
denotemos por Mj = Mj(γ, z) el determinante de la submatriz principal de orden j

de la matriz Ã(γ) y supongamos que Mj > 0 para j = 0, 1, . . . , k, entonces tenemos
que

Mk+1 ≥ M1

k+1∑

j=2

|βj |2(α̃jα̃j−1 − |βj |2)
k+1∏

i=0;i6=j,j−1

α̃i. (6.11)
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Probemos ahora que podemos elegir γ tal que Ã(γ) es semidefinida positiva µ
c.d.. En primer lugar, dado que el soporte de µ es compacto, digamos contenido en
{z : |z| ≤ M}, deducimos que también lo son los soportes de cada wj , j = 0, 1, . . . , N ,
y en consecuencia eligiendo γ > M2 tenemos que

α̃j(γ, z) = (γ − |z|2)wj(z) ≥ 0, j = 0, . . . , N.

El que W sea secuencialmente dominada también implica que si wj(z) = 0, en-
tonces wk(z) = 0 para k ≥ j a excepción posiblemente de un conjunto de medida
nula. Dado z en el soporte de µ sea m el mayor número con wm(z) > 0. Puesto que
wm+1(z) = 0, deducimos que las filas y columnas de Ã(γ) a partir de la m + 1 son
nulas. Por consiguiente para probar que Ã(γ) es semidefinida positiva basta probar
que Mj(z) > 0 para j = 0, . . . , m. Ahora bien, para j = 0 tenemos que

M0(z) = α̃0(γ, z) = (γ − |z|2)w0(z) > 0,

dado que por elección (γ − |z|2) > 0 en el soporte de µ, y por tanto en el soporte
de w0. Supongamos ahora que hemos probado que Mj(z) > 0 para j = 0, . . . , k.
Bastará probar que si k < m entonces también Mk+1(z) > 0. De (6.11) se sigue que

Mk+1(γ, z) ≥ M1(γ, z)
k+1∑

j=2

|βj |2(α̃j(γ, z)α̃j−1(γ, z)− |βj |2)
k+1∏

i=0;i6=j,j−1

α̃i(γ, z).

Ahora bien, dado que k < m todos los elementos que aparecen en la anterior expresión
son estrictamente positivos salvo quizás las expresiones

α̃j(γ, z)α̃j−1(γ, z)− |βj |2, j = 2, . . . , k + 1.

Veamos que podemos elegir γ (independiente de z) tal que también esas expresiones
sean estrictamente positivas. Para ello basta escribirlas adecuadamente

α̃j(γ, z)α̃j−1(γ, z)− |βj |2 = w2
j (z)

[
(γ − |z|2)wj−1(z)

wj(z)
− j2|z|2

]
.

Como W es secuencialmente dominada tenemos que
wj−1(z)
wj(z)

≥ 1
c

para casi todo z

en el sop µ ⊆ {z : |z| ≤ M} y j = 0, . . . , N , por tanto tenemos

α̃j(γ, z)α̃j−1(γ, z)− |βj |2 ≥ w2
j (z)

[
γ −M2

c
− j2M2

]
,

lo que muestra que eligiendo γ (independientemente de z) suficientemente grande esa
expresión es estrictamente positiva si wj(z) > 0.
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6.4 Acotación del operador de multiplicación

Dado que la existencia de η > 0 tal que la matriz ηW − ΓWΓ∗ sea semidefinida po-
sitiva implica la acotación del operador de multiplicación por z (según comentamos
en el apartado 6.3), la proposición 6.2 establece una prueba alternativa para el resul-
tado de López-Pijeira (ver [28, Teorema 1]), que afirma la acotación del operador de
multiplicación bajo la hipótesis de que W sea secuencialmente dominada.

En [34] J. M. Rodŕıguez caracteriza cuando el operador de multiplicación está
acotado en el espacio de los polinomios P con respecto a un producto escalar de
Sobolev, bajo la hipótesis de que los soportes de las medidas que definen el producto
escalar sean conjuntos compactos de la recta real. En particular, se demuestra que
este operador es acotado si y sólo si la norma (6.7) es equivalente a aquella definida
por

W̃ = diag{w0 + w1 + . . . + wN , w1 + w2 + . . . + wN , . . . , wN−1 + wN , wN},

es decir, existe η > 0 tal que

||zp||W ≤ η||p||W para todo p ∈ P (6.12)

si y sólo si existe una constante positiva C tal que

||p||W ≤ ||p||fW ≤ C||p||W . (6.13)

La primera de las desigualdades anteriores es evidente teniendo en cuenta la defi-
nición de la matriz W̃ . En cambio, la segunda desigualdad en (6.13) no es inmediata.
Para demostrarla, hay que verificar que existe una constante C > 0 (no necesaria-
mente la misma en cada expresión) tal que se cumpla

C||p||2W ≥ ||p||2w1+w2+...+wN
+ ||p′||2w2+w3+...+wN

+ . . . + ||p(N−1)||2wN
. (6.14)

Esta desigualdad, con carácter más general, fue probada en [34, Lema 4.2] bajo
la hipótesis de acotación del soporte de la medida µ en el producto escalar (6.6).
Para hacer la presente memoria más completa, incluimos aqúı una simplificación de
la demostración dada en [34]. En el próximo caṕıtulo demostraremos que la acotación
del operador de multiplicación implica la acotación del soporte de la medida µ, por
tanto podemos eliminar esta hipótesis. Se tiene pues el siguiente teorema.

Teorema 6.3. Si el operador de multiplicación es acotado con respecto al producto
escalar de Sobolev (6.6) entonces se verifica (6.13).

El rećıproco del teorema anterior es cierto si suponemos además que sop µ está
acotado, lo cual garantiza que la matriz W̃ sea secuencialmente dominada.



§6. Preliminares 101

Demostración del teorema 6.3

Para demostrar el teorema, solo resta probar la desigualdad (6.14). Para ello
usaremos el siguiente lema.

Lema 6.4. Supongamos que existe η > 0 tal que

||zp||W < η||p||W para todo p ∈ P.

Existe entonces C > 0 tal que para todo p ∈ P se verifica

||p(j−1)||wj ≤ C||p||W , j = 1, . . . , N.

Demostración del lema 6.4

Teniendo en cuenta la definición de la norma en (6.7), para cada j = 0, . . . , N se
tiene la desigualdad

||(zp)(j)||wj ≤ ||zp||W ≤ η||p||W ∀p ∈ P, (6.15)

pero
||(zp)(j)||wj = ||zp(j) + jp(j−1)||wj ≥ j||p(j−1)||wj − ||zp(j)||wj .

Teniendo en cuenta que sopµ es un subconjunto compacto del plano complejo,
definimos K := max{|z| : z ∈ sopµ}. Se tiene entonces que

||(zp)(j)||wj ≥ j||p(j−1)||wj −K||p(j)||wj ,

de donde

j||p(j−1)||wj ≤ ||(zp)(j)||wj + K||p(j)||wj .

Por (6.15) obtenemos

j||p(j−1)||wj ≤ η||p||W + K||p(j)||wj ≤ (η + K)||p||W .

Finalmente pasamos a probar (6.14). Teniendo en cuenta el lema anterior proba-
remos por inducción en j que

||p(j−1)||wj+wj+1+...+wN
≤ C||p||W
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Obviamente se cumple la igualdad

||p(j−1)||2PN
k=j wk

=
N∑

k=j

||p(j−1)||2wk
.

Como inicio de la inducción, tomamos j = N . Aplicando directamente el lema 6.4
obtenemos

||p(N−1)||wN ≤ C||p||W .

Supongamos ahora que la desigualdad (6.14) es cierta para el ı́ndice j +1, esto es,
existe una constante Cj+1 > 0 tal que se verifica

||p(j)||wj+1+wj+2+...+wN
≤ Cj+1||p||W .

Debemos probar que

||p(j−1)||wj+wj+1+...+wN ≤ Cj ||p||W .

A tal efecto, escribimos

||p(j−1)||2wj+wj+1+...+wN
= ||p(j−1)||2wj

+ ||p(j−1)||2wj+1+...+wN
.

Por el lema 6.4 existe C > 0 tal que ||p(j−1)||wj ≤ C||p||W , para todo p ∈ P. Teniendo
en cuenta que p(j−1) = 1

j (zp)(j) − zp(j) escribimos

||p(j−1)||2wj+1+...+wN
=

1
j2
||(zp)(j) − zp(j)||2wj+1+...+wN

≤ 1
j2

(
||(zp)(j)||wj+1+...+wN

+ ||zp(j)||wj+1+...+wN

)2

.

La acotación del soporte y la hipótesis de inducción dan

||zp(j)||wj+1+...+wN ≤ K||p(j)||wj+1+...+wN ≤ KCj+1||p||W ;

además, la hipótesis de inducción y la acotación del operador de multiplicación dan
respectivamente

||(zp)(j)||wj+1+...+wN
≤ Cj+1||zp||wj+1+...+wN

≤ Cj+1η||p||W ;

de donde concluimos que

||p(j−1)||wj+wj+1+...+wN
≤ 1

j
(Cj+1(K + η))||p||W .



Caṕıtulo 7

Compacidad de los soportes

Consideremos nuevamente el producto escalar de Sobolev

〈p, q〉W =
N∑

k=0

∫
p(k)(z)q(k)(z)wk(z)dµ(z), (7.1)

donde

W = diag{w0, w1, . . . , wN}, wk ∈ L1(µ), wk ≥ 0, k = 0, 1, . . . , N.

En este caṕıtulo se demostrará el resultado más importante de esta parte: que la
acotación del operador de multiplicación implica la compacidad del soporte de µ. La
expresión matricial de la acotación del operador será clave en la demostración del
resultado.

Teorema 7.1. Si el operador de multiplicación por z es acotado con respecto al pro-
ducto escalar de Sobolev (7.1) entonces sopµ = ∪N

k=0 sopwk es un subconjunto com-
pacto del plano complejo.

Para la demostración del teorema 7.1, consideremos la siguiente sucesión de poli-
nomios

pn(z) =
z2n

γn
,

para algún γ > 0 fijo. Se tiene el siguiente lema.

Lema 7.2. Si 0 ≤ j ≤ N y 0 < η < γ entonces lim
n→∞

p
(j)
n (z) = 0 uniformemente en

{z ∈ C : |z| ≤ √
η}.

103
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Demostración del lema 7.2

Para z ∈ {|z| ≤ √
η} se tiene que |pn(z)| ≤

(
η

γ

)n

de donde lim
n→∞

|pn(z)| = 0. Para

j = 1, 2, . . . , N , se verifica la igualdad

|p(j)
n (z)| = (2n)(2n− 1) . . . (2n− j + 1)

γn
|z|2n−j

≤ (2n)(2n− 1)(2n− 2) . . . (2n− j + 1)
(
√

η)j

(
η

γ

)n

,

de donde obtenemos lim
n→∞

|p(j)
n (z)| = 0.

Demostración del teorema 7.1

La acotación del operador de multiplicación equivale a la existencia de un η > 0
tal

∫
(p, p′, . . . , p(N))[ηW − ΓWΓ∗](p, p′, . . . , p(N))∗dµ ≥ 0 (7.2)

para todo p ∈ P, donde la expresión de la matriz A = ηW − ΓWΓ∗ viene dada por

A =




α0(z) −β1(z) 0 . . . 0

−β1(z) α1(z) −β2(z) 0
...

0 −β2(z) α2(z) −β3(z) 0 . . .
...

. . . . . . . . .

0
αN−1 −βN (z)

0 . . . 0 −βN (z) αN (z)




,

donde αj(z) = αj(η, z) = (η − |z|2)wj − (j + 1)2wj+1, j = 0, 1, . . . , N − 1, αN (z) =
(η − |z|2)wN y βj(z) = jzwj(z), j = 1, . . . , N . Probaremos que sop wj ⊆ {z ∈ C :
|z| ≤ √

η}, j = 0, 1, . . . , N .
Primeramente, fijamos γ > η y dado un n ∈ N sustituimos la expresión de pn(z) =

z2n

γn
en (7.2). Teniendo en cuenta que

Re{p(j−1)
n zp

(j)
n } = Re{4n2(2n− 1)2 . . . (2n− j + 2)2(2n− j + 1)

γ2n
|z|2(2n−j+1)}

= |zp(j−1)
n p(j)

n |,
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se obtiene la desigualdad

∫
(η − |z|2)|pn|2w0(z)dµ(z) +

N∑

j=1

∫
(η|p(j)

n |2 − (j|p(j−1)
n |+ |zp(j)

n |)2)wj(z)dµ(z) ≥ 0.

Haciendo uso del lema 7.2 para j = 0, . . . , N comprobamos que

lim
n→∞

∫

{|z|≤√η|}

(η − |z|2)|pn|2w0(z)dµ(z) +

lim
n→∞

N∑

j=1

∫

{|z|≤√η|}

(η|p(j)
n |2 − (j|p(j−1)

n |+ |zp(j)
n |)2)wj(z)dµ(z) = 0,

por lo que se tiene que

lim sup
n→∞




∫

{|z|>√η|}

(η − |z|2)|pn|2w0(z)dµ(z)+

N∑

j=1

∫

{|z|>√η}

(η|p(j)
n |2 − (j|p(j−1)

n |+ |zp(j)
n |)2)wj(z)dµ(z)


 ≥ 0. (7.3)

De la definición de los polinomios pn obtenemos las siguientes desigualdades

(η − |z|2)|pn|2 < 0 si |z| > √
η, (7.4)

(η − |z|2)|pn|2 < η − γ < 0 si |z| > √
γ. (7.5)

Para j = 1, . . . , N , de nuevo la definición de pn da

η|p(j)
n |2 − (j|p(j−1)

n |+ |zp(j)
n |)2

= [2n(2n− 1) . . . (2n− j + 2)]2
|z|4n−2j

γ2n
[η(2n− j + 1)2 − (2n + 1)2|z|2],

en consecuencia se obtiene

η|p(j)
n |2 − (j|p(j−1)

n |+ |zp(j)
n |)2 < 0 si |z| > √

η, (7.6)

η|p(j)
n |2 − (j|p(j−1)

n |+ |zp(j)
n |)2 < η − γ < 0 si |z| > √

γ, (7.7)

con n suficientemente grande.
Ahora bien, si para algún j, j = 0, . . . , N , y para algún γ > η se cumple que

µ(sopwj ∩ {z : |z| > √
γ}) > 0 tendŕıamos a partir de (7.4), (7.5), (7.6) y (7.7) que
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lim sup
n→∞




∫

{|z|>√η|}

(η − |z|2)|pn|2w0(z)dµ(z)+

N∑

j=1

∫

{|z|>√η}

(η|p(j)
n |2 − (j|p(j−1)

n |+ |zp(j)
n |)2)wj(z)dµ(z)




< (η − γ)
∫

sop wj∩{z: |z|>√γ}

wj(z)dµ < 0,

lo cual contradice (7.3).
Para completar el estudio de la acotación del operador de multiplicación, com-

pacidad del soporte y acotación de los ceros para productos de Sobolev, daremos
dos ejemplos que ilustran que, contrariamente a lo que ocurre en el caso clásico de
ortogonalidad con respecto a productos escalares asociados a una medida real, ni la
compacidad del soporte ni la acotación de los ceros implica la acotación del operador
de multiplicación.

Ejemplo 7.3. Este ejemplo muestra que la compacidad de los soportes de las medidas
no implica la acotación del operador de multiplicación. Tomemos en el producto
escalar de Sobolev (7.1) N = 1, la medida µ = λ + δ0, donde λ es la medida de
Lebesgue dλ = dx con soporte en los intervalos reales

[−1,−1
2
] ∪ [

1
2
, 1]

y las funciones w0(x) = χ[−1,− 1
2 ]∪[ 12 ,1](x) y w1(x) = χ{0}(x), resultando aśı el pro-

ducto escalar

〈p, q〉 =
∫

[−1,− 1
2 ]∪[ 12 ,1]

pq(x)dx + p
′
q′(0). (7.8)

Tomemos la sucesión de polinomios pn(x) = (x2−1)n, n ≥ 0. Para este caso particular
comprobamos que

〈xpn, xpn〉 = 2
∫ 1

1/2

x2(x2 − 1)2ndx + 1 ≥ 1, n ≥ 0.

Como

〈pn, pn〉 = 2
∫ 1

1/2

(x2 − 1)2ndx ≤ 1
22n−1

, n ≥ 0,
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vemos que el operador de multiplicación Mx = xp, p ∈ P no es acotado para este
producto escalar.

El mismo ejemplo nos sirve para mostrar que la acotación de los ceros no implica
la acotación del operador de multiplicación.

En efecto, sean (sn(x))n≥0 y (rn(x))n≥0 las sucesiones de polinomios ortogonales
mónicos correspondientes respectivamente a las medidas

χ[ 1√
2
,1](x)

dx√
x

y χ[ 1√
2
,1](x)

√
xdx + δ0.

Es fácil comprobar que la sucesión de polinomios mónicos

Q2n(x) = sn(x2) y Q2n+1(x) = xrn(x2), n ≥ 0,

es ortogonal con respecto a la medida µ, que define el producto escalar (7.8). De
acuerdo a la teoŕıa clásica de polinomios ortogonales, los ceros de los polinomios
(rn)n≥0 y (sn)n≥0 están contenidos en un subconjunto compacto del eje real (en [0, 1],
por ejemplo), luego se tiene que los ceros de la sucesión de polinomios ortogonales
mónicos con respecto al producto escalar de Sobolev (7.8) (Qn)n≥0 están acotados,
en cambio, tal y como vimos antes, el operador de multiplicación no es acotado con
respecto a este producto escalar.

Del estudio realizado en esta última parte de la tesis quedan pendientes los si-
guientes problemas abiertos.
1) Para sop µ ⊆ R: ¿Es equivalente la acotación de los ceros con la acotación del
soporte de la medida que define el producto escalar de Sobolev?
2) Para sopµ ⊆ C: ¿Implica la acotación del soporte de la medida la acotación de los
ceros?
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[20] J. Favard, Sur les polynômes de Tchebicheff, C. R. Acad. Sci. Paris 200 (1935),
2052-2053.

[21] W. Gautschi, A. B. Kuijlaars, Zeros and critical points of Sobolev orthogonal
polynomials, J. Approx. Theory 91, (1997), 117-137.

[22] P. R. Graves-Morris, C. D. Jenkis, Generalised inverse vector valued rational in-
terpolation, Lecture Notes in Mathematics 1071, 144-156, Springer-Verlag, Ber-
lin, 1984.

[23] A. Hurwitz, R. Courant, Theory of functions, Springer-Verlag, Berlin, 1964; Rus-
sian translation, Ed. Nauka, Moscow, 1968.

[24] T. Kato, Perturbation Theory for Linear Operators, Springer-Verlag, Berlin,
1966.
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