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1. Introduccion

La logica epistémica dinamica es una légica multimodal desarrollada en los iltimos 30 anos, cen-
trada en los cambios del conocimiento, cuya semdantica se suele presentar a partir de marcos de Kripke
o, menos frecuentemente, otros similares como los de Beth (Cfr. van Ditmarsch at al., 2008). En este
trabajo hacemos una propuesta inicial de interpretaciéon de un sistema de légica epistémica dinami-
ca desde un punto de vista constructivista, en el que se consideraran anuncios publicos, adoptando
un enfoque intuicionista que identificara la verdad de una proposicién con su demostrabilidad. En la
segunda parte estudiaremos los modelos de este sistema logico dados por la teoria de categorias, lo
cual permitird estudiar también la relacién entre el conocimiento y las pruebas que existen del mismo,
entendidas en un sentido algoritmico. De este modo, el presente articulo quiere servir de partida para
el estudio de la relaciéon entre conocimiento, anuncios publicos y constructibilidad de pruebas, y se
discutiran y analizaran las dificultades que pueden surgir de considerar determinados axiomas en el
sistema, en especial aquellos que consideran el operador de anuncio publico.

2. Presentacion de la logica epistémica dinamica

Sea P un conjunto de simbolos proposicionales y p € P una cualquiera de ellos; la sintaxis viene
dada en notacién BNF' de este modo:

pu=LlploneleVelo—=ple—L|Kellple

1 € P es una constante proposicional, mientras que la expresién ¢ — 1 puede abreviarse como —;
también podemos abreviar 1 — | como T. K es el operador basico epistémico, K expresa que “se
conoce ¢”. [¢!]x debe entenderse como “tras el anuncio de ¢, x es el caso”. Desde un punto de vista
clasico, los operadores duales se definen como Ko = =K—-¢ y (p!)x = =[p!]-x, respectivamente.

Un sistema axiomaético basico estandar comprende las tautologias clésicas, la distributividad del
operador K, el axioma 7T, la introspeccién positiva y la negativa, asi como los axiomas propios de
anuncios publicos (permanencia atémica, anuncios y negacién, conjuncién y conocimiento, composicién
de anuncios) y las reglas de modus ponens y necesitacién respecto de K (van Ditmarsch et al. 2008).

En su variante constructivista, en el lenguaje no se define el operador dual de K ni el dual de [p!]
y la nocién de estado (o mundo) posible no coincide exactamente con la que mantiene la perspectiva
clédsica. En primer lugar, consideraremos estados no predeterminados; para ello se adoptan marcos
de Beth, definidos de la siguiente manera: F' = (W, <), donde W # &, < es una relacién de orden
parcial, es decir, < es reflexiva, antisimétrica y transitiva. Un modelo viene dado por un marco y una
funcién que asigna variables proposicionales a elementos de X; més concretamente, M = (F,v), donde
F = (W,<) y v se define con dominio en W y rango en P: v : W — p(P); ademds v verifica que
para todo r,s € W, si r < s, entonces v(r) < v(s) (Ramezanian, 2013).

Para la evaluacién de los distintos signos 1égicos, se tendra en cuenta que se han asignado variables
proposicionales a estados, a diferencia de lo que se hacia en la valoracién clasica, en la que se asignaban
estados a variables proposicionales. Para un modelo M, y un estado s, la nocién de satisfaccién
=C W x P, de manera que
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1. M,s = psysspe€uv(s)

M, s |~ 1 para todo s

M,sE@ANxsyss M,s =@y M,s=x

M,slE=¢oVxsyss M,sEq@poM,sEx

M,s = o — x sysssi M,s = ¢, entonces M, s = x

M, s = —¢, de acuerdo con la abreviatura indicada anteriormente, representa M, s = ¢ — L

M, s = K syss para cada r tal que s <r, M,r = ¢

S B T

M,s = [¢!]x syss se verifica que si M,s = ¢, entonces M|,,s = x, teniendo en cuenta que
M|, = (W*, <*,v*), de manera que

a) W*:{SGW:M,S%—\@}H
b) <F=<N(W* x W¥)

c) v*(s) = v(s), siempre que s € W*

Noétese que la relacion <, que es reflexiva y transitiva, determina una relacién de orden parcial
entre las férmulas bien formadas (fbfs, para abreviar), de modo que estas forman un reticulo acotado
inferiormente por 1 y superiormente por Tﬂ El cardcter intuicionista de este sistema viene dado
por la necesidad de construir una prueba para afirmar la validez de una fbf; nétese en particular la
definicién de implicacion, que difiere de la clasica y estda dada en términos de paso de una prueba a
otra. En efecto, la logica intuicionista tiene un carédcter intrinsecamente dindmico en cuanto enfoque
constructivista, ya que la satisfacibilidad de una fbf depende de las pruebas que hayamos construido
hasta ese momento, dejando la puerta abierta a futuras construcciones. Como légica monétona, si
M = ¢, podemos afirmar que la satisfacibilidad de una férmula se mantendra en el futuro una vez que
ha sido demostrada, pero si no tenemos un s tal que M, s = ¢ ni que M, s = —¢, no podemos afirmar
que en un futuro no tengamos una prueba de alguna de esas dos fbfs. Como sistema axiomatico basico
de légica epistémica dindmica con cardcter constructivo (Légica Bésica Constructiva de Anuncios
Piblicos o LBCAP, para abreviar), establecemos el que comprende todas las expresiones validas desde
un punto de vista constructivo, ademas de los siguientes axiomas:

1. K(p = x) = (K¢ — Kx) Distributividad (axioma de normalidad)
2. Ko — Esquema T
3. Kp—- KKy Introspeccion positiva
4. [pllp < (¢ = p) Permanencia atémica
5. [N (W A x) « ([ = [¥!]x) Anuncios y conjuncién
6. [pl|Kx < (¢ — Klp!]x) Anuncios y conocimiento
7. [eN[Ylx < [¢ A [el)Y]x Composicién de anuncios

Las reglas de inferencia son las de modus ponens y necesitacién (respecto del operador K). Los
esquemas 1, 2 y 3, son vélidos en relaciéon a los modelos de Beth, dado el caracter de la relacién < en
los mismos; en cuanto a los esquemas 5, 6 y 7, se comprueban facilmente con sélo aplicar la evaluacion
de las conectivas correspondientes y del operador K. Otros axiomas, cuya conveniencia requeriria
una discusién mas amplia, permiten avanzar en extensiones de LBCAP; entre ellos destacamos los
que expresan introspeccién negativa =Ky — K—K¢, asi como anuncios y negacién: [¢!]-x < (¢ —
=[p!]x), no serén discutidos aqui por merecer una consideracién mas amplia.

'Nétese que esto indica que, tras el anuncio de ¢, tenemos una prueba de ¥, lo cual no requiere tener ya dada una
prueba de ¢, aunque si carecer de pruebas de —¢ al estar en un sistema consistente. Una definicién W* = {s € W :
M, s = ¢} es una alternativa mds restrictiva, pero se preferird aqui la primera.

2Hay que notar que la interpretacién dada por modelos de Beth es ficilmente convertible en un modelo topoldgico
(van Dalen, 2001).
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3. Modelo categorial de la LBCAP

La teoria de categorias ha demostrado ser una herramienta muy util a la hora de ofrecer una
interpretacion seméantica de distintos sistemas formales. Recordemos que, partiendo de las nociones
bésicas de objeto y morfismos entre objetos tales que cada morfismo tiene un origen y un destino, una
categoria ha de cumplir las siguientes condiciones:

1. Cada objeto tiene un morfismo identidad.
2. La composicién de morfismos es asociativa: Si f, g, h son morfismos en C, (fg)h = f(gh).

El modelo categorial de la logica proposicional intuicionista es una bi-categoria cartesiana cerrada
(bi-CCC), que tiene un objeto inicial, el cual equivale a la contradiccién (lo llamaremos L o 0), uno
final, que equivale a la taulogia (lo llamaremos T o 1), una serie de objetos elementales y objetos
obtenidos por composicién exponencial, producto y coproducto de objetos, equivalentes a la compo-
sicién de proposiciones mediante la implicacién, conjunciéon y disyuncién de proposiciones previas,
respectivamente. Si tomamos como es usual el cdlculo A como lenguaje interno de las CCC, puede
verificarse que los axiomas de la l6gica intuicionista son expresables en términos A como combinadores,
es decir, términos \ que no tienen variables libres y que por tanto pueden ser obtenidos sin necesidad
de presupuestos hipotéticos (Cfr. Johnstone, 2003).

Un sistema de logica epistémica como el que consideramos puede ser descrito categorialmente por
una CS4-categoria C, una bi-CCC sobre la cual se define un functor C — C con sus transformaciones
naturales (Fribourg, 2001); a partir de éste, mds adelante anadiremos la estructura correspondiente a
los anuncios publicos. Dado que no tenemos operador dual de K, la categoria CS4 es equivalente en
lo que nos concierne a una S4. De este modo, tenemos una interpretacién canénica del lenguaje de
modo que:

1. Para toda férmula ¢ existe un objeto en la bi-CCC C que es su interpretacion.
2. El conjunto de todos los morfismos de la categoria es interpretacién de WEL esto es, W = arr(C).

3. T — ¢, o simplemente ¢ expresado como proposicién, indica que existe al menos un morfismo
a € W desde el objeto final (que sirve de tautologia y es tal que los morfismos que lo tienen
como origen pueden considerarse como pruebas elementales), hasta el objeto ¢EL por lo que en
términos epistémicos podemos decir que ¢ tiene una demostracion.

4. La composicién de objetos y morfismos es:

a) Si existe un morfismo a : ¢ y un morfismo b : 1, consideramos el par (a,b) como morfismo
producto.

b) Si existe o bien un morfismo a : ¢ o bien un morfismo b : v, consideramos el par (a,b)
como morfismo coproducto, es decir ¢ + 1) (méas exactamente, si existe o bien un morfismo
a : ¢ o bien un morfismo b : 1, entonces existe un morfismo p : ¢ + v tal que a = inl(p) o

b =inr(p)).
¢) Si existe al menos un morfismo a que va de ¢ a v, consideramos que pertenece al objeto
exponencial 1?, equivalente al espacio de funciones ¢ — 1.

Discutiremos ahora las estructuras correspondientes a los operadores K y los de anuncios ptblicos.
Para dar cuenta de los operadores modales en general necesitamos un tipo de construcciones llamados
monadas y coménadas. Una mdnada es un tipo de endofunctor dotado de dos transformaciones natura-
les, y una ménada monoidal es una estructura que permite categorizar relaciones de orden en conjuntos
parcialmente ordenados, y corresponderia al dual de K, el cual no se define en este lenguaje como se
ha dicho antes. La interpretacién del operador K corresponde a una comdnada monoidal, siendo una

3Nétese que a W se habra hecho corresponder la unién de las asignaciones de dtomos a cada uno de sus elementos.
4Como se puede identificar un objeto como el tipo de sus morfismos, la interpretacién del tipo de todos los morfismos
T — ¢ es el objeto ¢.
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comoénada el dual de una moénada, por lo que una coménada sobre una categoria C es una ménada sobre
su categoria opuesta COF | es decir, sobre una categorfa tal que los morfismos estan invertidos respecto
de la original. Una coménada monoidal es una coménada sobre una categoria monoidal (C,®,C) que
presenta un endofunctor que permite definir una relacién de orden parcial sobre los morfismos, dotado
de dos transformaciones naturales monoidales, 04 : K¢ - KK¢ y na : K¢ — ¢, las cuales permiten
definir las condiciones axiomadticas del sistema S4 (obsérvese que dichas transformaciones equivalen a
los axiomas 2 y 3). Dado que dicho orden es reflexivo y transitivo, para dos morfismos s,r € arr(C)
tenemos que, si s < r y int(s) lleva a ¢, es decir, im(s) = ¢, entonces también se cumple que int(r)
lleva a ¢, im(r) = ¢. Una bi-CCC S4 es por tanto una bi-CCC sobre la cual se define una ménada
comonoidal (K, d,n,m) (Cfr. Alechina et at, 2001).

La discusién estd en la interpretacién del anuncio piblico [[¢!]] en términos categoriales, que es
menos clara y no ha sido caracterizada satisfactoriamente por el momento, por lo que aqui no se ofrece
un modelo completo, sino solamente una serie de sugerencias que puedan servir a futuros estudios.
Parece claro que dicha operacién corresponde a un functor de restriccion [[¢!]] : C — C|4 junto con sus
correspondientes adjuntos, es decir, de C a C restringida al conjunto de objetos y morfismos tales que
no existen morfismos a —¢, siendo la relacién de orden la misma restringida a dicho subconjunto y la
interpretacién de objetos y morfismos la misma. Igual que en el caso del operador K, lo que necesitamos
es que la composicién de dicho functor refleje los axiomas de la légica de anuncios ptublicos que se han
ofrecido antes; por ejemplo, ha de cumplirse el axioma de permanencia atémica, de modo que [[p!]]¢
especifica en C|, que, si se verifica p, entonces se verifica ¢, es decir, si existe en C|, un morfismo hacia
p, entonces existe en la misma categoria un morfismo hacia dﬂ Lo mismo pasaria con el resto de los
axiomas. Dicho functor ha de dar cuenta categorialmente de la adicién de nuevas pruebas en términos
de anuncios publicos de modo que el anuncio de una proposicién dada, simple o compleja, traiga como
consecuencia la demostracién de otra u otras proposicionesﬂ Dado que este campo es relativamente
nuevo, de momento solo podemos ofrecer pistas para futuros desarrollos, no un esquema completo.

4. Conclusiones

Recapitulando la interpretacion categorial de la LBCAP, podemos ver que en dicha seméntica
una proposicién equivale a un objeto de la categoria, mientras que una demostracién de la misma
equivale a un morfismo hacia el correspondiente objeto. Obsérvese que los estados de W que han sido
estudiados en la seccion 2 pueden ser vistos entonces como morfismos o pruebas de sus correspondientes
proposiciones, por lo que la interpretacién standard y la categorial se complementan, y que los objetos
o proposiciones pueden ser considerados como el tipo de todos los morfismos o estados que los verifican.
Dichos morfismos pueden ser enunciados en términos del calculo lambda como algoritmos constructivos
de las proposiciones que se consideran, en el sentido de que son modelos de los pasos que llevan a
obtener una demostracién de las mismas.

Ma3s intereresante, como se ha visto, es el caso de la interpretacién del operador K y de los anuncios
publicos. En el primer caso nos encontramos con una bi-categoria cartesiana cerrada S4, es decir, una
bi-CCC dotada de un endofunctor que permite dar cuenta de la relaciéon de orden parcial entre pruebas
de las proposiciones; una prueba de K¢ es un algoritmo que permite pasar de todo algoritmo s que
demuestra ¢ a todos los algoritmos o pruebas r tales que s < r. En el caso de los anuncios ptblicos,
un algoritmo o prueba de [[p!]]¥) es un algoritmo que nos indica que, si tenemos un morfismo s tal que
nos lleve a p, entonces podemos obtener otro morfismo w que nos lleva a 1 con las restricciones antes
consideradas. Habra que seguir trabajando en la interpretacion categorial de los anuncios piblicos,
tanto en su caracterizacién béasica como en la profundizacion de los aspectos méds complejos de este
campo. En futuros articulos esperamos ofrecer una caracterizaciéon més completa del modelo categorial
de la légica estudiada aqui, asi como su aplicacion en el estudio de paradojas epistémicas clasicas, tales
como la paradoja del examen sorpresa, la paradoja de Fitch o las sentencias de Moore.

5Obsérvese de paso que, aunque relacionados, el anuncio piblico y la implicacién 1égica son conceptos distintos; la
implicacién ¢ — 1) conlleva que se puede pasar de una prueba de ¢ a una prueba de v, ya que hay un morfismo que
pertenece a 1?; el anuncio ptblico [[#!]]¥ quiere decir que en la categorfa restringida C|s hay un morfismo a 1.

5Nétese de paso nuevamente el cardcter dindmico de esta 14gica en cuanto a sus anuncios piblicos, ya que el anuncio de
una proposicién reestructura el conjunto de proposiciones demostradas en el sistema, siempre que siga siendo consistente.
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